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摘 要

本论文以玻色弦与 Ramond-Neveu-Schwarz（RNS）超弦理论为基础，系统计

算了开弦与闭弦在盘面及球面拓扑下的超弦散射振幅，并介绍了盘面和球面振

幅之间的 Kawai-Lewellen-Tye（KLT）关系与盘面振幅满足的单值关系。通过引

入纯旋量超弦形式，利用多粒子超场方法，严格推导出任意点无质量态开弦盘面

振幅的普适表达式。基于弦长极限，成功构建了十维超对称 Yang-Mills（SYM）

理论振幅的纯旋量超空间的上同调表述。进一步给出满足色-运动学对偶的树级

振幅 Bern-Carrasco-Johansson（BCJ）分子系统化构造算法。

关键词：超弦理论；散射振幅；纯旋量；色-运动学对偶；量子场论
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ABSTRACT
This paper is based on the bosonic string and the Ramond-Neveu-Schwarz (RNS)

superstring. It systematically calculates superstring scattering amplitudes for open and

closed strings under disk and sphere topologies, while introducing the Kawai-Lewellen-

Tye (KLT) relations between disk and sphere amplitudes, as well as the monodromy re-

lations satisfied by disk amplitudes. By employing the pure spinor superstring formal-

ism and utilizing the multi-particle superfield method, we rigorously derive a universal

expression for disk amplitudes of open strings with arbitrary massless states. Based on

the string length limit, we successfully construct amplitudes of 10-dimensional super-

symmetric Yang-Mills (SYM) theory from pure spinor superspace cohomology. Fur-

thermore, we present a systematic algorithm for constructing Bern-Carrasco-Johansson

(BCJ) numerators that satisfy color-kinematics duality at tree level.

Keywords: Superstring Theory; Scattering Amplitudes; Pure Spinor; Color-Kinematic

Duality; Quantum Field Theory
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武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

1 绪论

弦理论是量子引力理论的重要候选者之一，有望统一四大基本相互作用。对

弦论的研究最早起源于对强相互作用的研究，1968年，Veneziano给出了强子散

射的经验公式，这被认为是弦理论的第一个公式，现代语境下其描述开弦四快子

振幅。从某种角度上来说对弦论的研究起源于对弦振幅的研究。而且目前弦论

只有微扰意义上的定义，所以弦振幅的研究尤其重要 [1]。

最早被发展的弦理论是不含费米子谱的玻色弦理论，为了能够描述费米子

并消除不稳定真空，需要引入超对称研究超弦理论。由于弦理论本身可以看作

是世界面上的共形场论，所以引入超对称最简单的方式是直接引入世界面场论，

利用二维 N = 1 超对称共形场论来构造超弦，这便是 Ramond-Neveu-Schwarz

（RNS）超弦。但最终弦振幅的结果和世界面没有关系，真正需要的超对称构造

是靶空间超对称，在 RNS超弦中这通过 GSO投影实现。由于弦振幅本身是具有

靶空间超对称而不是世界面超对称的物理量，所以直接使用 RNS超弦计算振幅

会十分复杂。比如两圈四点 RNS超弦振幅计算，D’Hoker和 Phong用了六篇论

文才完全解决 [2–8]。

虽然超弦已经经历过两次革命，但关于保持靶空间超对称的超弦理论的寻找

还是个难题。最早 Green-Schwarz超弦 [9–10]实现了靶空间超对称，但是只能在非

协变的光锥坐标下量子化。后续 Siegle改进了这一形式 [11]但最终被发现与 RNS

形式不等价，所以无法得到正确的弦振幅。本世纪初，Nathan Berkovits在 Siegle

超弦形式下成功发展出了能够协变量子化的保持靶空间超对称的超弦 [12]。由于

Berkovis的构造依赖于一种特殊的靶空间旋量——纯旋量，所以这一形式也被称

为纯旋量超弦。

利用这一形式，原本在 RNS超弦中难以计算的弦振幅被大大简化，比如利

用纯旋量超弦计算两圈四点振幅要容易得多 [13]，后来这也被证明与 RNS 超弦

的计算结果等价 [14]。利用纯旋量超弦，Berkovits的学生 Mafra，和 Schlotterer、

Stieberger合作给出了任意点开弦无质量态盘面振幅的一般公式 [15–16]：

An(P ) = (2α′)n−3
∫
dµnP

[
n−2∏
k=2

k−1∑
m=1

smk
zmk

ASYM
n (1, 2, . . . , n) + perm(2, 3, . . . , n− 2)

]
(1.1)

这是本论文的核心，本论文将聚焦于弦论盘面振幅的计算，尤其是如何从纯旋量

1



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

超弦导出此公式。下面我将给出本论文的行文结构，方便读者阅读。

第2章首先介绍了玻色弦理论，特别是正则量子化、路径积分量子化和 BRST

量子化三种后面会经常用到的量子化方法；第3章介绍 RNS超弦和GSO投影，详

细构造了 RNS超弦无质量顶角算符。这两章可以看作是对弦理论的简介，本文

仅仅假设读者对量子场论和场论中的散射振幅有基本的了解。不过篇幅所限这

部分略去了很多相关计算细节，读者还需参考弦论教科书。[17–24]

由于弦振幅涉及到黎曼曲面模空间的计算，所以第4章首先简短的从数学上

介绍黎曼曲面及其模空间。不过本论文主要考虑球面和盘面振幅，所以模空间是

计算是平凡的。为了完整性，在第四章依旧介绍了玻色弦任意圈弦振幅的数学形

式，虽然本论文主要考虑超弦振幅，但了解玻色弦振幅的数学形式对理解超弦振

幅是必不可少的。可惜由于超弦圈级振幅计算极其复杂，所以本论文并未讨论其

一般形式。文献 [8,25]中有较为细致的考虑。本章还利用 RNS超弦进行了一些具

体计算，给出了球面和盘面弦振幅之间的 Kawai-Lewellen-Tye 关系以及盘面振

幅满足的单值关系。

第5章是本文主要工具纯旋量超弦的介绍，从 Brink-Schwarz 超对称粒子出

发指出 GW形式不可协变量子化的问题，然后启发性（自上而下）地构造出了

纯旋量超弦。从历史的角度（自下而上）出发构造纯旋量超弦可见文献 [26–27]。

第6章则是本论文的主要结论，利用纯旋量超弦导出了任意点无质量态开弦

盘面振幅的一般形式，并且讨论了其场论极限，十维超对称 Yang-Mills理论振

幅。由于纯旋量超弦的计算中会自然涌现出自由李代数结构，这一结构非常容易

帮助讨论规范理论的色-运动学对偶，所以在本章最后讨论了如何构造满足色-运

动学对偶的 Bern-Carrasco-Johanson分子 [28]。

最后，本论文还给出了两个方便于实际计算的附录，附录A给出了本论文主

要使用到的算符乘积展开，在正文中将不再重复提及；纯旋量超弦计算涉及到大

量有关 γ矩阵的恒等式，这被囊括在附录B中。另外，本论文还有一些标有 ∗号

的章节，这表示其脱离于本论文主线但是在本论文正文中有所提及，为了完整性

而包括在内，略过并不影响对本文主要结论的理解。

此外，本文还涉及到一些数学定理，均用灰色方框标识。由于本文并非严谨

的数学论文，所以并未对其进行严格证明，本论文仅承认它们的正确性并运用于

弦论之中。具体证明读者可查阅附上的参考文献。

2
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2 玻色弦及其量子化

本章简要回顾玻色弦的量子化，根据正则量子化以及 BRST量子化得到玻色

弦理论的激发粒子谱以及对应的顶角算符，并利用 Polyakov路径积分写下弦理

论散射振幅的基本定义，这是后续章节计算的出发点。虽然玻色弦存在真空不稳

定以及没有费米子激发等问题，但对玻色弦这一更为简单模型的研究有助于理

解超弦的相关问题。这里只做简要的回顾，更多相关细节读者可以参考 [17,19–20]，

另外我们将使用更现代的共形场论的语言，相关细节可以在 [29–30]中找到。

2.1 正则量子化

弦论量子化其实是约束体系量子化问题，利用正则量子化并不能很好地解

决，但是正则量子化的好处是能看出弦论的粒子谱。

2.1.1 Nambu-Goto 作用量

自由点粒子的作用量正比于其世界线场，受此启发可以立刻写下弦的作用

量：

SNG = − 1

2πα′

∫
M

dτdσ (det hab)
1/2 , hab := ∂aX

µ ∂bXµ (2.1)

由于作用量中包含根号，更利于量子化的方式是引入辅助场 γab

SP[X, γ] = −
1

4πα′

∫
M

dτdσ (−γ)1/2 γab ∂aXµ ∂bXµ (2.2)

上述作用量有全局庞加莱对称性：

X ′µ(τ, σ) = ΛµνX
ν(τ, σ) + aµ,

γ′ab(τ, σ) = γab(τ, σ).
(2.3)

以及局域规范对称性 diff ×Weyl：

X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ),

∂σ′c

∂σa
∂σ′a

∂σb
γ′cd(τ

′, σ′) = γab(τ, σ),
(2.4)

X ′µ(τ, σ) = Xµ(τ, σ),

γ′ab(τ, σ) = exp(2ω(τ, σ))γab(τ, σ),
(2.5)

由于 γab没有动力学，其运动方程将在量子化时作为约束引入：

δSP

δγab
∼ T ab = 0 (2.6)

3
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同时不难验证弦经典运动方程为一维波动方程：

δSP

δXµ
∼
(
∂2

∂σ2
− ∂2

∂τ 2

)
Xµ = 0 (2.7)

由于一维弦的非平凡拓扑，若加入周期性边界条件则为闭弦：

Xµ(τ, σ + ℓ) = Xµ(τ, σ) (2.8)

而开弦端点上可以引入两种不同的边界条件：

na ∂aXµ|∂M = 0 (Neumann)

Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, ℓ) = x0 (Dirichlet)
(2.9)

表面上看似乎只有第一种边界条件才不会破坏庞加莱对称性，Dirichlet边界条件

其实相当于要求开弦端点依附于 D 膜上。而超弦中 D 膜其实可以作为 BPS 态

稳定存在，所以 D膜作为靶空间的非平凡缺陷也应当看作弦论自由度的一部分，

这意味着 Dirichlet边界条件也是可行的。

弦论中可以通过 Chan-Paton因子引入 U(N)规范对称性①，具体体现在开弦

端点带上 U(1)× Ū(1)荷，其可以解释为开弦端点依附的 D膜指标：

|N ; k; a〉 =
n∑

i,j=1

|N ; k; ij〉λaij, λ ∈ u(N) (2.10)

2.1.2 光锥量子化

正则量子化的核心是将力学量量子化为算符，泊松括号替换为狄拉克括号。

但是量子化还要满足约束2.6。光锥量子化思路是取光锥规范定下 diff ×Weyl规

范对称性，类似在库伦规范下量子化 U(1)Yang-Mills理论得到量子电动力学：

X± = 2−1/2(X0 ±X1), X i, i = 2, . . . , D − 1

X+ = τ, ∂σγσσ = 0, det γab = −1
(2.11)

在这一规范选取下，X+ 不再拥有动力学演化，而 X− 可以完全由横向 αi 模展

开，所以 α−也不用考虑。以 Neumann边界条件开弦为例，仅剩下非平凡的 X i

模展开：

X i(τ, σ) = xi +
pi

p+
τ + i(2α′)1/2

∞∑
n=−∞

1

n
αin exp

(
−πinτ

ℓ

)
cos

πnσ

ℓ
(2.12)

①非定向弦对应 SO(N)和 Sp(N)对称性

4
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这里 x可以理解为弦的质心动量，p,Π是相应的共轭动量：

x−(τ) =
1

ℓ

∫ ℓ

0

dσX−(τ, σ)

p− = −p+ =
∂L

∂(∂τx−)
= − ℓ

2πα′
γσσ

Πi =
∂L

∂(∂τX i)
=

1

2πα′
γσσ ∂τX

i =
p+

ℓ
∂τX

ixi(τ) =
1

ℓ

∫ ℓ

0

dσX i(τ, σ),

pi(τ) =

∫ ℓ

0

dσΠi(τ, σ) =
p+

ℓ

∫ ℓ

0

dσ ∂τX
i(τ, σ)

(2.13)

然后取等时对易子进行标准正则量子化操作：

[x−, p+] = iη−+ = −i,

[X i(σ),Πj(σ′)] = iδijδ(σ − σ′)
⇒

[xi, pj] = iδij,

[αim, α
j
n] = mδijδm,−n

(2.14)

不难看出上面模展开具有谐振子代数，所以弦的粒子谱可以看作不同振动模式

激发：

|N ; k〉 =

[
D−1∏
i=2

∞∏
n=1

(αi−n)
Nin

(nNinNin!)1/2

]
|0; k〉 (2.15)

其中 |0, k〉是真空态，且由于 pi 为好量子数而带有背景动量。利用黎曼 Zeta正

规化 ζ(−1) = − 1
12
可以推出点粒子激发质量谱为：

m2
op =

1

α′

(
N +

2−D
24

)
, N :=

D−1∑
i=2

∞∑
n=1

nNin (2.16)

但是光锥量子化方法明显地破坏了庞加莱对称性，为了理论自洽，必须要求玻色

弦定义在 26维靶空间：

Dboson = 26 (2.17)

这其实是第一激发态处于 SO(D − 2)小群表示的必然结果。注意到弦真空是质

量平方负定的快子态：

|0; k〉 ⇔ m2 = − 1

α′
(2.18)

闭弦也可以同样处理，只是分为左右模，而开弦左右模叠加成为驻波2.12，闭弦

有如下模展开：

X i(τ, σ) = xi +
pi

p+
τ + i

(
α′

2

)1/2

×
∞∑

n=−∞

{
αin
n

exp

[
−2πin(σ + τ)

ℓ

]
+
α̃in
n

exp

[
2πin(σ − τ)

ℓ

]} (2.19)

5
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可以看到相当于两个开弦谱的叠合。同样正则量子化得到弦激发粒子谱：

|N, Ñ ; k〉 =

[
D−1∏
i=2

∞∏
n=1

(αi−n)
Nin(α̃i−n)

Ñin

(nNinNin!nÑinÑin!)1/2

]
|0, 0; k〉 (2.20)

闭弦周期性边界条件要求左右模满足 N = Ñ①。同样可以得到闭弦质量谱：

m2
cl =

2

α′
(N + Ñ − 2) =

4

α′
(N − 1) (2.21)

本论文主要考察无质量激发态，也就是开弦闭弦第一激发态，事实上更高激发态

在 α′ → 0的场论极限下会被压低。从上面的弦粒子谱不难看出开弦第一激发态

对应无质量规范玻色子，而闭弦第一激发态对应引力子，伸缩子以及 B-场。

2.1.3 协变量子化

光锥量子化相当于先取规范使用约束条件后量子化，协变量子化相当于先

量子化后使用约束条件，好处是明显地保留了庞加莱对称性。下面仍以开弦为

例，好处是左右模重合。

类似 QED中的 Gupta-Bleule量子化方法 [31]，要求 Tab = 0从物理上看应当

是要求其作用于量子化后的希尔伯特空间上是零算子：

Tab = 0
量子化−−−→ Tab |ψ〉 = 0⇒ Lmn |ψ〉 ∼ 0 (2.22)

其中 Ln是能动张量模展开后的 Virasoro代数生成元：

Lm =
1

2

+∞∑
n=−∞

αm−n · αn (2.23)

上述条件相当于要求物理态为 Virasoro最高权态②：

(L m
n + Aδn,0)|ψ〉 = 0 for n ≥ 0 (2.24)

由于不用选取光锥规范，2.12和2.19中模展开应当将指标 i替换为一般的 µ，现

在态空间由 αµ 生成。2.24的限制并不够，因为Hphys 中还包含一些零模态，与

物理态均正交，张成的希尔伯特空间记为Hnull，所以和物理过程是解耦的，应

当看作是规范变换的生成元，所以应当有下面的等价关系：

|ψ〉 ∼ |ψ〉+ |χ〉 , ∀ψ ∈Hphys, χ ∈Hnull (2.25)

①注意这一条件并非总是满足，对于 T紧致化后的靶空间，左右模间可以相差缠绕数。

②A是待定常数，不少文献称为正规排序常数，计算上来源于 NOP序和产生湮灭算符排序

之间相差的常数，也即算符不对易性带来的量子修正。本质上来源于真空能贡献。

6
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最终我们得到协变微扰论的态空间：①

HCQ '
Hphys

Hnull

(2.26)

计算此商空间便得到弦的激发态，而且自洽性自然要求 A = −1, D = 26，开弦

快子态和无质量激发态构造如下：

|0; k〉, m2 = − 1

α′
;

eµα
µ
−1|0; k〉, m2 = 0, kµeµ = 0,

eµ ∼= eµ + ckµ.

(2.27)

同时叠合关系给出闭弦激发态为：

|0; k〉, m2 = − 4

α′
;

eµνα
µ
−1α̃

ν
−1|0; k〉, m2 = 0, kµeµν = kνeµν = 0,

eµν ∼= eµν + aµkν + kµbν , a · k = b · k = 0.

(2.28)

好处是态的构造明显保留庞加莱对称性，从而为计算 Lorentz不变的弦振幅带来

了方便。

2.2 路径积分量子化

不同于量子场论，弦论的相互作用并不需要在作用量中引入新的项来实现，

而是直接由不同的世界面拓扑来实现。

2.2.1 Polyakov 路径积分

为了使路径积分良定，先利用 Wick 转动将世界面度规从 (−,+) 的二维闵

氏度规 γab转为 (+,+)的二维欧式度规 gab。单纯从 diff ×Weyl不变性出发可以

在2.2基础上额外引入一项正比于：

χ =
1

4π

∫
M

d2σ g1/2R +
1

2π

∫
∂M

dsk (2.29)

其中 k是测地曲率，利用Gauss-Bonnet定理不难看出这一项正是欧拉示性数。由

于二维几何均共形平坦，所以可以选取等温坐标使得：

g = e2ωdzdz̄ (2.30)

①这里似乎很像 BRST量子化2.48，但是由于我们并没有直接考虑鬼场，所以无法写下一个

分次链复形

7
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再利用Weyl不变性可以将其变为平坦欧氏度规，也即选取共形规范。在这一规

范下①，利用 Faddeev–Popov方法引入费米统计的 b, c鬼场消去 diff ×Weyl规范

冗余，弦论配分函数可以写作：

Z [ĝ] =
∑

worldsheet
topologies

1

VCKG

∫
DXD[bb̃]D[cc̃] exp(−Sm − Sg) (2.31)

这里物质场和鬼场作用量分别为：

Sm =
1

2πα′

∫
d2z ∂Xµ∂̄Xµ, Sg =

1

2π

∫
d2z
(
b∂̄c+ b̃ ∂c̃

)
(2.32)

注意 diff ×Weyl 规范固定后其实还剩下共形规范自由度没有消去②，所以这时

Sm 和 Sg 都对应二维共形场论。所以弦论问题就被转化为了二维共形场论问题。

而且可以看到弦论中的展开不同于量子场论中按照顶点数目展开，弦论是按照

世界面拓扑微扰展开，相互作用系数有如下关系：

g20 ∼ gc ∼ eλ (2.33)

注意，对于开弦，由于端点的世界线会构成世界面的边界，所以开弦实际

上需要使用边界共形场论进行研究。此时左右模均定义在上半复平面上，而且

Neumann边界条件③体现在实轴上左右模的对应：

T (z) = T̃ (z̄), c(z) = c̃(z̄), b(z) = b̃(z̄), Im z = 0 (2.34)

这时只能在上复平面讨论共形场论，不过可以用加倍技巧将上复平面右模的信

息转移到下复平面左模场的定义：

T (z) := T̃ (z′), b(z) := b̃(z′), c(z) := c̃(z′) z′ = z̄, Imz < 0 (2.35)

对左模场延拓④之后左模场已然包含右模场的所有信息，所以可以转换为在整个

复平面上仅仅讨论左模场的共形场论。下面的简单例子便能说明加倍技巧：

Lm =
1

2πi

∫
C

(
dzzm+1T (z)− dz̄z̄m+1T̃ (z̄)

)
=

1

2πi

∮
dzzm+1T (z)

(2.36)

①用 ĝ表示对应的规范固定选取。

②对高亏格曲面其实还会有额外的零模鬼场插入，这里留待第4章讨论

③鬼场也会有类似的限定

④这种延拓技巧在数学上依赖于 Schwarz反射原理
8
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开弦左右模重叠，围道积分由于边界的限制只能在上复平面进行。利用加倍技巧

将右模的信息转换为左模在下复平面上的信息，从而将边界共形场论转换为一

般的共形场论，而且只剩下左模场参与计算。所以闭弦和开弦的计算是一样的，

只需要注意开弦只保留左模，或者简单认为左右模场此时相等①。

另外，根据二维闭曲面分类定理，对世界面拓扑求和也可以是不可定向曲

面，对不可定向曲面求和意味着我们将世界面宇称 σ′ = ℓ − σ2 作为规范对称性

引入。这时的弦论成为不可定向弦。考虑世界面宇称变换由 Ω算符生成，对于

开弦有：

ΩαµnΩ
−1 = (−1)nαµn (2.37)

而对于闭弦则会左右模互换：

ΩαµnΩ
−1 = α̃µn, Ωα̃µnΩ

−1 = αµn (2.38)

且假设真空态 Ω = +1，在这一约定下，自洽的弦相互作用要求不可定向弦只剩

下 Ω = +1的激发态。本论文主要考虑可定向弦的树级振幅计算。

2.2.2 弦振幅

类似量子场论中振幅依赖于渐进态的定义，弦论中我们提到振幅都是指无

穷远处的弦激发态演化后的相互作用关联函数。取等温坐标后，利用共形场论的

态算符对应，无穷远处的激发态相当于世界面某个点上插入对应的顶角算符 V，

用图示来看这个过程相当于图2.1。受前面配分函数的启发，由此可以写下弦振

98 3 The Polyakov path integral

Fig. 3.8. (a) Scattering of four closed strings, with sources approaching X0 = ±∞.
(b) Conformally equivalent picture of the four-closed-string scattering: a sphere
with small holes.

over long spacetime distances comes precisely from world-sheets where a
cylinder is growing long in the sense above.

As we know from chapter 2, the cylinder has a conformally equivalent
description in terms of the coordinate z,

z = exp(−iw) , exp(−2πt) ≤ |z| ≤ 1 . (3.5.2)

In this picture, the long cylinder is mapped into the unit disk, where the
external string state is a tiny circle in the center. In the geometry of the
internal metric, the process of figure 3.8(a) now looks like figure 3.8(b).
In the limit t → ∞, the tiny circles shrink to points and the world-sheet
reduces to a sphere with a point-like insertion for each external state.

The same idea holds for external open string states. The long strips in
the process of figure 3.9(a) can be described as the region

− 2πt ≤ Imw ≤ 0 , 0 ≤ Rew ≤ π , (3.5.3)

where Imw = −2πt is the source and Rew = 0, π are endpoint boundaries.
Under z = − exp(−iw), this maps into the intersection of the unit disk
with the upper half-plane, with a tiny semi-circle cut out at the origin,

exp(−2πt) ≤ |z| ≤ 1 , Im z ≥ 0 . (3.5.4)

图 2.1态算符对应与弦振幅

①但是注意严谨来讲边界条件只给出实轴上相等，是利用加倍技巧之后才在复平面上等同，

而且这种分析技巧只适用于复平面，对于本文主要讨论的树级振幅已足够。
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幅①：

Sj1...jn(k1, . . . , kn) =
〈〈 n∏

i=1

∫
d2σig(σi)

1/2Vji(ki, σi)
〉〉

=
∑

worldsheet
topologies

e−λχ
∫
DXDg
Vdiff×Weyl

e−Sm

n∏
i=1

∫
d2σig(σi)

1/2Vji(ki, σi)

(2.39)

上式中我们使用 〈〈•〉〉是为了提醒读者规范固定时可能的零模鬼场插入。而且上

式我们并没有利用鬼场进行规范固定，这个问题我们留待到第4章解决。

2.2.3 顶角算符

利用前面正则量子化得到的激发态，只需要做如下替换便可以得到对应的

顶角算符：

αµ−m → i

(
2

α′

)1/2
1

(m− 1)!
∂mXµ(0), |0; k〉 → eik·X(0,0) (2.40)

由于算符乘积展开（OPE）在插入点相同时奇异，所以替换完成后还需要对算符

取正规排序乘积（NOP）保证非奇异。这其实相当于一种重整化的选取，本论文

均采用共形场论的 NOP技术来重整化。

一般我们把上述构造的算符与世界面上积分
∫
dσ2②共同称作积分顶角算符，

记作 U，积分的存在使得顶角算符整体共形权为 0，从而最终的振幅具有共形不

变性。

2.3 BRST 量子化
本节的核心目标是使用 BRST量子化方法给出后续振幅计算中规范固定需

要引入的无积分顶角算符。

考虑关于物质场 ϕi 的某个一般性量子理论，i以及后续讨论涉及到的指标

可以连续或离散，连续部分标记场的坐标依赖，离散部分则标记场的种类。假设

所考虑体系的规范对称性生成元 δα具有类似李代数的结构：

[δα, δβ] = fγαβδγ (2.41)

利用 FP方法引入鬼场进行规范固定，规范选取为：

FA(ϕ) = 0 (2.42)

①也称作弦的 S矩阵。

②注意开弦由于插入点在边界上，所以积分在边界上进行。
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则配分函数计算为：∫
[dϕi]

Vgauge
exp(−S1)→

∫
[dϕidBAdbAdc

α] exp(−Sm − Sg − Sf ) (2.43)

这里新引入了鬼场 Sg 和规范固定项 Sf：
①

Sg = bAc
αδαF

A(ϕ), Sf = −iBAF
A(ϕ) (2.44)

以上无非是 FP鬼场的一般做法，重点在于上述体系存在一个全局对称性：

δBϕi = −iϵcαδαϕi, δBBA = 0,

δBbA = ϵBA, δBc
α =

i

2
ϵfαβγc

βcγ.
(2.45)

对应的 Noether荷记作 QB
②，其中 ϵ是格拉斯曼变量。c的鬼数为 +1，b和 ϵ鬼

数为 −1。所以 QB 具有 +1的鬼数，而且具有幂零性：

Q2
B = 0 (2.46)

考虑物质场和鬼场共同生成的希尔伯特空间，以鬼数为分次可以立即写下 BRST

上链复形 C•BRST：

· · · −→Hg−1
Qg−1−−−→Hg

Qg−→Hg+1 −→ · · · (2.47)

BRST量子化则是要求物理态处于鬼数为 0的上同调群中③，这其实是要求可观

测量具有 BRST不变性：④

HBRST
∼= H0(C•BRST) := Z(C•BRST)/B(C•BRST) (2.48)

接下来我们将上面一般性的方法应用到弦论中，BRST荷有如下形式：[17]

QB =
1

2πi

∮
(d zjB − d zj̃B), jB := cTm+ : bc ∂c : +

3

2
∂2c (2.49)

①前面2.31没有 Sf 是因为规范选取完全消除了 g 的规范冗余，不难看到 BA 积分后的效果

是引入 δ(FA(ϕ))，所以对 g再次进行路径积分便完全移除了这一项。

②使用 [29]中的 Noether技巧将 ϵ从全局常数提升为场 ϵ(x)，则 δS ∼
∫
j ∂ϵ，对 j 积分得到

Noether荷。

③对于无积分顶角算符则是要求在鬼数为 1的上同调群中，而且额外要求是共形不变的，也

就是限制在共形权为 0的子复形中讨论上同调。

④准确来说 |phys〉 ∈ Z，闭链要求给出 BRST不变性，而模掉边缘链 B（物理上也称 B中的

态为 BRST恰当）意味着 B 中的态都是和物理态脱耦的，类似2.26
11
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Q2
B = 0要求 {QB, QB} = 0，这对应 jBOPE的一阶奇点：①

jB(z)jB(w) ∼ −
cm − 18

2(z − w)3
c ∂c(w)− cm − 18

4(z − w)2
c ∂2c(w)− cm − 26

12(z − w)
c ∂3c(w)

(2.50)

由此可以看出自洽量子化要求 cm = 26，也即靶空间维数为 26。另外，物理态在

壳要求：

L0|ψ〉 = {QB, b0}|ψ〉 = 0⇒ b0 |ψ〉 = 0 (2.51)

为了构造无质量态无积分顶角算符，首先使用 bc 鬼场物质场 ∂nX 以及平面波

eip·X 构造出最一般的共形权为 0的顶角算符：②

Vgeneral =:
(
α ∂c+ βc ∂2c+ γc ∂c ∂2c+ ϵµc ∂X

µ + ζµc ∂c ∂X
µ + λ

)
eip·X : (2.52)

上述对态的要求可以转化为对算符的要求：③

QB |ψ〉 = 0⇔ [QB, V ] = 0⇔ QBV ∼ 0 (2.53)

首先作用在壳条件得到：

b0Vgeneral =

∮
dz

2πi
zb :

(
α ∂c+ βc ∂2c+ γc ∂c ∂2c+ ϵµc ∂X

µ + ζµc ∂c ∂X
µ + λ

)
eip·X :

=

∮
dz

2πi
:

(
α

z
− γc ∂2c

z
− ζµ(c ∂X

µ)

z

)
eip·X := 0

⇒ α, γ, ζµ = 0

(2.54)

剩下的可能的顶角算符形式为：

Vgeneral → V1 =:
(
βc ∂2c+ ϵµc ∂X

µ + λ
)
eip·X : (2.55)

继续作用式2.49，注意这里考虑开弦，只有左模：

QBV1 =

∮
dz

2πi

[
− iα

′

4z
ϵ· : ∂2ceip·Xc : +λ

z
c ∂eip·X

]
= 0

⇒ λ = 0, ϵ · p = 0

(2.56)

①这些复杂的 OPE 计算可以使用笔者编写的程序完成：https://github.com/WHUZBF/MM

A/tree/main/OPE

②注意我们这里忽视了鬼数为 1这个条件，后面会在求 BRST恰当项中引入。也可以先引入

这个条件使得计算更加简便，但我们这里考虑最一般的构造帮助读者熟悉 OPE计算。

③这里我们利用了 Q的定义含围道积分，对易子的计算可以转换为被积算符 OPE的计算
12

https://github.com/WHUZBF/MMA/tree/main/OPE
https://github.com/WHUZBF/MMA/tree/main/OPE


武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

注意到 BRST算符并不改变共形权，所以 BRST恰当部分应当也由 Vgeneral 中的

项生成，另外注意到鬼数为 1的恰当项应当由鬼数为 0的部分生成，而鬼数为零

的算符只有平面波，所以我们立刻写下：

QBλ : eip·X := iλ : cp · ∂Xeip·X : (2.57)

这给出限制 ϵ ∼= ϵ + p，另外回到我们所关注的鬼数 1上同调群，c ∂2c鬼数为 2

可以扔掉①，最终得到顶角算符：

Vphys =: ϵµc ∂X
µeip·X :, ϵ · p = 0, ϵµ ∼= ϵµ + pµ (2.58)

上述计算推广到一般的态是显然的，开弦态只使用了左模场，闭弦态只需要

额外使用右模场构造 V 即可。另外，虽然看似无积分顶角算符关联函数明显依

赖于世界面坐标，后面会发现这一点被 VCKG消除。

不难看出无积分顶角算符和积分顶角算符的联系为 V = cU②，这是 bc鬼场

的性质，即便是 RNS超弦这一点也成立，更重要的是这一联系也可以用 BRST

荷表述为：

[QB, U ] ∼ QBU = ∂V (2.59)

这在后面构造纯旋量超弦的积分顶角算符中非常重要。而且上式立刻说明了∫
dzU(z) BRST闭，所以这也能看出 cU ↔

∫
dzU。

2.4 鬼场的真空

现在我们来简要讨论上述结果的物理意义，这对后面构造 RNS超弦顶角算

符具有很大的意义。首先我们需要区分一下共形场论中的 SL(2,C)不变真空 |1〉。

以及物理上关注的真空 |0〉。对于共形权为 h的初级场，其 SL(2,C)不变真空定

义为：

ϕn>−h |1〉 = 0 (2.60)

而物理上真空态要求能量最低，H ∼ L0而且注意到 [Ln, ϕm] = [(h−1)n−m]ϕm，

所以一切 ϕm>0都会降低能量（共形权），所以：

ϕn>0 |0〉 = 0 (2.61)

①凑巧它其实也是 BRST恰当的

②如果是闭弦则是 V = cc̃U

13
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不难看出两者一般而言是不同的，这一点对于鬼场这种中心荷为负数的奇异系

统尤为显著。由于 c鬼场共形权为 −1，所以我们能够构造能量低于 SL(2,C)不

变真空的真空态：

|c〉 = c1 |1〉 , |(∂c)c〉 = c0c1 |1〉 (2.62)

而2.51中 b0 的要求相当于选取 |c〉而不是 |(∂c)c〉作为微扰展开的鬼场真空。这

样我们就能将 V 中出现的 c自然解释为鬼场真空的贡献。而且 c的出现是必然

的，bc鬼场 U(1)对称性给出下面的 Noether流：

jb,c(z) = − : b(z)c(z) : (2.63)

由此可以用下面的 OPE定义算符 Oq 的鬼数 q：

jb,c(z)Oq(w) ∼
qOq(w)
z − w

⇔ j0 |q〉 = q |q〉 (2.64)

而 jg 其实不是初级场，其存在共形反常，可以由下面 OPE看出：

Tb,c(z)jb,c(w) ∼
−3

(z − w)3
+

jb,c(w)

(z − w)2
+
∂jb,c(w)

z − w
(2.65)

所以 bc鬼系统具有背景鬼数Qb,c = −3，这给出厄米共轭修正 j†n = (−1)δn,0j−n−

Qb,cδn,0。这要求只有当关联函数的鬼数（考虑真空背景后）为 0时关联函数才不

为 0。所以关联函数中出现带 c的无积分顶角算符是必然的。后面会看到对真空

背景鬼数的补偿相当于路径积分中插入一些鬼场零模，Riemann-Roch定理指出

鬼场零模插入有如下关系：

Nc −Nb = 3− 3g (2.66)

对于 g = 0 的球面情况，注意到 b 鬼数为 −1，c 鬼数为 +1，这正好补偿了

Qb,c = −3。更高亏格的情况会在第4章详细说明。

而前面我们提到过积分顶角算符 U 和无积分顶角算符 V 在振幅计算中都非

常重要，具体来说
∫
dσU 和 cV 对应同一个态的不同版本的顶角算符。为了补偿

鬼场真空背景荷，在球面上就必须选取三个积分顶角算符替换为积分顶角算符，

从而才能得到非零的振幅。后面第4章会从路径积分的角度直接看出这一点。

2.5 *BV 形式
BRST量子化方法适用的前提是规范对称性满足2.41的结构，但如果这一结

构不满足，比如结构常数不再是常数，而与场本身有关，而且不再是李代数闭

14
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的。BRST量子化就需要被扩充为更一般的 Batalin–Vilkovisky量子化。更多细

节可以在 [32–34]中找到。

现在考虑下面更一般的规范对称性满足的代数：

[δa, δb] = F c
ab(ϕ)δc + λiab

δSm
δϕi

(2.67)

后面一项意味着在壳情况下规范对称性还是闭的，这是物理上的要求，要求在

壳时对称性构成一个群。BV形式的核心思想是把鬼场不单单看作是人为引入的

消去规范的场，而是看作与物质场同等地位。因为对于更复杂的规范对称性的

情况，可能 δa（第零级规范）之间不是独立的，也就是说2.67是一个可约代数①。

也就是说即便是规范对称性的参数之间仍有规范不变性（第一级规范），这意味

着为了消去规范对称性引入鬼场，而为了消去规范对称性参数之间的对称性又

要引入鬼场的鬼场，如此循环往复，直到消到第 ℓ级规范时2.67不可约。上述过

程可以用图表2.1描述。

level 0 δϕi = ϵa0
0 R

i
a0
(ϕi) ca0

0

level 1 δca0
0 = ϵa1

1 R
a0
a1
(ϕi, ca0) ca1

1

· · · · · · · · ·

level n+ 1 δcan
n = ϵ

an+1

n+1 R
an
an+1

(ϕi, ca0
0 , . . . , c

an
n ) c

an+1

n+1

表 2.1 BV形式的鬼场

现在把所有的鬼场和物质场看作同等地位：

ψr = {cann }n=−1,...,ℓ, c−1 := ϕ (2.68)

第 0级物质场鬼数为 0，且格拉斯曼偶宇称，每向上一级鬼数增加 1，且格拉斯

曼反宇称。同时引入对应的反场 ψ∗r
②。和对应的“正”场之间格拉斯曼宇称相反，

且鬼数相加为 −1，反场由反括号诱导的对偶空间定义：

(A,B) =
∂RA

∂ψr
∂LB

∂ψ∗r
− ∂RA

∂ψ∗r

∂LB

∂ψr
, ∂R :=

→
∂ , ∂L :=

←
∂ (2.69)

① p-形式规范对称性就是个很好的例子，因为 d2 = 0，所以规范参数之间亦有规范不变性，

而 Yang-Mills理论是 1-形式的理论，所以用 BRST方法就能很好地处理。

②注意这里我们使用 •∗ 而不是 •̃，因为前面 b̃虽然我们称为“反鬼场”，但其实只是鬼场的

右模部分。

15
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量子化后的路径积分表示为：

Z =

∫
dψrdψ∗re

−W [ψr,ψ∗
r ]/~ (2.70)

推广的 BRST对称性由下式生成：

δϵF = ϵQBF = (W,F )− ~∆F, ∆ :=
∂R
∂ψ∗r

∂L
∂ψr

(2.71)

为了自洽地量子化，必须要求 δϵW = 0，这相当于：

(W,W )− 2~∆W = 0 (2.72)

上式常被称为量子主方程，此方程用于将 Sm扩充为更一般的满足推广的 BRST

对称性的作用量W 从而进行量子化。QB 依旧是幂零算符，计算其上同调便可

得到可观测量，这一点与 BRST形式是一致的。

16
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3 Ramond-Neveu-Schwarz 超弦
本章平行于上一章的结构，利用正则量子化给出具有世界面超对称的 RNS

超弦理论的激发粒子谱以及对应的顶角算符，特别是通过引入 GSO投影消去了

快子态、得到了费米自由度和玻色自由度相匹配的粒子谱。为了后续计算的方便，

本章使用了更为现代的超对称共形场论（SCFT）的语言，更多细节详见 [18,21–22]。

3.1 世界面超场

考虑世界面超对称，Polyakov作用量2.2中为X引入世界面自旋 1
2
超伴场Ψ，

为 γ引入世界面自旋 3
2
超伴场 χ，他们都是世界面上的二维旋量。在世界面Wick

转动后，RNS超弦作用量为①：

SRNS[X,Ψ, g, χ] =
1

4π

∫
d2σ
√
−g
[
− 1

α′
gαβ ∂αX

µ ∂βXµ +Ψ
µ
ρα∇αΨµ

+ (χαρ
βραΨµ)

( 1√
2α′

∂βXµ +
1

8
χβΨµ

)] (3.1)

对于闭弦，上述作用量的超对称荷有左右模部分，所以实际上是 N = 2超对称，

而超弦只有左模有贡献，所以是 N = 1超对称。后面将会看到他们低能极限下

的谱分别是 N = 2超引力以及 N = 1超对称 Yang-Mills理论。

现在 diff×Weyl不变性被提升为 Super-diff×Super-Weyl不变性，类似2.30取

等温坐标到共形规范下消去 g，这里我们可以取超共形规范消去 χ，并且将Ma-

jorana旋量②Ψ分解成左右手 Weyl旋量 ψ/ψ̄。最终得到世界面上的超对称共形

场论的物质项：

S =
1

2π

∫
d2z

(
2

α′
∂Xµ∂Xµ + ψµ∂ψµ + ψ

µ
∂ψµ

)
(3.2)

同时可以引入玻色鬼场 bc以及费米鬼场 βγ：

Sgh =
1

2π

∫
d2z

(
b∂c+ b ∂c+ β∂γ + β ∂γ

)
(3.3)

共形变换以及相应的超共形变换的能动张量为：

δSm
δg
∼ Tm(z) = − 1

α′
: ∂X · ∂X : −1

2
: ψ · ∂ψ :

δSm
δχ
∼ Gm(z) = i

√
2

α′
ψµ ∂Xµ

(3.4)

① ρ是二维 gamma矩阵。

②二维情况下总可以选取 ρ的实表示从而要求Ψ为实的，这在二维情况下意味着是Majorana

旋量

17
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由于 g, χ都没有动力学，Tm, Gm应当为 0类似2.22作为约束出现。另外 bcβγ鬼

场总共对中心荷贡献−15，而玻色场贡献D，费米场贡献 D
2
，所以共形反常消去

必须要求：

Dsuper = 10 (3.5)

后面的讨论主要针对左模。类似开弦边界条件2.9的边界条件选取消去作用

量泛函导数的边界项贡献，最终加倍技巧后体现为左右模相等2.35。而对 RNS

超弦，类似的条件会导致世界面超场左右模之间相差正负号，从而给出两种不同

的超场模展开：

ψµNS(z) =
∑
r∈Z+ 1

2

ψµr z
−r− 1

2 , ψµR(z) =
∑
n∈Z

ψµnz
−n− 1

2 (3.6)

世界面超场应当看作是在复平面的双覆盖黎曼面上定义。世界面超流 G以及 βγ

鬼场同样可以分为 NS和 R两个部分，只是 z的指数依赖要根据共形权重写。后

面会看到 R部分负责产生费米子，NS部分负责产生玻色子。对于闭弦，边界条

件2.8变化为超场可以满足周期性或者反周期性。左右模部分可以分别处于 NS，

R部分，所以总共有四个部分。

最后来讨论一下费米物质场的真空。玻色场的真空由 αµn≥1湮灭的 |0; pµ〉生

成，其中 pµ ∝ αµ0 用来标记真空动量 pµ。类似的，费米物质场真空也由对应的

湮灭算符产生：

ψµ
r≥ 1

2

|0, p〉NS = 0, ψµn≥1 |0, p〉R = 0 (3.7)

ψ0 类似 α0 既不是产生也不是湮灭算符，而是用于标记简并的真空态。不过 ψ0

只存在于 R部分真空，所以 NS部分的真空依旧直接是 |0〉NS，而且这也正是
1
2

共形权的 ψ场的 SL(2,C)不变真空。注意到 ψ0之间满足：

[ψµ0 , ψ
ν
0 ] = ηµν

Γ∼
√
2ψ0←−−−→ [Γµ,Γµ] = 2ηµν (3.8)

也就是说 R部分真空应当处于 SO(9, 1)的旋量表示也就是十维 Clifford代数表

示中，是具有 25 = 32个分量的 Dirac旋量 |A′〉R = |A〉 ⊕ |Ȧ〉，现在考虑 Gm = 0

的限制要求，类似2.24，对 R部分有：

Gm
n≥0 |phys〉R =

∑
m∈Z

αm · ψm−n |phys〉R = 0 (3.9)

18



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

这个时候由于3.4中 Gm 部分 ψ 与 ∂X 之间 OPE正则，量子化时顺序无关紧要，

所以不需要引入类似2.24的正规排序常数①。考虑 n = 0时类似 L0 = 0的质量在

壳条件，物质场超流要求的在壳条件可以改写为下面的 Dirac-Ramond方程：(
p · Γ +

2
√
2

ℓ

∞∑
n=1

(α−n · ψn + ψ−n · αn)

)
|phys〉R = 0 (3.10)

上述方程对真空态退化为 p · Γ |0〉 = 0即 Dirac方程。这一方程将每个Weyl分量

从 16缩减到 8。后面 GSO投影会对这一自由度再次进行修正。

NS真空是 SL(2,C)不变真空，而 R真空实际上可以看作是 NS真空的激发

态，自旋场②将这两个真空联系起来：

|A′〉R = lim
z→0

SA′(z) |0〉NS , R 〈A′| = lim
z→∞NS 〈0|SA′(z)zD/8 (3.11)

zD/8 的出现是 BPZ共轭的要求 [36]，SA 的共形权为
D
16

= 5
8
，其来自于 R部分物

质场真空能贡献，相应的 NS部分物质场真空能贡献为 0：

amR =
1

24
cm +

(
− 1

24
+

1

24

)
D =

1

16
D (3.12)

能动张量非初级场，共形变换贡献

玻色场贡献 费米场贡献

3.2 正则量子化

本节首先使用光锥量子化处理 RNS超弦，好处是规范完全固定，正则量子

化能方便看出粒子谱及其的超对称性。后面再使用 BRST量子化来构造协变的

顶角算符，后面的讨论以开弦为例。

玻色场的光锥规范依旧和第2章的讨论相同，费米场 NS部分的光锥规范有

如下的简单形式：

ψ+ = 0 (3.13)

R部分同上式一样，唯一不同是保留零模，用于生成简并 R真空。而 ψ−部分同

样也可以用横向振动激发描述。所以 ψ±不再拥有动力学，我们只需要关注横向

振动激发。粒子谱由 ψi•, α
i
•作用在 R和 NS真空上得到。

NS部分的质量谱可以从 Lm0 最高权限制给出的在壳条件推出：

α′m2
NS =

∞∑
n=1

αi−nα
i
n +

∞∑
r=1/2

rψi−rψ
i
r −

1

2
(3.14)

①这其实也是因为鬼场和物质场对 R真空的总真空能贡献为 0。

②其本质来源于 ψ的玻色化 [19,35]，不过后续计算我们并不会过多使用 SA。
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这里 −1
2
来源于3.12类似的计算，注意还要加上鬼场的贡献，同理 R部分有：

α′m2
R =

∞∑
n=1

αi−nα
i
n +

∞∑
n=1

nψi−nψ
i
n (3.15)

不过从3.14能看出 NS部分依旧存在快子态。同样，也可以先量子化再引入限制

条件进行协变量子化，约束条件为：

NS:


(L0 − aNS) |phys〉NS = 0,

Ln>0 |phys〉NS = 0,

Gr≥ 1
2
|phys〉NS = 0

R:


(L0 − aR) |phys〉R = 0,

Ln>0 |phys〉R = 0,

Gn≥0 |phys〉R = 0

(3.16)

类似 §2.1.3的论断得到正规排序常数为：

aNS =
1

2
, aR = 0 (3.17)

类似 §2.1.3的推导可以导出态空间HOCQ，前面3.10我们其实已经用了协变量子

化的思想给出费米子波函数的限制，这里不再赘述。由于我们的目标是弦振幅的

计算，所以对正则量子化的讨论这里是相当简略的，细节可参阅 [22]。

3.3 GSO 投影
RNS形式只保证了世界面上的超对称性，而我们更应当要求保留十维靶空

间的超对称性。这一点需要在量子化的基础上剔除一些态。定义如下的 G宇称

算符：

GNS = (−1)F+1 = (−1)
∑∞

r=1/2 ψ
i
−rψ

i
r+1

GR = Γ11(−1)
∑∞

n=1 ψ
i
−nψ

i
n

(3.18)

其中 Γ11 = Γ0Γ1 . . .Γ9。GSO投影要求 NS部分的态满足GNS = +1，显然快子态

不满足这一要求，所以被剔除了，基态变为无质量矢量玻色子激发 ψi−1/2 |0〉NS。

对于 R部分，为了要求处于 GR本征态，则是要求剔除掉一般的手征。也就是说

如果我们选取 |α; +〉R①作为基态，那么投影到 GR = +1，反之投影到 GR = −1。

也就是说在 GSO投影下，R部分基态从 8⊕ 8破缺成了仅含一个手征 8。对于开

弦来说，取左右手征完全只是人为约定。

但是对于闭弦，左右模的 R部分真空完全可以取相同或者相反手征，然后

再把两部分 GSO投影后的谱拼起来，这就得到了表3.1所示两种不同的自洽的闭

弦构造。

①其实记号 α就已经表明了 Γ11 = +1，这里后面加个 +只是为了符号更加清晰。
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Type IIA Type IIB

m2 = 0

|α̇;−〉R ⊗ |α; +〉R

ψ̃i
−1/2|0〉NS ⊗ ψj

−1/2|0〉NS

ψ̃i
−1/2|0〉NS ⊗ |α; +〉R

|α̇;−〉R ⊗ ψi
−1/2|0〉NS

|α; +〉R ⊗ |α; +〉R

ψ̃i
−1/2|0〉NS ⊗ ψj

−1/2|0〉NS

ψ̃i
−1/2|0〉NS ⊗ |α; +〉R

|α; +〉R ⊗ ψi
−1/2|0〉NS

表 3.1 Type IIA/B超弦

他们是可定向的闭弦理论，本身构造是不包含超弦的，为了引入开弦可以通

过额外引入 D膜。现在来观察无质量谱构成的超多重态：

type IIA: (8v + 8c)⊗ (8v + 8s), type IIB: (8v + 8c)⊗ (8v + 8c) (3.19)

• NS-NS部分：A/B型弦论都是 8v ⊗ 8v = 1+ 28+ 35 = ϕ⊕Bµν ⊕Gµν，分

解为伸缩子，反对称 B-场以及引力子

• NS-R和 R-NS部分：注意到 8v ⊗ 8s = 8c ⊕ 56s 以及 8v ⊗ 8c = 8s ⊕ 56c。

所以 A/B型弦论的两个部分都给出伸缩超伴子和引力超伴子。但是 A型超

弦 NS-R和 R-NS的手性不一样，B型则相同

• R-R部分：对于 A型超弦 8c⊗ 8s = 8v ⊕ 56t，分解为 1-形式（矢量场）规

范场和 3-形式规范场；对于 B型超弦 8c⊗8c = 1+28+35+，分解为 0-形

式（标量场）、2-形式和 4-形式规范场。这些场统称为 R-R形式场，类似

Yang-Mills场作为 1-形式场 Aµ 在世界线上的拉回与点粒子相互作用，高

形式场可以与更高维带 R-R荷的 D膜相互作用，这是 D膜作为 BPS态在

超弦中稳定存在的关键。

而且不难看出费米子自由度和玻色子自由度至少在m2 = 0层面上是吻合的。实

际上 GSO投影后，玻色子（NS部分生成）和费米子（R部分生成）生成函数为：

fNS(w) =
1

2
√
w

[
∞∏
m=1

(
1 + wm−1/2

1− wm

)8

−
∞∏
m=1

(
1− wm−1/2

1− wm

)8
]
=
ϑ4
3(τ)− ϑ4

4(τ)

2η12(τ)

fR(w) = 8
∞∏
m=1

(
1 + wm

1− wm

)8

=
ϑ4
2(τ)

2η12(τ)

(3.20)

其中 ϑk(τ)|w:=e2πiτ 是 Jacobi-θ 函数，η(τ)|w:=e2πiτ 是 Dedekind-η 函数，定义可

在 [19]中找到。利用 ϑ4
3 − ϑ4

4 = ϑ4
2
[37–38]可立刻说明上述两生成函数等价，从而

说明了在自由度层面靶空间超对称的保留。GSO投影本质其实来源于超弦圈级
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配分函数模不变性的要求。[18–19,22]

本论文主要考虑开弦盘面振幅的计算，构造中即包含开弦谱的理论为 I型超

弦。其可以看作是由 IIB型超弦将世界面宇称提升为规范对称性，从而取世界面

Z2轨形投影得到，轨形不动点带来 O9平面自然使得靶空间存在D9膜，而且由

于需要消去引力反常，所以需要开弦带有 SO(32)或 E8 × E8 对称性
①，只有前

者对应 I型超弦，所以要求有 32个 D9膜存在，后者可以在杂交弦中发挥作用。

这样得到的超弦也可以称作 IB型超弦，IIA型超弦由于左右模手征不同，不存

在世界面宇称对称性，所以无法直接通过轨形投影得到对应得 I型超弦理论，但

是可以先通过 T对偶将 IIA型超弦转换为 IIB型超弦，再同时取世界面和靶空间

Z2轨形投影得到 IA型超弦。由于宇称作为规范对称性存在，所以 I型超弦是非

定向超弦。

本论文并不详细讨论自洽弦理论的构造问题，仅仅考虑弦论振幅本身的计

算问题。

3.4 RNS 超弦顶角算符
协变顶角算符的构造我们遵循 [40–41]给出的方案。

3.4.1 超鬼场真空

由于 BRST量子化中鬼场也会同样贡献产生算符，前面玻色弦中 bc鬼场真

空存在一些问题，βγ 鬼场则更加麻烦。在共形场论的语言下，OPE是最重要的

东西，其地位等同于正则对易关系②，而玻色场 OPE一般是 ln(z − w)形式，费

米场 OPE一般是 (z − w)−1 的形式。玻色化和费米化的想法就是将玻色场分解

为费米场，费米场满足某个 OPE，但最终得到的玻色场 OPE不变。而对于树图，

或者说球面，OPE决定关联函数的奇异部分，但球面上全纯函数只能是个常函

数，这意味着玻色化和费米化后不会改变关联函数，这为求解问题带来了极大的

方便！利用这一思想我们将 βγ进行费米化，然后将一个费米自由度再进行玻色

化：

β(z) =: e−ϕ(z) : ∂ξ(z), γ(z) =: eϕ(z) : η(z) (3.21)

①利用 Green-Schwarz机制消去反常还允许 E8 × U(1)248和 U(1)496，不过 [39]指出这两个李

群其实无法自洽消去反常。

②其实最开始 OPE就是作为场论量子化的替代途径引入的，后来由于 CFT处于重整化群不

动点，OPE形式简单，所以作为 CFT的标准语言。
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详细的 OPE见附录A。类似 bc鬼场 c共形权 −1带来的问题，γ 鬼场共形权 −1
2

导致 γ1/2 作用于 SL(2,C)上降低共形权但不将其湮灭。bc鬼场由于费米性带来

的泡利不相容原理最多也只能允许作用一个 c1，但是 γ 满足玻色统计，这意味

着真空共形权可以无限降低。另外对于 R部分，βγ 零模也会带来无穷多简并的

真空，如何理解这一点是本节的核心。

利用3.21我们可以先给出一个临时的办法，也就是构造出一个基态，NS部

分被 γ1/2湮灭，R部分被 γ1湮灭：
①

NS: |q = −1〉β,γ =: e−ϕ(0) : |0〉 , R: |q = −1/2〉β,γ =: e−ϕ(0)/2 : |0〉 (3.22)

: eqϕ :便会类似 c一样出现在 RNS无积分顶角算符中。类似2.63，可以定义如下

超鬼数流：

jβ,γ(z) = − : β(z)γ(z) : (3.23)

β鬼数 −1，γ鬼数 +1，eqϕ鬼数为 q。eqϕ超鬼数为 q，其实在经过3.21的变换后，

ξ, η, ϕ系统存在一个新的守恒荷，称为绘景数：

Np =

∮
dz

2πi
(ξη − ∂ϕ) (3.24)

βγ本身的绘景数为 0，所以用 β, γ作用于真空上生成态空间不会改变绘景数。ξ

鬼数为 +1，η为 −1，eqϕ为 q。3.22相当于选取了一个“海拔最高”的真空，那

么其它的更低能量的真空如何理解？类似 Dirac当年为了解释反粒子引入费米子

海的概念，这里我们应当引入玻色子海，认为所有低能量的真空都被完全填充，

而且由于 βγ鬼场是自由 CFT，所以也不会造成真空不稳定衰变到其它真空的问

题。从群表示的观点看，绘景数 q相当于给出了不同的 βγ鬼场的表示，而 : eqϕ :

沟通了这些不同真空。不同的真空上产生出的希尔伯特空间应当认为描述的是

同一个态空间，只是他们带有不同的绘景数。

就像是 bc鬼场对真空的影响，导致积分顶角算符和无积分顶角算符之间可

以相互转换用于描述同一个物理态从而抵消 Qb,c。同样的，我们应该预期 βγ 也

会有零模的插入，实际上3.23也不是共形初级场：

Tβ,γ(z)jβ,γ(w) ∼
+2

(z − w)3
+

jβ,γ(w)

(z − w)2
+
∂jβ,γ(w)

z − w
(3.25)

①这一选取常常称为正则绘景。
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真空带有背景超鬼数 Qβγ = +2，对于更一般的黎曼面有类似2.66：

Qβ,γ = Nγ −Nβ = 2− 2g (3.26)

注意到绘景数来源于 : eqϕ :，其鬼数和绘景数都是 q，所以背景超鬼数的补偿也

可以看作是要求关联函数绘景数为 −2。也就是说一个物理态会对应到多个不同

绘景数的顶角算符，只要绘景数之和为 −2，计算出来的弦振幅就是一样的。树

级振幅只需要直到 −1 ≤ q ≤ +1
2
的顶角算符便可以始终构造非零的关联函数，

更高圈振幅需要更大绘景数的顶角算符。

3.4.2 BRST 量子化

BRST流形式为：

jB = c

(
T +

Tb,c + Tβ,γ
2

)
− γ

(
Gm +

Ggh

2

)
(3.27)

其中 Ggh ∼ δSgh

δχ
是鬼场超流，具体形式见附录A。BRST荷可以利用超鬼荷分为

三个部分：①

QBRST =

∮
dz

2πi
jB(z) = Q0 +Q1 +Q2

Q0 =

∮
dz

2πi
(c(T + Tβ,γ)+ : bc ∂c :)

Q1 = −
∮

dz

2πi
: γGm := −

∮
dz

2πi
: eϕηGm :

Q2 = −
1

4

∮
dz

2πi
: bγ2 := −1

4

∮
dz

2πi
: be2ϕη ∂η :

(3.28)

分成三部分原因是超鬼数作为守恒荷，最终 BRST 闭的态应当对每个鬼数的

BRST算符分别闭，后面的计算会简便一些。剩下的就是利用 Sα, ψ,X, b, c, β, γ

构造 BRST闭的顶角算符，而且在顶角算符层面，NS部分只能含有奇数个 ψ，R

部分只能含有偶数个 ψ而且自旋矩阵只能带手征Weyl指标，这些可以从关联函

数单值性的要求看出。而且算符应当有 c : eqϕ : Φ的形式，记相应的积分顶角算

符为 U :=: eqϕ : Φ。后面的讨论都在积分顶角算符下讨论，Q1, Q2的计算与 c无

关，而 Q0闭的要求转化为要求结果为全导数。
②计算下面的 OPE：

Q0 : cU :∼ (hU − 1) : ∂ccU : (3.29)

①但是总的鬼数还是 1。

②因为 cU(z)↔
∫
dzU(z)
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所以 Q0闭仅仅要求 U 的共形权为 1这相当于要求整体顶角算符共形权为 0，利

用 eqϕ 共形权为 − q2

2
− q 可以写下 Φ的共形权。考虑下面的 q = −1,−1

2
绘景的

顶角算符以及 q = 0, 1
2
绘景的顶角算符：

U q=−1,− 1
2 =


ΦNS
h=1/2(z)e

−ϕ(z)

ΦR
h=5/8(z)e

−ϕ(z)/2
, U q=0,+ 1

2 =


ΦNS
h=1(z)e

0ϕ(z)

ΦR
h=13/8(z)e

+ϕ(z)/2

(3.30)

上面左右两边描述不同绘景下的同一个物理态。事实上，绘景之间的变换有下面

的关系：

U (q+1) = PU (q) = 2[QBRST, ξU
(q)] = 2

∮
C(w)

dz

2πi
jB(z)

(
ξ(w)U (q)(w)

)
(3.31)

注意到 QBRST 绘景数为 0，ξ 绘景数为 +1，所以从绘景数的意义上上式良

定义。另外，似乎构造出来的新算符是 BRST恰当的，但是注意到 ξ共形权为 0，

所以插入 ξ(z)从算符对应的角度看相当于在态层面上插入 ξ0。注意到3.21中的

构造，ξ始终是以 ∂ξ的形式出现，类似于自由玻色场中 X 总是以 ∂X 的形式出

现。这时 X 的零模 α0 不作为激发模式的生成元，而是作为真空态的好量子数，

显然 |0; k〉不会被看作是一个 BRST恰当的态。同理 ξ0 也只是用来沟通不同绘

景，所以3.21虽然具有 BRST恰当的形式，但本质上并没有与物理态脱耦。上式

联系不同绘景等同于 bc鬼场中联系积分和无积分顶角算符的2.59。

下面来考虑无质量顶角算符的具体构造，后面我们不再使用上标区分 NS和

R部分，他们分别对应绘景数为 Z和 Z + 1/2。考虑如下 q = −1的顶角算符的

构造：①②

U (−1)(z) = ϵµψ
µ(z)e−ϕ(z)eik·X(z) (3.32)

Q0由于共形权为 0自动满足，计算 Q1：

Q1(z)U
(−1)(0) ∼ ϵ · k

√
α′

2

∮
dz

2πi

η(0)

z2
: eik·X(z) :⇒ ϵ · k = 0 (3.33)

另外注意到：

QBRST : −2ϕ ∂ξeik·X :∼ kµ : ψµe−ϕeik·X : (3.34)

①后面提到顶角算符，都是在 NOP的意义下定义的，后面省略符号 : • :。

②似乎到了 RNS超弦，顶角算符鬼数明显不为 0，这种超鬼数的非零复杂性可以从 BRST算

符可以分解为 Q0,1,2一瞥。但是最终可观测的关联函数保证无鬼。
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所以 ϵ ∼= ϵ+ k。同样可以验证 R部分有顶角算符：

U (− 1
2
)(z) = uαSα(z)e

− 1
2
ϕ(z)eik·X(z) (3.35)

利用 3.31可以得到更高绘景的顶角算符：

U (+ 1
2
) =[Q1 +Q0 +Q2, 2ξU

(− 1
2
)]

=
1√
α′
uα
{
e

1
2
ϕ(i ∂Xµ +

α′

8
(k · ψ)ψµ)(Γµ)β̇αSβ̇

}
eik·X

− 2 ∂(ξcU (+ 1
2
)) +

1

2
bηe

3
2
ϕuαSαe

ik·X

∼=U (− 1
2
)

(3.36)

decoupled

最后两项的解耦性（至少在树图的解耦性），第一个是因为全导数在世界面

积分后无贡献，第二个是因为树图不含 b零模的插入。BRST闭要求费米子波函

数满足Weyl方程 /pu = 0。对于 NS部分：

U (0) =

√
2

α′
ϵµ

(
i ∂Xµ +

α′

2
(k · ψ)ψµ

)
eik·X ∼= U (−1) (3.37)

式3.32，3.35，3.36以及3.37构成了树图计算所需的全部顶角算符。它们对应

的无积分顶角算符可以作用 c得到，上面推导只是左模部分，对于右模部分只需

要把左右模乘起来就好了比如 U (−1,0) = U (−1) ⊗ Ũ (0) ∼= U (0,0)，对应的无积分顶

角算符可以作用 cc̃得到。而 IIA型和 IIB型的区别体现在左右模顶角算符费米

子波函数 uA 带的Weyl指标是相同手征还是反手征。有质量态的顶角算符构造

可以在 [35]中找到。

另外说一句，上面都是在升高 q，反过来也可以问能不能找到 q < −1，在

作用绘景变换算符后得到 q ≤ −1。计算表明这样的顶角算符是解耦的，与任何

物理态之间的关联函数都是 0。正如前面所说
∣∣q = −1,−1

2

〉
是“最高海拔”的真

空。

现在来讨论绘景变换算符3.31形式的原因。通过计算不难发现 q = −1, 0绘

景下的 ΦNS之间有如下 OPE：

Gm(z)ΦNS
h (w) ∼

1
2
ΦNS
h+ 1

2

z − w
(3.38)

从这里可以看出 (ΦNS
h ,Φ

NS
NS) 构成超共形初级场对，他们由世界面超对称联系起

来。提取上式的一阶极点留数有：

ΦNS
h+1/2(w)e

0ϕ(w) = 2

∮
dz

2πi
Gm(z)ΦNS

h (w) = 2(Gm
−1/2Φ

NS
h )(w) (3.39)
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所以绘景变换算符 P 的作用可以看作是作用 Gm
−r，R部分同样有此性质。也就

是说绘景变换无非是世界面上的超对称变换，而 RNS超弦天然保留世界面超对

称性，所以从这个角度上不难理解不同绘景下的顶角算符在关联函数的意义上

等价，所以在计算散射振幅时描述同一个物理态。也可以直接代入3.31进行验证，

即证明下式：

〈. . . V (qi+1)
i (zi) . . . V

(qj)
j (zj) . . .〉

?
=〈. . . V (qi)

i (zi) . . . V
(qj+1)
j (zj) . . .〉 (3.40)

插入绘景变换算符：〈
. . .

∮
zi

dw

2πi
jB(w)ξ(zi)V

(qi)
i (zi)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
?
=

〈
. . . V

(qi)
i (zi)

∮
zj

dw

2πi
jB(w)ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉 (3.41)

这里就相当于在4.21中消除 VCKG 插入 c零模的处理，只是这里插入的是 ξ0，类

似关联函数与 c的插入点无关，ξ的插入点也可以随便更换：

LHS =
∑
k

〈
. . .

∮
{zk ̸=zi}

dw

2πi
jB(w)V

(qi)
i (zi)ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉

=
∑
k

〈
. . .

∮
zj

dw

2πi
jB(w)V

(qi)
i (zi)ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
= RHS

(3.42)

这里第一个等号利用了柯西定理更换围道，第二个等号利用了 BRST闭的特性，

如图3.1。
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to inserting 1 =
∫

dξ0 ξ0. Since ξ(z) is Grassmann odd, its non-zero modes (and therefore all

its z dependence) do not contribute to its path integral such that the position zi of the ξ(z)

insertion does not matter. We can therefore rewrite the V
(qi+1)
i and V

(qj)
j vertices as

〈 . . . V (qi+1)
i (zi)V

(qj)
j (zj) . . . 〉 = −2

〈
. . .

∮
zi

dw

2πi
jBRST(w)V

(qi)
i (zi) ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
(5.2.21)

shifting the ξ argument zi 7→ zj to the position of the V
(qj)
j vertex operator.

The second essential manipulation for proving (5.2.19) is a deformation of the w integration

contour according to figure 5.6. A contour around all the vertex operators can be pulled off to

infinity, which gives zero contribution due to the z−2 falloff of correlation functions involving

the h = 1 field jBRST(z). Instead of zi, the
∮

dw integration contour can encircle any other

vertex operator position zk 6= zi.

. . . . . .

jB(w)

ξ(zi)×
V

(qi)
i (zi)

×
V

(qj)
j (zj)

×
V

(qk)
k (zk)︸ ︷︷ ︸

V
(qi+1)
i (zi)

= . . . . . .×
V

(qi)
i (zi)

jB(w)

×
V

(qj)
j (zj)

ξ(zj) ×
V

(qk)
k (zk)︸ ︷︷ ︸

−V (qj+1)
j (zj)

︸ ︷︷ ︸
0

Figure 5.6: Deformation of the
∮

dw jBRST(w) integration contour based on the absence of a

residue at infinity.

But only ξ(zj)V
(qj)
j (zj) provides a nonzero contribution because the other vertex operator

without ξ insertions are BRST closed,
∮
zk

dw
2πi
jBRST(w)V

(qk)
k (zk) = 0:

− 2

〈
. . .

∮
zi

dw

2πi
jBRST(w)V

(qi)
i (zi) ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
= − 2

〈
. . .

∮
{zk 6=zi}

dw

2πi
jBRST(w)V

(qi)
i (zi) ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
= − 2

〈
. . .

∮
zj

dw

2πi
jBRST(w)V

(qi)
i (zi) ξ(zj)V

(qj)
j (zj) . . .

〉
=

〈
. . . V

(qi)
i (zi)V

(qj+1)
j (zj) . . .

〉
(5.2.22)

Plugging this into (5.2.21) completes the proof that superstring amplitudes do not depend on

the superghost picture assignment. Since h(ξ) = 0, there exists a single constrant zero mode ξ0

on worldsheets of any genus, so the arguments of this subsection carry over to loop amplitudes

at g ≥ 1.

图 3.1围道替换

至此我们便完全说清了绘景变换对振幅无影响，在圈级振幅这对应一些绘

景变换算符（Picture Changing Operator）的插入，同样可以进行类似讨论。[18]

27



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

28



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

4 弦微扰论

本章首先从数学上介绍黎曼曲面模空间的相关背景知识，并给出了玻色弦振

幅路径积分测度的一般形式，超弦理论与之类似但复杂不少，一般讨论可见 [25]。

然后详细计算了球面与盘面上物质场和鬼场的关联函数，进而给出了一些玻色

弦和超弦振幅的计算例子，以及 Kawai-Lewellen-Tye关系 [42]和单值关系 [43]。

4.1 模空间测度

式2.39的路径积分是对所有 diff ×Weyl二维闭曲面等价类（Dg）以及到靶

空间的嵌入（DX）的求和。在数学上，diff的等价类由黎曼流形描述，多模去

Weyl的等价类则由一维复流形，也就是黎曼曲面描述。我们首先从数学上对此

进行叙述，这是代数几何中标准的内容 [44–46]，我们选用更容易接受的物理些的

讲法 [47–48]。方便后续利用 Faddeev–Popov（FP）鬼场方法进行计算。

4.1.1 黎曼曲面模空间

黎曼曲面本身的定义是不含度规的，但是考虑在二维曲面M 上加入不同的

度规结构 [g]diff 使之称为黎曼流形。下标 diff提醒度量本身与坐标卡选取无关①。

可以证明任意一个度规结构 g都给定了M 上的复结构，而且此复结构仅仅依赖

于度规的共形结构，也就是等价类 [g]diff×Weyl，反过来，任意一个黎曼曲面都存

在唯一一个与复结构相容的共形结构 [g]。这样我们就把 D[g]diff×Weyl的计算彻底

与黎曼曲面上的复结构关联起来了。

类似微分同胚的定义，可以给出黎曼曲面之间全纯同构（共性等价）的概

念，全纯同构对黎曼曲面进行了非常强的划分：

单值化定理

任何黎曼曲面 M 都共形等价于 M̂/π1(M)，其中 M̂ 为 M 的泛覆叠空间，

有下面几种情况：

M̂ =


C ∪ {∞} ∼= CP1

C

H

其中 H是上半复平面。

①在物理上微分同胚变换总是用不严谨的坐标变换替代，而数学上更偏向使用坐标无关的

语言。
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虽然显著减少了需要讨论的黎曼面的数目，但是上面定理对复结构本身的

刻画程度还不够好，比如 M̂ = C，π1(M) = Z ⊕ Z的情况对应环面。但是后面

将会看到环面上可以有全纯不同构的不同复结构。单值化定理只是笼统地说肯

定会全纯同构于其中的某个复结构，但是对于复结构本身我们还需要更细致的

刻画。而复结构的刻画就依赖于黎曼曲面的模空间，记为Mg，下标 g表示亏格。

而亏格为 g的黎曼面上的所有度量结构记作Mg。

上面的叙述似乎较为抽象，更加具体的方法是利用复结构与 [g]的一一对应：

δgab = diff⊕weyl⊕moduli = −2(P1δσ)ab+(2δω−∇·δσ)gab+
dimMg∑
k=1

δtk ∂tk ĝab (4.1)

这里利用了 n阶对称无迹张量 v到 n+ 1阶对称无迹张量 u的算符 Pn：
①

(Pnv)a1···an+1 ≡ ∇(a1va2···an+1) −
n

n+ 1
g(a1a2∇|b|vba3···an+1)

(4.2)

且此算符是唯一的，其共轭算符 P T
n 定义为：

(P T
n u)a1···an ≡ −∇bu

b
a1···an (4.3)

式4.1中 diff⊕weyl是规范冗余，是等价类 [g]内部的映射，而moduli则是黎曼面

上不同的复结构，是等价类之间的变换，tk 用来标记不同复结构。计算 D[g]首

先要选取一个规范固定 ĝ，然后利用 diff ⊕ weyl规范变换积分掉整个等价类 [ĝ]，

与 Vdiff×weyl 抵消，然后在模空间上进行积分跑遍所有的等价类 [g]。先取规范固

定，然后积分掉规范自由度的过程，可以用图4.1表示。思想其实和 Yang-Mills理

论一样，但是弦论中选取一个规范固定无法用规范变换 ζ 跑遍所有的 Dg，所以

还需要最后用模空间积分遍历。

虽然前面把 [g]和复结构对应起来了，这告诉我们路径积分包含模空间的积

分，但是为了对 diff ⊕weyl积分，取规范固定 ĝ后完全定下规范了吗？或者说我

们建立了和规范变换 ζ 和 [ĝ]内元素的一一对应吗？这样
∫
[Dζ]才等于 Vdiff×weyl

从而完全消去规范冗余。但显然不是的，从前面光锥规范就能看出，单纯取等温

坐标固定 g没有完全定下规范，还又共形变换作为 diff ⊕ weyl的子群没有固定。

同样的，规范变换 ζ 跑遍了 [ĝ]中的元素，但是 diff ⊕ weyl变换的子群 CKG变

换 ĝ后仍得到 ĝ，也就是说在规范固定点 ĝ处仍有冗余的规范 VCKG没有被消除。

①这里 |b|表示 b不参与下标对称化。
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8.3 FADEEV–POPOV QUANTIZATION AND GHOST FIELDS 215

FIGURE 8.1: Illustration of the gauge fixing procedure. The lines represent the gauge field configurations
spanned when varying Ω. The shaded surface is the manifold where the gauge condition is satisfied, and the
black dots are the gauge-fixed field configurations.

8.3 Fadeev–Popov Quantization and Ghost Fields

Thus, we would like to split the integration measure in eq. (8.7) into a physical component
in the manifold G(A ) = 0, and a redundant component along the gauge orbits that we
should factor out. Unfortunately, achieving this in a non-Abelian gauge theory is far more
complicated than in QED, because the modification of the gauge potential under a gauge
transformation is nonlinear. In order to see the difficulty, let us define

Δ
−1
[Aµ] ≡

³ ³
DΩ (x)

´
δ[G

a
(AΩ

µ )]. (8.12)

Δ [Aµ] is the determinant of the derivative of the constraint G(Aµ) with respect to the gauge
transformation Ω , at the point where G(Aµ) =0,

Δ(Aµ) =det

·
δG

a

δΩ

¸

Ga(AΩ
µ )=0

. (8.13)

图 4.1规范固定

在数学上与之相关的群被称为黎曼曲面的自同胚群 Aut(M)。如果这个群是离散

群，那么只需要除去 nR = |Aut(M)|就可以消去规范，但是如果这个群是连续

李群，这对应黎曼曲面 π1(M)是阿贝尔群的情况①，CKG的消去可以通过固定

黎曼面上的某几个点来消去，也就是说规范选取变成了 (ĝ, σ̂i∈F)，可以解释为固

定了其中几个顶角算符的插入点②，具体是固定哪几个顶角算符以及固定点的坐

标 zi∈F 并不会影响最终的关联函数结果。自然联想到这种顶角算符的固定是通

过积分顶角算符到无积分顶角算符之间的转换实现的，后面会看到的确如此。

上面规范固定的过程可以看作是下面的积分测度变换：

Dgd2nσ → |J |Dζdµtd2n−κσ (4.4)

其中 |J |是变换的雅可比行列式。其中 µ = dimMg,n，κ则是 CKG生成元个数。

注意，在黎曼曲面上固定一个点需要一个“复”的 CKG生成元，也就是一对实

的 CKG生成元来固定，例外是对于开弦顶角算符，由于其插入点在盘面边界圆

周 Re z = 0，所以只需要一个实的 CKG生成元就能固定。后面谈到维数均指复

维数。下面来计算几个简单黎曼面的自同胚群。

①对应的黎曼曲面称为例外黎曼面。

②本文不考虑顶角算符个数不足以固定插入点的情况。
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黎曼曲面自同胚群

黎曼曲面M 的自同胚群可以利用其基本群在其泛覆叠空间 M̂ 中的正规化

子计算：

Aut(M) ∼= N(π1(M))/π1(M), N(G) := {h ∈ Aut(M̂)|hGh−1 = G}

所以首先要对三种不同的泛覆叠空间的自同胚群进行计算，结果如下：

Aut(CP1) ∼= PSL(2,C), Aut(C) ∼= Aff(1,C), Aut(H) ∼= PSL(2,R) (4.5)

注意到比如CP1和H的自同胚群都包含两个连通分支，其中单位元存在的连通分

支Aut0(M)才生成 CKG。闭弦树级振幅涉及到球面，对应Aut0(S
2) = SL(2,C)，

其有三个复自由度，所以可以固定球面上三个点。一圈振幅对应环面Aut0(T
2) =

TC，即由复平面上的平移群生成，所以可以在环面上固定一个点。同时离散对称

性 σa → −σa 同样不会改变环面上的 ĝ，这个 Z2 对称性给出 nR = 2。开弦树级

振幅对应盘面也即上半复平面，对应 CKG为 Aut0(D2) ∼= SL(2,R)，有三个实自

由度，所以同样可以固定盘面边界上三个顶角算符插入点。

模去共形 Killing群后，我们考虑的黎曼曲面Mg 变成了带标记点的黎曼曲

面Mg,n，现在来关注其模空间Mg,n。注意到 δmgab与 diff × weyl正交：

0 =

∫
d2σg1/2δmgab

[
−2(P1δσ)

ab + (2δω −∇ · δσ)gab
]

=

∫
d2σg1/2

[
−2(P T

1 δ
′g)aδσ

a + δmgabg
ab(2δω −∇ · δσ)

]
⇒ gabδmgab = 0, (P T

1 δmg)a = 0

(4.6)

第一个无迹条件自动满足，迹包含在Weyl变换项中，第二个条件说明模空间对

应 kerP T
1 。另外 CKG生成元满足的共形 Killing方程可以写为：

(P1δσ)ab = 0 (4.7)

所以 CKG对应 kerP1，模空间维数与 CKG维数之间有如下公式：

Riemann-Roch公式

dimkerPn − dimkerP T
n = (n+

1

2
)χ = (2n+ 1)(1− g) (4.8)
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上式4.8只是 Riemann-Roch定理的一个特例。注意到 κ正好对应黎曼曲面上

固定点的个数，所以上述结果可以推广到固定点任意多的黎曼曲面模空间：

模空间维数

亏格为 g且带 n个标记点的黎曼曲面模空间是一个连通光滑的复轨形，维

数为：

dimMg,n = 3g − 3 + n (4.9)

且我们考虑 2g− 2+n > 0情况，这对应 Aut(Mg,n)是有限群，也即固定点

后完全模去了 CKG。

模空间是一个复轨形来源于其有如下的计算方式①：

Teichmüller空间

Diff+表示保定向的微分同胚变换，Diff0表示与单位映射同伦的微分同胚。

则定义模群 Γg
a和 Teichmüller空间 Tg：

Γg := Diff+(M)/Diff0(M), Tg ≡
Mg

Weyl(M)×Diff0(M)

黎曼曲面模空间有如下轨形形式：

Mg = Tg/Γg (4.10)

a 也常称为Mapping Class Group。

利用4.9计算发现球面 g = 0, n = 3情况模空间平凡，所以树图振幅不涉及

模空间积分的计算。第一个非平凡的例子是环面 g = 1, n = 1，模空间维数为 1，

环面上的复结构由下面的格生成：

Γ := Zα1 + Zα2 = {nα1 +mα2 : n,m ∈ Z} (4.11)

T 2 ∼= C/Γ，α1,2 ∈ C。不同复结构由 SL(2,Z)意义下不同构的格生成。两个复自

由度 α1, α2约化为一个。在4.10的观点下，环面的模空间为：

M1,1 = H/PSL(2,Z) (4.12)

①考虑不带标记点的简单情况。
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所以模空间参数 τ 可以通过模群限制在图4.3所示的阴影部分中，即模空间积分

范围为：

F :=

{
τ ∈H : −1

2
≤ Re(τ) ≤ 1

2
, |τ | ≥ 1

}
(4.13)

这种模空间边界的自然存在性，或者说因为模不变性，让弦论自然拥有一个截

断，从而是紫外有限的理论。[49]116 4 Conformal Field Theory on the Torus

Fig. 4.2 Lattice of a torus
generated by (α1, α2)
conveniently chosen as (1, τ ).
The shaded region indicates
the fundamental domain of
the torus, and the torus itself
is obtained by identifying
opposite edges thereof

τ1

iτ2

α1

α2

w ∼ w + m α1 + n α2 , m, n ∈ Z ,

where (α1, α2) is a pair of complex numbers. As illustrated in Fig. 4.2, this pair
spans a lattice whose smallest cell is called the fundamental domain of the torus.
From a geometrical point of view, the torus is then obtained by identifying opposite
edges of the fundamental domain. The quantity describing the shape of the torus is
called the complex structure or the modular parameter which is defined as

τ = α2

α1
= τ1 + iτ2 . (4.6)

However, there are different choices of (α1, α2) giving the same lattice and thus
the same torus. To investigate this point further, let us assume that (α1, α2) and
(β1, β2) both describe the same lattice. This means we can write the pair (β1, β2) in
the following way:

(

β1

β2

)

=
(

a b
c d

)(

α1

α2

)

, a, b, c, d ∈ Z . (4.7)

Clearly, in a similar fashion (α1, α2) should also be expressible in terms of (β1, β2)
which amounts to the computation of the inverse relation

(

α1

α2

)

= 1

ad − bc

(

d −b
−c a

)(

β1

β2

)

.

In general, for the inverse matrix to also have integer entries, we have to require that
ad−bc = ±1 which just means that the unit cells in each basis should have the same
volume (up to a sign). Furthermore, the lattice spanned by (α1, α2) is equal to the one
spanned by (−α1,−α2) and so we can divide out a Z2 action. Matrices with these
properties are elements of SL(2, Z)/Z2 which implies that two pairs (α1, α2) and

图 4.2环面上不同的复结构，在 SL(2,Z)同构的意义下，取 (α1, α2) = (1, τ)
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练习 1.4.8 试以引理 1.4.7直接证明 SL(2, ℤ)在ℋ 上的作用是正常的 (参看命题 1.1.12),
不依赖命题 A.1.11.

命题 1.1.12已经说明 SL(2, ℝ)的离散子群在 ℋ 上正常地作用,这就启发我们探究
同余子群 Γ或 Γ的基本区域,见定义 A.2.1. 且先从 Γ = SL(2, ℤ)起步. 定义闭集

ℱ ∶= {𝜏 ∈ ℋ ∶ −1
2 ≤ Re(𝜏) ≤ 1

2 , |𝜏| ≥ 1} . (1.4.1)

𝜌2 𝜌

Re = − 1
2 Re = 1

2

𝑖

| ⋅ | = 1

很显然, ℱ 的右左两角分别是

𝜌 ∶= 1
2 + √−3

2 = 𝑒2𝜋𝑖/6, 𝜌2 = −1
2 + √−3

2 .

应该理解 ℱ 为三条测地线围出的一个测地三角形 (定义 1.2.6),以 𝜌, 𝜌2, ∞为顶点,两条
垂直测地线相切于∞,而∞也是 SL(2, ℤ)的唯一尖点之代表元.

引理 1.4.9 设 𝜏1, 𝜏2 ∈ ℱ ,存在 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)使得 𝛾𝜏1 = 𝜏2 当且仅当以下任一条件成立:
⋄ 𝜏1 = 𝜏2,或
⋄ Re(𝜏1) = ± 1

2 , 𝜏2 = 𝜏1 ∓ 1,或
⋄ |𝜏1| = 1, 𝜏2 = −1/𝜏1.

若 𝜏1 或 𝜏2 属于 ℱ ∘,则 𝛾𝜏1 = 𝜏2 成立当且仅当 𝛾 在 PSL(2, ℤ)中的像平凡.

证明 记下一个平凡的观察: 令 𝒞 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| ≤ 1}. 端详图形可知对于 ℎ ∈ ℤ,

ℱ ∩ (ℎ + 𝒞 ) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

{𝜏 ∈ ℋ ∶ |𝜏| = 1, 1
2 ≤ Re(𝜏) ≤ 1

2 } , ℎ = 0,

{𝜌}, ℎ = 1,
{𝜌2}, ℎ = −1,
∅, |ℎ| > 1.

继而设 𝜏1 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℱ , 𝜏2 = 𝛾𝜏1 ∈ ℱ , 其中 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ). 不妨设 Im(𝜏1) ≤

图 4.3环面模空间的基本域，ρ := e2πi/6

在黎曼面上积分的想法近年来也从弦论渗透到了场论振幅计算中，Cachazo-

He-Yuan形式给了场论振幅利用带标记点黎曼面上积分的统一形式 [50–51]：

Atree
n =

∫
dµnILn IRn , dµn =

dnσ

volSL(2,C)
∏
a

′
δ

(∑
b ̸=a

sab
σab

)
(4.14)

不同场论的区别在于 CHY被积函数 I，但是树级振幅都有上述的统一形式！

4.1.2 FP 量子化

现在来计算4.4中的 Jacobi行列式，这个积分测度变换对应插入：

1 = ∆FP(g, σ)

∫
M

dµt

∫
diff×Weyl

Dζδ(g − ĝ(t)ζ)
∏

(a,i)∈F

δ(σai − σ̂
ζa
i ) (4.15)
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利用4.1以及标准的 FP鬼场方法计算得到：

∆FP =
1

nR

∫
DbabDca exp(−Sg)

µ∏
k=1

1

4π
(b, ∂tk ĝ)

∏
(a,i)∈F

ca(σ̂i), Sg =
1

2π

(
b, (P̂1c)

)
(4.16)

当 ĝ取共形规范时 bab和 ca退化为全纯和反全纯左右模，也即2.32形式。这里涉

及到对称无迹张量之间的内积，定义为：

(t, t′)ĝ :=

∫
dσaĝ

1
2 (t · t′) (4.17)

这里 ·表示对所有指标缩并。2.39规范固定后的形式为：

Sj1...jn(k1, . . . ,kn) =
∑

worldsheet
topologies

∫
M

dµt

nR
DXDbDc exp(−Sm − Sg − λχ)

×
∏

(a,i)/∈F

∫
dσai

µ∏
k=1

1

4π
(b, ∂tk ĝ)

∏
(a,i)∈F

ca(σ̂i)
n∏
i=1

ĝ(σi)
1/2Uji(ki, σi)

(4.18)

由此可见固定顶角算符插入点确实相当于将无积分顶角算符换为积分顶角算符。

现在对 bc进行模展开，将上式与 bc鬼场零模的插入联系起来。

ca(σ) =
∑
J

cJC
a
J(σ), bab(σ) =

∑
K

bKBKab(σ)

P T
1 P1C

a
J = µ2

JC
a
J , P1P

T
1 BKab = ν2KBKab

(4.19)

CJ，BK 在4.17内积的意义下正交归一。而且两者的非零模之间有一一对应：

BJab =
1

νJ
(P1CJ)ab, νJ = µJ 6= 0 (4.20)

而且零模正好是 kerP T
1 和 kerP1 中的向量。FP行列式4.16路径积分可以直接用

模展开得到：

∆FP =

∫ µ∏
k=1

db0k

κ∏
j=1

dc0j
∏
J

dbJdcJ exp

(
−νJbJcJ

2π

) µ∏
m=1

1

4π
(b, ∂tm ĝ)

∏
(a,i)∈F

ca(σi)

=

∫ µ∏
k=1

db0k

µ∏
m=1

[
µ∑

k′=1

b0k′

4π
(B0k′′ , ∂tm ĝ)

]∫ κ∏
j=1

dc0j
∏

(a,i)∈F

[
κ∑

j′=1

c0j′C
a
0j′(σi)

]

×
∫ ∏

J

dbJdcJ exp

(
−νJbJcJ

2π

)

=det
(B0k, ∂tm ĝ)

4π
detCa0j(σi)det

′
(
P T
1 P1

4π2

)1/2

(4.21)
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第二个等号利用了格拉斯曼变量积分的性质，只有在被积函数为积分变量的最高

形式时才不为零。最后一个等号中 det′表示不考虑零模贡献，否则显然 det = 0。

由上式不难看出规范固定的过程正是插入 bc鬼场零模，而 Riemann-Sroch定理

µ− κ给出的正是鬼数补偿，其正好补偿背景鬼数2.66。

虽然鬼场方法是极具物理思想的方法，但是其推导出来的结果右有非常清

晰的物理解释。4.21中第三项可以看作是一个归一化系数不用过多考虑，第二项

c鬼场零模正好对应 CKG生成元，第一项在数学上相当于插入一些 Beltrami微

分，是复结构的体现。而且，单纯从形式上来说4.18有下面更简单的形式：①

S(1; . . . ;n) =
∑

worldsheet
topologies

e−λχ
∫
M

dmt

nR

〈
m∏
k=1

1

2π
(b, µk)

n∏
i=1

cc̃V

〉
(4.22)

注意我们将所有的顶角算符插入点全部固定，而增加了 Beltrami微分，这也是鬼

数补偿的要求。相当于考虑亏格相同，但是固定点更多的模空间：

Mg,n+nc+no , dimM = −3

2
χ+

1

2
no + nc (4.23)

固定点的信息被转移到了模空间中去。但是从计算的角度上看依旧是4.18更方

便，因为模空间积分计算比较复杂。

前面都是对玻色弦考虑的，超弦的情况要复杂得多。对于本篇论文，只要知

道树图是平凡的，我们只需要关注物质场关联函数计算以及 c鬼场的插入即可。

RNS超弦唯一多要求绘景数求和为 2。

4.2 树级关联函数计算

本节计算树级物质场和鬼场的关联函数，直接从路径积分出发计算，并说

明此结果于 OPE计算得到的结果相同。这里我们只对玻色部分物质场进行计算，

本章最后计算超弦振幅时会直接使用 OPE计算费米部分关联函数。

观察玻色弦顶角算符，需要计算如下物质场关联函数：〈
n∏
i=1

: eiki·X(zi,z̄i) :

p∏
j=1

∂Xµj(z′j)

q∏
k=1

∂̄Xνk(z̄′′k)

〉
(4.24)

注意到：

iρj · ∂Xeikj ·X(zj) = exp

(
i[kj ·X(zj) + ρj · ∂X(zj)]

)∣∣∣∣
linear in ρj

(4.25)

① Beltrami微分定义为 µb
ka := 1

2
ĝbc ∂kĝac
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所以我们只需要计算下面的关联函数即可得到4.24：〈∏
i

: exp

(
i [kiµX

µ(zi) + ρiµ ∂X
µ(zi)]

)
:

〉
(4.26)

不妨考虑下面更一般的配分函数计算，J = 0时即为真空配分函数：

Z [J ] =

〈
exp

(
i

∫
d2σJ(σ) ·X(σ)

)〉
(4.27)

利用类似4.19的模展开技巧计算 DX：

Xµ(σ) =
∑
I

xµIXI(σ), ∇2XI = −ω2
IXI , X0 =

(∫
d2σg1/2

)−1/2
(XI ,XJ) = δIJ , JµI :=

∫
d2σJµ(σ)XI(σ)

(4.28)

带入到4.27得到：

Z [J ] =
∏
I,µ

∫
dxµI exp

(
−ω

2
Ix

µ
IxIµ

4πα′
+ ixµIJIµ

)

=i(2π)dδd(J0)
∏
I ̸=0

(
4π2α′

ω2
I

)d/2
exp

(
−πα

′JI · JI
ω2
I

)

=i(2π)dδd(J0)

(
det′
−∇2

4π2α′

)−d/2
exp

(
−1

2

∫
d2σd2σ′J(σ) · J(σ′)G′(σ, σ′)

)
(4.29)

其中 G′表示略去零模贡献的 Xµ格林函数：①

G′(σ1, σ2) =
∑
I ̸=0

2πα′

ω2
I

XI(σ1)XI(σ2)

− 1

2πα′
∇2G′(σ1, σ2) =

∑
I ̸=0

XI(σ1)XI(σ2) = g−1/2δ2(σ1 − σ2)− X2
0

(4.30)

4.29计算中，x0I 应当Wick转动到欧氏空间给出收敛的高斯积分，另外物质场零

模需要单独处理，给出 δ函数，后面会进一步解释。注意，上面的计算结果原则

上可以应用到任意世界面拓扑，只是格林函数有所不同。上式中取：

J(σ) =
n∑
i=1

(ki − ρai ∂a) δ2(σ − σi) (4.31)

便得到了4.26，但是去掉 NOP。加上 NOP的过程其实就是重整化的过程，注意

到 G′(σ, σ)→∞，记其不发散的全纯部分为 G′r。4.29积分中 σ = σ′时存在发散，

①对 X0比较形象的解释源于世界面紧致，来源于传播带来的背景荷。
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将其重整化为 G′r(σ, σ)发散便消除了。从共形场论的观点来看 G′(σi, σj)是在计

算 Vi, Vj之间的缩并，而G′(σi, σi)是在计算 Vi内部的缩并，显然发散，但顶角算

符本身是定义在 NOP意义下。所以把 G′替换为 G′r 就是将 OPE重整化为 NOP，

去掉奇异项就是在去掉 NOP内部的缩并。①下面以球面上的计算为例说明这样

做的后果。

取共形规范，在球面上求解4.30得到：

G′S2(σ1, σ2) = −
α′

2
ln |z12|2 + f(z1, z̄1) + f(z2, z̄2)

f(z, z̄) =
α′X2

0

4

∫
d2z′ ln |z − z′|2 + const

(4.32)

显然 G′被分为奇异部分和全纯部分 G′r，为了简单起见取 4.31中 ρ = 0：

〈
: eik1·X(σ1) :: eik2·X(σ2) : . . . : eikn·X(σn) :

〉
S2

=iCX
S2
(2π)dδd(

∑
i

ki)× exp

−1

2

n∑
i,j=1
i ̸=j

ki · kjG′(σi, σj)−
1

2

n∑
i=1

k2iG
′
r(σi, σi)


(4.33)

不难发现物质场零模积分给出的 δ 函数正好就是动量守恒，其中归一化常数将

δ(J0)的 Jacobi行列式吸收后定义为：

CX
S2

= X−d0

(
det′
−∇2

4π2α′

)−d/2
S2

(4.34)

这个归一化系数一般和模空间参数有关，而树图不涉及模空间积分，所以此归一

化系数连带动量守恒 i(2π)dδd(
∑

i ki)在后续计算中全部略去。再利用 4.32不难

发现 f(z, z̄)贡献的项都 ∝
∑

i ki。从这个例子可以看出，在重整化加上 NOP之

后，只有格林函数的奇异部分会对关联函数有贡献，且求和时抛去 σ = σ′ 的奇

异项。而格林函数的奇异部分又正好对应 OPE，也就是说（至少对于树图）关联

函数的非零模部分积分可以直接由 OPE计算奇异部分给出，而非奇异部分给出

动量守恒 δ函数。这与球面上亚纯函数只与奇异性有关相吻合。前面计算是左右

模共同的结果，球面上左右模独立传播，取全纯部分给出4.26结果：

∏
i<j

(zi − zj)
α′
2
ki·kj exp

{
α′

2

∑
i<j

ρi · ρj
(zi − zj)2

+
α′

2

∑
i ̸=j

kj · ρi
(zi − zj)

}
(4.35)

①回忆在计算 NOP的缩并时，等价于不考虑 NOP内部缩并，从而去除发散。
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乘上厄米共轭便得到左右模共同贡献，即关联函数：〈∏
i

: exp

(
i
[
kiµX

µ(zi, z̄i) + ρiµ ∂X
µ(zi) + ρ̄iµ∂̄X

µ(z̄i)
])

:

〉
(4.36)

利用4.25的技巧便可以得到振幅计算中物质场关联函数。同样的思路，下面考虑

盘面情况。现在需要在有 Im z = 0的边界范围内求解4.30，可以利用电像法求

解，X0零模只贡献给非奇异部分，对最终关联函数无影响，可以扔掉：
①

G′D2(σ1, σ2) ∼ −
α′

2
ln |z1 − z2|2 −

α′

2
ln |z1 − z2|2

Im z=0∼ −2α′ ln |y1 − y2| (4.37)

类似4.33的计算并注意到顶角算符均在实轴上插入：

图 4.4电像法计算格林函数

〈
n∏
i=1

: exp

(
i [ki ·X(yi) + ρiµ ∂X

µ(yi)]

)
:

〉
D2

=
∏
i<j

(yi − yj)2α
′ki·kj exp

{
2α′
∑
i<j

ρi · ρj
(yi − yj)2

+ 2α′
∑
i ̸=j

kj · ρi
(yi − yj)

} (4.38)

和4.35差别仅是 α′ → 4α′，z → y。4.35和4.38指数项前面的因子是单纯平面波插

入的关联函数，称为 Koba-Nielsen因子。正如前面强调的，这些关联函数也可以

直接从 OPE出发计算。

剩下的就是鬼场关联函数，其实4.21就是在算剩下的鬼场关联函数，虽然从

OPE来看非零模部分（如果没有 b插入）无贡献，但是零模部分贡献非平凡。球

①这里使用 ∼是为了指出格林函数原本应当还包含非奇异部分。
39



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

面上4.21第一项由于模空间平凡所以无贡献，第三项是个归一化系数，记作 Cg
S2，

所以只有 c鬼场零模有贡献：

〈c(z1)c(z2)c(z3)c̃(z̄4)c̃(z̄5)c̃(z̄6)〉S2

∼ det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

z1 z2 z3

z21 z22 z23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ det
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

z̄4 z̄5 z̄6

z̄24 z̄25 z̄26

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = z12z13z23z̄45z̄46z̄56

(4.39)

上式可推广到球面上任意多个 b, c鬼场插入：〈
p+3∏
i=1

c(zi)

p∏
j=1

b(z′j) · (̃•)

〉
S2

= Cg
S2

p+3∏
i,i′=1
i<i′

zii′

p∏
j,j′=1
j<j′

z′jj′

p+3∏
i=1

p∏
j=1

(zi − z′j)−1 (4.40)

不难看到分母对应OPE给出非零模积分贡献，分子则来源于 c鬼场零模贡献。对

于开弦，左右模非独立传播，取上式的全纯部分即可。至此，我们已得到计算树

级玻色弦振幅所需的所有关联函数，而超弦树级振幅关联函数由于涉及到自旋

场还要麻烦些。

最后再来看另外一种计算鬼场关联函数的方法，这种视角在后面考虑纯旋

量超弦时很有用，这里单纯以左模为例。前面2.62对鬼场真空进行了修正，在计

算真空关联函数时，都要对真空泡泡图归一化，比如 SL(2,C)真空 〈1|1〉 = 1。但

是对于鬼场关联函数，必须要对真空背景鬼数进行补偿，所以其实 〈1|1〉 = 0，而

鬼场修正后的真空应当归一化为 〈0|0〉 = 1。但是2.62给出了两个真空，应当归一

化哪一个？其实无所谓，因为他们两个是厄米共轭的，也就是说：

(c1|1〉)† = |c〉† = 〈(∂cc)| = 〈1|c−1c0 (4.41)

这是前面提到的鬼数流反常带来的效应，只有这样，合起来补偿鬼数 +3，关联

函数才不为零。那么，鬼场真空归一化应当表示：

−
〈
(c ∂c ∂2c)(0)

〉
= 〈1| c−1c0c1 |1〉 = 1 (4.42)

由此便可以计算：

〈c(z1)c(z2)c(z3)〉 =

〈(
∞∑
n=0

∂nc(0)

n!
zn1

)(
∞∑
n=0

∂nc(0)

n!
zn2

)(
∞∑
n=0

∂nc(0)

n!
zn3

)〉

=
(
z21z2 − z1z22 − z21z3 + z22z3 + z1z

2
3 − z2z23

)
·
(
−1

2

〈
(c ∂c ∂2c)(0)

〉)
= z12z13z23 ·

(
−1

2

〈
(c ∂c ∂2c)(0)

〉)
∼ z12z13z23

(4.43)
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差一个归一化常数，只需要更改一下真空归一化即可，这是无关紧要的。

4.3 玻色弦振幅

下文中用A表示开弦树级振幅，A表示其色序振幅，M表示闭弦树级振幅。

类似 Yang-Mills理论，Chan-Paton因子给出开弦树级振幅的色分解：

An =
∑

ρ∈Sn−1

Tr(λaρ(1)λaρ(2) . . . λaρ(n−1)λan)× A(ρ(1), ρ(2), . . . , ρ(n− 1), n) (4.44)

色排序振幅指对世界面坐标积分时的某个顺序的贡献，比如A(1, 2, . . . , n)就代表

z1 < z2 < · · · < zn 的积分贡献。后面我们取规范固定 {z1, zn−1, zn} = {0, 1,∞}，

但是这不足以在 SL(2,R)变换后得到所有色序，因为 SL(2,R)变换保色序。比

如上面的规范固定就一定是 z1 < zn−1 < zn
①。但显然还有 zn−1 < z1 < zn这种顺

序，在这种色序下，取规范固定 {z1, zn−1, zn} = {1, 0,∞}。闭弦规范固定就不涉

及到这种顺序性，直接取 {z1, zn−1, zn} = {0, 1,∞}即可。

4.3.1 Veneziano 振幅

考虑四快子振幅，其包含六个色序，如图4.5：

180 6 Tree-level amplitudes

4 1

23

1 4

23

1 4

32

3

42

1

Fig. 6.2. The six cyclically inequivalent orderings of four open string vertex
operators on the disk. The coordinate y increases in the direction of the arrow,
except that at point 3 it jumps from +∞ to −∞.

This is again independent of y1,2,3 after a change of variables (a Möbius
transformation) on y4. It is convenient to take y1 = 0, y2 = 1, and y3 →
∞. The amplitude is conventionally written in terms of the Mandelstam
variables

s = −(k1 + k2)
2 , t = −(k1 + k3)

2 , u = −(k1 + k4)
2 . (6.4.6)

These are not independent: momentum conservation and the mass-shell
condition imply that

s+ t+ u =
∑
i

m2
i = − 4

α′ . (6.4.7)

Using 2α′ki · kj = −2 + α′(ki + kj)
2, the amplitude becomes

SD2
(k1; k2; k3; k4) = ig4

oCD2
(2π)26δ26(

∑
i ki)

×
[∫ ∞

−∞
dy4 |y4|−α′u−2|1 − y4|−α′t−2 + (t → s)

]
. (6.4.8)

The integral splits into three ranges, −∞ < y4 < 0, 0 < y4 < 1, and
1 < y4 < ∞. For these three ranges the vertex operators are ordered as in
figures 6.2(a), (b), and (c) respectively. Möbius invariance can be used to
take each of these ranges into any other, so they give contributions that
are equal up to interchange of vertex operators. The (t ↔ s) term gives
figures 6.2(d), (e), and (f). In all,

SD2
(k1; k2; k3; k4) = 2ig4

oCD2
(2π)26δ26(

∑
i ki)
[
I(s, t) + I(t, u) + I(u, s)

]
,

(6.4.9)

4 1

2 3

2

3 4

1

图 4.5 Veneziano 振幅的六种色排序，上面三种取 {z1, z3, z4} = {0, 1,∞}，下面三种取

{z1, z3, z4} = {1, 0,∞}。箭头方向表示正方向，越过 4时由 +∞→ −∞

①注意由于积分在盘面上，而不是真正在实轴上积分，或者说积分是在一维实射影空间中进

行，所有的 <都要在模去轮换的意义下理解。
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A4({T, a}) ∼

〈 ∏
i=1,3,4

: c(yi)e
iki·X(yi) :

∫
dy2e

ik2·X(y2)

〉
⊗ Chan-Paton

∼
∫ 1

0

dy2K({0, 1,∞}; y2) Tr (λa1a2a3a4) +
∫ ∞
1

dy2K({0, 1,∞}; y2) Tr (λa1a3a2a4)

+

∫ 0

−∞
dy2K({0, 1,∞}; y2) Tr (λa2a1a3a4) +

∫ 0

−∞
dy2K({1, 0,∞}; y2) Tr (λa2a3a1a4)

+

∫ 1

0

dy2K({1, 0,∞}; y2) Tr (λa2a3a1a4) +
∫ ∞
1

dy2K({1, 0,∞}; y2) Tr (λa3a1a2a4)
(4.45)

其中 λabcd := λaλbλcλd：

K({a1, a2, a3}; y2) := lim
{y1,y3,y4}→{a1,a2,a3}

|y13y14y34|
∏
i<j

|yij|2α
′ki·kj (4.46)

代入规范固定直接计算得到：

A4({T, a}) ∼Tr (λa1λa2λa4λa3 + λa1λa3λa4λa2)B(−α0(s),−α0(t))

+ Tr (λa1λa3λa2λa4 + λa1λa4λa2λa3)B(−α0(t),−α0(u))

+ Tr (λa1λa2λa3λa4 + λa1λa4λa3λa2)B(−α0(s),−α0(u))

(4.47)

其中 B 是 Beta函数：

B(a, b) =

∫ 1

0

dyya−1(1− y)b−1, αo(x) := 1 + α′x

s = −(k1 + k2)
2, t = −(k1 + k3)

2, u = −(k1 + k4)
2

(4.48)

4.47就是 Veneziano振幅①。它是弦理论的第一个公式，原本是强相互作用的经验

公式，后面才发现与快子振幅相关 [52]。早期这个公式有一个与场振幅截然不同

的性质，对场振幅而言，四点树级振幅应当是 s，t，u三个衰变道的求和。但弦

振幅中不涉及到这种求和，换句话说，4.47可以按照 s，t或 u的极点展开，极点

位置正好是中间传播子在壳即满足2.16。但这三个道的展开是一样的，并不像场

论中是不一样的展开，求和之后才是完整的振幅。所以弦振幅计算免去了场振幅

中对所有费曼图求和的步骤，或者说弦振幅只需要计算一张图就可以了②，一张

图就包含了低能有效场论所有费曼图求和的信息。自然弦振幅也不涉及到场振

幅中不同费曼图之间紫外发散的抵消。

①原始版本的不带色序，上式中所有迹贡献 1。

②当然这张图的计算麻烦得多。
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4.3.2 Virasoro-Shapiro 振幅

Virasoro-Shapiro振幅就是闭弦四快子振幅：

M4({T}) ∼
2πΓ(− s

4
− 1)Γ(−u

4
− 1)Γ(− t

4
− 1)

Γ(2 + s
4
)Γ(2 + u

4
)Γ(2 + t

4
)

(4.49)

计算中需要用到如下公式：

∫
d2Cz|z|2a−2|1− z|2b−2 =

2πΓ(a)Γ(b)Γ(c)

Γ(1− a)Γ(1− b)Γ(1− c)
, a+ b+ c = 1 (4.50)

现实世界不存在快子态，第一个非平凡的例子是三胶子振幅，其Tr(λa1λa2λa3)

的色序振幅有如下形式：

Agluon
3 (1, 2, 3) ∼ [(ε1 · ε2)(ε3 · p1) + cyc(1, 2, 3)] + 2α′(ε1 · p2)(ε2 · p3)(ε3 · p1) (4.51)

显然在 α′ → 0时就是 Yang-Mills理论中（色序）三顶角费曼规则，α′的存在暗

示弦论的低能有效作用量中存在 Tr(F n>2)的高阶相互作用量。利用振幅的 α′展

开计算弦论低能有效作用量也是目前弦振幅研究的重要前沿问题。而且由于弦

振幅涉及到众多解析数论中的特殊函数，所以这一研究也和数学有很深刻的联

系 [53–54]。

类似的，也可以有开弦闭弦混合振幅，开弦顶角算符在盘面边界圆周上插

入，闭弦顶角算符在盘面内部插入，内部插入点积分范围为 |z| < 1。本文主要

考虑纯开弦或纯闭弦振幅。文献 [55–56]考虑了盘面开弦闭弦混合振幅及其与纯开

弦振幅的关系。

4.4 弦振幅之间的关系

4.4.1 单值关系

开弦的色序振幅显然有轮换对称性以及：

Atree
n (1, 2, . . . , n) = (−1)nAtree

n (n, . . . , 2, 1) (4.52)

本节的目的是给出非平凡的色序振幅之间的关系。而且单值关系完全只依赖于

Koba-Nielsen因子的解析性质，和具体的顶角算符贡献无关。考虑四点情况，六

种色序中有三种拥有相同的 Koba-Nielsen因子4.46，取 {y1, y3, y4} = 0, 1,∞，得
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到①：

A4(1, 2, 3, 4) =

∫ 1

0

dy2 |y2|2α
′k1·k2|1− y2|2α

′k2·k3V4(y2)

A4(1, 3, 2, 4) =

∫ ∞
1

dy2 |y2|2α
′k1·k2|1− y2|2α

′k2·k3V4(y2)

A4 (2, 1, 3, 4) =

∫ 0

−∞
dy2 |y2|2α

′k1·k2|1− y2|2α
′k2·k3V4(y2)

(4.53)

这里 V 表示顶角算符插入的贡献②。由于 V 极点都在实轴上，而且按照大圆弧引

理无穷远处围道贡献为 0，得到：

0 = lim
ϵ→0+

∫ +∞+iϵ

−∞+iϵ

dy2|y2|2α
′k1·k2|1− y2|2α

′k2·k3V4(y2)

=

(
e2πiα

′k1·k2
∫ 0

−∞
+

∫ 1

0

+e−2πiα
′k2·k3

∫ ∞
1

)
dy2|y2|2α

′k1·k2|1− y2|2α
′k2·k3V4(y2)

= e2πiα
′k1·k2A4(2, 1, 3, 4) + A4(1, 2, 3, 4) + e−2πiα

′k2·k3A4(1, 3, 5, 4)

(4.54)

这里利用了绝对值在复平面上是多值函数，e−iπ 是因为 |1 − y2|中 y2 前的负号，

所以相对 y2而言 (1,+∞)的积分是从实轴下面绕的。更一般的单值关系为：

An(β, 1, α, n) = (−1)|β|Re

 ∏
1≤i<j≤|β|

e2iπα
′(kβi ·kβj )

∑
σ∈α�βT

|α|∏
i=0

|β|∏
j=1

e(αi,βj)
σ An(1, σ, n)


0 = Im

 ∏
1≤i<j≤|β|

e2iπα
′(kβi ·kβj )

∑
σ∈α�βT

|α|∏
i=0

|β|∏
j=1

e(αi,βj)
σ An(1, σ, n)


(4.55)

其中，定义：

e(α,β)σ :=


e2iπα

′(kα·kβ), α �σ β

1

(4.56)

�σ 表示在排序 σ 中的先后顺序。a � b 表示洗牌序，也就是 a 和 b 并起来排

序，但是排序时保持 a，b各自内部元素的相对顺序。由于 An 是盘面上实轴积

分，所以总可以选取振幅前的相位因子使其为实数，利用这一点我们将4.55拆

分为了实虚两部分，在场论极限下，前者对应 Kleiss-Kuijf关系 [57–58]4.57。后者

对应 Bern-Carrasco-Johansson 关系 [59]4.58，这一关系也可以直接从场论中利用

①也可以选 {y1, y3, y4} = 1, 0,∞规范固定下的另外三种色序得到额外的关系。

②这里利用了一个技巧，对于快子，前面的因子是正确的，但对于一般的顶角算符，由于固

定点的位置完全是任意的，所以应当会贡献 |y4|#与Koba-Nielsen因子中的 |y4|幂次相抵消。

否则 |y4| → ∞时奇异。
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Britto-Cachazo-Feng-Witten递推关系 [60–61]导出 [62]。单值关系可以将色序振幅 An

的独立个数降低到 (n− 3)!个。

An(1, {α}, n, {β}) = (−1)|β|
∑

σ∈{α}�{βT }

An(1, σ, n) (4.57)

n∑
i=3

(
i∑

j=3

s2j

)
An(1, 3, . . . , i, 2, i+ 1, . . . , n) = 0, sP :=

(∑
i∈P

ki

)2

(4.58)

4.4.2 KLT 关系

无论是闭弦谱和开弦谱之间的关系，还是格林函数由于电像法带来的双倍

关系。都不禁让人思考开弦与闭弦振幅之间是否存在联系？实际上，在树图层面

上闭弦球面振幅和开弦盘面振幅之间由下面的 KLT关系联系：

Mn ∼
∑

ρ,τ∈Sn−3

An

(
1, ρ, n− 1, n|α

′

4

)
Sα′(ρ|τ)Ãn

(
1, τ, n, n− 1|α

′

4

)
(4.59)

这里 A(•|α′

4
)表示把开弦振幅中的 α′ 全部替换为 α′/4，后面我们提到开闭弦关

系假设隐含这一替换约定。注意色序振幅根据上一节的单值关系只有 (n− 3)!个

独立的项，在 KLT 关系这里也有体现，这里 S[σ|τ ] 称为 KLT 核或动量核。此

KLT关系在 α′ → 0的情况下得到胶子振幅与引力子振幅之间的 KLT关系，动量

核退化为：

S[α|β] =
n−2∏
i=2

(
s1,α(i) +

i−1∑
j=2

θ(α(j), α(i)|β)sα(j),α(i)

)
, sab := 2ka · kb (4.60)

θ (i, j|β)当且仅当 (i, j)在 α和 β 内的顺序不同时取 1，否则取 0。由于场论中

KLT 动量核的计算用 CHY 形式计算正好对应双自伴随标量场理论的双色序振

幅的逆 [50–51,63]，所以场论中 KLT关系常表示为：

Gravity =
Yang-Mills2

bi-adjoint scalar

在弦论也类似，可以用α′-修正的双自伴随标量场计算KLT核的逆矩阵mα′(α|β) [64–66]。

其计算过程可以用类似费曼图的组合图形形象表示，下面取符号约定 sI =
πα′

2

∑
i∈I pi：

mα′(I6|126435) =

1

2

3

4

5

6

=
1

sin s12 sin s34 sin s345
(4.61)
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mα′(I6|126345) =

1

2

3

4

5

6

= − 1

sin s12 sin s612
×

3

45

345

= − 1

sin s12 sin s612

(
1

tan s34
+

1

tan s45

)
(4.62)

依赖上面两个式子我们来说明这一图形规则，首先计算 α 6= β，他们可以展

开成 α = β 的情况。展开方法就是先按照 α的顺序在盘面上把点标记出来，然

后再按照 β的顺序连接，也就是上图的红线，如果这一步给出的不是平面图，比

如 mα′(12345|13524) 一样的五角星，那么就直接是 0。这些红线会交出多边形，

每个多边形内部画一个白点，白点之间连接，给出传播子 1/sin(se)，白点和多边

形顶点相连，相当于动量外腿。每个多边形看作这种费曼规则的一个顶点，他们

就贡献mα′(E|E)，E 表示顶点边上动量外腿的集合。前面的正负号由缠绕数的计

算给出 (−1)w(α|β)+1：

w(I6|126345) =

1

2

3

4

5

6

= 2 (4.63)

也就是说，缠绕数计算就是按照 β 的顺序缠绕 α得来。然后计算对角部分，也

就是那些“顶点”项，以 α = β = In为例，剩下的可以通过置换下标得到：

mα′(I5|I5) =

1

2

34

5

=

+ +

+ + +

=
1

tan s12 tan s34
+

1

tan s23 tan s45
+

1

tan s34 tan s51
+

1

tan s45 tan s12

+
1

tan s51 tan s23
+ 1

(4.64)

也就是说首先画出所有外腿顺序固定的所有用奇数外腿顶点构造的费曼图，每
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个顶点项贡献：
1

2

3

4

56

2k + 1

= Ck−1 (4.65)

C 是 Catalan数。而每个传播子贡献 1/tan(se)。然后对mα′ 取逆矩阵就得到需要

的 KLT矩阵。上述色序振幅可以对应到一个场论，所以 KLT关系实际上在说：

Closed string =
Open string2

α′-corrected bi-adjoint scalar

KLT关系实际上依赖于球面上左右模独立传播的特性，这一点在 RP2 上并

不成立，所以无法分解为盘面振幅 [55]。文献 [42]中特别对四点情况 KLT关系进行

了详细论证。规范固定后四点 KLT核只有一项，所以：

M4 ∼ −
sin(πs12)

2πα′
A4(1, 2, 3, 4)Ã4(1, 2, 4, 3) (4.66)

不难发现这正是振幅4.47和4.49之间的联系。①

4.5 RNS 超弦振幅
4.5.1 自旋场关联函数

在计算涉及 R部分激发态时，会用到自旋场。回忆一下用 OPE计算关联函

数，首先用 Wick定理计算多点 OPE看出奇异性，而树图关联函数又只依赖于

这种奇异性，所以可以直接用Wick收缩得到关联函数。但是，观察自旋场 OPE，

我们发现 R部分并不是一个自由 CFT，也就是说 OPE得到的结果仍然包含场算

符。对于非自由 CFT，原先使用的Wick定理这些都失效了，本身关联函数相较

于 OPE也多了不少信息，但是，至少对于两个自旋场插入情况，我们可以利用

OPE得知的关联函数奇异性信息完全从两点三点关联函数自举 n点振幅。根据

ψ和 SA都是共形初级场，再根据他们的指标（SO(D − 1, 1)表示）类型可以完

全确定两点三点关联函数：

〈ψµ(z1)SA(z2)SB(z3)〉 =
(ΓµC)AB√

2z
1/2
12 z

1/2
13 z

D/8−1/2
23

, 〈SA(z1)SB(z2)〉 =
CAB

(z1 − z2)D/8
(4.67)

①计算中需要用到 sin(πx) = −π
Γ(x+1)Γ(−x)

。
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这是共形场论中熟知的结论，GSO投影将 R部分真空投影到Weyl旋量，所以有

如下的分解：①

SA =

Sα
Sα̇

 , (Γµ)A
B =

 0 γµ
αβ̇

γ̄µα̇β 0

 , CAB =

 0 Cα
β̇

C α̇
β 0

 (4.68)

后面开弦计算只会用到其中一个手性，比如 Sα，γ
µ

αβ̇
和 Cα

β̇。我们以四点为例说

明如何计算球面上的关联函数。首先根据其指标结构可以写下一般的拟设：

〈ψµ(z1)ψn(z2)SA(z3)SB(z4)〉 = ηµνCABf(z) +
1

2
(ΓµΓνC)ABg(z) (4.69)

然后根据 OPE领头阶得到如下奇异行为：

〈ψµ(z1)ψν(z2)SA(z3)SB(z4)〉 →



ηµν

zm
〈SA(z3)SB(z4)〉 , z1 → z2

Γµ
A

C

√
2z

1/2
13

〈ψn(z2)SC(z3)SB(z4)〉 , z1 → z3

Γµ
B

C

√
2z

1/2
14

〈ψn(z2)SA(z3)SC(z4)〉 , z1 → z4

(4.70)

再利用关联函数4.67得到：

f(z)→


z−112 z

−D/8
34 , z1 → z2

regular , z1 → z3

(z14z23z24)
−1/2z

1/2−D/8
34 , z1 → z4

g(z)→


regular , z1 → z2

(z13z23z24)
−1/2z

1/2−D/8
34 , z1 → z3

(z14z23z24)
−1/2z

1/2−D/8
34 , z1 → z4

(4.71)

根据黎曼面上半纯函数都是有理形式，由上面奇异性直接得到：

f(z) =
z13z24

z12(z13z14z23z24)1/2z
D/8
34

, g(z) =
1

(z13z14z23z24)1/2z
D/8−1
34

(4.72)

从而有四点关联函数：

〈ψµ(z1)ψν(z2)SA(z3)SB(z4)〉 =
z
1−D/8
34

(z13z14z23z24)1/2

(
z13z24
z12z34

ηµνCAB +
1

2
(ΓµΓνC)AB

)
(4.73)

① CAB 的分解与时空维数有关，这里是 2 mod 4 的情况，而对 2 mod 4，分解为 CAB =Cαβ 0

0 Cα̇β̇

。
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更高点的完全类似，只是拟设更为复杂，但是思想就是利用OPE读出奇异性，然

后发现奇异性本身就足以和拟设一起完全确定关联函数。更多自旋场的插入需

要更多纯自旋场关联函数，但是其计算非常复杂，结果需要用 Θ函数相关的复

杂表达式，圈图推广以及更一般性的讨论详见文献 [35,67–68]及其所引文献。

4.5.2 振幅的计算

由于球面超弦振幅同样可以根据 KLT关系用盘面超弦振幅表达，所以这里

只计算一些简单的盘面超弦振幅。首先是三胶子振幅：

A3(ϵ1, ϵ2, ϵ3) =|z12z13z23|〈U (0)(z1)U
(−1)(z2)U

(−1)(z3)〉

∼|z12z13z23|〈: e−ϕ(z2) :: e−ϕ(z3) :〉ϵ1µϵ2νϵ3λ

×

{〈
: i ∂z1X

µ(z1)e
ip1·X(z1) :

3∏
j=2

: eipj ·X(zj) :

〉〈
ψν(z2)ψ

λ(z3)
〉

+ 2α′

〈
3∏
j=1

: eipj ·X(zj) :

〉
p1ρ
〈
: ψρψµ(z1) : ψ

ν(z2)ψ
λ(z3)

〉}

∼
������*−1|z12z13z23|
z12z13z23

[(p2 · ϵ1)(ϵ2 · ϵ3) + (ϵ1 · ϵ2)(p1 · ϵ3)− (ϵ1 · ϵ3)(p1 · ϵ2)]

=ASYM(ϵ1, ϵ2, ϵ3)

(4.74)

注意这里 |z1,2,3|/z1,2,3 的项取 ±1和色序有关，另外一个 (132)的色序给出 +1①。

其中玻色场关联函数已在4.38中给出，剩下的自由费米子关联函数直接用 OPE

计算全部外腿Wick缩并即可，比如：

〈
: ψρψµ(z1) : ψ

ν(z2)ψ
λ(z3)

〉
=
〈
: ψρψµ : ψνψλ

〉
+
〈
: ψρψµ : ψνψλ

〉
=
ηµνηρλ − ηµληρν

z12z13

(4.75)

这里ASYM表示十维超对称 Yang-Mills理论的色序振幅，由下面拉格朗日量计算，

C 是荷共轭矩阵，[Dµ, χ] := ∂µχ− [Aµ, χ]：

SSYM[A,χ] ∼
∫
d10X Tr

{
1

4
FµνF

µν + χα(γµC)αβ[Dµ, χ
β]

}
(4.76)

①所以如果没有色序，其实三胶子振幅直接就是 0，这对应 QED中没有三光子顶点。
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再比如一个胶子两个胶微子（gluino）的振幅：

A3(ϵ1, u2, u3) ∼|z12z13z23|〈U (−1)(z1)U
(−1/2)(z2)U

(−1/2)(z3)〉

=|z12z13z23|〈: e−ϕ(z1) :: e−ϕ(z2)/2 :: e−ϕ(z3)/2 :〉〈
3∏
j=1

: eipj ·X(zj) :〉

× ϵµ1uα2u
β
3 〈ψµ(z1)Sα(z2)Sβ(z3)〉

∼
������*−1|z12z13z23|
z12z13z23

1√
2
ϵµ1(u2γµCu3)

=ASYM(ϵ1, u2, u3)

(4.77)

原则上来说，超对称理论的振幅应当是用格拉斯曼变量编码得到的超振幅，

比如四维N = 4 SYM理论，超多重态自由度可以用格拉斯曼变量 η编码到同一

个波函数中表示，而分量振幅就根据超振幅的格拉斯曼变量次数来确定，比如：

An
[
S12S343−4+ . . . n+

]
=

(
∂

∂η11

∂

∂η12

)(
∂

∂η23

∂

∂η24

) ( 4∏
A=1

∂

∂η3A

)
An[Ω1, . . . ,Ωn]

∣∣∣∣∣
ηkC=0

Ω = g+ + ηAλ
A − 1

2!
ηAηBS

AB − 1

3!
ηAηBηCλ

ABC + η1η2η3η4g
−

(4.78)

因为胶子与胶微子共同构成一个超多重态，而前面计算那些振幅都应当是

整个超振幅的某个分量振幅。但是由于 RNS形式没有靶空间超对称，所以没办

法直接计算超振幅。而且从前面三点振幅计算也能看出，超弦振幅和 SYM振幅

之间无论取外腿为超多重态中的哪一个态（胶子/胶微子），振幅之间的关系是不

变的。而纯旋量超旋顶角算符直接对超多重态定义，所以可以直接计算得到超振

幅，后面我们会用纯旋量超弦形式将任意多点盘面超弦超振幅表达为 SYM超振

幅。

另外对比玻色弦胶子振幅4.51和超弦胶子振幅4.74，发现超弦振幅竟然更加

简单，少了 ∝ α′ 的项。缺少某一项从低能场论上看相当于低能场论缺少某个相

互作用顶点。在场论中，超对称的引入一般能较好地改善理论的紫外行为，体现

在超对称会直接否定某些抵消项的存在，比如在七圈以下修正，N = 8超引力

只允许存在抵消项 R4，D4R4，D6R4 [69]。这也是超弦振幅更加简单一些的一种

解释。
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5 Berkovits 超弦
本章介绍靶空间超对称的纯旋量超弦，由 Berkovits在 2000年发现 [12]。从历

史上看最早试图从靶空间超对称引入超弦的形式是 Green-Schwarz超弦 [9–10]，但

是只能在非协变的光锥坐标下量子化。后来 Siegle改进了这一形式但存在共形

反常且与 RNS形式不等价等诸多问题 [11]。Berkovits在 Siegle的研究基础之上进

行改进得到了纯旋量超弦。我们不打算沿用历史性的介绍 [26–27]，而改用自上而

下的方式。本章首先从更简单的超对称点粒子模型出发，然后推广得到纯旋量超

弦的作用量，利用 BRST量子化得到无质量态顶角算符，并由此给出了利用纯旋

量超弦计算超弦振幅的例子，下一章会进行系统计算，更多细节详见 [70–71]。

5.1 Brink-Schwarz 超粒子
本节目的是说明在引入靶空间旋量进行超对称化，会导致体系无法协变量

子化，以更简单的点粒子模型来说明，弦论类似。靶空间超对称粒子作用量：[72–73]

SBS =

∫
dτ (ΠµPµ + eP µPµ) , Πµ := Ẋµ − 1

2
θ̇αγµαβθ

β (5.1)

这里旋量都是十维靶空间旋量，选取了Weyl基底4.68，P 是 X 共轭动量，且看

作独立变量。N = 1超对称以及对应的超荷为：

δθα = ϵα, δXµ =
1

2
θαγµαβϵ

β, δP µ = δe = 0

Qα := pα −
1

2
γµαβθ

βPµ, pα :=
∂L

∂θ̇α
= −1

2
γµαβθ

βPµ

(5.2)

这一作用量其实是 GS形式弦理论的无质量点粒子极限，GS形式下有额外的格

拉斯曼奇的规范对称性，称为 κ对称性：

δθα = P µγαβµ κβ, δXµ = −1

2
θαγµαβδθ

β, δP µ = 0, δe = θ̇ακα (5.3)

再来看下该体系的约束，首先是 δS/δe给出 P 2 = 0的无质量约束，这类似前面

能动张量给出的约束。另外引入了两对共轭变量 {X,P}和 {θ, p}，前面一对可

以看作是独立的，但是从 5.2不难看出 p的定义本身包含 θ，所以并不能看作完

全独立，而是要求有下面的约束条件：

dα := pα +
1

2
γµαβθ

βPµ = 0 (5.4)

利用共轭变量之间的泊松括号得到约束条件满足的代数结构：

{dα, dβ}PB = −γµαβPµ (5.5)
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对于无质量粒子取小群表示 P µ = (E, 0, . . . , E)，并且取光锥坐标得到：①

{dα, dβ}PB = −γ−αβP
+ ∝

18×8 08×8

08×8 08×8

 (5.6)

由此发现5.5给出的约束条件包含八个第一类约束和八个第二类约束，而且只有

在不协变的光锥规范下，两类约束才不会混合在一起。所以 GS形式只能在光锥

坐标下进行量子化。

第一类约束比如前面玻色弦和 RNS超弦量子化中能动张量给出的约束可以

在协变量子化框架中将约束看作是2.24来解决，但是第二类约束需要用到 §5.2中

的式5.23先替换掉泊松括号，然后再进行正则量子化。下面我们直接选取规范固

定将第一类约束解除，然后处理第二类约束。

在光锥规范下可以固定κ规范对称性为 (γ+θ)α = 0，只用选取κβ = 1
2P+ (γ

+θ)β

对 θ变换即可做到这一点。在这一规范固定下，作用量5.1改写为：②

SBS =

∫
dτ

(
ẊµPµ −

1

2
ṠaSa + eP µPµ

)
, Sa := 21/4

√
P+θa (5.7)

这里利用了十维Weyl旋量可以进一步分解为Weyl和反Weyl旋量，θ规范固定

后还剩下一半的分量：③

θα =

θa
θȧ

 , a, ȧ = 1, 2, . . . , 8 (5.8)

在这一规范固定下5.6剩下八个第二类约束：

pa :=
∂L

∂Ṡa
= −1

2
Sa, {da, db}PB = −δab (5.9)

利用5.21得到：

{Sa, Sb}∗ = {Sa, Sb}PB − {Sa, dc}PB{dc, de}−1PB{de, Sb}PB

= 0− (−δac)(−δce)(−δeb)

= δab

(5.10)

这正是 SO(8) Clifford代数，其存在八维Weyl旋量表示和八维矢量表示，正好

对于十维 SYM的八个胶子自由度和八个胶微子自由度。

①与第2章中不同，本章我们取光锥坐标为 γ± := 1√
2
(γ0 ± γ9)。

②计算需要利用靶空间Majorana-Weyl旋量性质 θ̇γ+θ = θ̇γiθ = 0。

③这是将十维Weyl旋量分解为了两个八维Weyl旋量，而且八维Weyl旋量升降指标的度量

矩阵是 δab 单位阵，一般情况下利用荷共轭矩阵的分量来升降指标 [74]，比如四维情况下一

般取基底使得升降矩阵为 Levi-Civita张量 εab。
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5.2 * 约束哈密顿体系量子化
本节简要介绍约束体系正则量子化方法，更多细节详见 [75–76]。

5.2.1 经典约束系统

我们这里所说的约束并非 f(q, t) = 0的情况，这称为完整约束，这种约束总

可以通过引入独立的广义坐标消去。从体系拉格朗日量出发：

L = L(q, q̇), p :=
∂L

∂q̇
(5.11)

为了正则量子化需要勒让德变换到哈密顿量，如果利用 p := ∂L/∂q̇可以完全反

解出 q̇ = q̇(q, p)，那么就称为正规哈密顿体系，哈密顿量和运动方程为：

H(q, p) := pq̇ − L(q, q̇), {f,H}PB =
df

dt
(5.12)

这种体系可以直接进行正则量子化：

f 7→ f̂ , {•, •}PB 7→
1

i~
[•, •]±DB (5.13)

但是如果不能完全反解出 q̇，那么这时就称为约束哈密顿体系，这对应下面的雅

可比矩阵 rank J := R < N，N 是体系自由度：

Jij :=
∂Pi
∂q̇i

:=
∂2L

∂q̇i ∂q̇j
(5.14)

这时N 个 q̇i中只有 R个可以被反解为 q̇i = q̇i(q, p; q̇j)，dotqj 表示剩下的N −R

个广义坐标，剩下的信息以约束的形式体现为：

ϕm(q, p) = 0, m = 1, . . . , N −R (5.15)

但是在变分原理导出哈密顿正则方程时需要 q, p独立，现在不独立了，所以正则

方程失效，需要用拉格朗日乘子法表达为：

df

dt
= {f,H}PB + {f, ϕm}PBλm, ϕm(q, p) ≈ 0 (5.16)

这里 λm是待定的拉格朗日乘子，注意上面我们对约束使用了 ≈，这其实意味着

它们是弱方程，这是为了强调只在约束面上为 0，但计算与 f 的泊松括号时涉及

到求导，也就是切空间上运算，所以只有在计算完全体泊松括号后才能用约束条

件。
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取上式中 f = ϕm得到：

0 ≈ ϕ̇m = {ϕm, H}PB + {ϕm, ϕn}PBλn (5.17)

第一个弱等号是因为在壳演化时，必须时时刻刻有 ϕm = 0，所以演化自洽性要

求 ϕ̇m ≈ 0。而上式是个自洽方程，给了 λ约束，也暗含对 H 选取时的约束，约

束哈密顿体系的 H 实则不唯一，我们假设已经做到了这一点，否则无论 λm(t)

如何选取都无法满足自洽方程：

Φmn := {ϕm, ϕn}PB, hm := −{ϕm, H}PB ⇒ Φmnλ
n ≈ hm (5.18)

如果 Φ可逆，则 λm完全被约束确定，并非自由。更常见的情况是不可逆，我们

考虑下面的极端情况：

Φmn

Γ1≈ 0, hmn
Γ1≈ 0 (5.19)

这里 Γ1Γ，表示体系相空间 Γ 被约束到一个子流形上。这时无论 λm(t) 是怎样

的函数，自洽方程5.17始终被满足，任意选取一个 λm(t)后代入5.28得到唯一解

f(t)，不同的 λm 给出不同的相空间演化曲线，他们应当解释为描述同一个体系

同一个演化，只是不同规范下的相空间轨迹，也就是说 λm这时可以被解释为规

范自由度。

但是5.19完全可以要求 hmn
Γ2⊂Γ1≈ 0。这个时候自洽性意味着相空间被约束到

更小的流形 Γ2，这相当于引入了新的约束，而且注意到由于自洽方程本身是从

在壳运动方程得来的，所以这种约束是在壳后才来的约束，表明 Γ1上并非所有

点都有演化曲线经过。这种约束我们称为次级约束，而原先的 Φmn

Γ1≈ 0称为初

级约束。次级约束又会产生类似5.17的新的约束条件，而约束条件又会带来新的

次级约束，如此反复，最终相空间被约束在 Γ′ ⊂ Γ上。

但是在量子化时，我们并不需要深究初级约束和次级约束的区别，把他们统

称为约束。但是如果某个约束与其它所有约束的泊松括号都（弱）为 0，那么就

称为第一类约束，否则称为第二类约束。

5.2.2 量子化

从5.19的讨论大致清楚第一类约束对应规范自由度，比如 P 2 = 1
2
{P, P} ≈ 0

在壳约束就是第一类约束，这类约束量子化并不复杂，正如协变量子化那里做的

一样，他们无非是在正则量子化5.13后，额外对态空间施加算符约束：

ϕ̂m |phys〉 = 0 (5.20)
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第二类约束其实意味着某些自由度在体系的描述中是无关紧要的，但是在经典

理论中，定义泊松括号是需要对所有的自由度求导来定义的，所以我们需要修改

经典理论的泊松括号，使得其自然丢掉那些无关紧要的自由度，Dirac发现下面

的修正：

{f, g}∗ := {f, g}PB − {f, χm}PBC−1mn{χn, g}PB, Cmn := {χm, χn}PB (5.21)

这里 χm表示那些第二类约束。而且可以证明上式依然满足泊松括号所满足的李

代数结构。考虑上式下面的特殊情况：

{f, χk}∗ = {f, χk}PB − {f, χm}PBC−1mn{χn, χk}PB

= {f, χk}PB − {f, χk}PB = 0
(5.22)

这意味着在新的泊松括号定义下，约束 χm不再是弱方程，而是在可以求出泊松

括号前就认为是 0的强方程：

χm = 0 (5.23)

至此，我们可以给出约束哈密顿体系的量子化步骤：

1. 首先对约束 ϕm进行线性组合，使得尽可能多的约束落入第一类；

2. 利用剩下的第二类约束 χm，修改经典泊松括号为5.21；

3. 采用标准的正则量子化步骤5.13，但是用修改后的泊松括号 {•, •}∗ 代替

{•, •}PB；

4. 第一类约束的弱方程看作是加在态空间上的辅助方程5.20，而第二类约束

的强方程5.23看作是算符需要满足的方程 χ̂m = 0。

5.3 纯旋量超弦

5.3.1 超对称点粒子作用量

Berkovits发现，可以通过引入额外的一组费米的共轭变量 (θα, pα)
①使约束

变为第一类：

S =

∫
dτ

(
ẊµPµ −

1

2
ṠaSa + eP µPµ + θ̇αpα + fαd̂α

)
d̂α := dα +

1√
P+

Pµ(γ
µγ+S)α, dα := pα +

1

2
Pµ(γ

µθ)α

(5.24)

①这里的记号有点容易混淆，这里 θ和 p与前文提到的毫无关系，完全是新的独立变量，用

这个记号主要是为了后续与文献中常用的纯旋量超弦的记号接轨。
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利用5.10不难发现 d̂α满足代数结构：

{d̂α, d̂β} = −
1

2P+
P 2(γ+)αβ ≈ 0 (5.25)

所以确实是第一类约束，第一类约束对应体系有规范对称性，可以利用引入鬼场

消去。上式中有 e和 f 两个拉格朗日乘子，e对应 diff对称性可以直接通过引入

bc鬼场消去，剩下的 f 对应的规范对称性可以通过引入玻色的鬼场 {λ̂, ŵ}消去，

他们是十维Weyl旋量：

S =

∫
dτ

(
ẊµPµ −

1

2
ṠaSa −

1

2
P µPµ + θ̇αpα + ċb− ˙̂

λαŵα

)
(5.26)

纯旋量形式量子化最常用的方法是BRST量子化，上面作用量的BRST荷为：[26,77]

Q̂B = λ̂αd̂α + cP 2 +
i

4P+
b(λ̂γ+λ̂) (5.27)

可以证明这个复杂的 BRST上同调等价于下面的 BRST算符的上同调：[26]

QB = λαdα, λγµλ = 0 (5.28)

λγµλ = 0就是纯旋量条件。而且注意到，QB 和 Sa, c无关，也就是说最后量子

化得到的结果与 bc鬼场和 Sa是否存在无关，所以5.26可以写作下面更加简单的

形式：

SPS =

∫
dτ

(
ẊµPµ −

1

2
P µPµ + θ̇αpα − λ̇αwα

)
(5.29)

不同于 RNS形式中的 bc和 βγ 两套鬼场，纯旋量形式现在只剩下了一套 λw鬼

场。剩下就是标准 BRST量子化的方法，类似4.78将超多重态编码至一个超波函

数中描述：

Ω(X, θ, λ) = C(X, θ)+λαAα(X, θ)+(λγµ1,...,µ5λ)A∗µ1,...,µ5(X, θ)+λ
αλβλγC∗αβγ(X, θ)+· · ·

(5.30)

BRST算符作用在波函数上可以用正则量子化表示为算符：

dα = pα +
1

2
Pµ(γ

µθ)α → Dα =
1

i

∂

∂θα
+

1

2
(γµθ)α

1

i

∂

∂Xµ
(5.31)

然后 BRST闭给出超多重态中的胶子和胶微子波函数满足十维 SYM运动方程，

BRST恰当给出超规范对称性。
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5.3.2 超弦作用量

利用 P µ运动方程将5.29中的 P µ提前积分掉得到：

SPS =

∫
dτ

(
1

2
ẊµẊµ + θ̇αpα − λ̇αwα

)
(5.32)

推广到弦只需要将世界线坐标扩充到世界面坐标，场算符因此扩充为左右模各

一个：

(τ)→ (z, z̄),

{X(τ), θ(τ), p(τ), λ(τ), w(τ)} → {X(z, z), θ(z, z), p(z, z), λ(z, z), w(z, z)}
(5.33)

SPS =
1

2πα′

∫
d2z

(
1

2
∂Xµ∂Xµ + pα∂θ

α − wα∂λα + p̃α ∂θ̃
α − w̃α ∂λ̃α

)
(5.34)

这里 α都是十维Weyl旋量指标，共 2
10
2
−1 = 16个分量，而左右模旋量的手征是

否相同反映了 II A/B型闭弦理论。上述体系有如下的靶空间超对称性：

δθα = ϵα, δxµ =
1

2
(ϵγµθ) (5.35)

对于开弦，边界条件同样同 RNS超弦一样，在实轴上左右模相等，所以利用加

倍技巧之后对于开弦我们只需要关注上式中不含右模的部分：

SPS =
1

π

∫
d2z

(
1

2
∂Xµ∂Xµ + pα∂θ

α − wα∂λα
)

(5.36)

这里以及之后的计算中，我们都假设闭弦 α′ = 2，开弦 α′ = 1
2
，利用下面的质量

量纲可以很快补写出任何等式中的 α′：

[α′] = 2, [Xµ] = 1, [θα] = [λα] =
1

2
, [pα] = [wα] = −

1

2
(5.37)

同样有5.31的定义：

Πµ = ∂Xµ +
1

2
(θγµ ∂θ), dα = pα −

1

2

(
∂Xµ +

1

4
(θγµ ∂θ)

)
(γµθ)α (5.38)

附录A中给了纯旋量形式计算中的 OPE。与 RNS超弦对比，鬼场对应 λw，世界

面上旋量 ψ改为了与靶空间坐标 X 对应的超靶空间坐标 θ。利用 BRST量子化，

BRST算符依旧有5.28的形式：

QB :=

∮
dz (λαdα) , λγµλ = 0 (5.39)
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利用 BRST量子化以及 QBU = ∂V 可以给出无质量多重态的积分顶角算符 U 和

无积分顶角算符 V：

U(z) = ∂θαAα(X, θ) + Aµ(X, θ)Π
µ + dαW

α(X, θ) +
1

2
NµνF

µν(X, θ) (5.40)

V = λαAα(X, θ) (5.41)

注意这里就不像 RNS超弦一样要区分玻色和费米部分了，所以纯旋量超弦直接

计算的就是超振幅。另外由于保证了靶空间超对称，所以也不需要 GSO 投影。

这里 A,W,F 都是十维 SYM的线性化超场。对于闭弦则有：①

V (z, z̄) = V (z)⊗ Ṽ (z̄), U(z, z̄) = U(z)⊗ Ũ(z̄) (5.42)

5.3.3 十维超对称 Yang-Mills 理论

本节对上一节最后提到的十维 SYM超场特别是其展开式进行一些总结。十

维 SYM粒子谱中只有胶子 Aα = Aα(X, θ)和胶微子 Aµ = Aµ(X, θ)，定义超协

变导数和超空间导数：

∇α = Dα − Aα, ∇µ = ∂µ − Aµ, Dα =
∂

∂θα
+

1

2
(γµθ)α ∂µ (5.43)

十维 SYM场的运动方程可以表达为：

{∇α,∇β} = γµαβ∇µ, {∇α,∇µ} = −(γµW)α,{
∇α,Wβ

}
=

1

4
(γµν)α

βFµν , [∇α,Fµν ] = (W[µγν])α

(5.44)

其中：

Fµν := − [∇µ,∇ν ] , Wα
µ := [∇µ,Wα] (5.45)

丢去上面公式的所有非线性部分得到线性化超场的运动方程：

DαA
i
β +DβA

i
α = γµαβA

i
µ, DαA

i
µ = (γµWi)α + ∂µA

i
α,

DαW
β
i =

1

4
(γµν)α

βF i
µν , DαF

i
µν = ∂[µ(γν]Wi)α

(5.46)

这里指标 i是用来标记外腿粒子，对 SYM超场本身来说这无关紧要，但后面会

推广到多个粒子对应的超场。选取 Harnad–Shnider规范 θαAα = 0，求解上面的

①这里使用 ⊗ 而不是 × 是为了提醒平面波不需要双复制，比如 V (z, z) =

eik·Xλαλ
β
Aα(θ)Aβ(θ)
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线性化超场运动方程得到①：[78]

A(n)
α =

1

n+ 1
(γµθ)αA

(n−1)
µ ,

A(n)
µ =

1

n
(θγµW

(n−1)),

W α(n) = − 1

2n
(γµνθ)α ∂µA

(n−1)
ν

(5.47)

这里 K =
∑

nK
(n)，比如：

Aµi (X, θ) =

{
(cosh

√
O)µνe

ν
i +

(
sinh
√
O√

O

)m

ν

(θγνχi)

}
eiki·X , Oµν =

i

2
(θγµνρθ)k

ρ
i

(5.48)

对于纯旋量超弦的计算，只需要知道 O(θn≤4)的项，显式写出为：

Aiα(X, θ) =

{
1

2
(θγµ)αe

µ
i +

1

3
(θγµ)α(θγ

µχi)−
i

32
(θγµ)α(θγµνρθ)f

νρ
i

+
i

60
(θγµ)α(θγµνρθ)k

ν
i (χiγ

ρθ)− 1

1152
(θγµ)α(θγµνρθ)(θγ

ρ
στθ)k

ν
i f

στ
i + · · ·

}
eiki·X

(5.49)

Aµi (X, θ) =

{
eµi + (θγµχi)−

i

8
(θγµνρθ)f

νρ
i +

i

12
(θγµνρθ)k

ν
i (χiγ

ρθ)

− 1

192
(θγµνσθ)(θγ

σ
ρτθ)k

ν
i f

ρτ
i +

1

480
(θγµνσθ)(θγ

σ
ρτθ)k

ν
i k

ρ
i (χiγ

τθ) + · · ·
}
eiki·X

(5.50)

W α
i (X, θ) =

{
χαi +

i

4
(θγµν)

αfµνi −
i

4
(θγµν)

αkµi (χiγ
νθ) +

1

48
(θγµ

σ)α(θγσνρθ)k
µ
i f

νρ
i

− 1

96
(θγ σ

µ )α(θγσνρθ)k
µ
i k

ν
i (χiγ

ρθ) +
i

1920
(θγ τ

µ )α(θγ σ
ντ θ)(θγσρκθ)k

µ
i k

ν
i f

ρκ
i + · · ·

}
eiki·X

(5.51)

F µν
i (X, θ) = i

{
fµνi − k

[µ
i (χiγ

ν]θ)− 1

8
(θγ [µ

ρσ θ)k
ν]
i k

ρ
i f

ρσ
i +

1

12
(θγ [µ

ρσ θ)k
ν]
i k

ρ
i k

σ
i (χiγ

σθ)

+
1

192
(θγρϕ

[µθ)k
ν]
i k

ρ
i f

στ
i (θγϕστθ)−

1

480
(θγ

[µ
ρϕ θ)k

ν]
i k

ρ
i k

σ
i (χiγ

τθ)(θγ ϕ
στ θ) + · · ·

}
eiki·X

(5.52)

其中定义：

fµνi := kµi e
ν
i − kνi e

µ
i (5.53)

这些线性超场有如下的质量量纲：

[Aα] =
1

2
, [Aµ] = 0, [W α] = −1

2
, [Fµν ] = −1 (5.54)

这些线性超场的作用就相当于 Yang-Mills理论中极化矢量的作用，费米子

计算中费米波函数 u的作用，从他们展开的最低阶也确实能看出这一点。

①这里我们使用 χ而不是前面所用的 u表示胶微子波函数

59



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

5.3.4 *U(5) 分解

纯旋量约束导致纯旋量表述下的 OPE不是自由的，比如：①

wα(y)λ
β(z) ∼ (y − z)−1δβα −

1

2
(y − z)−1γβ+m ξe−ϕ(γmλ)α (5.55)

前面纯旋量的约束条件之间其实不是独立的，U(5)分解可以完全提取 λα的相互

之间独立的分量，从而解掉纯旋量约束得到自由的 CFT。虽然这么做也破坏了

协变性，但最后得到的 OPE总可以整合成协变形式。这里我们对 U(5)分解本身

做一些介绍，附录A中我们会利用 U(5)分解构造 OPE。

OPE中涉及到的那些场都是 SO(1, 9)的矢量表示或旋量表示，假设我们做

了Wick转动到 SO(10)②，U(5) ∼= SU(5)⊗ U(1)作为 SO(10)的子群，我们希望

计算 SO(10)表示在其子群 U(5)上的分导表示。在粒子物理唯象学上的大统一

理论（Grand Unified Theory）其实就涉及到这种分解：[79–80]

E8 → SO(16)→ SO(10)→ SU(5)→ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1) (5.56)

分导表示的计算可以通过 Mathematica程序包 LieART [81]进行，比如一阶

二阶张量分解：

V m → υa ⊕ υa Mmn → mab ⊕mab ⊕ma
b ⊕m ,

10→ 5−1 ⊕ 51 45→ 10−2 ⊕ 102 ⊕ 240 ⊕ 10

(5.57)

这可以通过选取 Cartan-Weyl基底具体实现：[82]

va =
1√
2

(
V a + iV a+5

)
, va =

1√
2

(
V a − iV a+5

)
, a = 1, . . . , 5 (5.58)

mab =
1

2

(
Mab + iMa(b+5) + iM (a+5)b −M (a+5)(b+5)

)
mab =

1

2

(
Mab − iMa(b+5) − iM (a+5)b −M (a+5)(b+5)

)
ma
b =

1

2

(
Mab − iMa(b+5) + iM (a+5)b +M (a+5)(b+5)

)
m =

5∑
a=1

ma
a = i

5∑
a=1

M (a+5)a

(5.59)

对于旋量表示，这里考虑十维Weyl旋量，取：

ba =
1

2

(
Γa + iΓa+5

)
, ba =

1

2

(
Γa − iΓa+5

)
(5.60)

①关于式子中每项的解释请见 [12]。

②这也是不少文献喜欢将 ηµν 写作 δmn的原因。
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在 Cliford代数下 b有下面的海森堡代数：

{ba, bb} = δba, {ba, bb} = {ba, bb} = 0 (5.61)

那么左手（Γ11 = −1）Weyl旋量 |λ〉和右手（Γ11 = +1）Weyl旋量 |ω〉可以用下

面的式子生成：

|λ〉 = λ+|0〉+ 1

2
λabb

bba|0〉+ 1

4!
λaϵabcdeb

ebdbcbb|0〉,

|ω〉 = 1

5!
ω+εabcdeb

abbbcbdbe |0〉+ 1

2!3!
ωabεabcdeb

cbdbe |0〉+ ωab
a |0〉

(5.62)

λα → (λ+, λab, λ
a), ωα̇ → (ω+, ω

ab, ωa)

16→ (1,10,5), 16′ → (1,10,5)
(5.63)

U(5)分解下荷共轭矩阵以及 Γ11可以表达为：

C =
5∏
i=1

Γi =
5∏

a=1

(ba + ba), Γ11 =
5∏

a=1

(baba − baba) (5.64)

左手Weyl旋量的纯旋量约束 λγµλ = 0是在 16 × 16的Weyl基底下写的，补写

成 32× 32的 Dirac旋量有形式：

ΛTCΓmΛ = 0, Γ11Λ = −Λ, Λ = (λ, 0)T (5.65)

上式在 U(5)分解的记号下可以表达为：

〈〈λ|Cba|λ〉 = 0, 〈〈λ|Cba|λ〉 = 0, a = 1, . . . 5 (5.66)

注意，这里 〈λ| := |λ〉†，〈〈λ| := |λ〉T，利用 Γ矩阵的下列性质：

ΓTm =


−Γm, m = 1, . . . , 5

+Γm, m = 6, . . . , 10

, Γ†m = Γm, CΓm = −ΓTmC (5.67)

对应得到 ba的性质：

b†a = ba, (ba)† = ba, bTa = −ba, (ba)T = −ba, Cba = baC, Cba = baC

〈0|Cbabbbcbdbe|0〉 = ϵabcde ⇒ 〈0|Cba|λ〉 = λa, · · ·
(5.68)

所以：①

〈〈λ| = 〈0|λ+ +
1

2
〈0|babbλab +

1

24
〈0|bbbcbdbeλaϵabcde (5.69)

① 〈〈0| = 〈0|
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带入到5.66纯旋量条件后计算得到：

2λ+λa − 1

4
ϵabcdeλbcλde = 0, 〈0|Cbb|0〉 = 2λaλab (5.70)

注意第二个约束由第一个约束隐含，所以看似纯旋量约束有 10 个分量，但在

U(5)分解下看到其独立分量只有五个，所以纯旋量有 11个自由度。

5.4 纯旋量超弦振幅

选取规范固定 (z1, zn−1, zn)→ (0, 1,∞) or (1, 0,∞)，类似在 §4.3做的，上面

两种选取分别对应外腿奇偶两种排序，使得盘面顺序自洽。纯旋量形式下的盘面

色序超振幅形式为：

An(P ) =

∫
∂D

dz2 dz3 . . . dzn−2〈〈V1(z1)U2(z2)U3(z3) . . . Un−2(zn−2)Vn−1(zn−1)Vn(zn)〉〉

(5.71)

这里 〈〈•〉〉表示需要零模和非零模两重计算。Type II闭弦球面超弦振幅的形式完

全类似。下面的 OPE说明 {∂θα,Πµ, dα, N
µν}都是共形权为 1的初级场：

TPS(z) {∂θα,Πµ, dα, N
µν} (w) ∼ {∂θ

α,Πµ, dα, N
µν} (w)

(z − w)2
+
∂ {∂θα,Πµ, dα, N

µν} (w)
z − w

(5.72)

它们在球面上没有零模，所以非零模的计算可以完全由 OPE进行，关联函数完

全由 OPE缩并得来的奇异性决定 [83]，不过这里涉及到 OPE之后不是常数（非

自由）的情况，所以缩并时要小心一些，这里给一个四点球面振幅的计算例子，

5.40中有四项，第一项由于 V 中没有 dα项和 ∂θ缩并给出非平凡 OPE所以为 0，

第二项涉及到下面 OPE：①〈
: A4

µ(θ)Π
µ(z4)e

ik4·X(z4,z4) :
3∏
j=1

: (λAj(θ))eik4·X(zj ,zj) :

〉

=
3∑
j=1

〈
(λA1(θ))(λA2(θ))(λA3(θ))A4

µ(θ)Π
µ(z4): e

ikj ·Xj :× other plan waves
〉

=
3∑
j=1

ikµj
zj − z4

〈(λA1)(λA2)(λA3)A4
µ〉

(5.73)

这里由于 Π和超场缩并涉及到的是普通导数，所以我们将 A(X, θ)的平面波部

分单独提取出来和 Π 缩并，剩下的部分记作 A(θ)。上式无非是在用 OPE 计算

①为了后面表达式书写的方便，这里暂时取 z1,2,3的规范固定。
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z4 → z1, z2, z3 的奇异行为，然后把他们全部加起来。事实上这就是对非零模积

分的过程。奇异性就足以确定整个关联函数的非零模部分。第三项由于 OPE涉

及超导数，所以不能提取平面波因子：

〈
(λA1)(λA2)(λA3) : dαW

α
4 : (z4)

〉
=
〈
(λA1)(λA2)(λA3) : dαW

α
4 :
〉
+
〈
(λA1)(λA2)(λA3) : dαW

α
4 :
〉

+
〈
(λA1)(λA2)(λA3) : dαW

α
4 :
〉

=
1

z1 − z4
〈Dα(λA

1)(λA2)(λA3)W α
4 〉 − (1↔ 2) + (1↔ 3)

(5.74)

注意负号来源于 dα和 Aα的费米性。同理，第四项为：

1

2

〈
(λA1)(λA2)(λA3)(NµνF 4

µν)
〉
=

1

4(z1 − z4)
〈
(λγµνA1)(λA2)(λA3)F 4

µν

〉
+ perms

(5.75)

注意到线性超场运动方程给出 Dα(λA) = −(λD)Aα + (λγµ)αAµ：

〈
Dα(λA

1)(λA2)(λA3)W α
4

〉
= −〈(λDA1

α)(λA
2)(λA3)W α

4 〉+ 〈A1
µ(λA

2)(λA3)(λγµW 4)〉

(5.76)

接下来就是非常有技巧性的化简，可以证明上式中的第一项与 5.75之间只相差

包含 BRST恰当项的关联函数，所以自然差值就是 0。这种化简技巧对一般盘面

振幅的构造是极其重要的，下一章我们会系统地处理这些 OPE计算。合并起来，

并考虑到左模的贡献，最终得到：

M4 =

∫
C
d2z4

(
F12

z4
+
F21

1− z4

)(
F12

z4
+
F21

1− z4

)
|z4|−

1
2
α′t|1− z4|−

1
2
α′u (5.77)

其中：

F12 := ikµ1
〈
(λA1(θ))(λA2(θ))(λA3(θ))A4

µ(θ)
〉
+
〈
A1
µ(θ)(λA

2(θ))(λA3(θ))(λγµW 4(θ))
〉

(5.78)

F21由上式 1↔ 2得到。在对非零模积分之后，剩下的关联函数是零模积分，这

些关联函数是和世界面坐标无关的，所有世界面坐标依赖都已经利用 OPE进行

非零模积分给出了。所以 F 都不包含世界面坐标依赖，积分后得到：

M4 = −2πK0K0

Γ(−α′t
4
)Γ(−α′u

4
)Γ(−α′s

4
)

Γ(1 + α′t
4
)Γ(1 + α′u

4
)Γ(1 + α′s

4
)
, K0 :=

1

2
(uF12 + tF21) (5.79)
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剩下的是鬼场零模积分。首先利用超场K(θ)的展开式5.49，5.50，5.51和5.52，最

终的形式为
∑

n〈λ3θm〉①。λw鬼场同样有 U(1)对称性生成鬼场流：

JPS(z) :=: λαwα : (z) (5.80)

λ鬼数为 +1，w 鬼数为 −1。下面的 OPE表明其只是个准初级场，存在共形反

常：

TPS(z)JPS(y) ∼ −
8

(z − y)3
+

1

(z − y)2
JPS(y) +

1

(z − y)
∂JPS(y) (5.81)

与前面接触过的 bc鬼场和 βγ鬼场完全类似，路径积分应当插入鬼数 +8来平衡

背景鬼数。h(wα) = +1故 wα路径积分中不包含零模：

[Dλ][Dω]→ [dλα0 ]
∏
i=1

[dλαi ][dω
i
β] (5.82)

后面的非零模鬼数贡献抵消，也就是说 [dλα0 ]贡献鬼数 +8。由于纯旋量空间是

16维复流形的 11维子流形，在纯旋量空间中积分应当构造与下面的顶微分形式

成正比的协变 11形式 [Dλ]：

ϵα1...α5β1...β11dλ
β1 ∧ · · · ∧ dλβ11 := [dλ11] (5.83)

其鬼数为 11，但三个无积分顶角算符贡献的 λ3和 [dλα0 ]合在一起正好贡献 11的

鬼数，再加上旋量指标全反对称的要求，以及纯旋量约束 d(λγmλ) = 2λγmdλ = 0

给出的要求 λβγmβαi
(d11λ)[α1...α11] = 0，导出下面的测度定义：

[dλα](λγµ1)α1(λγ
µ2)α2(λγ

µ3)α3(γµ1µ2µ3)α4α5 = ϵα1...α5β1...β11dλ
β1∧· · ·∧dλβ11 (5.84)

将剩下的旋量指标与 θ缩并，给出零模关联函数计算测度：〈
(λ3θ5)

〉
:= 〈((λγµθ)(λγνθ)(λγσθ)(θγµνσθ)〉 = 2880 (5.85)

这里的 2880 完全只是一个人为约定，如此奇怪是因为代入后刚好和 RNS 超

弦计算结果一致。这个式子的作用其实就相当于 bc 鬼场4.42的作用。可以证

明5.85BRST 闭且不恰当，而且是所有 λ3θ5 形式能构造出来的唯一 SO(10) 标

量，也就是说 λ3θ5最终都能约化为和5.85成正比，比如：

〈(λγmθ)(λγsθ)(λγuθ)(θγfghθ)〉 = 24δmsufgh ,

〈(λγmθ)(λγsθ)(λγptuθ)(θγfghθ)〉 =
288

7
δ
[p
[mηs][fδ

t
gδ
u]
h]

(5.86)

①只有三个固定的无积分顶角算符能贡献 λ。

64



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

附录B中给出了更多例子。利用 FORM计算软件可实现自动化计算。[84]

这里对纯旋量空间协变积分测度的定义采用非常简略的启发式的导出方法，

对于后面树图计算而言已足够，更加详细的协变积分测度构造方法，特别是在圈

图计算上的应用可参考文献 [83,85–88]。

最后，再来看一个三点超振幅计算的例子。只有无积分顶角算符插入，不需

要计算 OPE，只需要展开超场算零模就好了。由于纯旋量超弦直接计算的就是

超振幅，但是从超场展开式可以看出 Aα的 θ2k分量代表胶微子，θ2k−1分量代表

胶子，通过这种方式便可以提取分量振幅4.74和4.77。比如三胶子振幅有三项：①

A3(ϵ1, ϵ2, ϵ3) ∼ −
1

64

(
k3µϵ

1
σϵ

2
τ ϵ

3
ν − k2µϵ1σϵ2νϵ3τ + k1µϵ

1
νϵ

2
σϵ

3
τ

) 〈
(λγσθ)(λγτθ)(λγρθ)(θγ

ρµνθ)
〉

(5.87)

比如第一项就来源于 A1
α 和 A2

α 贡献 θ1，A3
α 贡献 θ3。再利用5.86即可得到4.74。

同理4.77一个胶子两个胶微子振幅也可以用类似方法计算，其来源 A1
α 贡献 θ1，

A2
α和 A3

α贡献 θ2：②

A3(ϵ1, u2, u3) ∼ −10ϵ1ν1(u
2γσu3)

〈
(λγνθ)(λγµθ)(λγρθ)(θγµσρθ)

〉
= ϵ1µ(u

2γµu3)

(5.88)

从树图就能看出纯旋量形式计算振幅要麻烦不少，但这只是暂时的，因为 RNS

形式计算圈级振幅格外复杂，比如 D’Hoker和 Phong的一系列工作 [2–8]，相较而

言纯旋量形式就轻松不少 [13–14]。

在下一章我们会系统处理盘面振幅的计算，而闭弦球面振幅可以用 KLT关

系确定，所以原则上我们已经完全知晓树级 Type I/II弦论（无质量态）的振幅

计算③。弦论中还有两类自洽的闭弦理论，SO(32)和 E8 × E8杂交弦理论
[89–91]。

这种弦理论是左行模的 RNS超弦与右行模的玻色弦混合而成的弦理论④。由于

杂交弦振幅计算并不是本文重点，所以这里并不对杂交弦进行完整介绍，只是说

明纯旋量超弦依旧可以用于计算杂交弦振幅，只需要对左行模使用纯旋量描述，

①由于三点特殊的运动学性质，不难发现 Koba-Nielsen因子为 1。

②似乎少了电荷共轭矩阵，但这只是基底选取的不同。

③前文 §4.3最后也提到了开闭弦混合振幅可以用纯开弦振幅表达。

④由于玻色弦定义在 26维时空，所以构造杂交弦时还需要额外引入一些右行世界面旋量使

得在 10维时空便能抵消掉右行玻色弦的中心荷。
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对右行模不加改变仍采用玻色弦的描述即可，无质量态顶角算符为：

V het
i = λαAiα(θ)e

ki·X × c̃ ·


J qi

, gauge multiplets√
2
α′ ϵ̃

m
i ∂̄Xm, garvity multiplys

(5.89)

Uhet
i =

(
∂θαAiα(θ) + ΠpA

p
i (θ) + dαW

α
i (θ) +

1

2
NpqF

pq
i (θ)

)
eki·X×c̃·


J qi√

2
α′ ϵ̃

m
i ∂̄Xm

(5.90)

这里极化矢量有 ϵk̇ = 0，J 是 Kac-Moody流代数生成元，有 OPE：

J a
(z)J b

(w) ∼ δab

(z − w)2
+
fabcJ c

(w)

z − w
(5.91)

类似5.71可以写下杂化弦振幅：

Mhet
n ∼

∫
CP1

d2z2d
2z3 . . . d

2zn−2〈〈(V het
1 (z1)U

het
2 (z2)...U

het
n−2(zn−2)V

het
n−1(zn−1)V

het
n (zn)〉〉

(5.92)

至于其具体计算，本文不再深入讨论，只是强调其低能极限为 Einstein-Yang-Mills

理论。[92–93]

5.5 * 非最小纯旋量超弦
纯旋量超弦可以通过多引入一组费米鬼场 (rα, s

β)和玻色鬼场 (λ̂α, ŵβ)等价

描述，只考虑左模的开弦作用量为：[94]

SNMPS =
1

π

∫
d2z(

1

2
∂xm∂xm + pα∂θ

α − wα∂λα − ŵα∂λ̂α + sα∂rα) (5.93)

另外还要额外附加约束：

(λγmr) = 0 (5.94)

新引入变量有如下 OPE：

λα(z)w
β(y) ∼ δβα

z − y
, sα(z)rβ(w) ∼

δαβ
z − w

(5.95)

类似有能动张量鬼数流和 Lorentz流的定义：

N̂mn =
1

2

(
ŵγmnλ̂− sγmnr

)
, Ĵλ̂ = ŵαλ̂α − sαrα, Tλ̂ = ŵα ∂λ̂α − sα ∂rα.

(5.96)

BRST荷为：

Q̂B =

∫
dz(λαdα + ŵαrα) ∼= QB (5.97)
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Q̂B 和 QB 的上同调相同意味着顶角算符总能找到不含额外变量的表示，而这个

表示正是前面求出的5.40和5.41。非最小纯旋量形式对树级振幅的求解与纯旋量

形式是一致的。圈级振幅计算重点是找到 Beltrami微分插入的类似项，而非最小

纯旋量形式正好能找到 b鬼场的类似物：

b =sα ∂λα +
1

4(λλ)

[
2Πµ(λγµd)−Nµν(λγ

µν ∂θ)− Jλ(λ ∂θ)− (λ ∂2θ)
]

+
(λγµνρr)(dγµνρd+ 24NµνΠρ)

192(λλ)2
− (rγµνρr)(λγ

µd)N νρ

16(λλ)3
+

(rγµνρr)(λγ
ρστr)NµνNστ

128(λλ)4

(5.98)

从而可以把振幅写成类似4.18和4.22的形式：

A =

∫
d3g−3τ

〈〈
N (y)

3g−3∏
i=1

(

∫
dwiµi(wj)b(wj))

N∏
j=1

∫
dzjU(zj)

〉〉
(5.99)

上式非零模积分可以用 OPE进行，但是共形权为 1的场在亏格 g 黎曼面上有 g

个零模，共形权为 0的则有一个，而 N 是正规化因子。本文并不去详细探讨这

些细节，因为弦振幅任何圈级计算都会大大超出本文讨论范围。文献 [95]中给出

了更多利用非最小纯旋量形式计算圈级弦振幅的例子。

虽然5.99看起来以及极其复杂，但若是使用纯旋量形式计算会碰见更加复杂

的式子：

A =

∫
d2τ1 . . . d

2τ3g−3

〈〈∣∣∣∣∣
3g−3∏
P=1

∫
d2uPµP (uP )b̃BP

(uP , zP )

10g∏
P=3g−2

ZBP
(zP )

×
g∏

R=1

ZJ(vR)
11∏
I=1

YCI
(yI)

∣∣∣∣∣
2 N∏
T=1

∫
d2tTUT (tT )

〉〉 (5.100)

其中：

YC = Cαθ
αδ(Cβλ

β), ZB =
1

2
Bµν(λγ

µνd)δ(BρσNρσ), ZJ = (λαdα)δ(JPS)

(5.101)

其中最为关键的 b̃ 的构造更是比5.98复杂得多，其详细表达式和相关细节请

见 [83,96–97]。
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6 盘面振幅与 Bern-Carrasco-Johanson 分子的构造
本章是本论文的核心结论，首先介绍 BCJ 对偶，然后简述了从纯旋量形

式出发如何得到任意点无质量态超弦盘面振幅公式以及十维超 Yang-Mills理论

（SYM）树级振幅。最后介绍了如何由此构造出树级 SYM理论的 BCJ分子。本

章是充满技术性的章节，涉及到一些组合数学上的定理以及超场之间的递推关

系式，本章多采用举例的方式来说明其中规律，有关严谨证明文中只给出了一些

梗概，详细推导过程请见本文所引用参考文献。

6.1 色-运动学对偶
规范理论的振幅或是其圈图被积函数总能用三顶点图 Γn求和表示：

An =
∑
i∈Γn

ciNi

Di

(6.1)

三顶点图这一要求可以从规范理论振幅色因子都是一些结构常数 fabc的乘积，而

这正好可以用三顶点图表示，这构成求和项中的 ci，Di 则是三顶点图结构给出

的传播子，比如图6.1。

图 6.1三顶点图“费曼”规则

众所周知，Yang-Mills理论费曼规则中不只有三顶角，还有四顶角，乍看之

下似乎6.1有很大的漏洞。但实际上 Γn不应该理解为费曼图，而只是组合学上对

振幅的一种编码。但是这种编码的存在性又可以从费曼图本身看出来，比如费曼

图四顶角可以用下面的一种方式约化为三顶角：

2

41

3

∼ (k1 + k2)
2

(k1 + k2)2

2

41

3

∼ (k1 + k2)
2

1

2 3

4

(1)

1

(6.2)

显然，这种编码不是唯一的，但至少存在。结构常数满足如下的 Jacobi恒等式：

fabef ecd + f bcef ead + f caef ebd = 0 (6.3)
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如图6.2，这意味着三类图的色因子 c之间的关系。同理 fabc = −facb 也给出图

＝

＝

图 6.2 Jacobi恒等式

上的关系。Bern-Carrasco-Johanson猜想存在 {Ni}满足6.1而且满足和 {ci}同样

的李代数结构 [59]。也就是说对于任意 i, j, k ∈ Γn：

ci = −cj ⇔ Ni = −Nj

ci + cj + ck = 0 ⇔ Ni +Nj +Nk = 0
(6.4)

这样的 {Ni}称为 BCJ分子，这个猜想也被称为色-运动学对偶。而且不难发现

BCJ分子的选取不是唯一的，我们总是可以选取任意一个函数 ∆做如下变换得

到新的 BCJ分子：

Ni → Ni + si∆, Nj → Nj + sj∆, Nk → Nk + sk∆ (6.5)

这里 si，sj 和 sk 是三幅图各自特有的传播子极点。对于后面要讨论的树图选取

[λa, λb] = fabcλc以及 tr
[
λa, λb

]
= δab的归一化约定，色基和迹基有如下关系：

fa1a2x1fx1a3x2 · · · fxn−3an−1an = tr (λa1 [λa2 , [λa3 , . . . , [λan−1 , λan ] . . .]]) (6.6)

显然 6.1给出如下的色序振幅：

An(P ) =
∑
i∈Γn

Ni

Di

ci |tr(λP ) (6.7)

其中 ci |tr(λP )∈ {0,±1}表示 ci中 tr
(
λP
)
前的符号。在后面对树图的讨论中，Del

Duca–Dixon–Maltoni基底是十分有用的 [58]：

An =
∑

σ∈Sn−2

fa1aσ1b1f b1aσ2b2 · · · f bn−3aσn−2anAn(1, σ1, σ2, . . . , σn−2, n) (6.8)
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原本色运动学分离给出迹基底下的展开：

An =
∑

σ∈Sn−1

tr(λaσ1λaσ2 · · ·λaσn−1λan)An(σ1, σ2, . . . , σn−1, n) (6.9)

但这些色序振幅之间仍有 K-K关系4.57，另外色基和迹基之间有关系6.6，联合

起来便可以从6.9转换到6.8。DDM基底的那些色因子之间是雅可比恒等式意义

下独立的，他们对应半梯子图6.3，后面记其色因子为 c1|σ|n。由于 Jacobi恒等式，

总可以将6.1利用图6.4的过程转换成6.8的形式。也就是说半梯子图是 Γn 中的一

组独立基底，在构造 BCJ分子是我们并不需要半梯子图的 {Ni}之间满足 Jacobi

恒等式，利用半梯子图用 Jacobi恒等式构造剩下的 BCJ分子，然后要求求和后

刚好得到规范理论振幅。

图 6.3半梯子图

13.1 The color-structure of Yang–Mills theory 275

transformation of the numerator factors ni . Because of this similarity, the freedom (13.6),
(13.7) is often called generalized gauge transformation [9]. It plays an important role in
linking Yang–Mills and gravity.

The fact that the numerators ni are not unique nor gauge invariant should not raise
any alarm. After all, the individual Feynman diagrams are not physical observables. For
practical purposes, it is useful to focus on gauge-invariant quantities. Note that if the color
factors are organized in a basis that is independent under Jacobi identities, the coeffi-
cient in front of each basis element is necessarily gauge invariant. These coefficients then
serve as “partial-amplitudes” that constitute part of the full amplitude, but are fully gauge
invariant.

A straightforward way to obtain such partial-amplitudes is to start with the full color-
dressed amplitude in (13.3) and use the color Jacobi identity to systematically disentangle
the color factors. This can be achieved in a graphical fashion introduced in [8]: start with
the color factor of an arbitrary Feynman diagram (with all contact vertices blown up into
two cubic vertices as discussed earlier) and convert it by repeated use of the Jacobi identity
into a sum of color factors in multi-peripheral form

. . . . . . .

1

σ1 σ2 σn–2

n

→ f̃ a1aσ1 b1 f̃ b1aσ2 b2 · · · f̃ bn−3aσn−2 an ,

(13.8)

where the positions of legs 1 and n are fixed and σ represents a permutation of the remaining
n−2 legs. As an example, consider a color diagram that has a Y-fork extending from the
baseline. Applying the Jacobi identity on the propagator in the Y-fork, the diagram is
converted to a linear combination of two diagrams in multi-peripheral form:

1 5

2 3

4
=

1

3 42

5
−

1 5

32 4
. (13.9)

Any trivalent diagram can be cast into a linear combination of diagrams of multi-peripheral
form (13.8). The important point is then that the color factors in multi-peripheral form are
not related by any Jacobi identities, so there is a total of (n − 2)! independent color factors
at a given n. The full color-dressed tree amplitude can be expressed in terms of this color
basis and then the coefficient of each color factor is a gauge-invariant quantity, denoted
for now by Ãn . We write the full color-dressed amplitude in the multi-peripheral basis
as

Atree
n =

∑
σ∈Sn−2

f̃ a1aσ1 b1 f̃ b1aσ2 b2 · · · f̃ bn−3aσn−2 an Ãn(1, σ1, σ2, . . . , σn−2, n) , (13.10)

where the sum is over all permutations of lines 2, 3, . . . , n − 1.

图 6.4利用 Jacobi恒等式转换到半梯子图

图 6.5 Γ4的三幅图

比如四点 Yang-Mills理论振幅有6.5三幅三顶角图有贡献。这里选取正负号

约定是为了让Ns+Nu+Nt = 0，对于树图m点情况 |Γm| = (2m−5)!!。四点情况

下只有两个偏振幅在 Jacobi等式的意义下线性独立①，选取固定 1和 4。将6.5中

第二个图利用 Jacobi恒等式展开到半梯子图得到：

A(1234) =
Ns

s
− Nu

u
, A4(1324) = −

Nt

t
+
Nu

u
(6.10)

①当然如果加入 BCJ恒等式两者也线性相关。
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不难看出上面偏振幅在6.5的变换下是规范不变的，其实就是在说单个三顶角图

不是可观测量，但组合在一起得到的偏振幅规范不变。而且从Ns+Nt+Nu = 0

导出他们满足 BCJ恒等式 sA4(1, 2, 3, 4) = tA4(1, 3, 2, 4)。注意，如果 {Ni}是 BCJ

分子，那么 BCJ恒等式自然被满足，但 BCJ恒等式本身是和6.1的参数化选取无

关的，也就是说不管 {Ni}如何选取，最终的振幅之间都满足 BCJ恒等式。选取

Ns和 Nu为独立变量：A4(1234)

A4(1324)

 =

1
s
− 1
u

1
t

1
u
+ 1

t

Ns

Nu

 (6.11)

但是由于偏振幅之间满足 BCJ恒等式，他们之间不是线性无关的，所以上面的

矩阵其实不可逆。而这又恰恰说明了 BCJ分子的不唯一性。

上面说的这些都仅仅只是色-运动学之间代数结构上的对偶，而这种对偶和

规范理论与微扰引力理论振幅之间又密切关系。进一步有猜想，如果找到了一组

BCJ分子，那么引力振幅可以直接由6.1得到：

Mn =
∑
i∈Γn

NiNi

Di

=
∑
i∈Γn

NiÑi

Di

(6.12)

此式称为 BCJ双复制关系。第二个等号是说明双复制的 ni可以只有一个是 BCJ

分子，另外一个可以不满足色运动学对偶，但是最终得到的振幅依然相同。利用

半梯子图基底可以写成下式：

Mn =
∑

σ∈Sn−2

n1|σ1,σ2,...,σn−2|nAn(1, σ1, σ2, . . . , σn−2, n) (6.13)

所以只需要知道半梯子图的 BCJ分子就够了。前面我们讲过 KLT关系，也是双

复制的形式。实际上 KLT 关系可以看作是树图的一组特殊的 BCJ 双复制关系，

可以从 KLT关系直接构造出半梯子图的 BCJ分子从而用 Jacobi恒等式得到三顶

点图的全部 BCJ分子，比如四点五点 KLT关系为：

M4(1234) = −s12A4(1234)A4(1243),

M5(12345) = s23s45A5(12345)A5(13254) + (3↔ 4)
(6.14)

与6.13对照可以得到 BCJ分子：

n = 4 : n12,34 = −s12Atree
4 (1243), n13,24 = 0

n = 5 : n12,3,45 = s23 s45A
tree
5 (13254), n12,4,35 = s24 s35A

tree
5 (14253)

n13,4,25 = n14,2,35 = n14,3,215 = n12,3,415 = 0

(6.15)
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树图的 BCJ双复制关系已经得到证明 [98]，但目前对于圈图 BCJ分子的构造仍是

一个未解之谜，不过已经构造出了不少例子 [99–100]，这也让我们相信色-运动学对

偶猜想的正确性。近年来，双复制关系也被用在引力波求解等问题上，详见综

述 [101–103]。

6.2 纯旋量超弦关联函数计算

纯旋量形式计算涉及到 OPE计算以及展开超场后计算鬼场零模，本章我们

不去关注后面一部分，而关注如何计算 OPE。从 §5.4可以看出如果直接使用 ∂θ，

Π，d，N 的 OPE计算会非常复杂，我们试图把顶角算符本身作为一个整体来计

算 OPE，比如:

V1(z1)V2(z2) ∼ 0 (6.16)

V1(z1)U2(z2) ∼ z−k1·k212

L12(z2)

z12
, L12 := −Am2 (λγmW1)− V2(k2 · A1) +Q(A2W1)

(6.17)
U1(z1)U2(z2) ∼ z−k1·k2−112

(
∂θα
[
(k1 · A2)A

1
α − (k2 · A1)A

2
α +DαA

2
βW

β
1 −DαA

1
βW

β
2

]
+Πm

[
(k1 · A2)A

1
m − (k2 · A1)A

2
m + k2m(A2W1)− k1m(A1W2)− (W1γmW2)

+ dα

[
(k1 · A2)W

α
1 − (k2 · A1)W

α
2 +

1

4
(γmnW1)

αF 2
mn −

1

4
(γmnW2)

αF 1
mn

]
+

1

2
Nmn

[
(k1 · A2)F

1
mn − (k2 · A1)F

2
mn − 2k12m (W1γnW2) + 2F 1

maF
2
na

])
+ (1 + k1 · k2)z−k1·k2−212 [(A1W2) + (A2W1)− (A1 · A2)]

(6.18)

其中Q是 BRST荷，利用 dα和超场的 OPE，后面的计算可以将Q看作是 λαDα。

计算中涉及到对超场求导，而平面波求导会出现 ik因子，为了避免频繁出现虚

数单位，我们选取约定 ik → k，从而 Mandelstam变量与惯用的也相差 −1。另

外，我们隐藏 Aµ 和 Aα 指标，用 ·表示矢量指标求和，旋量指标求和则不加任

何标记。而且假设所有的超场都是 K(θ)，已经分离平面波，后面的讨论都始终

假设最终等式右边隐含平面波给出的 Koba-Nielsen因子而没有明显写出。乍看

之下似乎看不出规律，但倘若定义：

A12
α =

1

2

[
A2
α(k2 · A1) + Am2 (γmW1)α − (1↔ 2)

]
Am12 =

1

2

[
Am2 (k2 · A1) + A1

pF
pm
2 + (W1γ

mW2)− (1↔ 2)
]

W α
12 =

1

4
(γmnW2)

αFmn
1 +W α

2 (k2 · A1)− (1↔ 2)

Fmn
12 = Fmn

2 (k2 · A1) +
1

2
F

[m
2 F

n]p
1 + k

[m
1 (W1γ

n]W2)− (1↔ 2)

(6.19)
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6.18变成：

U1(z1)U2(z2) ∼ −z−k1·k2−112

(
∂θαA12

α +ΠmA12
m + dαW

α
12 +

1

2
NmnF 12

mn

)
+ ∂1

(
z−k1·k2−112

[
1

2
(A1 · A2)− (A1W2)

])
− ∂2

(
z−k1·k2−112

[
1

2
(A1 · A2)− (A2W1)

])
(6.20)

注意到 U 是积分顶角算符，可以预料到这些全导数项应当能够忽略，得到下面

的等效 OPE：①②

U1(z1)U2(z2) ∼=
U12(z2)

z12
, U12 := ∂θαA12

α +ΠmA12
m + dαW

α
12 +

1

2
NmnF 12

mn (6.21)

同理，注意到下式 BRST恰当：

L21 + L12 = Q [(A1W2) + (A2W1)− (A1 · A2)] (6.22)

所以 L12 的对称部分应当和体系解耦，利用6.17以及6.19不难验算在去除掉所有

BRST恰当的项之后有如下等效 OPE：

V1(z1)U2(z2) ∼=
V12(z2)

z12
, V12 := λαA12

α (6.23)

代入5.46得到新定义的包含多个指标的超场（多粒子超场）满足：

DαA
12
β +DβA

12
α = γmαβA

12
m+(k1 · k2)(A1

αA
2
β + A1

βA
2
α)

DαA
m
12 = γmαβW

β
12+k

m
12A

12
α + (k1 · k2)(A1

αA
m
2 − A2

αA
m
1 )

DαW
β
12 =

1

4
(γmn)

β
αF

mn
12 +(k1 · k2)(A1

αW
β
2 − A2

αW
β
1 )

DαF
mn
12 = k

[m
12 (γ

n]W12)α+(k1 · k2)
[
A1
αF

mn
2 + A

[n
1 (γ

m])W2)α − (1↔ 2)
]

(6.24)

Fmn
12 = km12A

n
12 − kn12Am12−(k1 · k2)(Am1 An2 − An1Am2 ) (6.25)

不难发现相比于5.46多了蓝色标出的“接触项”，同样的，多粒子顶角算符也会

多出一些接触项，而不是简单的 BRST闭：

QV12 = (k1 · k2)V1V2

QU12 = ∂V12+(k1 · k2)(V1U2 − V2U1)
(6.26)

① 6.20中的 z−k1·k2
12 因子来源于平面波给出的 Koba-Nielsen因子，注意这里我们已经假设所

有的超场都是不带平面波因子的，这从运动方程就能看出来这一约定。最后计算振幅只需

要补上 Koba-Nielsen因子即可。

②似乎在 OPE之后还会剩下 ∂θ,Π, . . .，并非超场零模积分，但注意到盘面振幅始终存在无

积分顶角算符插入，所以最终振幅一定可以用 〈VP 〉表示。
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但倘若我们能找到接触项的一般表达式，解相应的场方程找到多粒子超场类似

单粒子超场的 θ 展开，那么我们就能利用 OPE 的规律很快解决振幅计算问题。

Mafra和 Schlotterer正是利用这一点得到了超弦无质量态 n点盘面振幅的一般公

式 [15–16]，接下来我们先来研究一般的多粒子超场。

6.2.1 多粒子超场

前面两个顶角算符的缩并我们改为使用 V[1,2]表示，不难发现 V12 = −V21确

实有李括号带来的反对易性。类似的，还会有多个缩并，比如 U1(z1)U2(z2)U3(z3)：

U[[1,2],3](z3), U[1,[2,3]](z3), U[1,[2,3]](z3) (6.27)

这种下标称为李多项式①，数学方面的介绍可见 [104–106]，更偏向物理的介绍可

见 [107]。使用这种下标的好处是显现出了最终我们得到的多粒子超场/顶角算符

关于指标的对称性，后面我们会尽可能构造超场使得其拥有李多项式所满足的

对称性，这是本文后面用于构建 BCJ分子的核心。现在我们期望多个顶角算符

缩并得到的 UΓ 和 VΓ 仍像上一节一样可以通过定义对应的 AΓ，W Γ 和 F Γ 得到

类似顶角算符的形式。后面定义多粒子超场都是在李多项式的意义下定义的，对

下指标做线性扩张便可得到对字词定义的多粒子超场。比如 V12
②就是 V[1,2]的对

称部分。

由于多粒子超场本身来源于单粒子超场，而单粒子超场本身是离壳的，也就

是说存在规范对称性。比如展开单粒子超场时就使用的是 Harnad–Shnider规范。

所以多粒子场本身也应当有这种规范选取带来的不唯一性，下面逐一讨论。

6.2.1.1 Lorenz 规范

最早在 Lorenz规范 ∂ · AP = 0下找到了多粒子超场满足的递推公式：

Â[P,Q]
α =

1

2

[
ÂQα (kQ · ÂP ) + ÂQm(γmŴP )α− (P ↔ Q)

]
Âm[P,Q] =

1

2

[
ÂmQ(kQ · ÂP ) + ÂPn F̂

nm
Q + (ŴPγ

mŴQ)− (P ↔ Q)
]

Ŵ α
[P,Q] =

1

4
F̂ rs
P (γrsŴQ)

α +
1

2
(kQ · ÂP )Ŵ α

Q +
1

2
Ŵmα

Q ÂPm − (P ↔ Q)

F̂mn
[P,Q] =

1

2

[
F̂mn
Q (kQ · ÂP ) + F̂

p|mn
Q Âpp + F̂

[m
Q F̂

n]r
P − 2γ

[m
αβŴ

n]α
P Ŵ β

Q − (P ↔ Q)
]

(6.28)

①之后大写字母 P,Q, . . .表示李多项式或者字词，从上下文不至于混淆。

②不要与上一小节中的 V12弄混。

75



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

递推初始项来源于 K̂i = Ki，动量应当理解为无视李括号，比如 k[1,[2,3]] := k123 :=∑3
i=1 ki。其中：

Ŵmα
[P,Q] = kmPQŴ

α
[P,Q] − (Âm ⊗ Ŵ α)C([P,Q])

F̂
m|pq
[P,Q] = kmPQF̂

pq
[P,Q] − (Âm ⊗ F̂ pq)C([P,Q])

(6.29)

这里我们引入了接触项算符 C，递归定义为，C(i) := 0：

C([P,Q]) := [C(P ), Q] + [P,C(Q)] + (kP · kQ)(P ⊗Q−Q⊗ P ) (6.30)

张量积满足莱布尼茨律：

[A⊗ B,Q] := [A,Q]⊗ B + A⊗ [B,Q]

[P,A⊗ B] := [P,A]⊗ B + A⊗ [P,B]
(6.31)

后面还会用到反对易楔积的定义：

P ∧Q := P ⊗Q−Q⊗ P (6.32)

且依照线性扩张定义：

(K ⊗ T )P⊗Q := KPTQ, (K ∧ T )P∧Q := KPTQ (6.33)

把 C 称为接触项算符是有原因的，超场运动方程的接触项恰好是由 C[P,Q]生

成的：

D(αÂ
[P,Q]
β) = γmαβÂ

[P,Q]
m +(Âα ⊗ Âβ)C([P,Q])

DαÂ
[P,Q]
m = (γmŴ

[P,Q])α + kPQm Â[P,Q]
α +(Âα ⊗ Âm)C([P,Q])

DαŴ
β
[P,Q] =

1

4
(γmn)βαF̂

[P,Q]
mn +(Âα ⊗ Ŵ β)C([P,Q])

DαF̂[P,Q] =
(
Ŵ

[m
[P,Q]γ

n]
)
α
+(Âα ⊗ F̂mn)C([P,Q])

(6.34)

F̂mn
[P,Q] = kmPQÂ

n
[P,Q] − kmPQÂm[P,Q]−(Âm ⊗ Ân)C([P,Q]) (6.35)

6.2.1.2 混合（hybrid）规范

Dynkin括号递归定义为：

ℓ(123 . . . n) := [ℓ(123 . . . n− 1), n] (6.36)

其满足下面的 Baker恒等式：

ℓ(Pℓ(Q)) = [ℓ(P ), ℓ(Q)] (6.37)
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显然Aℓ(B)+Bℓ(A) ∈ ker ℓ，而且由 ℓ的递归定义知 ∀Q，ℓ(P ) = 0⇒ ℓ(PQ) = 0。

前面说过我们希望多粒子超场的定义尽可能展现出李多项式本身的对称性，那

么如果 K ≈ ℓ，也就是说满足下面的广义 BCJ恒等式：

KAℓ(B)C +KBℓ(A)C = 0, A,B 6= ∅, ∀C (6.38)

当 B = i时上式简化为 BCJ恒等式：

KAiB = −Kiℓ(A)B, A 6= ∅, ∀B (6.39)

这其实就是KP ↔ cP 的“色-运动学”对偶下要求KP 也满足 Jacobi恒等式。这

样的超场被称作处在 BCJ规范的超场，不加任何符号以区分 Lorenz等规范下超

场。本节要介绍的混合规范本身并不是计算上会用到的规范，更应该看作是为了

构造 BCJ规范超场的一种定义：

Ǎ[P,Q]
α =

1

2
[AQα (kQ · AP ) + AmQ(γmWP )α − (P ↔ Q)]

Ǎm[P,Q] =
1

2
[AmQ(kQ · AP ) + APnF

nm
Q + (WPγ

mWQ)− (P ↔ Q)]

W̌ α
[P,Q] =

1

4
F rs
P (γrsWQ)

α +
1

2
(kQ · AP )W α

Q +
1

2
Wmα

Q AmP − (P ↔ Q)

F̌m
[P,Q] =

1

2

[
Fmn
Q (kQ · AP ) + F

r|mn
Q APr + F

[m
Q rF

n]r
P − 2γ

[m
αβW

n]α
P W β

Q − (P ↔ Q)
]

Wmα
[P,Q] := kmPQW

α
[P,Q] − (Am ⊗W α)C([P,Q])

F
m|pq
[P,Q] := kmPQF

pq
[P,Q] − (Am ⊗ F pq)C([P,Q])

(6.40)

这并非递归的定义，因为等式右边不是 Ǩ，而是 BCJ规范下的超场。

6.2.1.3 BCJ 规范

利用上一小节给出的混合规范，可以构造 BCJ规范下的超场：

K[P,Q] := Ǩ[P,Q] −
∑

δ(Y )=R⊗S

(kX · kj)
[
H[XR,Q]KjS − (X ↔ j)

]

+
∑

Q=XjY
δ(Y )=R⊗S

(kX · kj)
[
H[XR,P ]KjS − (X ↔ j)

]
−


DαH[P,Q] : K = Aα

kmPQH[P,Q] : K = Am

0 : K = W α

(6.41)

其中：

H[i,j] = 0, H[A,B] = (−1)|B| |A|
|A|+ |B|

∑
XjY=ȧB̃

(−1)|Y |H ′
Ỹ ,j,X

− (A↔ B) (6.42)
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H ′A,B,C :=HA,B,C +

[
1

2
H[A,B](kAB · AC) + cyc(A,B,C)

]

−

 ∑
XjY=A

δ(Y )=R⊗S

(kX · kj)[H[XR,B]H[jS,C] − (X ↔ j)

+ cyc(A,B,C)

HA,B,C :=− 1

4
AmAA

n
BF

mn
C +

1

2
(WAγmWB)A

m
C + cyc(A,B,C).

(6.43)

然后是一些组合学上的记号，洗牌序�对应的反运算 δ定义为：

δ(P ) =
∑
X,Y

〈P,X � Y 〉X ⊗ Y (6.44)

其中内积定义为：

〈A,B〉 := δA,B (6.45)

B̃意思为反序，ȧ表示 A的字符化，比如 12 7→ (12)，在后面的计算中 (12)作为

一个整体不能分开，比如 XY = (12)是无解的，而不像 XY = 12有一个解为

X = 1，Y = 2。

现在回到最初对两个顶角算符 OPE的研究，那里我们将 V[1,2] = Vℓ(12) 记为

V12，这是有原因的。由于 BCJ 规范下超场的构造在数学上相当于 ℓ ↔ K，注

意到 ℓ ◦ ℓ(P ) = |P |ℓ(P )，对应到超场有 Kℓ(P ) = |P |KP 仅仅只相差一个常数，

而且由于最终的目的是计算 OPE 缩并，所以我们不会使用到单个单词对应的

超场，都是李多项式对应的超场，所以我们干脆取符号约定 Kℓ(P ) := KP，这

个意思是把所有超场下标中连续的单词都看作嵌套括号，比如 K123 := Kℓ(123)，

K[12,34] := K[ℓ(12),ℓ(34)]。在这一符号约定下，依然满足广义 BCJ恒等式6.38。再注

意利用 Baker恒等式总可以将任意的 KΓ写成 K1P 的线性组合，比如：

[[12, 34], [5, 67]] :=[[ℓ(12), ℓ(34)], [ℓ(5), ℓ(67)]] = [ℓ(12ℓ(34)), ℓ(5ℓ(67))]

=ℓ([12ℓ(34)ℓ(5ℓ(67))]) := [12ℓ(34)ℓ(5ℓ(67))]

=1234567− 1234576− 1234675 + 1234765− 1243567

+ 1243576 + 1243675− 1243765

(6.46)

翻译成超场满足方程：

K[[12,34],[5,67]] =K1234567 −K1234576 −K1234675 +K1234765 −K1243567

+K1243576 +K1243675 −K1243765
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后面涉及到 BCJ规范下的超场我们都选取 P ∼= ℓ(P )的符号约定。所以本节最开

始我们便记 V[1,2]为 V12。

BCJ规范下的超场满足下面的场方程，这里我们利用 Q = λD以及 V = λA

去写场方程，这样还能顺便给出6.26的推广：

QU[P,Q] = ∂V[P,Q]+(V ⊗ U)C([P,Q])

QV[R,S] =
1

2
(V ⊗ V )C([R,S])

QAm[R,S] = (λγmW[R,S]) + kmRSV[R,S]+(V ⊗ Am)C([R,S])

QW β
[R,S] =

1

4
(λγmn)

βFmn
[R,S]+(V ⊗W β)C([R,S])

QFmn
[R,S] =

(
λW

[m
[R,S]γ

n]
)
+(V ⊗ Fmn)C([R,S])

(6.47)

同样，接触项完全由 C 算符控制，BCJ规范下场强满足和 Lorenz规范相同的关

系6.35。虽然从混合规范出发构造 BCJ规范已经如此复杂，但是直接从 Lorenz

规范出发更加复杂 [108]。由于 BCJ规范下超场有非常丰富的对称性，所以后续计

算都在 BCJ规范下进行。

6.2.2 Berends–Giele 流

不同于现代散射振幅理论使用在壳 BCFW递推高效计算振幅，最早的振幅

递推计算，即所谓离壳递推是基于 Berends-Giele流技术 [109]。这一思想十分简单，

如图6.6所示将 n+ 1条外腿的散射振幅 An+1变成离壳传播子，这样就定义了 n

点 BG流。显然其可以用更少点 BG流递推构造，如图6.7。从 BG流的定义可

图 6.6 BG流的定义

以直接得到：

An+1 = lim
k2n+1=0

ϵµn+1s1···nJn (6.48)
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图 6.7 BG流的递推关系

所以只要通过离壳递推的方式计算出 BG流，就能计算出振幅本身，类似的

也可以定义色序振幅 BG流。显然，这种递推是极其低效的，尽管如此这种方法

还是率先用于计算得到了 n点胶子 MHV振幅的 Park-Taylor公式 [110–111]。场论

树级振幅本质上是在求解经典运动方程，所以 BG流应当也可以从经典运动方程

求解得到，这发展成了 Perturbiner方法，文献 [112]中有不错的介绍。

比如对于 Yang-Mills理论，考虑色序振幅 BG流，Yang-Mills方程为：

□Aµ = [Aν , ∂
νAµ + Fνµ] (6.49)

然后取拟设：

Aµ(x) :=
∑
P

AµPT
P ekP ·x =

∑
i

Aµi T
aieki·x +

∑
i,j

AµijT
aiT ajekij ·x + . . . (6.50)

从物理上看无非就是在壳粒子取平面波拟设，T 是在壳粒子带的色因子，而前面

的 A便是一条外腿离壳得来的平面波。所以可以通过平面波拟设解方程的方式

得到 BG流。

用同样的方法解（非线性）超场方程5.44可以得到 SYM 的 BG 流 KP =

1
sP

∑
XY=P

K[X,Y ]：
[113]

A[P,Q]
α =

1

2

[
AQα (kQ · AP ) +AmQ(γmWP )α − (P ↔ Q)

]
,

Am[P,Q] =
1

2

[
AmQ(kQ · AP ) +AQnFmnP + (WPγ

mWQ)− (P ↔ Q)
]
,

Wα
[P,Q] =

1

2

[
Wα

Q(kQ · AP ) +Wmα
Q AmP +

1

2
F rsP (γrsWQ)

α − (P ↔ Q)

]
,

Fmn[P,Q] =
1

2

[
FmnQ (kQ · AP ) + Fp|mnQ App + F

[m
Q rFn]rP + 2(WQγ

[mWn]
P )− (P ↔ Q)

]
(6.51)
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递推起点为 Ki = Ki，同样 BG流由于是离壳的，所以也涉及到规范的选取，如

果递推起点改为 Ki = K̂i 就是在 Lorenz规范下的 BG流。而且可以自然退化到

YM理论的 BG流 AmP (θ = 0)|χi=0 = JmP 。利用上面的递推式计算前三个 BG流

得到：①

Km12 =
Km

[1,2]

s12

Km123 =
Km

[[1,2],3]

s12s123
+
Km

[1,[2,3]]

s123s23

Km1234 =
Km

[[[1,2],3],4]

s12s123s1234
+

Km
[[1,[2,3]],4]

s123s1234s23
+
Km

[[1,2],[3,4]]

s12s1234s34
+

Km
[1,[[2,3],4]]

s1234s23s234
+

Km
[1,[2,[3,4]]]

s1234s234s34
(6.52)

递归定义平面二叉树求和 [114]，示例见图6.8：②

b(P ) :=
1

sP

∑
XY=P

[b(X), b(Y )], b(i) := i, b(∅) := 0 (6.53)

所以 BG流和超场之间可以用下面的等式联系：C.R. Mafra and O. Schlotterer Physics Reports 1020 (2023) 1–162

Fig. 2. The planar binary trees generated by the recursion of b(1234) from (4.124).

Catalan numbers 1, 2, 5, 14, . . .29 and one gets, for example, the following Lie polynomials

b(1) = 1, b(12) =
[1, 2]
s12

, b(123) =
[[1, 2], 3]
s12s123

+
[1, [2, 3]]
s23s123

, (4.125)

b(1234) =
[[[1, 2], 3], 4]
s12s123s1234

+
[[1, [2, 3]], 4]
s123s1234s23

+
[[1, 2], [3, 4]]
s12s1234s34

+
[1, [[2, 3], 4]]
s1234s23s234

+
[1, [2, [3, 4]]]
s1234s234s34

.

The nested commutators in the numerators can be expanded in terms of formal words in letters 12 . . ., and the
diagrammatic representation of b(1234) can be found in Fig. 2.

Lemma 4. The b map (4.124) is self adjoint,

⟨b(P),Q ⟩ = ⟨P, b(Q )⟩ , (4.126)

where ⟨A, B⟩ = δA,B is the scalar product of words (C.11).

Proof. This is easy to see when P = i is a single letter with b(i) = i, so we will use induction over the length the word
|P| := k assuming that (4.126) is true for words of length up to k−1. Then, from the definition (4.124), the left-hand side
of (4.126) becomes

⟨b(P),Q ⟩ =
1
sP

∑
XY=P

⟨b(X)b(Y ),Q ⟩ − (X ↔ Y ) . (4.127)

Using the elementary property (see (1.5.12) in [152])

⟨AB, RS⟩ = ⟨A, R⟩⟨B, S⟩ , |A|=|R| , |B|=|S| , (4.128)

and noting that |b(X)|=|X | and |P|=|Q | we get

⟨b(X)b(Y ),Q ⟩ = ⟨b(X), q1q2 . . . q|X |⟩⟨b(Y ), q|X |+1q|X |+2 . . . q|Q |⟩ (4.129)
= ⟨X, b(q1q2 . . . q|X |)⟩⟨Y , b(q|X |+1q|X |+2 . . . q|Q |)⟩
= ⟨XY , b(q1q2 . . . q|X |)b(q|X |+1q|X |+2 . . . q|Q |)⟩ ,

where in the second line we used the induction hypothesis since |X | ≤ k−1 as the deconcatenation (4.127) vanishes if
one of the words is empty due to the definition b(∅) := 0. Therefore,∑

XY=P

⟨b(X)b(Y ),Q ⟩ =

∑
XY=P

⟨P, b(q1q2 . . . q|X |)b(q|X |+1q|X |+2 . . . q|Q |)⟩ =

∑
XY=Q

⟨P, b(X)b(Y )⟩ , (4.130)

leading to the conclusion that ⟨b(P),Q ⟩=⟨P, b(Q )⟩, finishing the proof. □

Assuming linearity b(A + B) := b(A) + b(B), the expansion of b(P) satisfies the shuffle symmetry b(A ´ B) = 0 for
A, B ̸= ∅. We will prove this in two different ways.

Proposition 9. The planar binary tree expansion b(P) in (4.124) satisfies the shuffle symmetry

b(A´ B) = 0 , ∀ A, B ̸= ∅ . (4.131)

Proof 1. We will show this by induction on the length of the word in b(P) starting from b(1 ´ 2) = b(12) + b(21),
which is easy to verify. Assume that b(A ´ B) = 0 for |A|+|B| = k, and consider b(R ´ S) for nonempty words such that

29 This can for instance be seen from the recursion Cp−1 =
∑

x+y=p−2 CxCy for the number of terms in b(12 . . . p) with C0 = C1 = 1 and p ≥ 3. As
detailed in the discussion around (5.19) below, this coincides with the recursive definition of the Catalan numbers.

48

图 6.8平面二叉树求和

KP = Kb(P ) (6.54)

同理对 Lorenz规范有 KP = Kb(P )，这不仅能简化计算，后面会看到 BG流的对

称性可以从 b算符本身的对称性很快得出。

但是后面构造 SYM振幅并不用超场对应的这个 BG流 K构造，而是利用纯

旋量空间的类似物：

MP = λαAPα (6.55)

这个是后面递推会用到的 BG流。同理有MP = Vb(P )。

①注意我们只是对 BCJ超场取了 ℓ(P ) := P 的符号约定，这里 BG流的下标只是单独的一个

字词。

② sP := 1
2
k2P，注意我们本章选取了 ik → k的符号约定，所以后面计算结果中 sP → −sP 才

得到保留虚数单位时的符号约定。
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6.2.3 自由李代数对称性

平面二叉树映射有个很重要的性质是自伴性：

〈b(P ), Q〉 = 〈P, b(Q)〉 (6.56)

其证明只要注意到：

〈b(P ), Q〉 = 1

sP

∑
XY=P

〈b(X)b(Y ), Q〉 − (X ↔ Y )

〈AB,RS〉 = 〈A,R〉〈B, S〉, |A| = |R|, |B| = |S|
(6.57)

然后对 |P |进行数学归纳便可得证，洗牌序有下面的重要定理：

Ree定理

任取非空字词 Γ，R和 S，满足下式：

〈Γ, R� S〉 = 0, R, S 6= ∅ (6.58)

利用6.56以及 Ree定理立刻得到：

0 = 〈b(P ), R� S〉 = 〈P, b(R� S)〉, R, S 6= ∅, ∀P

⇒b(A�B) = 0, ∀A,B 6= ∅
(6.59)

这意味着 BG流有下面的对称性：

KA�B = 0, ∀A,B 6= ∅ (6.60)

这是 BG 流非常重要的对称性，从这里看来只是自由李代数的简单应用，文

献 [107]中有更多类似的讨论，其中 S 括号 {•, •}的定义比较有用：

{P,Q} =
∑

XiY=P
RjS=Q

ki · kj(X � Ỹ )ij(R̃� S)(−1)|Y |+|R| (6.61)

注意 S括号定义在 L∗×L∗ → L∗，L是李多项式所在的线性空间 L∗是其对偶空

间，在这里我们可以理解为商空间 L/∼，其中：

A ∼ B ⇔ A = B +
∑

R� S,R, S 6= ∅ (6.62)

S 括号有下面的性质：

{A�B,C} = 0, b({P,Q}) = [b(P ), b(Q)],
∑
XY=P

{X,Y } ∼ sPP (6.63)
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而且 S 括号实际上是 C 映射的伴随算子：

〈P ⊗Q,C(Γ)〉 = 〈{P,Q},Γ〉 (6.64)

C 映射有下面重要的恒等式：

C(ℓ(P )) =
∑

XjY=P
δ(Y )=R⊗S

(kX · kj) [ℓ(XR)⊗ ℓ(jS)− ℓ(jR)⊗ ℓ(XS)]

=
∑

XjY=P
δ(Y )=R⊗S

(kX · kj)ℓ(XR) ∧ ℓ(jS) (6.65)

C(P ∧Q) = C(P ) ∧Q− P ∧ C(Q) (6.66)

C (b(P )) =
∑
XY=P

(b(X)⊗ b(Y )− b(Y )⊗ b(X)) :=
∑
XY=P

b(X) ∧ b(Y ) (6.67)

利用第上面第一个等式：

C(ℓ(123)) = (k1 · k2) (ℓ(1) ∧ ℓ(23) + ℓ(13) ∧ ℓ(2)) + (k12 · k3)ℓ(12) ∧ ℓ(3) (6.68)

再利用6.47，并且注意到 VP := Vℓ(P )：

QV123 = (k1 · k2) (V1V23 + V13V2) + (k12 · k3)V12V3 (6.69)

可以看到两式数学结构完全一致！V V 之间的 OPE乘法在自由李代数中被替换

为了反对易的 ∧，而 V 恰好是费米算符！而且从组合学上可以证明 C2 = 0。结

合前面所有的讨论，我们可以断言超场之于下标的作用正如 C，ℓ和 b之于字词

的作用：

C ↔ QBRST, ℓ(P )↔ VP/KP , b(P )↔MP/KP (6.70)

这就是 BG流/多粒子超场和自由李代数之间的深刻关联。对于 ℓ(P )形式的多粒

子顶角算符，6.47其实可以改写为：

QVΓ := QVℓ(Γ) = (V ∧ V )C(Γ) (6.71)

现在利用6.67得到：

QMP = QVb(P ) = (V ∧ V )C(b(P )) =
∑
XY=P

(V ∧ V )b(X)∧b(Y ) =
∑
XY=P

Vb(X)Vb(Y )

=
∑
XY=P

MXMY

(6.72)
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还有一个比较重要的 KLT映射，我们用 S : L → L∗表示，他的定义是将所有 Γ

中的李括号 [•, •]改为 S 括号 {•, •}，变换后的李多项式记作 {Γ}。由此定义广

义 KLT核：

Sℓ(P |Q) = 〈{ℓ(P )}, ℓ(Q)〉 (6.73)

KLT关系中的固定 i, n− 1, n三条外腿的 KLT核是上面的特殊形式：

S(P |Q)i = Sℓ(iP |iQ) (6.74)

其满足下面的递推式：[115]

S(Aj|BjC)i = kj · kiBS(A|BC)i, S(∅|∅)i := 1 (6.75)

KLT映射和 b映射之间互逆，也就是说

S ◦ b = idL∗ , b ◦ S = idL (6.76)

一个词 P 称为是 Lyndon 的当且仅当在所有的 cyc(P ) 中 P 在字典序的意义下

最小。Lyndon词可以作为 L∗ 的一组基底，ℓ(P )则是 L的一组自然基底。所以

{ℓ(P )}可以在 Lyndon基底下展开：①

{ℓ(P )} =
∑

Q∈Lyndon

〈{ℓ(P )}, ℓ(Q)〉Q (6.77)

等式两边作用 b映射并利用6.76得到：

ℓ(P ) = b({ℓ(P )}) =
∑

Q∈Lyndon

〈{ℓ(P )}, ℓ(Q)〉b(Q) =
∑
Q

Sℓ(P |iQ)b(iQ) (6.78)

这里最后一个等号利用 KLT核只有在 P 和 Q中元素相同时不为零简化了求和

计算，i是 P 中最小的字，Q表示 P/{i}的字组成的词。把 P 也改写为 iP Lyndon

词的形式，并利用6.70给出的对应得到：

ViP =
∑
Q

S(P |Q)iMiQ, KiP =
∑
Q

S(P |Q)iKiQ (6.79)

同样利用6.77类似的基底展开式可以证明下面的 Schocker恒等式：

BiA ∼ (−1)|B|i(A� B̃) (6.80)

①严格来说因为 L∗是在商空间的意义下定义的，下面的 =应当替换为 ∼。
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再利用6.70的对应，只有 b才能除去等价模掉的 R� S 的影响（6.59），给出：

KB1A = (−1)|B|K1(A�B̃) (6.81)

对M 也同样成立。

回到一开始为了简化OPE的想法，我们研究了这么多多粒子超场的性质，都

是为了顶角算符 OPE变得有规律些：

VA(za)UB(zb)→
V[A,B](zb)

zab
, UA(za)UB(zb)→

U[A,B](zb)

zab
(6.82)

这种简化后的 OPE使得超弦 n点盘面振幅计算变得可能。

6.3 超弦无质量态 n 点盘面振幅

取 zn = ∞的约定，现在利用6.82进行类似 §5.4的计算，只是顶角算符被看

作了一个整体，比如四点 OPE：

V1(z1)U2(z2)V3(z3)V4(∞) = V 1U2V3V4 + V1U2V 3V4 + V1U2V3V 4

∼=
V[1,2](z1)

z12
V3(z3)V4(∞) + V1(z1)

V[2,3](z3)

z23
V4(∞)

∼=
V12V3V4
z12

+
V1V32V4
z32

(6.83)

第二步利用了 z4 → ∞，所以任何与 V4 的 OPE均会被压低，第三步利用了 V V

之间 OPE平凡。类似的对 n点情况计算得到 OPE：

V1 · · ·Ui · · ·Vn−1Vn ∼=
∑

AB=23...n−2

(V1AZ1A)(Vn−1,B̃Zn−1,B̃)Vn + perm(2, 3, ..., n− 2)

(6.84)

其中 Z 因子定义为：

Z123...p :=
1

z12z23 . . . zp−1,p
= zp1 · PT(1, 2, · · · , p) (6.85)

类似在 RNS超弦振幅计算中所做的，对关联函数取不同盘面顺序积分得到相应

的色序振幅，只不过我们这里还需要额外对零模积分：①

An(P ) = (2α′)n−3
∫
dµnP

∑
AB=23...n−2

〈(V1AZ1A) (V(n−1)B̃Zn−1,B̃)Vn〉+ perm(23 . . . n− 2)

(6.86)

①注意在5.71的计算中我们都忽略了弦振幅与 α′ 有关的归一化因子，因为我们选取了 α′ =

1
2
, 2。为了后面更方便和闭弦振幅对比，这里显式写出了归一化系数 (2α′)n−3。
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这里积分测度为带 Koba-Nielsen因子的 SL(2,R)不变测度：①

∫
dµnP :=

∫
D(P )

dz2dz3 · · · dzn−2
n−1∏

1≤i<j

|zij|−2α
′sij (6.87)

同样 z1 和 zn−1 的坐标约定选取 {0, 1} 或 {1, 0} 应当与排序 P 相容。比如利

用6.83，四点振幅为：

A(1, 2, 3, 4) = 2α′
∫ 1

0

dz2

(
〈V12V3V4〉

z12
+
〈V1V32V4〉

z32

)
|z12|−2α

′s12 |z23|−2α
′s23

=

(
〈V12V3V4〉

s12
+
〈V1V23V4〉

s23

)
Γ(1− 2α′s12)Γ(1− 2α′s23)

Γ(1− 2α′s12 − 2α′s23)

(6.88)

定义一个同样对下标满足广义 BCJ恒等式6.38的变量：

XP :=
1

|P |
∑
Q

Sℓ(P |Q)ZQ =

|P |∏
j=2

j−1∑
i=1

spipj
zpipj

(6.89)

其满足下面的积分恒等式：∫
dµnPX1AX(n−1)B̃ = (−1)|B|

∫
dµnPX1AB (6.90)

我们举五点的例子来说明，首先注意到由于 KN因子包含每两个点坐标之差，所

以有： ∫ zb

za

dzk
∂

∂zk

∏n−1
1≤i<j |zij|−2α

′sij

zi1j1 · · · zin−4jn−4

= 0 (6.91)

考虑 zk 不在分母中出现的特殊情况，比如五点情况作用 ∂z3 得到：∫
D(P )

dz2dz3

4∏
1≤i<j

|zij|−2α
′sij

s12
z12

(
s13
z13

+
s23
z23

)
=

∫
D(P )

dz2dz3

4∏
1≤i<j

|zij|−2α
′sij

s12
z12

s34
z34

(6.92)X123

X12 ·X34

将6.90与6.81结合得到：∫
dµnP (M1AX1A)(Mn−1B̃X(n−1)B̃) =

∫
dµnPX1ABM1AMB(n−1) (6.93)

另外从6.79可以看到： ∑
A

ViAZiA =
∑
A

MiAXiA (6.94)

①似乎和前面 §4计算出来的 KN因子不同，这是因为我们选取了 ik → k的符号约定，所以

s→ −s。
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利用这两个式子就能将6.86改用MP 表达，比如四点情况：

A4(P ) = 2α′
∫
dµ4

P 〈V12Z12V3V4 + V1V32Z32V4〉

= 2α′
∫
dµ4

P 〈X12M12M3M4 +X32M1M32M4〉

= 2α′
∫
dµ4

PX12〈M12M3M4 +M1M23M4〉

(6.95)

对于任意点有：

An(P ) = (2α′)n−3
∫
dµnP

[
n−2∏
k=2

k−1∑
m=1

smk
zmk

An(1, 2, . . . , n) + perm(2, 3, . . . , n− 2)

]
(6.96)

其中：

An(P, n) :=
∑
XY=P

〈MXMYMn〉 (6.97)

考虑固定三个外腿顺序的情况：

An(1, R, n− 1, n;α′) =
∑

Q∈Sn−3

FR
Q(α′)An(1, Q, n− 1, n) (6.98)

其中：

FR
Q(α′) :=(2α′)n−3

∫
dµnR

s1q2
z1q2

(
s1q3
z1q3

+
sq2q3
zq2q3

)
×
(
s1q4
z1q4

+
sq2q4
zq2q4

+
sq3q4
zq3q4

)
· · ·

×
(
s1qn−2

z1qn−2

+
sq2qn−2

zq2qn−2

+ · · ·+
sqn−3qn−2

zqn−3qn−2

)
(6.99)

6.4 SYM 振幅的纯旋量超空间上同调表述
利用下面 α′ → 0的展开式：

log Γ(1− z) = γz +
∞∑
n=2

zn

n
ζn (6.100)

γ 是 Euler常数，ζ 是黎曼 ζ 函数，对四点情况展开6.99：

F2
2 =

Γ(1− 2α′s12)Γ(1− 2α′s23)

Γ(1− 2α′s12 − 2α′s23)
= exp

(
∞∑
n=2

ζn
n
(2α′)n [sn12 + sn23 − (s12 + s23)

n]

)
= 1− (2α′)2ζ2s12s23 + · · ·

(6.101)

其实，对于一般情况有：

FP
Q(α′) = δQP +O(α′2) (6.102)
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这就说明6.97就是弦振幅的低能展开，也就是固定一个外腿 n的 SYM色序振幅！

前面我们将MP 解释为纯旋量空间 BG流的类似物，所以这里对 SYM振幅的构

造完全可以解释为用 BG流拼凑得来，如图6.9。注意到 QMn = QVn = 0，以及：C.R. Mafra and O. Schlotterer Physics Reports 1020 (2023) 1–162

Fig. 4. Berends–Giele decomposition of the color ordered SYM amplitude according to (5.13).

Proposition 12. In the momentum phase of n massless states where s12...n−1 = 0 the superfield

E12...n−1Vn (5.15)

is in the cohomology of the BRST charge.

Proof. Since QVn = 0, to show that E12...n−1Vn is BRST closed it is enough to show that QEP = 0,

QEP =

∑
XY=P

Q (MXMY ) =

∑
XY=P

∑
RS=X

MRMSMY −

∑
XY=P

∑
RS=Y

MXMRMS

=

∑
RSY=P

(
MRMSMY − MRMSMY

)
= 0 , (5.16)

where in the last line we consolidated the sums and renamed the dummy words in the second term.
To show that (5.15) is not BRST exact we note that the relation (4.85) depends crucially on the momentum phase

space,

EP = QMP , if sP ̸= 0 (5.17)

EP ̸= QMP , if sP = 0 . (5.18)

This is because MP =
1
sP

(
. . .

)
contains a propagator 1/sP which makes the left-hand side of (5.18) ill defined in case of

sP = 0. Hence, in the momentum phase space of n massless particles where s12...n−1 = 0, the superfield E12...n−1 is not
exact and the expression E12...n−1Vn is in the cohomology of the BRST charge. □

Proposition 13. The number of kinematic poles from cubic graphs in the color-ordered n-point tree amplitude (5.14) with
n ≥ 4 is given by the Catalan number Cn−2.

Proof. The number of kinematic pole configurations in EP with P of length p ≥ 3 and MX of length x ≥ 2 are the Catalan
numbers Cp−1 and Cx−1, respectively.35 To see this note that all poles on the right-hand side of (4.85) are distinct, so it
implies the recursion relation

Cp−1 =

∑
x+y=p−2

CxCy , C0 = C1 = 1 , p ≥ 3 . (5.19)

The recursion (5.19) coincides with the recursive definition of the Catalan numbers with explicit solution Cn =
1

n+1

(2n
n

)
.

Therefore the number of poles in the n-point amplitude formula ⟨EPVn⟩ where |P| = n−1 is Cn−2. This is the same number
of cubic diagrams as in the color ordered n-point SYM amplitude, see e.g. [30]. With n = 4, 5, 6, 7, for instance, we get
Cn−2 = 2, 5, 14, 42. And since the deconcatenation in the expression (4.85) for EP is ordered, the kinematic poles in
E12...n−1 are the same as in the color-ordered n-point tree amplitude. □

Proposition 14. The color-ordered n-point tree amplitude (5.14) is cyclically symmetric,

A(1, 2, . . . , n−1, n) = A(2, 3, . . . , n, 1) . (5.20)

35 The difference in the initial lengths for p and x is related to the absence of the overall multiplicative pole 1/sP present in MP but not in EP , as
it is easy to verify.
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图 6.9 SYM振幅的纯旋量超空间上同调形式

∑
XY=P

Q(MXMY ) =
∑
XY=P

∑
RS=X

MRMSMY −
∑
XY=P

∑
RS=Y

MXMRMS

=
∑

RSY=P

(MRMSMY −MRMSMY ) = 0

(6.103)

所以6.97是闭的，虽然看似根据6.72EP :=
∑

XY=P MXMY 是恰当的，但是由于

MP 本身的定义包含 sP 因子，所以对于这里 sP = k2n = 0，也就是在壳时6.72不

是良定义的，所以在壳时无法将
∑

XY=P MXMY 看作是恰当的，但离壳时可以。

所以用6.97形式写下的算符明显地存在于纯旋量超空间的上同调群中。但是这种

表述并没有明显地满足循环对称的要求，现在我们来证明循环变换指标只会导

致一个 BRST恰当项的差别，在关联函数的意义下为 0。

任意点振幅都可以通过加上一些 BRST恰当的项写成循环对称的形式，比

如：

A7(1, 2, . . . , 7) = 〈M123M45M67〉+ 〈M1M234M567〉+ cyc(12 . . . 7) (6.104)

原则上，MP 可以用 KP 表达，而 KP 又可以用 KP 表达，而多粒子超场又

可以用单粒子超场表达，单粒子超场 θ展开是已知的，所以原则上总可以通过这

种方式计算出任意点 SYM振幅。上述过程其实可以进一步简化，K的 θ展开是

可以直接计算的，由于最终只涉及到MP，所以只需要 APα 的展开：

APα (θ) =
1

2
(θγm)αe

m
P +

1

3
(θγm)α(θγmXP )−

1

32
(θγp)α(θγmnpθ)f

mn
P + · · · (6.105)
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其中哥特体标注的多粒子极化矢量（波函数）有递推公式：①

emP =
1

sP

∑
XY=P

em[X,Y ], Xα
P =

1

sP

∑
XY=P

Xα
[X,Y ]

fmnP := kmP e
n
P − knP emP −

∑
XY=P

(emXe
n
Y − enXe

m
Y )

em[X,Y ] :=
1

2

[
emY (kY · eX) + eXn f

nm
Y + (XXγ

mXY )− (X ↔ Y )
]

Xα
[X,Y ] :=

1

2
(kpX + kpY )γ

αβ
p [emX(γmXY )β − emY (γmXX)β]

递推起点为 emi := emi ，Xα
i := χαi。再利用附录B给出的零模积分公式可以得到：

〈MXMYMZ〉 =
1

2
emXf

mn
Y enZ + (XXγmXY )e

m
Z + cyc(XY Z) (6.106)

从数值运算的角度，依赖于 BG流离壳递推的这个公式要快不少。[116]

由于我们将振幅表述为了多粒子顶角算符，而这又根据6.70可以和自由李代

数的结构联系起来，所以振幅所满足的性质应当完全可以从组合学的意义上看

出。

首先是 KK关系，尽管就振幅而言，由于 sP = 0，EP 6= QMP，但是单纯从

组合学上说 EP 应当和MP 一样满足相同的自由李代数恒等式。比如 ER�S = 0，

根据6.81同样对 E 得到：

EPjQ = (−1)|P |Ej(P̃�Q) ⇒ A(P, 1, Q, n) = (−1)|P |A(1, P̃ �Q,n) (6.107)

这正是场论振幅的 KK关系4.57。单纯 ER�S = 0能给出下面的振幅恒等式：

An(R� S, n) = 0 (6.108)

一种特殊情况是 A(i� P, n) = 0，这正是光子解耦公式：[117]

A(2134 · · ·n) + A(2314 · n) + · · ·A(234 · · ·n1) = 0 (6.109)

其次是 BCJ 关系，利用6.63第二个等式，由于 b(P ) 和 b(Q) 最多只会贡献

1/(sP sQ)的极点，所以 b({P,Q})不包含极点 sPQ，所以M{P,Q} = Vb({P,Q})也就

不包含极点 sPQ。这意味着 E{P,Q}是 BRST恰当的，这意味着：

〈E{P,Q}Vn〉 = An({P,Q}, n) = 0 (6.110)

①形式上很像是“BG流的 BG流”。
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这其实就是 BCJ关系，为了与4.58比对，首先对4.58变形，取置换 1↔ 2得到：

0 =
n∑
i=3

i∑
j=3

s1jA(2, 3, · · · , i, 1, i+ 1, · · · , n)

=
n−1∑
i=2

i∑
j=2

s1jA(2, 3, · · · , i, 1, i+ 1, · · · , n)

− s12
n−1∑
i=3

A(2, 3, · · · , i, 1, i+ 1, · · · , n) +�������:−s12
k1 · · · k34···nA(2, 3, 4, · · · , n)

=
∑

XY=23...n−1

k1 · kXA(X, 1, Y, n)

(6.111)

第三个等号利用光子解耦公式后面两项直接为 0，第一项改写为自由李代数表

达。利用6.80得到下面的等价关系：①

∑
RS=Q

ki · kSRiS ∼
∑
RS=Q

ki · kSi(R̃� S)(−1)|R|

∼
∑

RjkS=Q

ki · kkSi(R̃j � kS)(−1)|R|+1

∼
∑

RjkS=Q

[
ki · kkSij(R̃� kS)(−1)|R|+1 + ki · kkSik(R̃j � S)(−1)|R|+1

]
∼
∑

RjS=Q

−ki · kSij(R̃� S)(−1)|R| +
∑

RjS=Q

ki · kjSij(R̃� S)(−1)|R|

∼
∑

RjS=Q

ki · kjij(R̃� S)(−1)|R| = {i, Q}

选取6.110中 P = 1，Q = 23 . . . n− 1，利用上面得到的等价关系立刻得到：

0 = −A({1, Q}, n) = −
∑
XY=Q

k1 · kYA(X, 1, Y, n)

=
∑
XY=Q

k1 · kXA(X, 1, Y, n) +
∑
XY=Q

k1 · knA(X, 1, Y, n)

=
∑
XY=Q

k1 · kXA(X, 1, Y, n)

(6.112)

这正是前面恒等变形后的 BCJ关系。

①等价之间相差的 R� S 由于 ER�S = 0，不会对振幅有贡献。
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6.5 利用纯旋量超弦构造 Super-Yang-Mills 理论的树图 BCJ 分子
双自伴标量理论振幅①有下面的形式：

Mϕ3

n =
∑
i∈Γn

cic̃i
Di

=
∑

P,Q∈Sn−2

c1|P |nm(1, P, n|1, Q, n)c̃1|Q|n (6.113)

其中第二个等号利用 Jacobi恒等式转换到了 DDM基底，第4章给出了 m(P |Q)

的计算方法②。如果 {Ni}是 BCJ分子，由于上式第二个等号只用到了 Jacobi恒

等式，所以理应对于 BCJ分子表述的振幅也能如上式一样化简：

Agauge
n =

∑
P,Q∈Sn−2

c1|P |nm(1, P, n|1, Q, n)N1|Q|n (6.114)

在 DDM基底下这些 Ni是线性无关的，所以只要我们把振幅写成了上面的形式，

也就能直接读出对应的 BCJ分子，而纯旋量超弦很容易做到这一点。

利用 Z 和 Park-Taylor因子之间的关系6.85不难发现：∫
D(P )

dz1 dz2 · · · dzn
vol(SL2(R))

PT(1, A, n, B̃, n−1) = (−1)|B|−1
∫
D(P )

dz2dz3 . . . dzn−2Z1AZn−1,B

(6.115)

负号产生来自于 |z|/z ∼ ±1，其中 SL(2,R)不变测度定义为：③∫
D(P )

dz1dz2 · · · dzn
vol(SL2(R))

= |z1,n−1z1,nzn−1,n|
∫
D(P )

dz2dz3 . . . dzn−2 (6.116)

定义 Z 积分：

Z(P |Q) := (2α′)n−3
∫
D(P )

dz1dz2 · · · dzn
vol(SL2(R))

n∏
i<j

|zij|−2α
′sijPT(Q) (6.117)

这个积分是 SL(2,R)不变的，而且有和弦振幅类似的形式，所以似乎也能够解

释为某种理论的振幅，实际上，在 α′ → 0的极限下它就是双自伴 ϕ3理论的色序

振幅：[50]

lim
α′→0

Z(P |Q) = m(P |Q) (6.118)

①拉氏量为：

Lϕ3 =
1

2
∂mΦi|a ∂

mΦi|a +
1

3!
fijkf̃abcΦi|aΦj|bΦk|c

②只需要去掉分母中的 sin和 tan，而且接触项全部无贡献。

③前面的因子形式上看来自于 c鬼场的贡献，但注意纯旋量超弦是没有 c鬼场的，前面的一

系列计算也能看出未引入过这个因子，这里纯粹是为了让 Z(P |Q)具有 SL(2,R)不变性而

人为引入的因子。
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利用6.115可以把6.86改写成如下形式：

An(P ) =
∑

AB=23···n−2

〈V1AV(n−1)B̃Vn〉(−1)|B|−1Z(P |1, A, n,B, n− 1) + perm(23 · · ·n− 2)

(6.119)

再利用场论极限6.118我们立刻得到固定外腿 1和 n − 1的 DDM基底下的 BCJ

分子：

N1|XnY |n−1 = (−1)|Y |−1〈V1XV(n−1)Ỹ Vn〉 (6.120)

其它 DDM 基底下的表达式只要对指标置换就能得到，知道了 DDM 基底下的

BCJ分子，剩下的所有 Γn对应的 BCJ分子只需要利用图之间的 Jacobi恒等式便

可以得到。类似6.106，BCJ分子也可以用下式快速计算鬼场零模：

〈VXVY VZ〉 =
1

2
emXf

mn
Y enZ + (χXγmχY )e

m
Z + cyc(XY Z) (6.121)

文献 [28]中给出了不少显式计算结果。SYM 振幅 A(P ) = 〈EPVn〉 的公式因为

MP = Vb(P )，而 b(P )天然对应平面二叉树求和，所以 SYM振幅完全可以编码至

平面二叉树求和，这正好是对色序振幅有贡献的三顶角图，比如图6.8对应：

A(12345) =
〈V[[1,2],3]V4V5〉

s12s123
+
〈V[1,[2,3]]V4V5〉

s23s123
+
〈V[1,2]V[3,4]V5〉

s12s34
+
〈V1V[2,[3,4]]V5〉

s34s234

+
〈V1V[[2,3],4]V5〉

s23s234
(6.122)

遗憾的是虽然这个形式下的 SYM振幅明显地保留了二叉树结构，但是也丢失了

色-运动学对偶结构，这一编码得到的分子并不是 BCJ分子。如果直接用前面得

到的 BCJ分子6.120计算色序偏振幅会得到下面的结果：

A(1, 2, 3, 4, 5) =
〈V123V4V5〉
s12s123

+
〈V123V4V5 − V132V4V5〉

s23s123
− 〈V12V43V5〉

s12s34
+
〈V1V432V5〉
s34s234

+
〈V1V432V5 − V1V423V5〉

s34s234
(6.123)

不难发现形式上与图6.122的结果差不多，文献 [118]发现只需要将6.122V5 前面的

两个无积分顶角算符之间的乘法替换为Möbius乘法即可实现非 BCJ分子到 BCJ

分子的转换：①

ViAjB ◦ij VC :=
∑

δ(Bℓ̇(C))=R⊗S

ViARVjS, VAiB ◦ij VCjD := VAiBVCD (6.124)

①利用此公式时先要利用 Baker恒等式把李多项式在 ℓ(P )基底下展开，然后利用 BCJ恒等

式6.39将 i移到最前面。
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这里 i和 j 可以任取，比如选取 {1, n− 1}：

A(12345) =
〈V[[1,2],3] ◦14 V4V5〉

s12s123
+
〈V[1,[2,3]] ◦14 V4V5〉

s23s123
+
〈V[1,2] ◦14 V[3,4]V5〉

s12s34

+
〈V1 ◦14 V[2,[3,4]]V5〉

s34s234
+
〈V1 ◦14 V[[2,3],4]V5〉

s23s234

(6.125)

这样得到的振幅的分子自然就是 BCJ分子，这是一种计算上的技巧，可以快速

生成任意三顶角图的 BCJ分子。这种算法将6.97和6.119的优势互补结合在了一

起。

6.6 * 弦长极限中的数论结构
数论被誉为最纯粹的数学，但近年来弦论振幅中出现了意想不到的解析数

论结构。前面对弦振幅的研究可以看作是对被积函数的研究，而这一节我们将聚

焦于积分后涌现的新数学结构，比如对树级弦振幅就是在研究6.99 FPQ。尤其是

其在 α′ ∼ 0附近的低能展开式。

6.6.1 弦论低能有效作用量

对弦长极限的研究最直接的动机来源于弦论低能展开的有效场论行为，比

如前面6.101我们已经对四点情况进行了描述：

A(1, 2, 3, 4) = A(1, 2, 3, 4)
(
1− (2α′)2ζ2s12s23 +O(α′)

)
(6.126)

s12s23会抵消掉A(1, 2, 3, 4)中传播子内线带来的极点，从而给出的是纯粹的极化

矢量给出的接触项，其可以整理成所谓 t8张量的形式：

t8(f1, f2, f3, f4) = fmn1 fnp2 f pq3 f
qm
4 − 1

4
fmn1 fmn2 f pq3 f

pq
4 + cyc(2, 3, 4) (6.127)

s12s23A(1, 2, 3, 4) = −
1

2
t8(f1, f2, f3, f4) +O(χj) (6.128)

O(χj) 表示费米子部分的贡献，此处我们只考虑玻色子部分的修正，这对应在

SYM 理论作用量中添加 α′2 Tr{F4} 形式的抵消项。考虑到合适的对称因子后，

得到 (α′)2阶的作用量修正为：

−α′2ζ2 Tr [t8(F,F,F,F)] = α′2ζ2 Tr

[
− 2FmpFpnFqmFnq − FmnFnpFpqFqm

+
1

2
FmnFmnFpqFpq +

1

4
FmnFpqFmnFpq

]
(6.129)

直到 (α′)≤4的修正项计算可以在文献 [119]中找到。总之，对弦振幅弦长极限的研

究最直接的帮助体现在对弦论的低能有效场论的理解上。
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6.6.2 α′ 展开 ↔ 生成列

现在我们来考虑一般的 FP
Q的展开，假设外腿 {z1, zn−1, zn} = {0, 1,∞}固

定，取 P = 12 · · ·n，Q = 1, σ(23 · · ·n− 2), n− 1, n。记为 F σ，剩下的 F 可以用

重标记外腿得到。对6.99中的 F σ 做一些形变得到：

F̂ σ
ν := (2α′)n−3

∫
0<z2<z3<···<zn−2<z0

dz2dz3 . . . dzn−2

n−1∏
1≤p<q

|zpq|−2α
′spq

n−2∏
r=2

|z0r|−2α
′s0rωσν

ωσν := σ

{
ν∏
k=2

k−1∑
j=1

sjk
zjk

n−2∏
m=ν+1

n−1∑
n=m+1

smn
zmn

}
(6.130)

这里引入了 z0 ∈]0, 1[ 以及辅助 Mandelstam 变量 s0r，在 z0 = 1 且 s0r = 0 时

F̂ σ
ν 退化为 F σ。ν 的取值是 1, . . . n − 2，将 F̂ σ

ν 排列成一个 (n − 3)!分量的矢量

F̂ = (F̂ σ
n−2, F̂

σ
n−3, . . . , F̂

σ
2 , F̂

σ
1 )。比如 n = 4, 5的情况：F̂ (2)

2

F̂
(2)
1

 = 2α′
∫ 20

0

dz2|z12|−2α
′s12 |z23|−2α

′s23 |z02|−2α
′s02

X12

X23

 (6.131)


F̂

(23)
3

F̂
(32)
3

F̂
(23)
2

F̂
(32)
2

F̂
(23)
1

F̂
(32)
1

 = (2α′)2
∫ z0

0

dz3

∫ z3

0

dz2
|z23|−2α

′s23∏3
j=2 |z1j|2α

′s1j |zj4|2α′sj4|z0j|2α′s0j


X12(X13+X23)
X13(X12+X32)

X12X34
X13X24

(X23+X24)X34

(X32+X34)X24


(6.132)

这里 Xij = sij/zij 的定义是6.89的特殊情况。前面定义 X 时发现他们之间在分

部积分（IBP）下有奇妙的关联6.90，可以预料到 F̂ 的分量之间也存在这些 IBP

关系，最终会导致 F̂ 满足齐次 Knizhnik-Zamolodchikov（KZ）方程：

d

dz0
F̂ =

(
ê0
z0

+
ê1

1− z0

)
F̂ (6.133)

这个方程在 z0 → 0, 1时的渐近行为被 Drinfeld充分研究过 [120–121]，两种渐进行

为由 Drinfeld结合子 Φ(e0, e1)联系：
①

Ĉ0 = lim
z0→0

z−ê00 F (z0), Ĉ1 = lim
z0→1

(1− z0)ê1F (z0) ⇒ Ĉ1 = Φ(ê0, ê1)Ĉ0

(6.134)

现在，我们希望把 Φ(e0, e1)和MZVs联系起来。对于 n > 4的情况，F σ 的

展开式不只有 ζ 函数的乘积，还会出现无法被分解为 ζ 函数乘积的Multiple Zeta

①这里矩阵幂指数用 zA = exp(A log z)定义。

94



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

Values（MZVs）①，其定义为：

ζn1,n2,...,nr :=
∑

0<k1<...<kr

k−n1
1 k−n2

2 . . . k−nr
r (6.135)

后面更常用到的是依赖对数积分的定义：

G(a1, a2, . . . , aw; z) :=

∫
0<zw<...<z2<z1<z

dz1
z1 − a1

dz2
z2 − a2

. . .
dzw

zw − aw

ζn1,n2,...,nr := (−1)rG(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
nr−1

, 1, . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n2−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n1−1

, 1; z = 1)
(6.136)

但是 MZVs在 a1 = 1或者 aw = 1的时候是发散的，可以利用 �建立自洽的正

规化：

G(0;A; 1)G(0;B; 1) =
∑

C∈A�B

G(0;C; 1), G(0; 0; 1) = G(0; 1; 1) = 0 (6.137)

比如：

G(0; 01; 1) = G(0; 0; 1)G(0; 1; 1)−G(0; 10; 1) = ζ2 (6.138)

现在 G始终是良定义的，文献 [123]证明了 Φ实际上是MZVs的生成函数：

Φ(ê0, ê1) =
∑

A∈{0,1}×
(−1)

∑|A|
j=1 ajG(0;A; 1)êA

= 1 + ζ2[ê0, ê1] + ζ3[ê0 − ê1, [ê0, ê1]]

+ ζ4

(
[ê0, [ê0, [ê0, ê1]]] +

1

4
[ê1, [ê0, [ê1, ê0]]] + [ê1, [ê1, [ê0, ê1]]] +

5

4
[ê0, ê1]

2

)
+ · · ·

(6.139)

这里 {0, 1}× 可以理解为 0和 1构成的二进制字符串②，eA := ea1ea2 . . . eaw。而

且6.134的表达式十分简单：

C0 = (F σ|kN−1=0,0(N−3)(N−3)!), C1 = (F σ, · · · ), Ci := Ĉi

∣∣∣
s0r=0

(6.140)

其中 · · · 对后面计算无关紧要，而且：

F σ(23...N−2)|kN−1=0 =


F σ(23...N−3), σ(N − 2) = N − 2

0, otherwise
, F∅ := 1 (6.141)

①并不是所有的 MZVs都不能被分解为 Zeta函数的乘积，实际上这种分解在
∑

i≤r ni ≤ 7

的时候都是可行的。[122]

②只不过开头任意几位可以是 0。
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再利用6.134给出的 Ĉ0和 Ĉ1之间的联系立刻得到：

F σi =

(n−3)!∑
j=1

[Φ(e0, e1)]ij
(
F σj |kn−1=0

)
(6.142)

其中 e0 = ê0
∣∣
s0j=0, e1 = ê1

∣∣
s0j=0
。所以只要我们通过 KZ方程6.133求得了 e0和

e1，原则上我们便能用MZVs的生成函数写下任意点的 F σ 展开。比如 n = 4, 5：

F (2)

...

 = [Φ(ê0, ê1)]2×2

1

0

 ,


F (23)

F (32)

...

 = [Φ(e0, e1)]6×6


F (2)

0

04

 (6.143)

其中：

e0|n=4 = 2α′

−s12 s12

0 0

 , e1|n=4 = 2α′

 0 0

−s23 s23

 (6.144)

ê0|n=5 = 2α′



−s123 0 s13 + s23 s12 s12 −s12

0 −s123 s13 s12 + s23 −s13 s13

0 0 −s12 0 s12 0

0 0 0 −s13 0 s13

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



ê1|n=5 = 2α′



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−s34 0 s34 0 0 0

0 −s24 0 s24 0 0

−s34 s34 −s23 − s24 −s34 s234 0

s24 −s24 −s24 −s23 − s34 0 s234



(6.145)

至此，树级弦振幅在 α′展开的意义下可以理解为MZVs的生成列。可以预料到，

随着亏格的增加，高圈弦振幅会出现更多的数论结构。比如一圈开弦振幅就对应

elliptic MZVs（eMZVs）[124]，同样也可以类似树图与生成列产生联系。[125]

6.6.3 开闭弦振幅之间的单值映射关系

G(0, 1; z) = log(1− z)是复平面上的多值函数，但是我们可以和他的复共轭

做加法得到单值化后的 Gsv(0, 1; z) = log |1 − z|2。文献 [126–128]指出这样的单值
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化总是可以利用和反全纯共轭部分组合来做到的，所以顺势可以定义所谓单值

MZVs：

ζsvn1,n2,...,nr
:= (−1)rGsv(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

nr−1

, 1, . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n2−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n1−1

, 1; z = 1) (6.146)

比较重要的是对于黎曼 Zeta函数：

ζsv2k = 0, ζsv2k+1 = 2ζ2k+1 (6.147)

现在考虑开弦 Veneziano振幅4.47和 Virasoro-Shapiro振幅4.49：

Γ(1− 2α′s12)Γ(1− 2α′s23)

Γ(1− 2α′s12 − 2α′s23)
= exp

(
∞∑
n=2

ζn
n
(2α′)n [sn12 + sn23 − (s12 + s23)

n]

)
(6.148)

Γ(1− α′

2
s12)Γ(1− α′

2
s23)Γ(1− α′

2
s13)

Γ(1 + α′

2
s12)Γ(1 +

α′

2
s23)Γ(1 +

α′

2
s13)

= exp

(
2
∞∑
k=1

ζ2k+1

2k + 1

(
α′

2

)2k+1 [
s2k+1
12 + s2k+1

23 + s2k+1
13

]) (6.149)

不难发现这正是单值化的过程！①而单值化是将反全纯部分叠加起来，所以从数

学上看似乎和 KLT关系联系很大。考虑分离弦振幅中的 Koba-Nielsen因子：②

〈〈V1(z1)
n−2∏
j=2

Uj(zj)Vn−1(zn−1)Vn(∞)〉〉 =: 〈•〉
n∏
i<j

|zij|−2α
′sij (6.150)

本章说白了就是在研究 〈•〉的性质，特别是我们发现振幅的世界面积分部分完全

可以由 Z 积分6.117描述，最终振幅被我们拆分成了 Z 积分和一些零模积分的简

单乘积6.120。对于闭弦，球面上左右模独立传播，被积函数直接多个反全纯部

分乘积：

〈〈V cl
1 (z1, z̄1)

n−2∏
j=2

U cl
j (zj, z̄j)V

cl
n−1(zn−1, z̄n−1)V

cl
n (∞,∞)〉〉 =: 〈•〉〈•̃〉

n∏
i<j

|zij|−α
′sij

(6.151)

同样可以定义类似的 J 积分，可以看到左右模唯一耦合体现在世界面积分上：

J(P |Q) :=
(
− α

′

2π

)n−3 ∫
Cn−3

d2z1 d
2z2 · · · d2zn

vol(SL2(C))

n∏
i<j

|zij|−α
′sij PT(Q)P̃T(P )

(6.152)

①当然，还需要把开弦弦长参数 α′替换为 α′

4
。

②再次提醒这里幂指数和 §4中相差 1
2
是因为本章我们沿用 sP := 1

2
kP · kP 的符号约定，§4中

则是 −kP · kP
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而 KLT关系实际上就是在说：

J(P |Q) = −
∑

A,B∈Sn−3

Z(1, A, n, n− 1|P ; α
′

4
)Sα′(A|B)Z(1, B, n− 1, n|Q; α

′

4
)

(6.153)

正如前面 §4中所言，KLT 关系本质上是球面积分和盘面积分之间的数学关系，

和具体顶角算符的插入无关。而且6.119实际上可以写成下面类似 KLT关系的形

式：[129]

An(P ) = −
∑

Q,R∈Sn−3

Z(P |1, R, n, n− 1)S(R|Q)A(1, Q, n− 1, n) (6.154)

那么闭弦就是两次 KLT关系，再注意到两个 Z 积分的 KLT之后得到一个 J 积

分，最终有：

Mn =
∑

P,Q,A,B∈Sn−3

Ã(1, P, n, n− 1)S(P |Q)J(1, Q, n− 1, n|1, A, n, n− 1)

× S(A|B)A(1, B, n− 1, n)

(6.155)

这里省略了 α′ → α′/4。比较6.154和6.155，如果能证明在单值变换下：

Zsv(P |Q) = J(P |Q) (6.156)

那么我们就从数论上对 KLT关系进行了解释，而且这种形式更方便讨论低能展

开，从开弦到闭弦的低能展开只用逐阶取单值 MZVs即可。最早文献 [130–132]从

开弦闭弦 α′ 展开中注意到了这一点，并猜想对任意阶都成立，这一关系的严格

证明可见文献 [133–135]。

一圈闭弦振幅对应Modular Graph Forms（MGF）[136]，前面说过一圈开弦振

幅对应 eMZVs，所以开弦闭弦振幅关系在一圈的推广的关键就是找到 MGF和

eMZVs之间的关系。近年来，这种关系也被部分建立 [136–139]。这说明，弦振幅

中有丰富的数论结构，本论文仅关注于树级弦振幅结构，所以我们止步于此，不

再进行过多讨论。
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7 结论
本文首先从 RNS超弦出发，对超弦无质量开弦盘面振幅和闭弦球面振幅进

行了一些具体计算，并给出了超弦树级振幅的 KLT关系以及单值关系。同时本

文也从黎曼曲面的角度在数学上讨论了玻色弦振幅一般的数学形式，同时也对

超弦振幅有类似的讨论，指出了超弦振幅计算存在的困难。由于超弦理论本身

要求靶空间的超对称，弦振幅本身也自然满足的是靶空间超对称，而 RNS超弦

属于世界面超对称的弦理论，虽然表述上较为简单，但是靶空间超对称来源于

GSO投影，可以看作是被“隐藏”了起来。所以在计算具有靶空间超对称的超

弦振幅时有很大的困难。为此我们引入了在 GS超弦以及 Siegel超弦基础上发展

而来的 Berkovits（纯旋量）超弦。做为可协变量子化的靶空间超对称超弦理论，

纯旋量超弦在超弦振幅的计算上有无限潜能。

本论文利用纯旋量超弦回顾了无质量态盘面开超弦振幅的计算，特别是巧

妙利用顶角算符处于 BRST上同调定义了多粒子超场从而给出了纯旋量超弦无

质量态顶角算符 OPE之间的一般形式：

VA(za)UB(zb)→
V[A,B](zb)

zab
, UA(za)UB(zb)→

U[A,B](zb)

zab
(7.1)

利用这一形式我们最终得到了无质量态盘面开弦超振幅的一般计算公式：

An(P ) = (2α′)n−3
∫
dµnP

[
n−2∏
k=2

k−1∑
m=1

smk
zmk

An(1, 2, . . . , n) + perm(2, 3, . . . , n− 2)

]
(7.2)

由于球面振幅以及开闭弦混合振幅可以由开弦振幅表达，所以我们从纯旋量超

弦出发完全计算得到了树级超弦振幅。并且同时得到了低能近似下的十维超对

称杨-米尔斯理论（SYM）超振幅的纯旋量超空间上同调表述：

An(P, n) :=
∑
XY=P

〈MXMYMn〉 (7.3)

纯旋量超弦不仅给出了如此紧凑的振幅表达式，让我们一窥其中的自由李代数

组合数学结构，而且还能够直接利用 DDM基底构造出满足色-运动学对偶对偶

的 BCJ因子：

N1|XnY |n−1 = (−1)|Y |−1〈V1XV(n−1)Ỹ Vn〉 (7.4)

这无疑也为我们研究微扰引力理论和规范理论之间的双复制关系提供了一种思

路。而且纯旋量超弦振幅与 SYM理论振幅在低能展开下的关系也给出了弦振幅
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深层次的数论结构。所以利用纯旋量超弦不仅能够实现 RNS超弦难以计算的超

弦振幅，还能够给出弦振幅中丰富的数学结构。

不过本论文并未讨论近年来发展迅速的纯旋量超弦圈级振幅的计算 [85]，也

未对含有质量态时超弦振幅的计算进行讨论。比如对第一激发态在文献 [140–142]中

已有相关讨论，实际上纯旋量超弦 BRST上同调包含所有超弦激发态（与 RNS

超弦粒子谱相同）[143–145]。但是具体对更高有质量激发态顶角算符的构造以及超

弦振幅的计算仍是目前纯旋量形式发展的前沿问题。期待作者基于本文对超弦

无质量态树级振幅的理解能在后续对弦微扰论的研究有所启发。
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理的奇妙世界。杜老师对待学术认真，对待学生热心，非常乐于和学生讨论问

题、共同学习，杜老师对我本科的学习生活给予了最大的帮助！同时杜老师也从

不吝啬对我的夸赞和鼓励，极大增强了我的自信心，他对学术的热爱也会时刻影

响着我！低年级时肖孟和吴昊老师对我的指导也让我明确了本科之后的学习方

向。周国全老师教授的电磁学、电动力学和数学物理方法是我本科期间听过的

最好的物理课，周老师风趣幽默文理兼修，难以忘怀他在黑板上精彩的演绎。吴

冯成老师的量子力学课程也让我获益良多。数学学院李绎楠老师教会了我不少

当下热门的量子计算与量子信息知识，程哲驰老师以及陈煜辉等同学让我体会

到了拓扑学的魅力。他们的帮助无疑为我今后的学习打下了坚实的基础。

特别感谢理论所的何颂老师允许我在北京访问一个月，同时也感谢曹趣和

朱凡学长的热心接纳，在北京短暂的一个月，与他们的交流让我学到了很多。我

更不会忘记那个暑假在吉林大学与师兄刘杰希和师姐谢崇思一起度过的难忘岁

月。当然，学术之路总是充满遗憾，虽然最后由于各种原因没能参与黄宇廷教授

的课题组开展暑期研究，也没能在弦论大师 Nathan Berkovits教授的指导下攻读

博士学位，但他们对我的肯定给了我走出低谷的勇气，给了我再度出发的力量！

在武大的最后一年半我组织了三届理论物理讨论班，感谢同学们的热情参

与，特别感谢王澳洲、张加楠、张子锐、沈正、陈俊烨、柳淇瀚和俞千野同学，没

有他们，讨论班也不会成功举办。同时也要感谢我的姐姐为三届讨论班设计并制

作了精美的海报。也特别感谢黄晨、陶一笑、聂俊雄、肖瑞灏和童心海学长对讨

论班的大力支持，他们在学业、留学申请以及本论文写作上都对我有很大帮助。

尤其是黄晨学长的弦论笔记教会了我许多。也愿讨论班这份自发形成的学术火

炬能在珞珈山下继续传递。

物理之外，更需感谢那些为我的生活填满色彩的朋友。感谢管知鱼关键时刻

给我放电影看，激发我电影搞笑解说的潜能。感谢董可和冯俊杰容忍我在他们宿
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舍背诵雅思单词，并向我介绍《炉石传说》这款超赞的游戏，也无比怀念那段一

起做实验参加 CUPT的时光。感谢每当遇到难绷之事时去对面宿舍与盛宇辰和

陈牧天一起吐槽的欢乐时光。感谢张文俊、黄龙杰、辛知雨、雷雨声、汤志豪、

李周博、刘洋等哥们一声“上号”的随叫随到，虽然我经常恶意妨碍团队，但他

们还是愿意和我玩游戏。感谢“青青草原”群聊全体兄弟姐妹以及胡与何自高中

以来的陪伴，与他们寒暑假的相聚永远是我一年来最期盼的日子。

按照惯例，一般致谢到这就会感谢女朋友的帮助，但是似乎没有哪条定理保

证女朋友的存在性。我十分感谢超对称自发破缺机制让我在当前能标下无法遇

见我的伴侣粒子，得以让本篇毕业论文在单粒子近似下高效完成！

最后感谢爸妈的经济支持与精神鼓励，感谢爷爷奶奶寒暑假的悉心照顾让

我在寒暑假依然能安心学习，祝爷爷奶奶身体健康！
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附录 A 本论文主要使用到的算符乘积展开

本附录给出一些振幅计算中经常用到的 OPE 以及能动张量等 CFT 相关约

定，以供查阅。

A1 玻色弦 CFT
A1.1 自由玻色 CFT

作用量和能动张量定义为：

S =
1

2πα′

∫
d2z ∂Xµ∂̄Xµ, T (z) = − 1

α′
: ∂X ∂X : (A1)

根据运动方程 ∂∂̄X = 0，X(z, z̄) = X(z) + X̃(z̄)，后面的讨论主要以左行模为

主。OPE为：

Xµ(z1, z̄1)X
ν(z2, z̄2) ∼ −

α′

2
ηµν ln |z12|2 (A2)

平面波 : eik·X :共形权为
(
α′k2

4
, α

′k2

4

)
，涉及到 eA 形式算符的缩并有如下比较常

用的等式：

A(z) : Bn : (w) = nA(z)B(w) : Bn−1(w) : (A3)

A(z) : eB(w) := A(z)B(w) : eB(w) : (A4)

: eA(z) :: eB(z) : =
∑
m,n,k

k!

m!n!

m
k

n
k

 [A(z)B(w)]k : Am−k(w)Bn−k(w) :

= exp
{
A(z)B(w)

}
: eA(w)eB(w) :

(A5)

共形权 h初级场 ϕ满足：

T (z)ϕ(w) ∼ h

(z − w)2
ϕ(w) +

1

z − w
∂wϕ(w) (A6)

对应模展开：

[Lm, ϕn] = ((h− 1)m− n)ϕm+n (A7)

TT OPE为：

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w (A8)

对于 D维自由玻色场，c = D，上述 TT OPE对应 Virasoro代数：

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12

(
m3 −m

)
δm,−n (A9)
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左右模之间 OPE是解耦的，不过，根据加倍技巧，对于 BCFT，左右模之间的

OPE不是 0：①

Xµ(z1)X̃
ν(z̄2) ∼ Xµ(z1)X

ν(z′2) ∼ −
α′

2
ln |z1 − z2| (A10)

不过弦论中开弦 BCFT计算只涉及到实轴上插入，所以不必过于在意上式。而在

实轴上源点及其镜像重合，所以左右模 OPE和纯左模 OPE都会贡献：

Xµ(y1)X
ν(y2) ∼ −2α′ ln |y1 − y2| (A11)

这从4.37也能直接看出来，由于左右模非零，所以相较于A2来说X(z, z̄)X(w, w̄)

OPE会多一项贡献。这同时也印证了 α′cl ∼ 4α′op。

A1.2 bc 鬼场

左模部分作用量和能动张量为：

S =
1

2π

∫
d2zb∂̄c, T (z) =: (∂b)c : −λ ∂(: bc :) (A12)

bc是反对易的费米场，共形权和中心荷为

hb = λ, hc = 1− λ c = −3(2λ− 1)2 + 1 (A13)

对于弦论，λ = 2。OPE为：

b(z)c(w) ∼ 1

z − w
(A14)

其它 bb和 cc OPE平凡。

A2 N = 1 SCFT
本节对应 RNS超弦世界面 CFT，玻色场 OPE与上一节相同。

A2.1 自由费米 CFT

左行模部分作用量和能动张量为：

S =
1

2π

∫
d2zψµ∂ψµ, T (z) = −1

2
: ψ · ∂ψ : (z) (A15)

中心荷为 D/2，ψ共形权为 1
2
。

ψµ(z)ψν(w) =
ηµν

z − w
(A16)

①形象理解为右行模在边界附近的反射的影响。

118



武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

ψX 之间 OPE平凡。总的物质场能动张量为：

Tm(z) = − 1

α′
: ∂X · ∂X : −1

2
: ψ · ∂ψ : (A17)

超共性变换对应的总的物质场超流为：

Gm(z) = i

√
2

α′
ψµ ∂Xµ (A18)

TT OPE仍旧满足共性代数A8，超共形代数：

Gm(z1)G
m(z2) ∼

2
3
c

(z1 − z2)3
+

2Tm(z2)

(z1 − z2)

Tm(z1)G
m(z2) ∼

3
2
Gm(z2)

(z1 − z2)2
+
∂Gm(z2)

(z1 − z2)

(A19)

超共形权为 h的超共形初级场定义为共形权为 h的初级场 ϕh且额外满足：

Gm(z1)ϕh(z2) ∼
ϕh+1/2(z2)

(z1 − z2)
(A20)

超共形初级场对 (ϕh, ϕh+1/2)定义为 ψh 和 ψh+1/2 分别为超共形权 h的超共形初

级场和共形权为 h+ 1/2的共形初级场，且：

Gm(z1)ϕh+1/2(z2) ∼
hϕh(z2)

(z1 − z2)2
+
∂z2ϕh(z2)

2(z1 − z2)
(A21)

A2.2 βγ 鬼场

βγ 鬼场和 bc鬼场非常相似，从作用量和能动张量就能看到这一点：

S =
1

2π

∫
d2zβ∂̄γ, T (z) =: (∂β)γ : −λ ∂(: βγ :) (A22)

共形权和中心荷为：

hβ = λ2, hγ = 1− λ, c = 3(2λ− 1)2 − 1 (A23)

弦论中 λ = 3
2
。区别主要在于 βγ 鬼满足的是玻色统计，OPE为：

β(z)γ(w) ∼ − 1

z − w
(A24)

总的鬼场超流为：

G(gh)(z) = −1

2
(∂β)c+

3

2
∂(βc)− 2bγ (A25)
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超弦费米部分 CFT最重要的是模展开包含 NS和 R两个部分：
ψµNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
ψµr z

−r− 1
2

ψµR(z) =
∑

n∈Z ψ
µ
nz
−n− 1

2

,


GNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
Grz

−r− 3
2

GR(z) =
∑

n∈ZGnz
−n− 3

2
βNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
βrz

−r− 3
2

βR(z) =
∑

n∈Z βnz
−n− 3

2

,


γNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
γrz
−r+ 1

2

γR(z) =
∑

n∈Z γnz
−n+ 1

2

(A26)

OPE A19给出的超共形代数可以写成下面的统一形式：

[Ln, Gr] =
n− 2r

2
Gn+r

{Gr, Gs} = 2Lr+s +
c

12
(4r2 − 1)δr+s,0

(A27)

NS和 R部分只需要对下标取整数或半整数即可。另外上面讨论并未对 G加上

标 m，gh，tot区分具体是物质场超流、鬼场超流还是总超流，因为他们满足的

超共形代数是一样的。

A2.3 * 超空间表述

用（二维）超对称场论的语言可以把前面的讨论写成更加显现出 N = 1超

对称的形式。引入和 {z, z̄}对应的超空间坐标 {θ, θ̄}，他们是二维Weyl旋量。超

空间导数定义为：

D = ∂θ + θ ∂z, D̄ = ∂ θ̄ + θ̄ ∂ z̄ (A28)

考虑坐标变换：

z = (z, θ)→ z′ = (z′(z, θ), θ′(z, θ)) (A29)

共性变换由 ∂̄z′ = 0的全纯映射生成，普通偏导数由链式法则变换为 ∂ = ∂z′

∂z
∂′，

这一点是平凡的，超共形变换则是类似要求：

D = (Dθ′)D′ ⇒ Dz′ − θ′Dθ′ = 0 (A30)

诱导出如下变换：

z′ = f(z) +
1

2
θg(z)ϵ(z),

θ′ =
1

2
ϵ(z) + θg(z), g2 = ∂f +

1

4
ϵ ∂ϵ

(A31)

f 和 g是普通函数，ϵ则是 Grassmann反对易的函数。此式便是世界面上超共形

变换的形式，θ = 0时上式退化为共形变换。上式的无穷小变换形式为：

δz = ξ +
1

2
θϵ, δθ =

1

2
ϵ+

1

2
θ ∂ξ (A32)
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这里 ξ对易，ϵ反对易。超共形初级场对构成一个手征超场：

Φh(z) = ϕh(z) + θϕh+ 1
2
(z), D̄Φ(z) = 0 (A33)

类似共形初级场定义要求共形变换下：

ϕ′(z′, z̄′) =

(
∂z′

∂z

)−h(
∂z̄′

∂z̄

)−h̄
ϕ(z, z̄) (A34)

超共形初级场要求超共形变换下：

Φ(z) = (Dθ′)2hΦ′(z′) (A35)

利用A32可以导出上面要求的无穷小变换下对 ϕ提出的要求，而 δξ 由能动张量

T 的 OPE生成，δϵ由超流G的 OPE生成，由此可以得到正好是要求 ϕ满足 OPE

A20和A21，且是通常意义下的共形初级场。能动张量和超流同样可以组成一个

超场：

T m(z) = Gm(z) + θTm(z) (A36)

而且是共形权为 3
2
的共形超场，A20和A21的要求转化为：

T m(z1)Φ(z2) ∼
hθ12Φ(z2)

z212
+

1
2
DΦ(z2)

z12
+
θ12D

2Φ(z2)

z12
(A37)

类似，A19可以被紧凑的写为：

T m(z1)T
m(z2) ∼

1
6
cm

z312
+

3
2
θ12T (z2)

z212
+

1
2
DT (z2)

z12
+
θ12D

2T (z2)

z12
(A38)

RNS超弦中物质场可以组合为一个二维超场：

X µ(z, z̄) = Xµ + iθψµ + iθ̄ψ̄µ + θθ̄F µ (A39)

F µ是人为引入的保证超对称性的辅助场。利用这个定义可以将物质场能动张量

写成和A1一致且明显保持共形超对称性的形式：

Sm =
1

2πα′

∫
d2zd2θD̄X µDXµ

=
1

2πα′

∫
d2z
(
∂Xµ∂Xµ + ψµ∂ψµ + ψ

µ
∂ψµ + F µFµ

) (A40)

δSm/δF 给出 F = 0，所以辅助场其实可以略去，这就完全回到了前面的讨论，

同样，对于鬼场，可以组合成两个共形超场：

B = β + θb, C = c+ θγ (A41)
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超共形权分别为 3
2
和 −1，鬼场能动张量可以写成A12的形式：

Sgh =
1

2π

∫
d2zd2θBDC =

1

2π

∫
d2z(b∂c+ β∂γ) (A42)

同样可以类似A36引入 T gh，超共形代数是一样的。

A3 纯旋量形式

这里只讨论左模，作用量见5.36，能动张量以及对应的超流（费米 Lorentz

流）：

TPS =: −1

2
ΠµΠµ−dα ∂θα+wα ∂λα :, Mµν = Σµν+Nµν =: −1

2
(pγµνθ)+

1

2
(wγµνλ) :

(A43)

其中 h(λα) = 0，h(wα) = +1。由于纯旋量约束，这并不是一个自由 CFT，只有

(pα, θ
β)这对共轭变量可以正常量子化为自由 CFT形式：

pα(z)θ
β(w) ∼ δβα

z − w
(A44)

对于 λw鬼系统，则复杂一些，前面5.55中也看到了这一点。由于纯旋量约束，w

鬼场其实存在一个规范变换：

δwα = Λµ(γµλ)β (A45)

Λµ 是规范变换参数，这个规范变换可以消去 wα 的五个自由度，所以 wα 和 λα

一样都是 11个自由度的体系。由于鬼场存在规范变换，所以或许引入“鬼场的

鬼场”，利用 BV形式可以进行协变量子化，但更简单的做法是利用 §5.3.4引入

的 U(5)分解，进行如下计算：①

wα∂̄λ
α =ΩTC ∂Λ = 〈〈ω | ∂λ〉

=
1

5!
w+∂̄λ

+εabcde 〈0| babbbcbdbeC |0〉 · (−1)5+5

+
1

2

1

2!3!
wfgbar∂λab 〈0| bcbdbeCbbba |0〉 εfgcde · (−1)3+3 +O(wa)

=w+∂̄λ
+ − 1

2
wab∂̄λab +O(wa)

(A46)

计算中利用了 baC = Cba以及：[147]②

εµ1···µn−mα1···αmεµ1···µn−mβ1···βm = (n−m)!δ
[α1

β1
· · · δαm]

βm
(A47)

①前文我们使用旋量指标的上下关系来表示手征，而不是用 Van der Waerden记号 [146]，所以

wα∂λ
α应该理解为 wα̇∂Cα̇βλβ，下面的式子类似5.65用 Dirac旋量的形式表示了出来。

②注意这里反对易括号 [•]的定义不带归一化因子。
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所以可以将纯旋量超弦作用量中的 λw鬼部分写成如下形式：

Sλw =
1

2πα′

∫
d2z(−w+∂̄λ

+ +
1

2
wab∂̄λab) (A48)

这里首先利用5.70消去 λa，然后利用 w的规范变换取 wα = 0规范固定。不少文

献也定义：

λ+ = es, λab = uab, λa =
1

8
e−sϵabcdeubcude

w+ = e−st, wab = vab
(A49)

则作用量变为如下形式：①

Sλw =
1

2πα′

∫
d2z

(
− ∂t∂s+ 1

2
vab∂uab

)
(A50)

这里 a, b取值都是 1, . . . , 5。现在场都是独立的分量，所以可以直接量子化得到

OPE：

t(z)s(w) ∼ ln (z − w) , vab(z)ucd(w) ∼
δac δ

b
d − δadδbc
z − w

(A51)

剩下要做的就是将 dα,Π
µ, Nµν 进行 U(5)分解，比如 Nµν 可以分解为：

Nµν → (n, nab , n
ab, nab) = −

(
m√
5
,ma

b −
1

5
δabm,m

ab,mab

)
(A52)

这里 m的意思是 §5.3.4中分解 Lorenz流的定义，实际使用中对 (1
2
, 1
2
)的分解常

用上面的定义 [148–149]。用 u, v, t, s表示为：

n = − 1√
5

(
1

4
uabv

ab +
5

2
∂t− 5

2
∂s

)
,

nab = −ubcvac +
1

5
δabucdv

cd,

nab = −esvab,

nab = −e−s
(
2 ∂uab − uab ∂t− 2uab ∂s+ uacubdv

cd − 1

2
uabucdv

cd

)
.

(A53)

然后就可以计算 U(5)分解下的 OPE，比如：

nab(z)λc(w) = −1

8
es(z)ϵcdefg

(
vab(z)ude(w)ufg(w) + ude(w)v

ab(z)ufg(w)
)
e−s(w)

∼ −1

8
es(z)

(
2ϵcabfgufg(w) + 2ϵcdeabude(w)

)
z − w

e−s(w)

∼ −1

2
ϵabcde

λde(w)

z − w
(A54)

①其实历史上的顺序是反过来的，是先有A50，然后利用A49写成 Lorenz协变的形式。
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注意 U(5)分解破坏了协变性，并不意味着我们的量子化是非协变的，前面

说过其实可以用协变的方法量子化只是很麻烦。这里虽然过程上看是非协变的，

但是最终 OPE都可以还原成协变的形式表达，最终我们得到纯旋量超弦 CFT的

如下物质场 OPE：

Xµ(z, z)Xν(w,w) ∼ −ηµν ln |z − w|2, dα(z)θ
β(w) ∼ δβα

z − w
,

dα(z)dβ(w) ∼ −
γµαβΠµ(w)

z − w
, dα(z)Π

µ(w) ∼ (γµ ∂θ(w))α
z − w

,

Πµ(z)Πν(w) ∼ − ηµν

(z − w)2
, ∂θα(z){∂θβ(w),Πµ(w),Nµν(w)} ∼ regular

(A55)

对于任意的不显含 X, θ导数项的超场 K(X, θ)：①

dα(z)K (X(w,w), θ(w)) ∼ DαK (X(w,w), θ(w))

z − w
,

Πµ(z)K (X(w,w), θ(w)) ∼ −∂
µK (X(w,w), θ(w))

z − w
.

(A56)

其中超空间导数为：

Dα =
∂

∂θα
+

1

2
(γµθ)α ∂µ (A57)

还有一些有关超流的 OPE：

Mµν(z)Mρσ(w) ∼ ηρ[µM ν]σ(w)− ησ[µM ν]ρ(w)

z − w
+

ηµ[σηρ]ν

(z − w)2
,

Nµν(z)Nρσ(w) ∼ ηρ[µN ν]σ(w)− ησ[µN ν]ρ(w)

z − w
− 3

ηµ[σηρ]ν

(z − w)2
,

Nµν(z)λα(w) ∼ 1

2

(γµν)αβλ
β(w)

z − w
.

(A58)

①平面波就是一个最简单的例子。
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附录 B 一些常用的 γ 矩阵计算恒等式

本附录默认 D = 10，除非特殊说明所有指标置换操作定义本身不带有 1/k!

因子。首先是一些符号约定：

γµ1µ2...µn =
1

n!
γ[µ1γµ2 · · · γµn]

δa1a2...anb1b2...bn
=

1

n!
δ
[a1
b1
δa2b2 · · · δ

an]
bn

ϵ01...9 = 1, ϵ01...9 = −1

(B1)

Fierz恒等式为：

ψαχβ =
1

16
γαβµ1 (ψγ

µ1χ) +
1

96
(γµ1...µ3)

αβ(ψγµ1...µ3χ) +
1

3840
(γµ1...µ5)

αβ(ψγµ1...µ5χ)

(B2)

ψαχ
β =

1

16
δβα(ψχ) +

1

32
(γµ1µ2)

β
α(ψγ

µ1µ2χ) +
1

384
(γµ1...µ4)

β
α(ψγ

µ1...µ4χ) (B3)

利用 θ的反对易性和 λ的纯旋量性，上式有特殊情况：

λαλβ =
1

3840
(λγµνρστλ)γαβµνρστ , θαθβ =

1

96
(θγµνρθ)γαβµνρ (B4)

γ 矩阵的迹：

Tr
(
γPγQ

)
= 16δp,q

[
p!δPQT + δp,5ϵPQ

]
, |P | := p, |Q| := q (B5)

对偶性：

(γµ1...µ5)αβ =
1

5!
ϵµ1...µ5ν1...ν5(γν1...ν5)αβ, (γµ1...µ5)αβ = − 1

5!
ϵµ1...µ5ν1...ν5(γν1...ν5)

αβ,

(γµ1...µ6)βα =
1

4!
ϵµ1...µ6ν1...ν4(γν1...ν4)

β
α, (γµ1...µ6)αβ = − 1

4!
ϵµ1...µ6ν1...ν4(γν1...ν4)

α
β ,

(γµ1...µ7)αβ = − 1

3!
ϵµ1...µ7ν1...ν3(γν1...ν3)αβ, (γµ1...µ7)αβ =

1

3!
ϵµ1...µ7ν1...ν3(γν1...ν3)

αβ,

(γµ1...µ8)βα = − 1

2!
ϵµ1...µ8ν1ν2(γν1ν2)

β
α, (γµ1...µ8)αβ =

1

2!
ϵµ1...µ8ν1ν2(γν1ν2)

α
β ,

(γµ1...µ9)αβ = ϵµ1...µ9ν1(γν1)αβ, (γµ1...µ9)αβ = −ϵµ1...µ9ν1(γν1)αβ,

(γµ1...µ10)βα = ϵµ1...µ10δβα, (γµ1...µ10)αβ = −ϵµ1...µ10δαβ .
(B6)

γ 矩阵的乘积：

γµ1µ2...µpγ
ν1ν2...νq =

min(p,q)∑
k=0

k!

(
p

k

)(
q

k

)
δ
[ν1
[µp
δν2µp−1

· · · δνkµp−k+1
γµ1...µp−k]

νk+1...νq ] (B7)
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其它常用等式：

γµα(βγ
µ
γδ) = 0, (B8)

γµνρα[β γ
µνρ
γδ] = 0, (B9)

γαβµνργ
µνρ
γδ = 48

(
δαγ δ

β
δ − δ

β
γ δ

α
δ

)
, (B10)

γµνραβ γ
µνρ
γδ = 12

(
γµαδγ

µ
βγ − γ

µ
αγγ

µ
βδ

)
, (B11)

γµαβγ
µ
δσ = −1

2
γµαδγ

µ
βσ −

1

24
γµνραδ γ

µνρ
βσ , (B12)

γµνραβ γ
µνρ
δσ = −18γµαδγ

µ
βσ +

1

2
γµνραδ γ

µνρ
βσ , (B13)

γµνραβ γ
µνρ
δσ = −12γµαβγ

µ
δσ − 24γµαδγ

µ
βσ, (B14)

(γµν)δα(γµν)
σ
β = −8δσαδδβ − 2δδαδ

σ
β + 4γµαβγ

δσ
µ , (B15)

(γµνρσ)βα(γµνρσ)
δ
σ = 315δδαδ

β
σ +

21

2
(γµν)α

δ(γµν)σ
β +

1

8
(γµνρσ)α

δ(γµνρσ)σ
β, (B16)

(γµνρσ)βα(γµνρσ)
δ
σ = −48δβαδδσ + 288δδαδ

β
σ + 48γµασγ

βδ
µ , (B17)

γµνρσταβ γµνρστδσ = 0, (B18)

(λγµ)α(λγµ)β = 0, (B19)

(λγµ)α(λγ
µνρστλ) = 0. (B20)

利用前面的恒等式，任何纯旋量空间关联函数都可以分解为下面三个：

〈(λγmnpqrλ)(λγsθ)(θγfghθ)(θγjklθ)〉 =
1152

7
δmf δ

n
g δ

h
j δ

p
kδ
q
l δ
r
s −

2304

7
δmf δ

n
g δ

p
hδ
q
j δ
r
kδ
s
l

+
1

120
ϵmnpqrabcde

[
1152

7
δafδ

b
gδ
h
j δ

c
kδ
d
l δ
e
s −

2304

7
δafδ

b
gδ
c
hδ
d
j δ
e
kδ
s
l

]
+ [mnpqr][fgh][jkl] + (fgh↔ jkl)

(B21)

〈(λγmnpqrλ)(λγstuθ)(θγfghθ)(θγjklθ)〉 =
6917

7

[
δvsδ

t
fδ

m
u δ

n
g δ

h
j δ

p
kδ
q
l δ
r
v − δsfδtgδmu δnhδ

p
j δ
q
kδ
r
l

]
+

3456

1125
ϵmnpqrabcde

[
δvsδ

t
fδ

a
uδ

b
gδ
h
j δ

c
kδ
d
l δ
e
v − δsfδtgδauδbhδcjδdkδel

]
+ [mnpqr][stu][fgh][jkl] + (fgh↔ jkl)

(B22)
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〈λγmnpqrλ)(λγstuvxθ)(θγfghθ)(θγjklθ)〉 = 2880
[8
7
δms δ

n
t δ

p
fδ

q
gδ
r
hδ
u
j δ

v
kδ
x
l −

8

7
δms δ

n
t δ

p
uδ
q
fδ

r
gδ
v
j δ
x
kδ

h
l

+
16

7
δms δ

n
t δ

p
uδ
q
fδ

r
j δ
v
gδ
x
kδ

h
l −

24

7
δms δ

n
t δ

p
fδ

q
gδ
r
j δ
u
hδ

v
kδ
x
l

]
+ 24ϵmnpqrabcde

[8
7
δasδ

b
tδ
c
fδ

d
gδ
e
hδ
u
j δ

v
kδ
x
l −

8

7
δasδ

b
tδ
c
uδ
d
fδ

e
gδ
v
j δ
x
kδ

h
l

+
16

7
δasδ

b
tδ
c
uδ
d
fδ

e
jδ
v
gδ
x
kδ

h
l −

24

7
δasδ

b
tδ
c
fδ

d
gδ
e
jδ
u
hδ

v
kδ
x
l

]
+ [mnpqr][stuvx][fgh][jkl] + (fgh↔ jkl)

(B23)

这里 [I]表示对指标集 I 取全反对称，而且这里的定义是含 1/k!因子的。比如

利用 γmγnp = γmnp + ηmnγp − ηmpγn可以进行下面的分解：

〈(λγmθ)(λγnγrsθ)(λγpγtuθ)(θγfghθ)〉 =〈(λγmθ)(λγnrsθ)(λγptuθ)(θγfghθ)〉

+ 2〈(λγmθ)ηn[r(λγs]θ)(λγptuθ)(θγfghθ)〉

+ 2〈(λγmθ)(λγnrsθ)ηp[t(λγu]θ)(θγfghθ)〉

+ 4〈(λγmθ)ηn[r(λγs]θ)ηp[t(λγu]θ)(θγfghθ)〉
(B24)
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