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PART

IA quick review on SR & GR
Section 1

Basics conceptions about spacetime

我们生活的空间是一个四维局部平坦的 Lorentz流形，也就是一个四维微分流形配
备一个非正定、非退化的度规 g = gµνdx

µ⊗ dxν，这是一个 (0, 2)张量。局部平坦意思是
说任何一点处都可以选取一个坐标系 1使得 gµν = ηµν ,∇ρgµν

2。而 Lorentz体现在 η 有 1
这个坐标系称为局部惯性系，由

于可以从指数映射结合测地线来构

造这个惯性系，所以也称为自由下

落参考系

2
这 里 符 号 约 定 为 ηµν =

(−, +, +, +)

一个指标是负数，而且根据惯性定理，无论你选取什么坐标系将度规对角化，最终负数

的个数都是一样的，这样一来我们便可以严格的区分时间和空间 3。

3
如果这里把 η 中的 −1变成 +1，

我们称为Riemann流形

参数化流形后，时空上的每一点（事件）都将对应一个坐标 xµ，时空中的曲线（世

界线）可以参数化为 xµ(τ)，其可以看作是由矢量场X = Xµ∂µ = xµ(τ)
dτ ∂µ诱导的。考虑

世界线上相邻的两点，我们可以定义线长为

dl =
√
|g(X,X)| =

∫
dτ

√
gµν

xµ

dτ

xν

dτ

很多时候也把线长记为 ds2 = gµνdx
µdxν 但是在微分几何的严格意义下，dxµ 是对偶矢

量，并不是初等微积分中的微分，所以这个式子只能理解为 ds2 = gµνdx
µ ⊗ dxν，也就

是说 ds2 只是张量 g 的另一个叫法而已！后面我们为了方便可能牺牲严谨性，使用 ds2

表示世界线长。

GR中最重要的基本假设便是在坐标变换下物理定律是不变的，这说明作用量必须
是标量，几乎唯一确定了真空引力场作用量为：

Λ是宇宙学常数
g ≡ det gµν

R是 Ricci标量
取自然单位制 c = ~ = 1

SEH = 1
16πG

∫
d4x
√
−g(R− 2Λ) (1.1)

由于度规是张量，所以其在坐标变换下分量变换为：4 4
注意两边对应的自变量，因为张

量都是关于流形上点的场，所以这

里坐标变换后流形上某点对应的坐

标也变了。g̃µν(x̃) = ∂x̃ρ

∂xµ

∂x̃σ

∂xν
gρσ(x)

在 SR中我们仅研究平直的时空，或者说只研究惯性系之间的变换，这些惯性系中的变
换满足 η̃ = η，可以一般的记为：

x̃µ = Λµ
νx

ν + aµ

那么 Λ满足：
ΛTηΛ = η (1.2)

下面是一些 GR中常用公式总结，顺便熟悉下 convention，首先是协变导数符号约定：

∇λV
µ...

ν... = ∂λV
µ...

ν... + Γµ
λσV

σ...
ν... + · · · − Γσ

νλV
µ...

σ... − · · ·

测地线方程：5 5 τ 是仿射参量，对于有质量粒子
可以取为固有时，对于无质量粒子

要取成别的，再加上测地线类光的

条件。

d2xµ

dτ2 + Γλ
αβ

dxα

dτ
dxβ

dτ = 0

1
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黎曼曲率张量以及对应的 Ricci张量和标量：

Rλ
βµν ≡

∂Γλ
νβ

∂xµ
−
∂Γλ

µβ

∂xν
+ Γα

νβΓλ
µα − Γα

µβΓλ
να

Rαβ = Rλ
αλβ R ≡ TrRαβ = Rα

α = gαβRαβ

满足下面的对称性和 Bianchi恒等式：6 6
有的文献写协变导数喜欢用 ; µ代
替∇µ，用 , µ代替 ∂µ

Rαβµν = −Rαβνµ = −Rβαµν = Rµναβ , Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0

Rαβµν;λ +Rαβνλ;µ +Rαβλµ;ν = 0

Section 2

Poincaré group and Lorentz group

显然所有的 Λ构成了一个群，称之为 Lorentz群：

L ≡ O(3, 1) ≡
{

Λ ∈M(4,R)|ΛTηΛ = η
}

(2.1)

而所有的保度规变换还要加入 aµ，构成 Poincaré群：O(3, 1) nR3,1，群乘法为：

(Λ, a) · (Λ′, a′) = (Λ · Λ′, a+ Λ · a′) (2.2)

利用 Poincaré群的不等价不可约表示可以对基本粒子进行分类，见本部分末尾。后面我
们将主要关注 Lorentz群。不难验证 det Λ = ±1，它将 Lorentz群分成两个分支，其中
det Λ = 1的部分含有单位元，构成子群正规 Lorentz群。记为 SO(3, 1)或 L+

另外 (Λ0
0)2 ≥ 1也将 Lorentz群分成两个分支，其中 Λ0

0 ≥ 1的部分含有单位元，构
成子群正时 Lorentz群。记为 O(3, 1)↑ 或 L↑。

最后 L↑
+ ≡ L↑ ∩ L+ 也构成了 L的一个子群。这些子群之间可以用时间反演和空间

反演算符相联系：

T =


−1

1
1

1

 , P =


1
−1
−1
−1

 (2.3)

显然 L+ = {L↑
+, T }, L↑ = {L↑

+,P}, L = {L↑
+, T ,P}

Subsection 2.1

Poincaré algebra

现在考虑群的局部性质，考虑无穷小坐标变换 xµ 7→ xµ + ξµ，保度规条件为：

η̃µν(x̃)− ηµν(x) = ∂µξν + ∂µξν = 0 (2.4)

ξµ 可以用 ωµ
ν 和 bµ 两个无穷小参数标记：

ξµ = ωµ
νx

ν + bµ, ωµν = −ωνµ

平移生成元为:
Pµ = −i∂µ ⇒ T (b) = exp(−ibµPµ)
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boost和转动生成元为：

Mµν = i (xµ∂ν − xν∂µ)⇒ Λ(ω) = exp
(
− i2ω

µνMµν

)
生成共同构成 Poincaré代数：

[Pµ, Pν ] = 0, [Pρ,Mµν ] = i(ηµρPν − ηνρPµ)
[Mµν ,Mρσ = i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMνρ + ηνσMµρ)]

(2.5)

Section 3

Boost and Rapidity

我们把 Lorentz群记为 O(3, 1)强烈暗示了其与 O(n)群的类似性，其实 Lorentz变
换完全可以看作是四维时空中的旋转。三维空间旋转有三个自由度，分别是绕着 x, y, z
轴的旋转，这些轴都是由另外两个轴张成的平面所确定的，总数为 C2

3 = 3。那么对于高
维空间旋转，比如四维空间可以推广为共 C2

4 = 6个自由度。其中有 3个是单纯的 R3中
的旋转，还有三个是混合了时间轴的旋转，也就是初等 SR介绍中的两个相对速度为 v
的惯性系之间的变换，称为 boost。比如 x方向上的 boost就可以显式表达出来为： γ(v) = 1/

√
(1 − β(v)2)

β(v) = v/c

Λ(v) =


γ(v) −γ(v)β(v) 0 0

−γ(v)β(v) γ(v) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.1)

Λ(v)是一个 boost，或者说四维转动，类比三维转动Rx(θ)Rx(φ)Rx(θ+φ)，很容易
想到 Λ(v)Λ(w) ?= Λ(v+w)，即绕着某个轴的转动是一个单参数 Abel子群。但实际上以
v为参数并不能看出这一点。可以定义 7： 7 χ ∈ (−∞, +∞)，所以是非紧致

的 Lie群
χ(v) ≡ arctanh(v

c
) (3.2)

称为 rapidity这样便有 Λ(χ2)Λ(χ1) = Λ(χ2 + χ1)。
rapidity其实有非常明显的物理含义，回忆一下速度的定义：

velocity = displacement
time

由于右边的分式分子分母都是依赖于参考系的，所以如果 B相对于 A运动 8，实际上可 8
方便起见假设沿 x轴作直线运动，
但不要求匀速以对于 B定义三种不同的速度。

Definition 1 v = dx
dt，这里 x, t都是在 A的参考系下测得的。

Definition 2 u = dx
dτ，这里 x是在 A的参考系下测的，τ 是 B的固有时。

这个定义是关于参考系协变的，也就是通常的 4-速度的定义。

Definition 3 (̃v) = dxB

dτ ，分子分母都是 B自己测得的。

但是这个定义有个很大的问题，B自己测量时间没问题，但是 B自己测量自己的位
移始终是 0，所以上面这个定义必须重新审视。首先我们看如何对应 B的加速度，假设
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B在固有时 τ 的时刻相对于地面系的速度 9为 v，这个时候考虑一个与 B速度相同的瞬 9
第一个定义

时惯性系，也就是说过一段时间 dτ 之后 B相对于这个瞬时惯性系会有个速度 dṽ，加速
度也便定义为 dṽ/dτ。假设这段时间内，相对于地面系 B速度增加了 dv，那么根据速度
叠加法则：

v + dṽ

1 + vdṽ/c2 = v + dv ⇒ dṽ
(
1 + v2/c2) dv (3.3)

现在对加速度进行积分：

I(τ) =
∫ τ

0
dτ
dṽ

dτ
=
∫ ṽ

0
dṽ =

∫ v

0

dv

1 + v2/c2 = c · arctanh v(τ)
c

= c · χ(v(τ)) (3.4)

所以在这个速度的定义下，自然导出了 rapidity，如果取自然单位制 c = 1，那么两者完
全一致。

Section 4

Connected components of Lorentz group

对于任何正规且正时的 Lorentz群中的元素都可以做标准分解：

Theorem 1 ∀Λ ∈ L↑
+,∃R1, R2 ∈ SO(3)，使得

Λ = R1Lx(χ)R2 (4.1)

而 Lorentz群只需要再加上 T 和 P 即可，而且这种分解对于 d > 2维时空都是适用
的。从物理上很好理解，一般的 Lorentz变换无非就是绕着任意轴的 boost，我们都可以
先进行转动，将 boost方向转为 x轴，进行 boost之后再转回原来的方向。

任何一个 Lie群实际上都是一个微分流形，而连通性这个概念正是建立在此之上从
拓扑观点来看的。作为一个流形，G不一定是连通的，可以有很多个连通分支，其中只
有含有 e的连通分支才能构成子群，我们记为 Ge，有下面的定理成立：

Theorem 2 Ge CG且所有连通分支构成商群 G/Ge.

这里不做严格证明，下面我们将此定理用于 Lorentz群。根据 4.1，由于其中的每个
因子都与 e道路连通，所以 L↑

+ ⊆ Le，而 L中的其它群元为了与 e相连，必须通过离散

变换 T ,P，所以实际上 L↑
+ = Le，那么连通分支构成商群 L/L↑

+
∼= Z2 × Z2，这里同构

成立是因为商群实际上由 {T ,P}生成。 后面我们都用 ∼= 表示同构，'
表示同态

可见Lorentz群确实包含了 4个连通分支，可以根据Λ0
0以及 det Λ的符号进行分类。

Section 5

Poincaré group and particles

这一部分是最为精妙的部分，我们将会利用 Poincaré群的不可约表示对场和粒子进
行分类，本节论述主要参考Weinberg[1]和董无极 [2]

to be continue. . .



PART

IILorentz group & special linear
groups
本部分我们的目的是建立一系列同构关系，基本思路就是先找到一个同态，然后利用同

态核定理构造同构

Theorem 1 (同态核定理) 如果 f : G→ H是一个群同态，那么有 ker(f)CG且G/ ker(f) ∼= Im(f)

而且本部分会充分利用李群是微分流形这一拓扑性质进行说明，很多证明没有数学

上的严谨，重在直观的感性认知。

Section 6

SO(3) ∼= SU(2)/Z2

SU(2)是所有行列式为 1的酉矩阵构成的群，其群元素可以一般的写为：

U =
(

α β
−β∗ α∗

)
, |α|2 + |β|2 = 1

这意味着描述一个群元需要四个实参，且满足 α2
1 + α2

2 + β2
1 + β2

2 = 1，显然这意味着
SU(2)的拓扑结构为 S3。另外一个需要用到的概念是群中心，也就是与所有群元都对易
的群元 1。不难看出 SU(2)的群中心构成子群 Z2：

1
注意与 Casimir算符的区别

I2 =
(

1 0
0 1

)
, −I2 =

(
−1 0
0 1

)
Theorem 2 SO(3) ∼= SU(2)/Z2

Proof 首先考虑 2 × 2无迹厄米矩阵构成的线性空间 V，显然其中任意一个元素都可以写为
X = xiσi，其中 σi是三个 Pauli矩阵，这实际上建立起了同构 V ∼= R3。su(2)李代数
作为线性空间显然是与 V同构的，而 SU(2)在李代数 a 上诱导出一个所谓伴随表示：

U(U)X = UXU† = UxiσiU
† ≡ f(U)i

jx
jσi

容易验证这个表示是保范数 ‖x‖ 的，那么 f(U) ∈ O(3)，也就是说我们建立了一个
同态：

f : SU(2)→ O(3), U 7→ f(U)

为了利用同态核定理，首先计算 Im(f)。由于 f 是个连续映射，而且 SU(2)单连
通 b，所以 f(U) 也应当包含在 O(3) 的单连通子群中，即 Im(f) ⊆ SO(3)。反过来
SO(3) ⊆ Im(f)也成立，可以看作是 Euler角和 Caylay-Klein参数之间的对应，所以
Im(f) = SO(3)
现在来计算 ker(f)，f(U) = I3×3说明 ∀X ∈ V，都有UXU† = X，也就是说要找的

U与任意X对易，那么其也与任意的 eiX对易，然而Lie Group = eLie Algebra，所以U
就是群中心的元素，所以 ker(f) ∼= Z2，根据同态核定理便有 SO(3) ∼= SU(2)/Z2。

a所谓代数，就是线性空间赋予一个封闭的乘法结构
bSn 的基本群在 n = 1时为自由群 Z，其它时候都为平凡群

5
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Remark 这其实说明了 SU(2) 是 SO(3) 群的双覆盖，SO(3) 群对应流形是对径认同实心球
RP2 × [0, π]，从流形上也能感受一下。最后我们显式给出这个同态：

f

[(
a b
c f

)]
=

Re(ād+ b̄c) Im(ad̄− bc̄) Re(āc− b̄d)
Im(ād+ b̄c) Re(ad̄− bc̄) Im(āc− b̄d)
Re(ab̄− cd̄) Im(ab̄− cd̄) 1

2
(
|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2

)


上式直接从 U,−U 对应同一个 SO(3)中元素也可看出双覆盖性。

Section 7

SO(2, 1)↑ ∼= SL(2,R)/Z2

Lemma 1 (QR分解) 任意复矩阵都可以分解为一个酉矩阵Q和一个上三角矩阵R的乘积，且R
主对角元全为正数。如果这个矩阵是实矩阵，那么 Q为正交矩阵。如矩阵可逆，则分
解唯一。

Lemma 2 SL(2,R)的拓扑结构为 S1 × R× R+，基本群为 Z

Proof 根据 QR 分解，以及 detS = 1 6= 0，任意 SL(2,R) 中的矩阵都可以唯一的分解为
S = QR，而且要求 |Q| · |R| = 1，而 R 主对角元全为正数以及 |Q| = ±1实际上给
出 Q ∈ SO(3) 且 R 的对角线上元素有 a · b = 1 且为正数的限制，而另一个元素不
做限制。这其实就是在对 SL(2,R)做直积分解，由于 SO(2)对应的流形为 S1，所以
SL(2,R)对应的流形为 S1 ×R×R+，后两者基本群平凡，所以 SL(2,R)对应的基本
群为 Z。a

a这里用了乘积空间基本群为各自基本群的直积。

了解了 SL(2)的拓扑性质后就可以开始证明本节的核心结论。

Theorem 3 SO(2, 1)↑ ∼= SL(2,R)/Z2

Proof 与上一节同样，我们先构造 sl(2,C)李代数，其由二维实无迹矩阵构成，生成元为：

t0 =
(

0 1
−1 0

)
, t1 =

(
0 1
1 0

)
, t2 =

(
1 0
0 −1

)
张成的线性空间中任一元素可以表达为 X = xµtµ，显然 detX = −ηµνx

µxν = −x2，
同样我们对 S ∈ SL(2,C)构造伴随表示X 7→ SXS−1，其保事件间隔不变，所以诱导
了一个同态：

f : SL(2,R)→ O(2, 1), S 7→ f(S)

其中

Stµx
µS−1 = tµf(S)µ

νx
ν ,∀xµ ∈ R3 ⇐⇒ StµS

−1 = tνf(S)ν
µ

根据 f 连续，从拓扑上得知 Im f ∈ SO(2, 1)↑，反过来，要论证任何 Λ ∈ SO(2, 1)↑都

可以用 f(S)表示，根据 Λ = R1L(χ)R2，我们只需要找到 S1, S2, S(χ)使得

f(S1) = R1, f(S1) = R2, f(S(χ)) = L(χ)

不难验证前两个等式只需要选取

S =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
∈ SO(2) ⊆ SL(2,R)
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并合适选取 θ参数即可，而后面一个只需选取：

S(χ) =
(
e−χ/2 0

0 eχ/2

)
最后证明 ker f ∼= Z2 的方法就和上一节一样了。

Remark 下面显式给出同态：

f

[(
a b
c d

)]
=

 1
2
(
a2 + b2 + c2 + d2) 1

2
(
a2 − b2 + c2 − d2) −ab− cd

1
2
(
a2 + b2 − c2 − d2) 1

2
(
a2 − b2 − c2 − d2) −ab+ cd

−ac− bd bd− ac ad+ bc

 (7.1)

Section 8

SO(3, 1)↑ ∼= SL(2,C)/Z2

这一节的证明与上一节非常类似，证明细节会适当省略。还是首先关注一下SL(2,C)SL(2,C)
的拓扑性质。

Lemma 3 SL(2,C)单连通

Proof 证明依旧是使用 QR分解，现在 R需要一个正实数和一个复数来描述，所以对应流形
为R+×C，基本群平凡。而Q ∈ SU(2)对应流形为 S3，基本群也平凡，所以 SL(2,C)
基本群平凡，即单连通。

下面证明本节核心定理：

Theorem 4 SO(3, 1)↑ ∼= SL(2,C)/Z2

Proof 证明完全仿造上一节，只是 t→ τ，τ0 = I2×2，τ1 = −σ1
a,τ2 = σ2，τ3 = σ3。后面的

证明也是用伴随表示诱导同态后计算 Im f，这里根据 SL(2,C) ⊇ SU(2)/Z2 ∼= SO(3)
可以得到 f(S) = R，剩下的一个只用取：

S(χ) =
(

cosh χ
2 sinh χ

2
sinh χ

2 cosh χ
2

)
最后计算 ker f 也是同样的思路说明 ker f ∼= Z2

a这里符号约定上比一般定义多了个负号，是为了后文处理天球符号更自洽。

Remark 下面显式给出同态：

f

[(
a b
c d

)]
=

1
2
(
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2

)
−Re(ab̄+ cd̄) Im(ab̄+ cd̄) 1

2
(
|a|2 − |b|2 + |c|2 − |d|2

)
−Re(āc+ b̄d) Re(ād+ b̄c) − Im(ad̄− bc̄) −Re(āc− b̄d)
Im(āc+ b̄d) − Im(ād+ b̄c) Re(ad̄− bc̄) Im(āc− b̄d)

1
2
(
|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2

)
−Re(ab̄− cd̄) Im(ab̄− cd̄) 1

2
(
|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2

)


(8.1)

下面给出两个例子：
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Example z轴旋转 
1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 ∼ ±(e−iθ/2 0
0 eiθ/2

)
(8.2)

z方向 boost 
coshχ 0 0 − sinhχ

0 1 0 0
0 0 1 0

− sinhχ 0 0 coshχ

 ∼ ±(e−χ/2 0
0 eχ/2

)
(8.3)

Section 9

Higher dimensions

Definition 1 (赋范可除代数) 首先考虑 R或者 C上的线性空间我们可以赋予乘法结构将其提升为
代数，如果除了 0元其它元素都有逆元，我们称为可除代数，进一步我们可以赋予范
数，而且要求范数满足：

‖xy‖ = ‖x‖ ‖y‖ ,∀x, y ∈ V

即赋范可除代数。

Theorem 5 (Hurwitz) 任何赋范可除代数都同构于 R,C,H,O中的一种。其中 H是四元数，O是
八元数。

这是一个非常漂亮的结论，告诉我们为什么历史上发现复数之后寻找三元数必然是

失败的，而哈密顿的四元数会成功。

不难猜测，对于更高维时空的 Lorentz群，会对应四元数和八元数，实际上有：

SO(5, 1)↑ ∼= SL(2,H)/Z2 SO(9, 1)↑ ∼= SL(2,O)/Z2 (9.1)

另外，八元数实际上构成的不是一个结合代数，所以 SL(2,O)的存在并非显然的，这里
并不深入讨论。但是实际上这些同构关系式蕴含着很深刻的物理，暗示着最小超对称理

论只能构建在 3，4，6，10维时空中。更有意思的是，可除代数与超弦理论之间有着非
常深刻的联系。[3, 4]

Interlude: Project representation

下面对 Lorentz群表示的本身做更加细致的考量，主要是为了引进一些必要的数学
概念，最终结论主要就是将一些讨论更加数学严格化，不用过分在意。本节讨论主要参照

Weinberg[1]。
对于一个对称群 G，在考虑量子力学关于这个群的对称性时我们其实是在考虑其表

示对 Hilbert空间的作用。群表示自然是个同态，所以我们想到去考虑：

U(T )U(T̄ ) = U(T · T̄ ) (9.2)

但是量子力学的希尔伯特空间实际上是一个射影空间，两个相差全局相位的量子态视作

等价，所以我们实际上应该去考虑群的射影表示：

U(T )U(T̄ ) = eiφ(T,T̄ )U(T · T̄ ) (9.3)
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这里利用线性可以证明 φ(T, T̄ )与所作用的量子态本身无关，但前提条件是这两个量子
态是可加的。比如具有半整数自旋和整数自旋的量子态就是不可加的，最多只能制备出

这俩态的直积态。

但是射影表示用起来很麻烦，如果相位具有下面的特殊结构：

φ(T, T̄ ) = α(T T̄ )− α(T )− α(T̄ )

那我们可以对群表示后的算符重定义：

Ũ(T ) = U(T ) exp (iα(T )) (9.4)

这样我们就可以继续考虑普通的表示而不是射影表示了。现在我们必须严格考虑一个群

是否存在不能通过重定义消去的射影表示，我们称为内禀射影表示。

既然考虑的是李群，那我们可以把群元用 θa 参数化，并定义：

T (θ̄)T (θ) = T
(
f(θ̄, θ)

)
根据 f(0, θ) = f(0, θ) = θ，我们得到单位元附近群元表示的展开：

U (T (θ)) = 1 + iθata + 1
2θ

bθctbc +O(θ3) (9.5)

这里 ta 就是常说的生成元，在这个符号约定下是厄米的，tab 关于指标对称，表示更高

阶的项。另外 f 有展开：

fa(θ̄, θ) = θa + θa + fa
bcθ̄

bθc +O(θ3) (9.6)

类似地，因为 φ(T, 1) = φ(T, 1) = 0，我们有展开：

φ
(
T (θ), T (θ̄)

)
= fabθ

aθ̄b (9.7)

结合 9.5，9.6和 9.7我们得到：

tbc = −tbtc − ifa
bcta − ifbc (9.8)

再根据 tbc 的对称性有：

[tb, tc] = i (fa
cb − fa

bc) ta + i (fcb − fbc) · I (9.9)

denoted by Ca
bc

denoted by Cbc

在相位不为 0 时，生成元的对易关系之间多了一项 iCbc · · · I，称为中心荷。根据
Jacobi恒等式，中心荷要满足方程：

Ca
bcC

e
ad + Ca

cdC
e

ab + Ca
dbC

e
ac = 0

Ca
bcCad + Ca

cdCab + Ca
dbCac = 0

(9.10)

这是与李代数具体结构无关的约束，给出一类特解：

Cab = Ce
abφe, φe ∈ R

这类解到底存不存在要看李代数具体结构，但如果说李代数恰好是这样的解，那么我们

可以通过重定义生成元：

t̃a = ta + φa ⇒ [t̃b, t̃c] = iCa
bct̃a (9.11)

来消除中心荷。这引出了李群是否存在内禀射影表示的定理。
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Theorem 6 如果李群满足下面两个条件：

• 可以类似 9.11重定义生成元消去所有中心荷。

• 群的拓扑结构单连通。

那么我么总可以类似 9.4一样选取令 9.3中相位 φ为 0。

证明比较复杂，我们重点看在 Poincaré群上的应用，另外，这个定理告诉我们只有
两种方式产生内禀投影表示，一种是代数的，一种是拓扑的。

Theorem 7 (V.Bargmann[5]) 半单 Lie代数都可以通过重定义生成元消去中心荷

很幸运，齐次 Lorentz群，也就是Mµν 张成的代数是半单的，但不幸的是 Poincaré
代数不是半单的，不过更加幸运的是中心荷依旧可以被消除。

前面我们说明 Lorentz群的拓扑结构使用了 QR分解，实际上，使用另一种稍微不
同的分解方式——极分解——可以证明拓扑结构其实同胚于 R3 × S3 × Z2，Poincaré群
多出来的那一部分，也就是 R4 是平凡的，重点在于 S3 × Z2，这其实是个双连通结构。
也就是说基本群为 Z2。直观但不严谨的说就是初始点固定，转两圈总共回到初始点两次
的“双圈”可以连续收缩到一点，但是单圈被分成两种，一种能收缩到一点，另一种必

须再重复自己以此才能收缩到一点。

这么来看 Lorentz群必须得用射影表示，我们看一下这个射影表示的特点，核心在
于双圈可以收缩到单位元，所以 1→ Λ→ ΛΛ̄→ 1的路径走两次等于单位元：[

U(Λ)U(Λ̄)U−1(ΛΛ̄)
]2 = 1⇒ U(Λ)U(Λ̄) = ±U(ΛΛ̄) (9.12)

这里的正负号完全可以解释成自旋！整数自旋取正号，半整数取负号。而完整的描

述应该是这个射影表示加上所谓“超选择定则”。前面我们说过相位是不依赖于态的，但

前提条件是这些态是可加的，所以我们可以认为整数和半整数自旋存在超选择定则，也

就是说它们不可加，那么相位就依赖于作用的态的自旋，我们实验上也确实发现了这种

不可加性。这就构成了整个 Lorentz群的表示（同样的推理也可以扩张到 Poincaré群，
毕竟它们拓扑结构一致）。

但是这样还是比较繁琐，但是从数学上看似乎引进射影表示是必然的，那我们能否从

物理上把超选择定则给去掉呢？其实，我们完全可以把大自然真正的对称群取为SL(2,C)
而不是 Lorentz群 SL(2,C)/Z，这个更大的对称群只有普通表示，射影表示里的正负号
随着表示本身的不同就自然的冒出来了。就像是 SU(2)，看作是对 SO(3)对称性的扩张，
奇数维表示是简并表示，会出现负号，而偶数维是忠实表示，就只留下正号了。当然这一

做法有代价，那就是抛弃了超选择定则 2，这样不同自旋态的不可加性就不能从 Lorentz 2
总之除了超选择定则，其它完全

一样。不变性直接导出，但并不用担心这一点，毕竟实验上从未制备出这样的叠加态。

所以，对于任何对称群，如果存在中心荷，可以干脆扩张这个李代数，把与一切生

成元都对易的生成元包含进来，这样就不存在中心荷了 3，但是同样也会丢弃超选择定 3
伽利略群就存在质量M这个中心
荷，我们可以进行扩张，见A.Zee[6]则；如果李群不是单连通的，我们可以将其表示成 C/H，其中 C 单连通，称为 G的通

用覆盖群 4。然后把对称群取为 C 而不是 G，这样扩张群之后就可以不用担心射影表示 4
类似的论述可以在 [7] 对应章节

找到问题，也不用引入超选择定则。
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IIIConformal transformations
Section 10

Pull back, push forward & Lie derivative

考虑光滑映射 φ :M→N，可以定义拉回映射为：

C∞(M) 表示 M 上的光滑标

量场

X (M) 表示M 上某点处的切

矢空间，相应的 X ∗(M) 表示
余切丛空间

TM(k, l)表示M上的 (k, l)型
张量场Definition 1 (pull back) φ∗ : C∞(N )→ C∞(M), f 7→ φ∗f 其中φ∗f ≡ f ◦φ，也即 (φ∗f)|p = f |φ(p)，

这个定义可以自然延拓到 φ∗ : TN (0, l)→ TM(0, l)，其中：

(φ∗T )a1···al
|p(v1)a1 · · · (vl)al ≡ Ta1···al

|φ(p)(φ∗v1)a1 · · · (φ∗vl)al

对于 ∀p ∈M, v1, . . . , vl ∈Xp(M)恒成立。

类似的可以定义推前映射概念：

Definition 2 (push forward) φ∗ : Xp(M)→Xφ(p)(N ), Xa 7→ (φ∗X)a 其中

(φ∗X) (f) = X (φ∗f), ∀f ∈ C∞(N )

at φ(p) at p

同样也可以进行延拓 φ∗ : TM(k, 0)→ TN (k, 0)，其中

(φ∗T )a1···ak |q(w1)a1 · · · (wk)al
≡ T a1···ak |φ−1(q)(φ∗w1)a1 · · · (φ∗vl)al

对于 ∀q ∈ N , w1, . . . , wl ∈X ∗
p (N )恒成立。

如果 φ是一个微分同胚，那可以进一步延拓到 TM(k, 0)↔ TN (k, 0)之间的推前和
拉回映射。

Definition 3 以 (1, 1)型张量的推前映射为例：

(φ∗T )a
b |qwav

b ≡ T a
b |φ−1(q)(φ∗w)a(φ∗v)b

对于任意的 q ∈ N , wa ∈X ∗
q (N ), vb ∈Xq(N )成立，其中 (φ∗v)b 理解为 (φ−1

∗ v)b。其

它类型张量，以及拉回映射可类似定义，而且 φ∗ = φ−1
∗

Remark 现在我们有必要澄清一下关于映射的主动和被动观点。首先注意到微分同胚 φ其实很
自然地定义了一个M坐标变换 x 7→ x′，其中 x是M上老坐标，y是N 上坐标，则：

x′(p) ≡ y(φ(p))

反过来，坐标变换也可以确定一个微分同胚映射。这让我们可以用两种方法去看待这

个微分同胚：

• 主动观点：老老实实看作是 p ∈ M 7→ φ(p) ∈ N，然后在 N 上确定了一个新的
张量场，由原先的张量场“认同”后得来，也就是 T |p 7→ φ∗T |φ(p)。

11
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• 被动观点：还是在原先的M，点和张量也没有变换，而是现在在新的坐标系 {xµ}
下考虑问题。

这两种观点是等价的，关键就在于下面的这个等式：

(φ∗T ) µ1···µk
ν1···νl

∣∣∣∣
φ(p)

= T ′µ1···µk
ν1···νl

∣∣∣∣
p

(10.1)

New tensor

in Old coordinate {yµ}

at New point

Old tensor

in New coordinate {x′µ}

at Old point

更多关于等价性的论述见梁灿彬 [8]第四章相关内容，后面会直接作为结论直接进行
引述。

Section 11

Killing & Conformal Killing vector field

下面我们考虑M = N , {xµ} = {yµ}。对于矢量场 ξa，其积分曲线诱导了一个微

分同胚（点沿着积分曲线流动），在被动观点下看就是诱导了一个无穷小坐标变换 xµ 7→
xµ + ξµt，其中 t→ 0，在主动观点下看就是诱导了流形上点的变换和张量的变换，但是
坐标系仍然不变。首先给出对 ξ方向的李导数的定义：

Definition 4 (李导数) 李导数Lξ 定义为

LξT
a1···ak

b1···bl
≡ lim

t→0

1
t

(φ∗
tT

a1···ak
b1···bl

− T a1···ak
b1···bl

)

可以利用下面的式子计算其在某一坐标系下分量：

LξT
µ1···µk

ν1···νl
=ξλ∇λT

µ1···µk
ν1···νl

− Tλ···µk
ν1···νl

∇λξ
µ1 − · · · − Tµ1···λ

ν1···νl
∇λξ

µk

+ Tµ1···µk
λ···νl
∇ν1ξ

λ + · · ·+ Tµ1···µk
ν1···λ∇νl

ξλ

(11.1)

比如度规的李导数：1 1
这里我们用到了度规平行移动的

性质，∀X ∈ X (M), ∇Xg = 0Lξgµν = ∇µξν +∇µξν (11.2)

Definition 5 (Killing) 矢量场 ξa 诱导单参数微分同胚群 φt : M → M，如果其诱导的度规变换
满足：

φ∗gab = Ω2gab, ∀p ∈M (11.3)

其中 Ω2 ∈ C∞(M)且正定。我们就称向量场为共形Killing向量场，对应的微分同胚
称为共形映射（变换）。从李导数的观点来看就是要求：

Lξgµν = ω(t)gµν (11.4)

其中 ω(t) ∈ C∞(M)，有关系 Ω2 = 1 + ω(t)t + O(t2)。特殊的，如果 Ω2 = 1 也即
ω(t) = 0，那我们就称 ξa 为Killing向量场，对应的微分同胚为等度规映射。

前面的 Lorentz变换其实就是在找在Minkowski时空内由Killing场诱导的变换，这
要求：

Lξηµν∇µξν +∇µξν = ∂µξν + ∂νξµ = 0

称为Killing方程。这与前面直接从坐标变换导出的式子是一致的 2。实际上，前面用坐 2
前面的式子实际上是把无穷小因

子 t吸收进了 ξ中标变换那一套就是在玩被动观点，可以证明，ξa是（共形）Killing场的充要条件是其生
成的坐标变换使得：3 3

注意张量分量作为坐标的函数在

何处取值，以及偏导数在何处取值，

只要想清楚这些函数的自变量是什

么、方程两边各自在哪个坐标系，

以及方程作为张量等式都是在流形

上同一点取值即可。
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g′
µν(x′) = ∂xσ

∂x′µ (x′) ∂x
σ

∂x′ν (x′)gσρ(x) = Ω2(x)gµν(x) (11.5)

在场论中我们更多使用坐标变换的被动观点来看问题。这个等式的证明关键就是使用

10.1。
根据前面的论证，对于四维闵氏时空，Killing方程共有 10 = 4×(4+1)

2 个独立解，也

就是说存在 10个独立的 Killing场。实际上可以证明，对于任意 n维时空，其最多具有
n(n+1)

2 个独立的 Killing场，然而闵氏时空的 Poincar 变换正好取到不等式上界。由于

Killing场诱导的是等度规映射，所以也成为时空的对称性，根据上面的分析，平直闵氏
时空具有最大的对称性。

Remark 最大平直时空所有点都是“平权”的，也称为常曲率空间，其黎曼张量为：

Rλρσν = K (gλσgρν − gλνgρσ) , K = R

n(n− 1)

而且Weyl张量处处为 0，也就是说时空是共形平直的，始终存在一个坐标系使得：

gµν = Ω(x)2ηµν

对于黎曼流形，最大平直时空除了K = 0的 Rd，还有K > 0的球面以及K < 0的双
曲空间。宇宙学原理认为空间部分是最大对称空间，在 FLRW度规下：

ds2 = −dt2 + a(t)2dΩ2
K

这里 dΩ2
K 是上面三种的一种，而且根据K = 0,K > 0和K < 0可以把宇宙分为平宇

宙、闭宇宙和开宇宙。

而对于 Lorentz流形，除了K = 0的 R1,d，还有K > 0的 dS时空以及K < 0的
AdS时空，他们都是带宇宙学常数的真空 Einstein方程的特解。最后说一下，时空本
身是绝对的，但空间是相对的，空间部分平坦取决于我们如何对时空用进行分层（坐

标系的选取 t = const），所以不能绝对地在未指定坐标系的情况下谈空间部分平直或
者弯曲。更多有关最大对称时空的介绍可以见李理老师的报告: 带宇宙学常数的时空
和黑洞相变（一）。

Remark 在 GR的语境下提到共形变换更多的其实是指Weyl变换，它的定义和共形变换很像，
但是不等价。Weyl变换的定义不需要微分同胚，或者说我们直接取同胚为 idM，这样

流形上的点、张量和坐标系都不变，但是我们直接把流形上的度规结构改变，变成：

g̃ab = Ω2gab

还要求物理不变，这就是Weyl invariant，定义与共形变换非常类似，但是不能混淆两
者，两者之间的微妙区别会体现在弦论中共形反常的消去上。[9]

度规在流形上定义了长度 ‖v‖ ≡ g(v, v)，相应的可以定义角度为：

cos θ ≡ g(v, w)
‖v‖ · ‖w‖

显然，共形变换是不改变两曲线交点处切矢之间角度的变换，也常被称为保角变换。

Section 12

Conformal transformations in d > 2

https://www.koushare.com/video/videodetail/64861
https://www.koushare.com/video/videodetail/64861
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现在假设背景时空是平直时空 1，利用共形 Killing方程，共形 Killing场满足：

∂µξν + ∂νξµ = ω(x)gµν (12.1)

式子两边同时取迹得到：

ω(x) = 2
d
∂µξµ (12.2)

12.1两边同时微分 ∂ρ 得到：

2∂ρ∂{µξν} = ∂ρωgµν (12.3)

上式对三个指标进行轮换，每次轮换改变符号然后相加得到：

−∂ρωgµν + ∂µωgνµ = 2∂µ∂νξρ (12.4)

再次与 gµν 缩并得到：

∂u∂µξρ = 2− d
2 ∂ρω (12.5)

12.1作用上 ∂ρ∂ρ，再由 12.5得到：

[∂ρ∂ρgµν + (d− 2)∂µ∂ν ]ω(x) (12.6)

上式两边求迹得到：

(d− 1)∂µ∂µω(x) = 0 (12.7)

d = 1，上式恒成立，也就是说任意变换都是共形变换，这是由于一维无法定义角度导致
的，d ≥ 2时，满足拉普拉斯方程：

�2ω(x) = 0 (12.8)

d > 2则根据 12.6还进一步要求：

∂µ∂νω(x) = 0 (12.9)

这说明 ω形式上只能为：
ω(x) = A+Bµx

µ (12.10)

代入 ref11.10得到
∂µ∂νξρ = 1

2 (−Bρgµν +Bµgνρ +Bνgρµ) (12.11)

右边是常向量。因此，ξµ 是 xµ 的二次函数，可展开成

ξµ(x) = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ (12.12)

这里，aµ, bµν , cµνρ 是常数，cµνρ关于后两指标对称：cµνρ = cµρν。将上式代入 12.2
，得到

ω(x) = 2
d

(bµ
µ + 2cµ

µρx
ρ) (12.13)

因此，ω的展开式 (1.30) 中的系数 A,B 同 b, c的关系是

A = 2
d
bµ

µ, Bµ = 4
d
cν

νµ (12.14)

那么 A,B 由 a, b, c确定了，(1.32) 代入 (1.31) 和 (1.18) ，可进一步限制 b, c 的形式。事

1后面的推导对于Minkowski时空和 Euclide时空都适用
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实上，代入后得到

2cρµν = 1
2 (−Bρgµν +Bµgνρ +Bνgρµ) (12.15)

bµν + bνµ + 2 (cµνρ + cνµρ)xρ = (A+Bρx
ρ) gµν (12.16)

于是

bµν + bνµ = Agµν (12.17)

cµνρ = 1
4 (−Bµgνρ +Bνgρµ +Bρgµν) (12.18)

由此，知道共形因子后就可以写出共形变换。最终得到无穷小变换可分成以下几类：4 4 SCT: Special Conformal Trans-
formation

Translation x′µ = xµ − aµ

Rotation x′µ = xµ − bAµνxν , bAµν = −bAνµ

Dilation x′µ = xµ − A

2 x
µ

SCT x′µ = xµ − 1
4
(
−Bµx2 + 2xµBνxν

)
(12.19)

对应的无穷小变换的生成元可表示为

Pµ = −i∂µ

Mµν = i (xµ∂ν − xν∂µ)
D = −ixµ∂µ

Kµ = −i
(
2xµx

ν∂ν − x2∂µ

) (12.20)

它们之间的对易关系为：

[Pµ, Pν ] = 0, [Pρ,Mµν ] = i(ηµρPν − ηνρPµ)
[Mµν ,Mρσ = i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMνρ + ηνσMµρ)]
[D,Pµ] = iPµ

[D,Kµ] = −iKµ

[Kµ, Pν ] = 2i (gµνD −Mµν)
[Kρ,Mµν ] = i (gρµKν − gρνKµ)
[Pρ,Mµν ] = i (gρµPν − gρνPµ)

(12.21)

可以看到其中一部分就是 Poincaré代数 5，这也说明了等度规变换是共形变换的特 5 gµν = δµν 时为 Euclide代数
殊情况。这个 Lie代数称为 d维共形代数。

重定义生成元 Jab(a, b = −1, 0, · · · , d)：

Jµν = Mµν (12.22)

J−1µ = 1
2 (Pµ −Kµ) (12.23)

J−10 = D (12.24)

J0µ = 1
2 (Pµ +Kµ) (12.25)
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从共形代数的对易关系，可以得到 Jab 满足对易关系

[Jab, Jcd] = i (gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac) (12.26)

当共形变换是 Euclide 空间中的变换时，gab 是号差为 (−,+, · · · ,+) 的 Minkowski 度
规 6。也就是说 d维（Euclide空间）中的共形代数，同构于 Lorentz代数 so(d+ 1, 1)。 6

否则有两个负号

有限共形变换可有由无穷小共形变换的叠加构成，形式为：

Translation x′µ = xµ − aµ

Rotation(Boost) x′µ = Λµ
νx

ν

Dilation x′µ = αxµ

SCT x′µ = xµ − bµx2

1− 2b · x+ b2x2

(12.27)

其中最后一个变换是由平移和反演变换的组合得到的：

xµ → x′µ = xµ

x2 → x′′µ = x′µ − bµ → x′′′µ = x′′µ

x′′2 (12.28)

而反演变换是离散的，所以 SCT并不能用无穷小变换生成。根据前面的讨论，这些变化
构成 SO(d+ 1, 1)群。

Section 13

Conformal transformations in d = 2

上一节利用李导数看待问题，也就是所谓主动观点，现在用坐标变换的观点来进行

推演。

在二维情况下，使用复数作为参数非常方便，定义复变量：7 7
导数这样定义是为了 ∂zz =

∂z̄ z̄ = 1

z = x1 + ix2, ∂z ≡
1
2(∂1 − i∂2), ∂z̄ ≡

1
2(∂1 + i∂2)

Euclide空间中度规可以写成：
gz = dzdz̄ (13.1)

现在考虑坐标变换 z 7→ z′(z, z̄)，度规相应变为：

gz 7→ g′
z = dz′dz̄′

=
(
∂z′

∂z
dz + ∂z′

∂z̄
dz̄

)(
∂z̄′

∂z
dz + ∂z̄′

∂z̄
dz̄

)
= ∂z′

∂z

∂z̄′

∂z
dz2 + ∂z′

∂z̄

∂z̄′

∂z̄
dz′2 +

(
∂z̄′

∂z

∂z′

∂z̄
+ ∂z′

∂z

∂z̄′

∂z̄

)
dzdz̄

(13.2)

这导致了下面的 Cauchy-Riemann条件：

∂z′

∂z
= 0 or ∂z′

∂z̄
= 0 (13.3)

而且前面的推导只要求度规形式为 Ω(z, z̄)dzdz̄。也就是说，变换 z′为全纯 8或者反全纯 8
数学人叫法，物理人喜欢称为解

析函数函数，而反全纯函数会将右手系变为左手系，后面主要考虑全纯情况，反全纯情况只需

要全部取复共轭即可。

考虑局部的无穷小共形变换，变换形式可以写成：

z 7→ z + ξ(z), z̄ 7→ z̄ + ξ̄(z̄)
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其中 ξ可以进行 Laurent展开为：

ξ(z) =
+∞∑

n=−∞
ξnz

n+1, ξ̄(z̄) =
+∞∑

n=−∞
ξ̄nz̄

n+1

对应于 ξn, ξ̄n 的生成元为 Ln, L̄n，显然这些生成元的个数是无限个！生成了一个无限维

李代数Witt代数 9： 9
严格来说是两个Witt代数的直积

Ln = −zn+1∂z, L̄n = −z̄n+1∂z̄ (13.4)

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n, [L̄m, L̄n] = (m− n)L̄m+n, [Ln, L̄m] = 0 (13.5)

二维共形场论在局域变换下具有无穷多的对称性！但是全局的共形变换要求 z′(z)没有
极点且只有一个非简并零点（否则变换不是单的），这限制了 z′(z)的形式为：

z′(z) = az + b, a, b ∈ C, a 6= 0 (13.6)

这里 a 6= 0是为了让 z 7→ z′ 为 C→ C的满映射。

Subsection 13.1

Embedding formalism

Rd上的共形变换 10和 Rd+1,1上的 Lorentz变换有很直观的几何对应 [10, 11]。首先 10 d = 2时取全局共形变换
注意到由于 Lorentz变换保 ds2，所以对于顶点在原点处的光锥，Lorentz变换是在光锥
上的同胚。那我们可以把光锥看作是嵌入 11在 Rd+1,1中的子流形，这实际上是将 Rd通 11 Embedding formalism 类似于

光锥坐标过下面的方式嵌入到 Rd+1,1 中：

qµ = (1 + x2, 2xA, 1− x2), xA ∈ Rd (13.7)

这样，Lorentz变换作用在光锥上可以看作是 Rd 上的一个变换：

qµ 7→ q′µ = (Λq)µ

(Λq)+ (13.8)

其中分母是为了将 q+ ≡ 1
2
(
q0 + qd+1) = 1归一化，所谓嵌入到光锥的正则部分（canonical

section）。而且，可以验证这个变换是 Rd上的全局共形变换！特别地，当 d = 2时，定
义 w = x1 + ix2，这个同构变成：

qµ(w, w̄) = (1 + ww̄,w + w̄, i(w̄ − w), 1− ww̄) (13.9)

利用 8.1，可以得到：

(Λq)+ =
∣∣∣∣∂z′

∂z

∣∣∣∣− 1
2
∣∣∣∣∂z̄′

∂z̄

∣∣∣∣− 1
2

任意类光矢量可以参数化为：12 12
后面会 ωk,k0混用，但是不要与

ω弄混

kµ(w, w̄) ≡ ωqµ = k0q̂µ = k0

1 + ww̄
(1 + ww̄,w + w̄, i(w̄ − w), 1− ww̄) (13.10)

Section 14

Conformal transformations on the Riemann sphere

本节的关键在于下面的式子：

S2 ∼= C ∪ {z =∞} (14.1)
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这实际上是在对复平面进行一点紧化，导致的球面我们称为 Riemann球面，这个同胚可
以利用球极投影显式构造出来：

(x1, x2, x3) 7→ (x′
1, x

′
2, 0) :

{
x′

1 = rx1
r+x3

x′
2 = rx2

r+x3

(14.2)

利用复坐标可以写为：

(x1, x2, x3) 7→ z ≡ x′
1 + ix′

2
r

= x1 + ix2

r + x3
⇐⇒ z = eiφ tan θ2 (14.3)

这里我们是按照南极为极点进行投影，投影到赤道平面，以北极为投影点只需要把上式

中的 r + x3 替换为 r − x3。更一般的，我们还可以给出高维的球极投影：

Sn+1 ∼= En ∪ {∞} (x1, x2, · · · , xn, 0) 7→ (2x1, 2x2, · · · , 2xn, |x|2 − 1)
|x|2 + 1 (14.4)

将 S2 作为 R3 的子流形，不难在复坐标下写出对应度规为：

gz = 4r2

(1 + zz̄)2 dzdz̄ (14.5)

根据之前的分析，S2上的共形变换由全纯或反全纯函数诱导，后者将左右手系互换。复
平面一点紧化为球面之后，全局共形变换函数必然有一个极点，负责映射到 {∞}，所以 13 13

下面只对全纯进行讨论，反全纯

只需取复共轭

z′(z) = Poly(z)
Poly(z)

依旧根据变换的单射性质，要求分子分母都必须只能线性依赖于 z，而且由于满性，分
子分母零点不能相同，所以这要求全局共形变换形式只能为：

z′(z) = az + b

cz + d
,

∣∣∣∣a bc d
∣∣∣∣ = 1 (14.6)

注意到这里对行列式进行了归一化选取。一般谈及二维共形变换我们都是在加入无穷远

点后进行讨论，在数学上这种变换称为Möbius变换。由于整体相差一个负号代表的是
同一个变换，所以变换群为SL(2,C)/Z2，将反全纯部分一并考虑进来后扩充为SL(2,C)。

Witt代数中 n = {−1, 0, 1}的部分张成了 sl(2,C)子代数 14，也就是那些全局共形 14
非常巧，整数域的非平凡子域也

就是它变换的生成元。它们实际上与 Lorentz群生成元可以直接由下式联系：

L0 = 1
2 (J3 − iK3) , L−1 = 1

2 (−J1 + iJ2 + iK1 +K2) , L1 = 1
2 (J1 + iJ2 − iK1 +K2) ,

L0 = 1
2 (−J3 − iK3) , L−1 = 1

2 (J1 + iJ2 + iK1 −K2) , L1 = 1
2 (−J1 + iJ2 − iK1 −K2) .

(14.7)
其中

Ji = 1
2εijkM

jk, Ki = Mi0, i ∈ {1, 2, 3}
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IVCelestial Sphere & Asymptotic
Flat Spacetime
Section 15

Carter-Penrose diagram

Minkowski时空的度规在球坐标系下可以写为：

ds2 = −dt2 + dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdφ2) (15.1)

dΩ2
2

定义 retarded和 advanced坐标为：

u ≡ t− r, v ≡ t+ r (15.2)

这个坐标系下度规重写为：

ds2 = −dudv + (u− v)2

4 dΩ2
2, −∞ < u ≤ v < +∞ (15.3)

由于时空具有球对称性，所以考虑忽视角向，只考虑径向，那么时空图 t-r上每一个点代
表一个球面，径向光线意味着 u或 v是常数。时空的无限远有不同的趋向方式，这也导
致了不同的无穷远定义：

I+

I−

i+

i−

t

i0
r

图 1. 共形无穷远定义

i+ ：类时未来无穷远，r一定，t→ +∞；

i− ：类时过去无穷远，r一定，t→ −∞；

i0 ：类空无穷远，t一定，r → +∞；

I+ ：类光未来无穷远，u一定，r → +∞；

I− ：类光过去无穷远，v一定，r → +∞；

这五个无穷远合称为共形无穷远。

但是无穷远还是一个靠想象的概念，无法在这样的图中表现出来，继续考虑坐标变

换，变到所谓光锥坐标：

U ≡ arctan u, V ≡ arctan v (15.4)

度规在光锥坐标下变为：

ds2 = 1
4 cos2 U cos2 V

·
(
−4dUdV + sin2(V − U)dΩ2

2) , −π2 < U ≤ V <
π

2 (15.5)

现在我们牺牲对距离的精确描述，考虑Weyl变换之后，丢掉共形因子后的度规：

d̃s
2 = −4dUdV + sin2(V − U)dΩ2

2 (15.6)

这样消去了在 ±π
2 处的坐标奇性，我们称之为共形紧化。可以证明 [12]，两个相差共形

变换的度规具有如下性质：

1. 由于 d̃s
2 ⇐⇒ ds2 = 0，所以光锥不变，即时空因果结构不发生改变；

19
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2. 向量场的类时、类空和类光性质不变；

3. 类时和类空曲线还是类时或者类空的，但是类时或者类空测地线不一定仍是测地
线，但是类光测地线依然是类光测地线。

从这个意义上看，如果我们只关注时空的因果结构，完全可以考虑共形紧化之后的度规，

重点是共形紧化后坐标变成有限区间内取值，这使得我们有希望在时空图上表现出共形

无限远。继续对 15.6做变换：

T = U + V, R = U − V overall=⇒ t± r = tan 1
2 (T ±R) (15.7)

度规变为：

d̃s
2 = −dT 2 + dR2 + sin2 RdΩ2

2, |T |+R < π, 0 ≤ R < π (15.8)

最后一项角向不用在意 1，现在整个时空图是一个有限大小的图，其上面的每一点表示 1
坐标变换的时候我们只是把 r, t

进行变换，没有将他们与角向坐标

混合
一个球面（除了 i0），而且共形无限远以边界的形式表现出来：

R

T

r = 0

spacelike
infinity (i0)
r = +∞

t = −∞
past timelike
infinity (i−)

future timelike
infinity (i+)
t = +∞

future lightlike
infinity (I+)

past lightlike
infinity (I−)

t = constant
r = constant

photon

+π

−π

+π

图 2. Minkowski时空彭罗斯图

这种类光测地线都是 45◦ 斜线，而且能表示共形无限远的图称为彭罗斯图。这个图

还有另一种更常用的画法，其实是比上面的形式多出一个维度，用图上左右部分两个点

表示一个球 S2，表示球上的一对对径点。原先在上图中只能画成折线的测地线现在可以
展开画为曲线：
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图 3. Minkowski时空彭罗斯图的另一种形式

注意前面的几个 Penrose图都特别对 i+, I+
+ ; i−, I−

− 以及 i0, I−
+ , I+

− 后面我们将会看

到，场在这几个点上其实是多值的，或者说极限与趋近方向有关，所以必须进行区分，这

几个点并不是一个点，即使是极限的意义下也不是！

在我们考虑的散射过程中，有质量粒子总是从 i− 出发，通过类时测地线最终抵达
i+，而无质量粒子总是从 I− 出发走 45◦ 斜线到达 I+。

Section 16

Celestial Sphere

如图 4所示，I±上的每一个点代表一个球面 2，我们称之为天球 CS2，在 SR的语 2
在这个图上是左右两边各一个点

组成的对径点连成的圆周表示一个

球面
境下，天球一般指观察者所看到的无限远区域，所以特指 I− 上的天球。

在类光无穷远处可以选取 Bondi坐标来参数化天球，在 I+ 上我们选取 (u, r, z, z̄)，
其中 r →∞，(z, z̄)是球极投影到复平面来表示天球的角向坐标，这套坐标与 {xµ}之间
的关系为：

xµ =
(
u+ r, r

z + z̄

1 + zz̄
, ir

z̄ − z
1 + zz̄

, r
1− zz̄
1 + zz̄

)
(16.1)

在 I−上我们选取 (v, r, z, z̄)，其中 r →∞，注意现在角向坐标和 I+上的选取是对
径认同的关系，也就是说 z 7→ − 1

z̄：

xµ =
(
v − r,−r z + z̄

1 + zz̄
,−ir z̄ − z1 + zz̄

,−r1− zz̄
1 + zz̄

)
(16.2)

从上面的式子也可看出 I± 上两套坐标空间部分的关系的确为空间反演，在图 4中我们
也通过 •和 ×标记出来了。

现在考虑 Lorentz变换对天球的作用，也就是要考虑 Lorentz变换下 Bondi坐标在
r →∞怎么变。我们以 I+上的天球为例，首先考虑 r的变化。思路就是根据 r =

√
xixi，

xµ 7→ Λµ
νx

ν 以及 SO(3, 1)↑ ∼= SL(2,C)/Z2 导致的 8.1进行计算，并取 r →∞的极限，
经过冗长的计算后得到 3： 3

本节的详细计算参考 [13]
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z

u

v

CS2

i−

i+

I+

I−

i0

图 4. Bondi坐标与天球

at past null infinity I− and pass through spatial infinity i0 to future null infinity I+. The
matching condition (2.3.5) then states that the fields are continuous along the generators of
I, including when they cross i0, even though it is generically a singular point. It is singular,
because, for example, even just one charge in the interior needs an image charge at i0, which
will cause the electric field to diverge there. One certainly cannot demand that the fields be
smooth at spatial infinity. In the presence of multiple moving charges, the singularity can
become very complicated and in general requires arbitrarily many parameters to describe.
However, we are still able to consistently require, without violating Lorentz invariance (which
is a conformal symmetry of the compactified geometry), that the fields are continuous along
the null generators passing through i0 as prescribed by equation (2.3.5).

2.4 Asymptotic Expansions

Before going any further, it is convenient to introduce specific advanced and retarded
coordinates, illustrated in figure 6, and to be more precise about our large-r expansions
around I±.

I+

I−

+∞

−∞
0

∞
u

z, z̄

r

I+

I−

+∞
0

∞

−∞

v

r

z, z̄

Figure 6: In the left diagram, I+ is parametrized by retarded time u and spherical
coordinates (z, z̄) in retarded Bondi coordinates, while in the right diagram, I− is
parametrized by advanced time v and spherical coordinates (z, z̄) in advanced Bondi
coordinates. The advanced and retarded (z, z̄) coordinates are chosen so that they are
related by an antipodal map on spheres of constant (u, r).

In retarded coordinates (r, u, z, z̄), the Minkowski line element is

ds2 = −du2 − 2dudr + 2r2γzz̄dzdz̄ . (2.4.1)

16

图 5. Bondi坐标

r′ = r · |az + b|2 + |cz + d|2

1 + zz̄
+O(1) ≡ r · F (z, z̄) +O(1) (16.3)

所以 Lorentz变换下确实会把 r =∞ 7→ r =∞。u的变换计算相对简单，注意到

t2 − r2 = u2 + 2ur

式子左边是个 Lorentz不变量，现在考虑的是某个固定 u时的天球变换，所以 r →∞后
说明 2ur是个 Lorentz标量，代入 r变换关系得到：

u′ = u

F (z, z̄) +O
(

1
r

)
(16.4)

注意，这里说明在一般的 Lorentz变换后天球并非还是天球，因为 u的变换依赖于角向
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坐标。如果现在只关心天球的角向坐标怎么变，不关心变换后每个点是属于哪一“时刻”

的天球，计算后发现：

z′ = az + b

cz + d
+O

(
1
r

)
(16.5)

也就是说天球角向的变换就是 CS2 上的全局共形变换！但是写出这个形式我们利用了
8.1，这也就是前面为何要取 τ1 = −σ1原因，本质上就是为了让这列公式形式更加漂亮，
选取 σ1也不影响变换还是一个全局共形变换。天球在 Lorentz变换下的变换可以用下图
总结 4： 4

不少精美的插图都是直接取自

[14]

I+
−

I−+

I+

I+
+

I−−

I−

Figure 17: Under a supertranslation, retarded time u is shifted independently at every
angle on I.

on the sphere, we retrieve the three spatial translations. The most general f effectively allows
separate translations along every null generator of I+.

Supertranslations transform one geometry into a new, physically inequivalent geometry,
despite the fact that they are diffeomorphisms. To see this, consider a solution where an
outgoing pulse of gravitational or electromagnetic waves crosses the south pole of I+, and
another pulse crosses the north pole of I+, both at retarded time u = 100. Now supertrans-
late this solution with a function f(z, z̄) that has the property that f(south pole)=100 and
f(north pole)=0. The new solution now has one outgoing pulse at the north pole only at
u = 100 and one at the south pole only at u = 200. The outgoing data are measurably
changed by the supertranslation.

This simple example shows that the effect of a supertranslation on a solution can be
discerned even at the classical level. While the structure here follows the abelian gauge
theory case quite closely, the large abelian gauge transformations only modified phases of
states and therefore are somewhat quantum in nature. For this reason, it can be less confusing
to discuss asymptotic symmetries in the case of gravity. Although supertranslations were not
understood to be a symmetry of gravitational scattering until recently [42,43], the fact that
they act nontrivially on the phase spaces at I± was understood fifty years ago by BMS [8,9].
It is odd that this symmetry of gravity was at least partially understood fifty years ago,
whereas the precisely analogous symmetries in electromagnetism were only understood in
the past few years [10, 11, 13, 14]. This is perhaps in part due to the quantum nature of the
electromagnetic symmetries.

The action of supertranslations on the I+ data mB, Czz, and Nzz can be determined by
computing the Lie derivative of the appropriate component of the metric and then extracting

67

图 6. 天球上的 Lorentz变换

Section 17

Asymptotic flat spacetime: basic concepts

所谓渐近平直时空简单点说就是在共形无限远处与Minkowski时空一致，渐近效应
足够小允许存在引力波等解，但又要足够大能够排除无穷大能量这些非物理解。这一要

求实际上可以用严格的与坐标无关的流形语言来描述 [15]。这里考虑使用某一特定坐标
系——Bondi坐标——的语言来进行阐述 [14, 16]，由于 I± 的处理方法类似，所以重点

考虑于 I+。
由于广义相对论是一个与坐标无关的理论，即理论本身具有微分同胚不变性，这是理

论本身的冗余自由度，我们这里实际上是在对理论选取一个特定规范后进行描述。Bondi
规范是最早也最自然的提法，当然也有其它规范选取 [17, 18]。对于某个固定的 u(xµ)，在
时空上决定了一个超曲面，其上法矢为 nµ = gµν∂νu，第一个规范条件是要求这个超曲
面类光 5，也就是说 nµnµ = 0⇒ guu = 0；再定义 xA, A = {1, 2}为角向坐标，与超曲面 5

关于超曲面的严格定义以及相关

概念可参考 [8]法矢相正交，即 ∇nx
A = nµ∂µx

A = 0⇒ guA = 0；最后一个要求是 r取为 luminosity
distance，这要求 ∂r det

(
gAB/r

2) = 0。则 xµ = (u, r, xA)构成 Bondi规范，上面的条
件也等价于：

grr = grA = 0, ∂r det gAB

r2 = 0 (17.1)

在这个规范下，最一般的度规可以写作：6 6
后面若无特殊说明，对角向指标

A, B求和
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ds2 = guudu
2 + 2gurdudr + 2guAdudx

A + gABdx
AdxB (17.2)

对于 Minkowski时空，Bondi guage就是选取 retarded coordinate，u = t − r，度规形
式为：

ds2 = −du2 − 2dudr + r2γABdx
AdxB (17.3)

渐近平直即要求 r →∞时，时空度规与上面一致。Bondi等人计算后对渐近平直时空的
度规在 r →∞的渐近行为给予了如下限制 [19, 20]：

ds2 =− du2 − 2dudr + r2γABdx
AdxB

+ 2mB

r
du2 + rCABdx

AdxB +DBCABdudx
A

+ 1
16r2CABC

ABdudr + 1
r

[
4
3 (NA + u∂AmB)− 1

8∂A

(
CBCC

BC
)]
dudxA

+ 1
4γABCCDC

CDdxAdxB + · · ·

(17.4)

其中 γABCAB = 0, CAB = CBA，角向指标使用 γAB 进行升降，而 DA 是与单位球

面上度规 γAB 适配的协变导数 2。这里特别注意 u, r 并不是 Minkowski 中的 retarded
coordinates！只是在 r →∞时 u ≈ t̃− r̃7。同时还要求物质能动张量满足： 7

这里的 t̃, r̃是指Minkowski时空
中的通常四维坐标，也就是使得度

规为 ηµν 的坐标TM
uu ∼ O(r−2), TM

ur ∼ O(r−4), TM
rr ∼ O(r−4)

TM
uA ∼ O(r−2), TM

rA ∼ O(r−3), TM
AB ∼ O(r−1)

而且由于是在 I+ 上考虑问题，所以这些能动张量都来源于无质量粒子。
17.4引进的这些参数都是有具体的物理意义的：

• mB：Bondi mass aspect，物理意义是在 I+ 的 u 处天球上观察得到的时空的
能量角密度分布。Bondi mass可以通过积分M(u) =

∮
S2

∞
d2ΩmB(u, xA)给出，

u→ −∞时，Bondi mass等于 ADM能量。

• CAB：这个量根据无迹对称约束，会给出两种极化模式（或者说引力子的两个螺旋

度取值），它完全确定了 I+上的引力波辐射，根据他可以定义Bondi news tensor
NAB = ∂uCAB，这个量可以和电磁 Fraday张量 Fuz = ∂uAz

8类比，它的平方正比 8
后面章节将会看到为何是这个

形式于 I+ 上的能流。

• NA：angular momentum aspect，这是相对于 r = 0这一点的角动量角密度分
布，对他在 S2

∞ 上积分得到在 I+ 的 u处天球上观察得到的时空的总角动量。

现在我们选取角向坐标为 xA = (z, z̄) 来简化讨论，更一般的讨论见 [16]。这导致
γAB 对角项为 0，由 CAB 的无迹对称性质有 CzzC

zz = Cz̄z̄C
z̄z̄，实际上这个条件可以强

化为 (Czz)∗ = Cz̄z̄。在这样的角向坐标选取下，17.4简化为 9： 9
注意到这里忽略了 r−2dudr 贡

献，而且相比于 r2dzdz̄忽略了 17.4
最后一项O(1)的贡献ds2 =− du2 − 2dudr + 2r2γzz̄dzdz̄

+ 2mB

r
du2 + rCzzdz

2 + rCz̄z̄dz̄
2 +DzCzzdudz +Dz̄Cz̄z̄dudz̄

+ 1
r

[
4
3 (Nz + u∂zmB)− 1

4∂z (CzzC
zz)
]
dudz + c.c.+ · · ·

(17.5)

2对于任何一个流形，给定度规后都唯一存在一个无挠的联络 ∇ 使得 ∇Xg = 0, ∀X ∈ X (M)，称为
Levi-Civita联络，对应的 Clifford符号∇eµ eν = Γλ

µνeλ 由下式给出：

Γλ
µν =

1
2

gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν)

这里 Γz
zz = − 2z̄

1+zz̄
= Γz̄

z̄z̄
∗
，其它都是 0。
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其中 Czz,Nz,mB 按照 17.4类似定义，而且只与 (u, z, z̄)有关，与 r无关。所以渐近平
直时空的度规渐近式（在 Bondi gauge下）可以概括为：

guu = −1 +O(r−1), gur = −1 +O(r−2), guz = O(1)
gzz = O(1), gzz̄ = r2γzz̄ +O(1), grr = grz = 0

在不少文献中 [21–23]也经常见到 17.5的另一种等价写法 10： 10
等价性并不显然，实际上，说

他们等价，并不是说可以直接通过

17.5 得到 17.6，而是 17.6 形势下
参量由场方程诱导的 Nz 的约束条

件的形式会与 17.5中的不同，他们
的等价性隐藏在约束条件之中了。

ds2 =− du2 − 2dudr + 2r2γzz̄dzdz̄

+ 2mB

r
du2 + rCzzdz

2 + rCz̄z̄dz̄
2 + 2guzdudz + 2guz̄dudz̄ + · · ·

(17.6)

其中：

guz = 1
2D

zCzz + 1
6rCzzDzC

zz + 2
3rNz +O(r−2) (17.7)

不过这些对度规的限制都只是纯粹的几何意义上的，度规还必须是爱因斯坦场方程的

解 11： 11
不少文献直接选取单位为 c =

~ = 8πG = 1，但是这样做实际上
消去了所有量纲，无法再使用量纲

分析这一工具 [24]。
Rµν −

1
2gµνR = 8πGTM

µν (17.8)

Remark 这里我们讨论一下前面对度规的约束为何是纯几何的，以 17.5为例，我们计算 dudz
这一项的系数，我们先暂且设为 Uz，根据Weyl张量（在Weyl变换下不变）的定义：

Cµνρσ = Rµνρσ + 1
2 (gνρRσµ + gµσRρν − gνσRρµ − gµρRσν) + 1

6R (gµρgσν − gµσgρν)
(17.9)

我们感兴趣的是下面两个分量：

Crzzrz = Rrzrz −
1
2gzzRrr, Crurz = Rrurz + 1

2(gurRrz − guzRrr) (17.10)

代入 ds2 一通计算猛如虎：

Crzzrz = O(r−3), Crurz = − 1
4r2 (Uz −DzCzz) +O(r−3) (17.11)

显然，为了满足渐近平直性，要求Uz = DzCzz，推导过程中我们完全没有使用场方程。

使用 17.6的约定，利用场方程代入度规进行计算，逐项比较得到三个量满足的约束
条件为：

∂umB =1
4D

2
zN

zz + 1
4D

2
z̄N

z̄z̄ − 1
2T

M
uu −

1
4NzzN

zz

∂uNz =− 1
4
(
DzD

2
z̄C

z̄z̄ −D3
zC

zz
)
− TM

uz + ∂zmB + 1
16Dz∂u(CzzC

zz)

− 1
4N

zzDzCzz −
1
4NzzDzC

zz − 1
4Dz (CzzNzz −NzzCzz)

(17.12)

其中

Tµν(u, z, z̄) = 8πG lim
r→∞

r2TM
µν (u, z, z̄) (17.13)

对 I− 可以类似分析，这里仅罗列结果 12： 12
这里 r → ∞, v ≈ t + r，角向坐

标与 I+ 上的对径认同

ds2 =− dv2 + 2dvdr + 2r2γzz̄dzdz̄

+ 2m−
B

r
dv2 + rDzzdz

2 + rDz̄z̄dz̄
2 + 2gvzdvdz + 2gvz̄dvdz̄ + · · ·

(17.14)
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其中 13 13
这里DAB 相当于前面的 CAB，

不要与协变导数弄混！
gvz = −1

2D
zDzz −

1
6rDzzDzD

zz − 2
3rN

−
z +O(r−2) (17.15)

类似的可以定义 News tensor：
Mzz ≡ ∂vDzz (17.16)

约束条件为：

∂um
−
B =1

4D
2
zM

zz + 1
4D

2
z̄M

z̄z̄ + 1
2T

M
vv + 1

4MzzM
zz

∂uN
−
z =1

4
(
DzD

2
z̄D

z̄z̄ −D3
zD

zz
)
− TM

vz − ∂zm
−
B + 1

16Dz∂v(CzzC
zz)

− 1
4M

zzDzDzz −
1
4MzzDzD

zz − 1
4Dz (DzzMzz −MzzDzz)

(17.17)

渐近平直时空也可以从时空图上一窥其特征 [25]，只要是渐近平直时空，Penrose图
在 I± 边界上都类似于Minkowski时空图的直角形状。

Section 18

Asymptotic flat spacetime: BMS group

根据前一节的渐近分析，我们是在寻找满足一系列边界条件的规范变换（微分同胚），

这些就是所谓的 Allowed Symmetries，但是那些不改变物理，没有啥效应的对称性要剔
除掉 14，得到我们要找的渐近对称性 14

或者说我们需要它们能生成非 0
守恒荷

Asymptotic symmetries = Allowed symmetries
Trivial symmetries (18.1)

按理说在无穷远处时空渐近平直，那么在无穷远处的渐近对称性应该就是Poinccreé
群，但是由于渐近平直带来的高阶项（描述无穷远处的引力波扰动），这会导致体系的对

称性远远大于 Poincaré群。这从某种程度上也意味着，弱场、大尺度近似下广义相对论
并不会退化为狭义相对论！

所谓 AFS的对称变换，并不要求是等度规映射，仅仅要求保持 Bondi gauge以及渐
近平直性，这其实是要求下面的 asymptotic invariant:

Lξguu = O(r−1), Lξgur = O(r−2), Lξguz = O(1)
Lξgzz = O(1), Lξgzz̄ = O(1), Lξgz̄z̄ = O(1)

和 gauge invariant:
Lξgzz = Lξgrz = 0 (18.2)

计算后发现 15这要求矢量场形式为： 15
相当冗长的计算，细节请参考：

[19, 20, 26–29]

ξ+ =
(

1 + u

2r

)
Y +z∂z −

u

2rD
z̄DzY

+z∂z̄ −
1
2(u+ r)DzY

+z∂r + u

2DzY
+z∂u + c.c.

+ f+∂u −
1
r

(
Dzf+∂z +Dz̄f+∂z̄

)
+DzDzf

+∂r

(18.3)

Superrotation ξ+
Y

Supertranslation ξ+
f

其中，f(z, z̄)是 CS2 上的任意函数，而 Y +z 在 CS2 上全纯：16 16
就是 S2 上的共形 Killing 场之

分量

∂z̄Y
+z = 0 (18.4)
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首先来看相对比较简单的 supertranslation，可以验证，当 f 取为常函数，其生成 u

方向的平移，其它三个方向平移则由 Y
{0,±1}

1 生成 17。所以下面这四个 f： 17
这里 Y m

` 指球谐函数

f0 = 1, f1 = z + z̄

1 + zz̄
, f2 = i (z̄ − z)

1 + zz̄
, f3

1− zz̄
1 + zz̄

(18.5)

所对应的生成元正好是 Poincaré群的四个方向平移，进一步 f 扩展为任意函数，就变成
了所谓“supertranslation”。在无穷小的 supertranslation下Nzz,mB , Czz 的改变可以由

下式定量刻画 18： 18
略去了后面应乘的无穷小参数

δf+Nzz = f+∂uNzz

δf+mB = f+∂umB + 1
4
[
NzzD

2
zf

+ + 2DzN
zzDzf

+ + c.c.
]

δf+Czz = f+∂uCzz − 2D2
zf

+

(18.6)

Minkowski时空自然渐近平直，对应的三个参数都为 0，上式中前两个为 0，可以解
释为换一下坐标系不会改变质量，也不会产生引力波。但是第三个式子不为 0，这意味
着渐近对称性在Minkowski时空中被破缺，容易验证当且仅当 f 取 18.5的四个值时，对
应 Poincaré群的平动，会让 δf+Czz = 0。这种对称性的自发破缺实际上意味着经典引力
中的真空不唯一，且存在 Goldstone粒子 [14]。

再来看 superrotation，首先注意到 Y +z全纯，这意味着其在CS2上全局解析，否则
在极点处不满足 18.4。这说明 Y +z 只能取为全局共形变换Mobiüs变换形式，构成Witt
代数的 sl(2,C)子代数，有六个分量，通常取为：19 19

也 简 记 为 Y z =
1, z, z2, i, iz, iz2，是 S2 上

global Kiling vector的基底
Y +z

12 = −iz, Y +z
13 = 1

2(1 + z2), Y +z
23 = i

2(1− z2)

Y +z
03 = −z, Y +z

01 = 1
2(1− z2), Y +z

02 = i

2(1 + z2)

事实上，这六个函数对应的正是 SO(3, 1)↑ 的六个 boost 和 rotation！所以 BMS 群的
superrotation对应的就是 Lorentz群：

BMS = SO(3, 1)↑ n Supertranslation (18.7)

所以，BMS群在最初的意义上并没有 superrotation，只是单纯的 rotation。但是，文献
[26–28, 30]指出，真正的渐近对称性或许应该是下面的所谓 extended BMS group：

extended BMS = Superrotation n Supertranslation (18.8)

也就是说，那些 local的解析函数 Y +z 也应当是渐近对称性，这样的话，渐近对称性也

变成无限维对称性，superrotation部分与天球上共形变换一一对应。
在 superrotation下度规前系数的变换可以写为 20： 20

这里LY + ≡ Y+ ·D+2DzY z，

这一点可以从把 Czz 看作 (0, 2)张
量场分量，然后利用 11.1求李导数
看出δY +Czz = u

2
(
DzY

+z +Dz̄Y
+z̄
)
∂uCzz + LY +Czz −

1
2
(
DzY

+z +Dz̄Y
+z̄
)
Czz − uD3

zY
+z

δY +Nzz ≡ ∂uδY +Czz = u

2
(
DzY

+z +Dz̄Y
+z̄
)
∂uNzz + LY +Nzz −D3

zY
+z

(18.9)
对于 BMS−

，同样可以进行讨论，这里仅罗列一些公式：

Supertranslation：

ξf− = −f−∂v −
1
r

(
Dzf−∂z +Dz̄f−∂z̄

)
+DzDzf

−∂r (18.10)

δf−Mzz = f−∂vMzz

δf−Dzz = f−∂vDzz + 2D2
zf

− (18.11)
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Superrotation：

ξY − =
(

1− v

2r

)
Y −z∂z+ v

2rD
z̄DzY

−z∂z̄−
1
2(r−v)DzY

−z∂r+v

2DzY
−z∂v+c.c. (18.12)

δY −Dzz = v

2
(
DzY

−z +Dz̄Y
−z̄
)
∂vDzz + LY −Dzz −

1
2
(
DzY

−z +Dz̄Y
−z̄
)
Dzz + vD3

zY
−z

δY −Mzz ≡ ∂vδY −Dzz = v

2
(
DzY

−z +Dz̄Y
−z̄
)
∂vMzz + LY −Mzz +D3

zY
−z

(18.13)
文献 [27, 29] 中详细讨论了 bmsn 及其中心扩张，BMSd+2/CFTd 对应以及 charge

algebra。

Section 19

Asymptotic flat spacetime: charges

时空连续对称性会诱导守恒荷，量子化后变成算符，是后面Ward恒等式的出发点。

Subsection 19.1

Noether theorem

考虑下面的对称变换：21 21
场的旋量指标等等被省略了

x→ x′, Φ(x)→ Φ′(x′) = F(Φ(x))

场的变换一部分是因为场是 Poincaré群的表示，所以坐标变换导致场的变换，另一部分
是场位形自己的变换 22。现在考虑由参数 {ωa}标记的无穷小变换： 22

这里对 Noether 定理的讨论基
于大黄书 [31]，大黄书的方法最标
准且优雅。

x′µ = xµ + ωa
δxµ

δωa
, Φ′(x′) = Φ(x) + ωa

δF
δωa

(x).

下面的式子给出了变换生成元 Ga 的定义：

δωΦ(x) ≡ Φ′(x)− Φ(x) ≡ −iωaGaΦ(x) (19.1)

考虑这个对称变换下作用量的改变：

S ′ =
∫

ddx′L(Φ′(x′), ∂′
µΦ′(x′))

=
∫

ddx

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣L(F(Φ(x)), ( ∂x
ν

∂x′µ )∂νF(Φ(x)))

=
∫

ddx

(
1 + ∂µ(ωa

δxµ

δωa
)
)
L
(

Φ + ωa
δF
δωa

,

(
δν

µ − ∂µ(ωa
δxν

δωa
)
)(

∂νΦ + ∂ν(ωa
δF
δωa

)
))

(19.2)
注意到我们谈论对称性是在说作用量变分为 0，ωa是一簇与坐标无关的参数，但我们推

导过程中可以把他们看作是一簇函数，但是对称变换是指这些函数变成常函数之后要有

δS = 0。所以，上面的式子最后肯定正比于 ωa(x)的导数，保留到一阶：

δS = −
∫

ddxjµ
a ∂µωa =

∫
ddx∂µj

µ
aωa (19.3)

其中：

jµ
a =

(
∂L

∂(∂µΦ)∂νΦ− δµ
i L
)
δxν

δωa
− ∂L
∂(∂µΦ)

δF
δωa

(19.4)
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利用这种比较巧妙的思想我们得到了在 {ωa(x)}的变换下 23作用量的变换。现在注意到 23
且 {ωa} 是常数的时候是对称

变换上式是在场平衡位形附近的变分，所以对于在壳的场，必然有式 19.3对于任意的 {ωa(x)}
均为 0，即连续对称性给出了守恒流 19.4：

∂µj
µ
a = 0 (19.5)

对应的可以定义不随时间变化的守恒荷：

Qa =
∫

dd−1xj0
a (19.6)

注意到对守恒流的定义其实可以相差一个反对称张量的偏导：

jµ
a → jµ

a + ∂νB
νµ
a , Bνµ

a = −Bµν
a

考虑时空平移对称性：
δxµ

δων
= δµ

ν ,
δF
δΦ = 0

这带来我们熟悉的能动量张量及其守恒律：

Tµν
c = −ηµνL+ ∂L

∂(∂µΦ)∂
νΦ, ∂µT

µν = 0 (19.7)

守恒流的定义可以差个反对称张量偏导数，所以可以将能动量张量对称化：

Tµν
B = Tµν + ∂ρB

ρµν , Bρµν = −Bµρν (19.8)

对于一般的时空变换 x′µ = xµ + ωµ(x)，其实作用量的变换可以用能动量张量写成：24 24
这本质上就是能动张量的定义，

能动张量编码理论在度规发生无穷

下变换下的行为。
δS =

∫
ddxTµν∂µων

= 1
2

∫
ddxTµν (∂µων + ∂νωµ)︸ ︷︷ ︸

−δgµν ≡g(x)−g′(x′)

= −1
2

∫
ddxTµνδgµν

∣∣∣∣
gµν =ηµν

(19.9)

考虑共形变换为对称性，由于 Poincaré变换是共形变换的一种，所以共形场论中仍
有其散度为 0，再考虑伸缩变换 ωµ = λxµ，这将导致共形场论中能动张量无迹 Tµ

µ = 0。
量子场论中考虑不改变积分测度 DΦ的对称变换：

Φ′(x) = Φ(x)− iωaGaΦ(x) (19.10)

与上面经典守恒流对应的是真空关联函数 25意义下的Ward-Takahashi恒等式：26 25
利用 LSZ公式把外腿在壳之后

就得到了散射振幅

26
这里的公式和 Srednicki书中不

同，首先是因为 Sredniki书中 con-
vention 是 δS

δϕ
∼ −∂µjµ，比我们

在 19.3中多一个负号。其次是我们
这里为了后面讨论二维 CFT方便，
已经将作用量做Wick转动，路径
积分因子 eiS 7→ e−S。这两点共同

导致了这一公式形式。

∂

∂xµ
〈jµ

a (x)Φ(x1) · · ·Φ(xn)〉 = −i
n∑

i=1
δ(x− xi) 〈Φ(x1) · · ·GaΦ(xi) · · ·Φ(xn)〉 (19.11)

如果积分测度发生改变，就会出现量子反常 [32]。令 Y = Φ(x2) · · ·Φ(xn)，且 t = x0
1 是

Y 中最大的时间。对Ward-Takahashi恒等式在 t− < t < t+ ∪ R3 内积分：

〈Qa(t+)Φ(x1)Y〉 − 〈Qa(t−)Φ(x1)Y〉 = −i 〈GaΦ(x1)Y〉 (19.12)

取极限 t− → t+，由于 Y 是任意的，所以：27 27
注意这里是在 jµ = T µνων 的

convention 下，不同文献 conven-
tion 不同常常会差个负号。另外，
不少文献中也会把 δωa 吸收进左

侧 Q的定义中，这样右侧就直接是
δΦ了。
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[Qa,Φ] = −iGaΦ = δωΦ
δωa

(19.13)

量子化后，在算符的意义下，守恒荷是对称性的生成元。28 28
你去用 φa, πa 之间的正则对易

关系当然也能得到这一点，比如

Srednicki[33]，只是这里我们是完
全用路径积分量子化的方法。

广义相对论那边更多的使用所谓广义 Noether定理，可以见 [16]第一章的介绍。

Subsection 19.2

Komar Integral & ADM

广义相对论里面定义守恒荷是一件很难的事情，这里介绍比较初级的理论，利用与

电磁理论的对比来定义守恒荷。

利用 Killing矢量 K = Kµ∂µ，可以得到与之对偶的 1-form，K = Kµdx
µ，进而可

以定义二形式 F ≡ dF

Lemma 1 (Ricci identity)
2∇[µ∇ν]Z

σ = Rσ
ρµνZ

ρ − T ρ
µν∇ρZ

σ (19.14)

Theorem 1 上面定义的 F 所满足的方程可以写成非齐次Maxwell方程的形式：

d ? F = ?j (19.15)

其中 j 和物质场能动张量有关，真空 j = 0。

Proof 利用 Ricci恒等式，由于引力无挠：

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Kσ = Rσ
ρµνK

ρ

缩并 µ, σ：
(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Kµ = RρνK

ρ

最后利用 Killing方程得到：
∇µ∇νK

µ = RρνK
ρ

所以：

∇µFµν = ∇µ∇µKν −∇µ∇νKµ = −2∇µ∇νKµ = −2RρνK
ρ

引力场方程：

Rµν = 8πG
(
Tµν −

1
2Tgµν

)
显然，我们已经将 F 满足的方程写成了 19.15的坐标形式。

由此可以类比电磁规范理论定义 Komar荷：

QKomar = − 1
8πG

∫
Σ
d ? F = − 1

8πG

∫
∂Σ
?F = − 1

8πG

∫
∂Σ
?dK (19.16)

若 Killing场处处类时，上面的玩意儿我们叫 Komar质量（能量）MKomar。下面简要说
明一下其守恒的意义。

考虑下图所示的时空子流形：
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其表示类空超曲面 Σ1 随时间演化到 Σ2 扫过的体积，其边界为：

∂V = Σ1 ∪ Σ2 ∪B

考虑 j|B = 0的情况，这将导致下面的恒等式：

Qe(Σ1)−Qe(Σ2) =
∫

Σ1

?J −
∫

Σ2

?J =
∫

∂V

?J =
∫

V

d ? J = 0 (19.17)

也就是随着时间演化，某一区域的荷不变。

Komar质量依赖于类时 Killing场的存在性，这对于非稳态时空是不可能的。但是
对于渐近平直时空，有一种很好的定义场的总能量的方法。

Definition 1 (ADM能量) 假设时空度规为 g，在某个类空超曲面Σ上诱导度规 h，且这个类空超曲
面满足存在某个坐标系 {xi}使得 r →∞, hij = δij +O(1/r)也就是渐近平直于 Euclid
时空。S2

r 是嵌在 Σ中半径为 r的球面，则 ADM能量定义为：

EADM = 1
16πG lim

r−→∞

∫
S2

r

dΩr2x̂j(∂khjk − ∂jhkk) (19.18)

前面讨论 AFS 时我们强调过，虽然我们在 Bondi gauge 下讨论问题，但是结论都
是不依赖于规范的，这里 ADM 能量也不依赖于坐标系 {xi} 的选取，虽然看起来这个
定义依赖于坐标系，而且这个定义对于渐近平直的稳态时空，如果取 Σ渐近正交于类时
Killing场，则其与 Komar质量一致。

虽然爱因斯坦场方程对于某一给定度规总能求出解，但是能动张量是否是“物理的”

值得思考，对此，人们总结出了下面的三个能动张量要满足的条件。

Definition 2 (弱能量条件) 任意瞬时观者测得的能量密度非负，即要求：

Tabu
aub ≥ 0, ∀类时矢量场 ua (19.19)

Definition 3 (强能量条件) 这是在证明奇性定理时提出的条件：

TabZ
aZb ≥ −1

2T ,∀ 单位类时矢量场 Za (19.20)

Definition 4 (主能量条件) 本条件要求任一瞬时观者 a(p, Za)测得的 4动量密度W a ≡ −T a
bZ

b 是

指向未来的类时或类光矢量，其物理解释是物质场的能量流动速率小于或等于光速 b。

a就是 Za和粒子世界线在 p处相切，这时在观者参考系下粒子瞬时静止。这个不难理解，自由下落参考
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系就是通过测地线指数映射建立的，观者和粒子世界线相切说明相对静止，可做测量。

b见经典名著 [34]

这三个条件互不蕴含，不要被名字忽悠了。

Theorem 2 (正质量定理（Schoen&Yau）) 若渐近平直时空没有奇异性，且物质能动张量满足主能
量条件，则其 ADM质量大于或等于零。当且仅当为闵氏时空时等于零。a

a值得注意的是，教皇Witten找到了更简单的证明 [35, 36]。

Subsection 19.3

Scattering problem

前面使用几何学和动力学给出了 I± 上的度规约束，为了完整的解出各个参数，我

们需要一些 initial data29。在此，有必要先明确一下我们所考虑的一类时空，它们是所 29
关于 initial data 的更多讨论，

以及引力理论为啥是个 Cauchy问
题的细节证明可见 [37]§10

谓 C-K时空 [38, 39]，特点是在 i± 都是真空，这给出了下面的渐近条件：

Nzz = O
(
|u|−(1+ε)

)
, ε > 0

为了让Wyle张量在 I+
− 上归零，这要求 [16, 40]：

Czz|I+
−

= −2D2
zC̄|I+

−
(19.21)

其中 C(z, z̄)是 S2上的任意函数，称为 Supertranslation memory field。BMS相关的文
献符号不是太统一，本 part后面内容的讨论我们在 17.5的约定下干活，对应的我们还有
如下不同于前文的符号约定：

Tuu ≡
1
4NzzN

zz + 4πG lim
r→∞

[
r2TM

uu

]
Tuz ≡ 8πG lim

r→∞

[
r2TM

uz

]
− 1

4∂z (CzzN
zz)− 1

2CzzDzN
zz

(19.22)

对应的约束条件变为：30 30
格外注意Nz 的区别

∂uNz = 1
4∂z

(
D2

zC
zz −D2

z̄C
z̄z̄
)
− u∂u∂zmB − Tuz

∂umB = 1
4
[
D2

zN
zz +D2

z̄N
z̄z̄
]
− Tuu

(19.23)

从约束条件以及 Nzz ≡ ∂uC
zz 就可以看出 initial data为：

{Nzz(u, z, z̄), C(z, z̄)|I+
−
,m+

B(z, z̄)|I+
−
, N−

z |I+
−
, · · · } (19.24)

后面的 · · · 表示当我们考虑度规中的更高阶项时需要加入的 initial data。对于 I− 类似

分析可以得到 initial data：

{Mzz(u, z, z̄), D(z, z̄)|I−
+
,m−

B(z, z̄)|I−
+
, N−

z |I−
+
, · · · } (19.25)

经典引力理论的散射问题就是在找 I+ 上的 Cauchy data到 I− 上的 Cauchy data
的映射。不过上面的 initial data还无法完全使得此问题well-define，文献 [40]从 Lorentz
和 CPT 不变性的要求出发，认为需要加入下面的对径认同假设来构成散射问题的全部：

C(z, z̄)|I+
−

= D(z, z̄)|I−
+
, m+

B(z, z̄)|I+
−

= m−
B(z, z̄)|I−

+
. (19.26)
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同样也要求 [22]：
N+

z (z, z̄)|I+
−

= N−
z (z, z̄)|I−

+
(19.27)

这些式子也使得 BMS+ ×BMS− 联合变换限制为一个子群，称为 X 变换 [22]，要求：

f+(z, z̄)|I+
−

= f−(z, z̄)|I−
+
, Y +z|I+

−
= Y −z|I−

+
(19.28)

所以后面我们不再区分 N±
z , f

±, Y ±,m±
B , {Czz, Dzz}, {Mzz, Nzz}，用统一的符号书写，

而且在 I±
∓ 上对径认同。在QED中，这种对径认同也是存在的，而且可以很自然地导出。

Subsection 19.4

BMS charges

完全可以从广相的角度去推出守恒荷，但是那太麻烦，这里直接从对径认同的条件

导出守恒荷。

首先是 supertranslation对应的守恒荷：31 31
这里的 d2zγzz̄ 其实就是 S2 上

的测度 d2z
√

γ

Q+
f ≡

1
4πG

∫
I+

−

d2zγzz̄fmB = 1
4πG

∫
I−

+

d2zγzz̄fmB ≡ Q−
f (19.29)

利用 Stokes等式，∂I+ = I+
− ∪ I−

+，设mB |I+
+
→ 0并利用前面的约束方程，得到：

Q+
f = 1

4πG

∫
I+
dud2zγzz̄f

[
Tuu −

1
4
(
D2

zN
zz +D2

z̄N
z̄z̄
)]

Q−
f = 1

4πG

∫
I−

dvd2zγzz̄f

[
Tvv + 1

4
(
D2

zN
zz +D2

z̄N
z̄z̄
)] (19.30)

然后再是 superrotation部分：

Q+
Y ≡

1
8πG

∫
I+

−

d2z(Yz̄Nz + YzNz̄) = 1
8πG

∫
I−

+

d2z(Yz̄Nz + YzNz̄) ≡ Q−
Y (19.31)

如果 Y z 取为 S2 上共形 Killing 场的那六个分量，上式在说明 AMD 角动量和 BORT
center-of-mass32的守恒律。依旧是利用 Stokes方程：33 32

可以见文献 [41]中的定义
33
与文献 [21]中的形式稍有不同，

注意到 γzz̄DzY z = ∂zYz̄ 可以证

明等价性

Q+
Y = Q+

H +Q+
S ,

Q+
S = − 1

16πG

∫
I+
dud2z[D3

zY
zuNz

z̄ +D3
z̄Y

z̄uN z̄
z ],

Q+
H = 1

8πG

∫
I+
dud2z(Yz̄Tuz + YzTuz̄ + u∂zYz̄Tuu + u∂z̄YzTuu)

(19.32)

我们到后面再聊它们的确是 Supertranslations和 Suprtrotations的生成元。



PART

VSoft Theorem
Section 20

Review on the quantization of gravity

本节采用 [42]中的记号简要回顾引力量子化以及树图顶点项。众所周知微扰量子引
力是不可重整化的，所以只能看作是一个有效理论，但好就好在它的低能极限是可以用

于计算引力波振幅的 [43–45]。
取自由引力场拉式量为：

LEH = 2
κ2
√
−gR, κ =

√
32πG (20.1)

然后在平直度规附近做微扰：

gµν = ηµν + κhµν (20.2)

代入到 LEH 进行计算得到：

LEH = ∂αh∂βh
αβ − ∂αhβγ∂

βhαγ − 1
2(∂αh)2 + 1

2(∂γhαβ)2

+ total derivatives +O
(
κ, h3) . (20.3)

其中 h ≡ hα
α。这一堆都是 (∂h)2 项，对应动能项，显然由于没有 h2 项，所以引力子质

量为 0。后面的高阶项意味着引力子之间是有自相互作用的。
由于广义相对论是微分同胚不变的，所以他其实也是个规范理论，不同的坐标系就

意味着不同的规范，度规分量的变换正对应于场的规范变换。那么我们对 hµν 进行路径

积分时就必须在规范下进行，这可以使用 F-P鬼场方法来系统的处理。比较常用的规范
选取是下面的 de-Donder规范：

Gµ ≡ ∂νhµν
1
2∂µh = 0 (20.4)

这导致规范固定项：

LGF = GµG
µ = ∂νhµν∂

ρhµ
ρ + 1

4(∂µh)2 − ∂νhµν∂
µh (20.5)

以及鬼场：

LGH = −b̄µ

(
κ
δGµ

δξν

)
bν (20.6)

de-Donder规范下：

κ
δGµ

δξν
= ηµν∂

2 + κ
[
∂ρhµν∂ρ + ∂ρhνρ∂µ + ∂ρ(∂νhµρ)− ∂µhνρ∂

ρ − 1
2∂µ(∂νh)

]
(20.7)

进行路径积分时，就不必再考虑规范，取而代之 LEH 7→ LEH +LGF +LGH，由于树图

34
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鬼场无贡献，所以这里只考虑前两项：

LEH|h2 + LGF = −1
2hαβ∂

2hαβ + 1
4h∂

2h

= −1
2hαβ

[
ηα(γηδ)β − 1

2η
αβηγδ

]
︸ ︷︷ ︸

Iαβ,γδ

∂2hγδ
(20.8)

给出费曼图顶点和传播子项：

αβ γδ = iPαβ,γδ

p2 − i0+ with Pαβ,γδ = ηα(γηδ)β −
1

D − 2ηαβηγδ (20.9)

其中 Iαβ,γδPγδ,ρκ = δα
(ρδ

β
κ)。高阶自相互作用顶点可以在 [46]中找到。

引力子自旋为 2，但由于规范的限制，其仍然如光子一样只有两个独立的极化矢量
（张量），对应引力波的两种偏振模式，只不过这个时候其实是个二阶对称极化张量。满

足下面的条件：

pµε
µν
++/−−(p) = 0, ηµνε

µν
++/−−(p) = 0 (20.10)

利用光子的极化矢量，可以构造出一组非常方便的 εµν
++/−− 选取：

εµν
±± = εµ±ε

ν
± (20.11)

现在考虑引力场与其他场的耦合，耦合项拉式量为：

Lint = κ

2h
µνTµν (20.12)

这里 Tµν 是场的能动张量，可以使用下式进行计算：
1 1

平直时空中能动量张量是根据

Poincaré 不变性引入的 Noether
current，可以说明 (见 19.9) 实际
上等价于

Tµν |flat = −2
δSM

δgµν

∣∣∣
gµν =ηµν

GR里面的能动量张量就是这个的
推广。

Tµν(x) = − 2√
−g

δSM

δgµν(x) (20.13)

SM 是物质场的作用量，但是是在弯曲时空中的，可以使用最小耦合方法得到
2。以自旋

2
玻色场可以这么做，费米场复杂些

为 0对应的实标量场为例。

SM =
∫
d4x
√
−η
(
−1

2η
µν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
(20.14)

这里我们把所有暗含 η 的地方都显式的写出来了，弯曲时空中的作用量只需要将 η 7→
g, ∂ 7→ ∇即可，得到：

S̃M =
∫
d4x
√
−g
(
−1

2g
µν∇µφ∇νφ− V (φ)

)
(20.15)

当然，对称性允许我们在后面添加正比于 Ricci标量的项等等，但所谓我们要的就
是“最小”耦合。不过在微扰引力框架下，我们其实只需要利用 20.14对 η 求变分导数
就好了，对于无质量的自由标量场（对应不动点处的理论），我们得到 3： 3

实际上，考虑弯曲背景时空之后，

多出了一些可重整的项可以加入到

作用量中，比如Rφ，对于平直时空
R = 0，这一项不用考虑Tµν = ∂µφ∂νφ−

1
2ηµν∂

ρφ∂ρφ (20.16)
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对应的顶点项为：

p
q

= iκpµqν +正比于ηµν的项 (20.17)

Section 21

Soft theorem from feynman diagrams

所谓软粒子，指的就是动量趋于 0的无质量粒子，因为无质量 E = cp，所以能量也
会趋于 0，任意过程都会辐射出期望值为无限多个的软粒子。本节使用费曼图方法讨论
辐射软粒子的振幅修正 [47]。

首先考虑辐射一个软光子，理论背景为旋量QED，散射过程为 ne− → me− +γ，注
意考虑的是一般的旋量QED，可以有不同味的电子，电荷为Qi。这里考虑的是电子，正

电子的讨论也类似，最终结论是一样的。

辐射软光子可以从入射外线辐射，也可以从出射外线辐射，还可以从内线辐射：
����������	
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图 7. 辐射软光子的三种情况

我们使用 A(p, q) 表示辐射一个软光子后的振幅 A(p) 表示没有辐射软光子的振幅
（所有阶费曼图求和）。用 T (pi − q)表示原先没有辐射软光子的费曼图砍掉一个 pi 外线

但保留外线动量为非在壳的 pi − q得到的费曼图振幅，显然 T (pi)u(pi) = A(p)。
首先计算入射外线辐射软光子：

QiT (pi − q)
(−/p′

i
+ /q +m)/ε(q)

(pi − q)2 +m2 u(pi) = −QiT (pi − q)
[ε(q) · pi + iε(q)µqνS

µν

q · pi + i0+

]
u(pi)

(21.1)
其中利用了 /a/b = −2a · b − /b/a，q · ε±(q) = 0以及狄拉克方程 (/p + m)u(p) = 0。其中
Sµν = i

4 [γµ, γν ]。唯一做近似的地方就是分母里面的 q2我们略去了，这对后面的高阶修

正也不会影响。这一注意到 q = 0实际上是一个极点，这是因为在光子无线“软”的时
候，多出来的那条内线传播子会无线趋于在壳，导致分母为 0。

对于出射粒子辐射软光子也是类似的计算得到：

Q′
iū(p′

i)
(−/p′

i
− /q +m)/ε(q)

(pi − q)2 +m2 T̄ (pi + q) = Q′
iū(p′

i)
[ε(q) · pi + iε(q)µqνS

µν

q · pi − i0+

]
T̄ (pi − q)

(21.2)
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至于内线发射光子，我们用Nµ(p, q)表示，而且注意到 q → 0时N 非奇异，而且内
线本身就是不在壳的，所以可以认为 Nµ(p, q) ∼ O(q0)。三项加起来得到：

A(p, p′, q) =
∑

incoming
−QiT (pi − q)

ε(q) · pi + iε(q)µqνS
µν

q · pi + i0+ u(pi)

+
∑

outgoing
Q′

iū(p′
i)
ε(q) · p′

i + iε(q)µqνS
µν

q · p′
i − i0+ T̄ (p′

i + q)

+ ε(q)µN
µ(p, p′, q)

(21.3)

考虑最低阶修正，也就是只保留极点，得到：

A(p, q) =
[∑

i

ηiQi
ε(q) · pi

q · pi

]
A(p) +O(1) (21.4)

其中对于入射粒子 ηi = −1，出射粒子为 +1。QED中辐射出光子的振幅都可以拆分成
ε(q)µMµ，振幅是相对论不变量，但是我们虽然常说 ε(q)µ是极化矢量，但它并不是真正

意义上的矢量，因为其在 lorentz变换下并不协变，而是会多出来一个正比于 q的项 4[1]。 4
我们是在 Lorentz变换的意义下

理解，其实矢量的这种变换完全可

以理解为规范选取不同，从而从振

幅的规范不变性导出结果。[33]

为了让振幅是相对论不变量，必须有：

qµMµ = 0 (21.5)

也就是Ward恒等式，也可以从Ward-高桥恒等式在 U(1)对称性下导出它，实际上也就
是利用电荷守恒导出它，但是前面我们的导出仅仅依赖于 Lorentz不变性。现在把 21.4
中的 ε(q)替换为 q我们得到： [∑

i

ηiQi

]
A(p) = 0 (21.6)

也就是说，如果散射过程不被禁闭，也就是A(p) 6= 0，那么这个过程必然要电荷守恒！另
外说一句，我们这里的推导得到的 21.4对于任意自旋的场都适用，比如对于标量 QED，
只需要把 Sµν 替换为 0就好，不同的自旋对应 Sµν 的不同表示。

现在继续考虑两个光子的情况，两个光子由不同外线发射，在最低阶近似下只是乘

上了 21.4中两个因子，但是由相同外线发射就要考虑发射的先后顺序，因子形式会变化：

· 402 · 13

p+ q1 + q2

p+ q1 q2

q1

p

p+ q2 + q1

p+ q2 q1

q2

p

13.2 . ; .

( 13.2. η +1 −1 .)
[

η e pμ1

p · q1 − iηε

] [
η e pμ2

p · q2 − iηε

]
,

.

, , *

[p · q1 − iηε]−1[p · (q1 + q2)− iηε]−1[p · (q1 + q2 + q3)− iηε]−1 · · ·
+

= [p · q1 − iηε]−1[p · q2 − iηε]−1[p · q3 − iηε]−1 · · · . (13.1.7)

, α → β N 4 - μ1, · · · , μN q1, · · · , qN
Mμ1···μN

βα (q1 · · · qN ), q → 0 , α → β

* . . N − 1

. , N , , ,

, :

[p · q1 − iηε]−1[p · (q1 + q2)− iηε]−1 · · · [p · (q1 + q2 + · · ·+ qN )− iηε]−1 +

=
N∑

r=1

[
p ·
(

N∑
s=1

qs

)
− iηε

]−1∏
s�=r

[p · qs − iηε]−1

=
N∑

r=1

[
p ·
(

N∑
s=1

qs

)
− iηε

]−1

[p · qr − iηε]
N∏

s=1

[p · qs − iηε]−1 =
N∏

s=1

[p · qs − iηε]−1

.

图 8. 同一外线辐射两个软光子
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把两幅图贡献的因子加起来得到：[
ηQε(q1) · p
p · q1 − iη0+

] [
ηQε(q2) · p

p · (q2 + q1)− iη0+

]
+
[
ηQε(q2) · p
p · q2 − iη0+

] [
ηQε(q1) · p

p · (q1 + q2)− iη0+

]
=
[
ηQε(q1) · p
p · q1 − iη0+

] [
ηQε(q2) · p
p · q2 − iη0+

]
(21.7)

得到的结果就是不同外腿上面的辐射两个软光子得到的因子，利用数学归纳法可以证明

这一结论对于辐射任意数量的软光子都是适用的，那么最终我们只需要把因子乘起来，

然后对所有外腿求和就好了，用式子表示如下：

A(p, q1, . . . , qm) =
m∏

j=1

[
n∑

i=1
Qiηi

ε(qj) · pi

qj · pi

]
A(p) + +O(1) (21.8)

前面的因子称为 eikonal因子。推广到 non-Abelian Y-M场的软定理也早有人计算过了
[48–51]，软定理更多更一般的推广见 [47]的文献索引。

现在来考虑辐射一个软引力子的情况，考虑第一节引入的标量场模型，传播子为：

− i

(p+ ηq)2 +m2 (21.9)

顶点由 21.2给出，但是由于 20.16，要与 εµν 缩并，正比于 ηµν 的项没有贡献。以出射外

线辐射软引力子为例，给出因子：

i
√

32πGεµνpµpν
−i

(p+ q)2 +m2
→
√

8πGε
µνpµpν

p · q
(21.10)

求和后得到：

A(p, q) =
[∑

i

κi

2 ηi
εµν(q)pµ

i p
ν
i

q · pi

]
A(p) +O(1) (21.11)

引力子同样有类似于 21.5的恒等式，由此我们可以得到所有的 κi都是相等的
5，也 5

这里有点循环论证了，因为前面

为了推导的方便我们同一取 κi =√
32πG

就是等效原理！而自旋大于二的软粒子的软定理沿用上面的方法给出的限制就太强了，

以至于散射 S 矩阵必须 trivial，所以一般认为自旋大于二的无质量粒子在“变软”的时
候就脱耦合了。

Section 22

Subleading and subsubleading order soft theorem

考虑动量为 δq, δ → 0的软光子辐射，±表示软光子的螺旋度，而 `i 表示其它粒子

的螺旋度，则更一般的软定理可以用洛朗展开写成：

A`1,...,`n,±(p, δq) =
[ ∞∑

a=0
δ−1+aS

(a)
±

]
A`1,...,`n

(p) (22.1)

次领头阶的计算可以从 21.5式出发，将 21.3中所有的 ε替换为动量，保留到 O(δ0)，并
且令等式左边为 0。注意到这一阶近似下可以有 Nµ(p, q) ≈ Nµ(p, 0)，得到：

−qµNµ(p, 0) =
���

���
��*0

1
δ

n∑
i=1

ηiQiA(p) + qµ
n∑

i=1
Qi

∂

∂pµ
i

A(p) (22.2)
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其中第一项为 0是因为电荷守恒 21.6，第二项中的 ∂pi
只作用于A中的 T，不作用于 u6。 6

因为这个式子的导出，是对T (p±
q)展开得到的。这样就确定出了 Nµ7，再带回到 21.3得到：
7
其实只能确定到某个与 q 无关的

矢量 v，满足 q · v = 0，但是这样的
v实际上不存在。Aµ =

n∑
i=1

Qi

[
ηip

µ
i

δq · pi
+ qνpµ

i

q · pi

∂

∂pν
i

− iqνS
µν
i

q · pi
− ∂

∂piµ

]
A(p) +O(δ) (22.3)

这个式子里面的 ∂pi
就是作用于整个 A了。定义：

Lµν
i = i

(
pµ

i

∂

∂piν
− pν

i

∂

∂piµ

)
, Jµν

i + Sµν
i (22.4)

这里Sµν
i 要根据第 i个粒子的自旋去选取对应的Lorentz群不可约表示，比如 s = 0, Sµν =

0; s = 1
2 , S

µν = i
4 [γµ, γν ]。这样我们就得到了包含 subleading修正的软定理（LBK定理

[52, 53]）：

S
(0)
± =

n∑
i=1

Qiηi
ε±µ(q)pµ

i

q · pi
, and S

(1)
± = −i

n∑
i=1

Qi
ε±µ(q)qνJ

µν
i

q · pi
(22.5)

同样的方法可以推导出软引力子定理的 subleading和 subsubleading的修正项 8[55–58]： 8
软定理已经使用不同的方法推了

很多遍，文献 [47, 54]中有不同证
明方法的文献索引, 而且还有对于
更复杂的非阿贝尔规范理论的软定

理讨论。
S

(0)
± = κ

2

n∑
i=1

ηi
ε±µν(q)pµ

i p
ν
i

q · pi
, S

(1)
± = −iκ2

n∑
i=1

ε±µν(q)pµ
i qλJ

νλ
i

q · pi
,

S
(2)
± = −κ4

n∑
i=1

ηi
ε±µν(q)qρqσJ

µρ
i Jνσ

i

q · pi

(22.6)

Section 23

Infrared divergence

QED中软光子的产生是不需要能隙的，所以看起来任意的 QED散射过程都需要无
穷多的软光子进行修正，这一节来处理这个问题，我们会看到实软光子的辐射修正和虚

软光子的圈图修正会精确地抵消。

在Wilson的有效场论框架下，重整化被理解为在路径积分中先积掉理论的 UV和
IR 能标，带来 Λ 和 Λ′ 两个截断能标，这样路径积分圈图中内线的积分上下限就变成

Λ ∼ Λ′，自然也就有限。重整化后的场论就是在 Λ ∼ Λ′ 能标上的有效理论，从实践上

看，我们自然想把 Λ′推导无穷大，重整化群理论告诉我们这仅仅只是将拉式量里面的重

整化参数变成无穷大了而已，也就是用无穷大抵消无穷大，能这样做的理论就是可重整

化的，是紫外有限的。一般的场论教科书并不太关注红外有限，通常我们就直接把 Λ外
推到 0了，就像是我们已经先验的知道理论肯定红外有限，计算结果上看也确实是这样，
毕竟红外修正是比较 trivial的事情。现在我们来具体细致分析一下红外发散是如何产生
的，又是如何消除的。

紫外发散来源于圈图积分时高能标自由度部分，那么红外发散也就理应当来源于低

能自由度的圈图积分，所以下面我们来单独计算一下圈图的红外积分部分，单独看看红

外发散 9。依旧是考虑任何一个QED散射过程，相当于现在我们要考虑外腿之间传递任 9
一般场论教科书里面做重整化当

然是直接红外紫外打包处理，我们

这里相当于只算红外部分，抽出红

外效应看看

意数量的虚软光子的修正，所谓虚，表示不在壳，所谓软，表示圈图积分时从 λ ∼ Λ，
这里 λ会在最后趋近于 0，Λ来标记“软”到什么程度才是软粒子。用MΛ 表示只积分
|p0| > Λ的硬自由度后的振幅，Mλ表示虚软光子修正后的振幅。把虚软光子看作是一个

外腿辐射 q 的软光子，而另外一个外腿辐射 −q 的软光子，这样就可以利用前面的软定
理的结论，发现最终的修正只是多了一个因子：

Jmn ≡
∫

λ<|q|<Λ

d4q

(2π)4
−igµν

q2 − i0+ ·
ηmQmp

µ
m

pm · (−q)− iηm0+ ·
ηnQnp

ν
n

pn · (q)− iηn0+ (23.1)
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︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
α

β

13.3 α → β S - . α β (

); .

(13.1.3) :

Mμ1···μN

βα (q1 · · · qN )→Mβα

N∏
r=1

(∑
n

ηn en p
μr
n

pn · qr − iηnε

)
. (13.1.8)

13.2

α → β

, 13.3 . “ ” , Λ ,

Λ , .

, , , λ.

. Λ “ ” ;

Λ - Λ - , Λ .

, λ→ 0 ; ,

.

,

−i
(2π)4

ημμ′

q2 − iε
, (13.2.1)

(13.1.8) , , 4 - . ,

N , 2NN !,

N ! . , N

图 9. 虚软光子辐射修正

这里光子的传播子选取了费曼规范。考虑N 个虚光子的辐射修正，需要对m,n对于所有
可能的外线进行求和，光子线置换和光子线两端求和会引入重复，所以还需要除以N !2N

因子：

Mλ = MΛ ·
1

N !2N

(∑
n,m

Jnm

)N

= MΛ exp
[

1
2
∑
n,m

Jnm

]
(23.2)

将 Jmn 中的
QnQmηnηm

(2π)4 抽离出来，剩下的积分部分记为 Kmn，可以利用留数定理先计

算 q0 部分的积分：

极点为：

q0 =
pm

p0
m

· q + iηm0+ q0 = |q| − i0+

q0 =
pn

p0
n

· q − iηn0+ q0 = −|q| + i0+

Knm =
{
−π(pn · pm)

∫
λ≤|q|≤Λ

d3q
|q|3(En−q̂·pn)(Em−q̂·pm) , ηn = −ηm = ±1

−π(pn · pm)
∫

λ≤|q|≤Λ
d3q

|q|3(En−q̂·pn)(Em−q̂·pm) −
4iπ3

βnm
ln
(Λ

λ

)
, ηn = ηm = ±1

(23.3)
其中

βnm ≡

√
1− m2

nm
2
m

(pn · pm)2

这导致虚软光子修正的相因子对数发散，但我们最后实际可观测量是散射振幅的模方，

所以最后这个虚数因子无关紧要，我们只需要关注Knm 的实部，可以统一的写为：

ReKmn = −π(pn · pm)
∫

λ≤|q|≤Λ

d3q

|q|3(En − q̂ · pn)(Em − q̂ · pm)

= 2π2

βnm
ln
(

1 + βnm

1− βnm

)
ln
(

Λ
λ

) (23.4)

Remark 考虑非相对论量子力学中的散射问题时，需要求解径向波函数 R` ≡ u`：

− ~2

2m
d2u

dr2 +
[
V (r)− `(`+ 1)~

2mr2

]
u` = Enu`
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如果考虑 V (r) ∝ 1
r 的库伦散射，径向波函数的相因子并不是球面波的形式，也会出

现对数发散：

R`(r) ∼
exp(ipr − iν ln r)

r

所以这里讨论的问题实际上时这个发散的相对论版本，非相对论版本的详尽分析见

[59]。

将上式代入到振幅的模方表达式得到可观测量跃迁速率的修正：

Γλ =
(
λ

Λ

)A

ΓΛ (23.5)

其中：10 10
利用了

βnm =
{

0, ηnηm = +1
β ∈ (0, 1), ηnηm = −1A = − 1

8π2

∑
nm

QnQmηnηm

βnm
ln
(

1 + βnm

1− βnm

)
= − Q

2

8π2

[
4− 2

β
ln
(

1 + β

1− β

)]
(23.6)

Q是总电荷量。上式说明 A总是大于 0的，所以当 λ → 0时，会导致 Γλ → 0，这意味
着，考虑了虚软光子的修正之后，红外发散体现为QED中所有的过程都不可能发生！跃
迁速率都是 0！而这显然是不合常理的，这个发散会通过引入软光子辐射来消除，因为
任意过程不但会在外腿之间传递任意数量的虚软光子，还会辐射出任意数量的，不可探

测的实软光子。

根据前面的软定理，取模方并对螺旋度求和之后得到跃迁速率，然后再乘上相空间

体积元，
∏N

r=1
d3qr

(2π)3(2|qr|)，得到辐射 N 个软光子到动量空间体积微元的微分速率：

dΓλ(q1, · · · ,qN ) = Γλ

N∏
r=1

d3qr

(2π)3(2|qr|)
∑
nm

ηnηmQnQm(pn · pm)
(pn · qr)(pm · qr) (23.7)

由于我们不可能分辨出能量无限低的软光子，所以我们测量到的跃迁速率应当是将

那些所有可能的软光子发射位形积分之后得到的总的 Γλ(E,ET )11，这里E，表示不可观 11
只要是我们看不到的过程，都要

积分积掉！就像是在找边缘概率分

布一样。
测的软光子的能量都小于 E，这里的 ET 表示不管不可观测的软光子被辐射了多少，最

终总的软光子能量都小于 ET。首先对软光子动量方向积分：

dΓλ(ω1 · · ·ωN ) = ΓλA
N dω1

ω1
· · · dωN

ωN
(23.8)

这里A就是 23.6。然后是对所有的软光子辐射数目可能求和，也就是对N 求和，还要对
软光子的能量积分，上限已经由 E,ET 确定，下限同虚软光子一样是 λ，最后将这个跑
动参数定为 0，后面将看到发散会抵消，理论不依赖于 λ能标。

Γλ(E,ET ) = Γλ

∞∑
N=0

AN

N !

∫
E≥ωr≥λ,

∑
r

ωr≤ET

N∏
r=1

dωr

ωr
(23.9)

引入阶跃函数：

θ(ET −
∑

r

ωr) = 1
π

∫ ∞

−∞
du sinETu

u
exp

(
iu
∑

r

ωr

)
(23.10)

可以将 Γλ(E,ET )中积分简化为：

Γλ(E,ET ) = 1
π

∫ ∞

−∞
du sinETu

u
exp

(
A

∫ E

λ

dω
ω

eiωu

)
Γλ (23.11)
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指数中的积分可以通过写成 (eiωu = 1)/ω与 1/ω的积分之和，得到：

Γλ(E,ET )→ F (E/ET ;A)
(
E

λ

)A

Γλ (23.12)

其中：12 12
作了换元 u → u/ET , ω →

ET ω
F(x;A) ≡ 1

π

∫ ∞

−∞
du sin u

u
exp

(
A

∫ x

0

dω
ω

(eiωu − 1)
)

= 1−
A2θ(x− 1

2 )
2

∫ x

1−x

dω
ω

ln
(

x

1− ω

)
+ · · ·

(23.13)

如果 E/ET u 1, A� 1，则：

F (1;A) ' 1− 1
12π

2A2 + · · · → 1 (23.14)

然后注意到 23.5，最终得到红外修正为：

Γλ(E,ET )→ F (E/ET ;A)
(
E

Λ

)A

ΓΛ (23.15)

仅仅只是一个接近于 1的因子，实际的计算上，我们使用费曼图计算 ΓΛ 时圈积分在 Λ
以上做，而理论本身肯定是与这个“软”能标的选取无关的，所以实际计算上可以自由

地选取 Λ，使得F → 1, A� 1，这样会使得前面的修正因子非常趋近于 1，这样我们只
需要计算来源于费曼图的 ΓΛ 低阶贡献就能非常精确地得到 Γλ(E,ET )的近似结果。

软引力子的红外发散抵消也可以类似的分析 [60]，非软粒子引起的一般的红外发散
的处理参见 [1]§13。

Section 24

Massless QED

本章用天球的视角来看 QED理论，为下一节做准备，本节的讨论都局限于比较简
单的，不含磁荷而且电子没有质量的 QED理论，但是基于此推出的许多结论实际上是
普适的，可以推广到有质量 QED上 [14]。

Subsection 24.1

Classical

弯曲时空中 QED作用量：

SEM = − 1
2e2

∫
F ∧ ?F + SM = − 1

4e2

∫
d4x
√
−gFµ]nuF

µν + SM (24.1)

其中SM 由 jνAν形式给出相互作用项，即 jν = − δSM

δAν 。Maxwell场方程有下面简洁形式：{
dF = 0 ⇒ ∇µFνρ +∇νFρµ +∇ρFµν = 0
d ? F = e2 ? j ⇒ ∇µFµν = e2jν

(24.2)

下式给出了整个空间内的净电荷/磁荷 13： 13
后文 ?, ∗指的都是 Hodge dual

QE = 1
e2

∫
S2

∞

?F =
∫

Σ
?j, QM = 1

2π

∫
S2

∞

F (24.3)
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它们是量子化的，只能取整数。QED是 U(1)规范理论，在 A 7→ A + dε的规范变换下
理论不变，后文不加说明都在所谓 retarded radial 规范下进行计算 [61, 62]：

I+ : Ar = 0, Au|I+ = 0
I− : Ar = 0, Av|I− = 0

(24.4)

在 I±附近可以把 A,F 展开成 O(1/r)的形式，用 A(i), F (i)表示 r−i项前的系数，那么

在这一规范下有 14： 14
各项系数都只和 (u, z, z̄)相关了

F (0)
ur = A(0)

u , F
(0)
zz̄ = ∂zA

(0)
z̄ − ∂z̄A

(0)
z , F (0)

uz = ∂uA
(0)
z , F (0)

rz = −A(1)
z (24.5)

而且我们所关心的场位形在 I+
+ 处为真空，即满足：

15 15 I−
− 也是，就是前面说的 C-K

时空。

Fur|I+
+

= Fuz|I+
+

= 0 (24.6)

I−处类似。但这个规范选取就如库伦规范∇ ·A = 0一样没有完全确定规范，A(0)
z 还可

以进行下面的所谓 Large gauge transformation：

A(0)
z 7→ A(0)

z + ∂zε(z, z̄), ∀ε ∈ C∞ [CS2] (24.7)

规范变换是一种冗余，但是这里的 Large gauge transformations 最大的特点就是在无穷
远处不归零，这导致很多时候分部积分的边界项不能丢去，确确实实的成为了一个对称

性，后面马上会看到会对应无穷多个守恒荷。

运动电荷激发的电磁场即所谓 Liénard-Wiecher 势 [63]。这里我们在天球坐标下将
advanced和 retarded势统一写为：

Frt(~x, t) = e2

4π

n∑
k=1

Qkγk

(
r − tx̂ · ~βk

)
∣∣∣∣γ2

k

(
t− rx̂ · ~βk

)2
− t2 + r2

∣∣∣∣3/2 , r2 = ~x · ~x, ~x = rx̂ (24.8)

其中我们假设所有电荷之间匀速运动，而且相互作用可忽略，这个假设有点强，但是请

相信后面导出的结论是可以推广到一般情形的。现在计算在天球上的极限：

Frt|I+ = e2

4πr2

n∑
k=1

Qk

γ2
k(1− x̂ · ~βk)2

Frt|I− = e2

4πr2

n∑
k=1

Qk

γ2
k(1 + x̂ · ~βk)2

(24.9)

取极限，得到：

Frt|I+
−
6= Frt|I−

+
(24.10)

正是这个式子说明了要严格区分 I+
− , I−

+ 和 i0。但是，因为 Fru = Frt = Frv：

lim
r→∞

r2Fru(x̂)
∣∣∣
I+

−

= lim
r→∞

r2Frv(−x̂)
∣∣∣
I−

+

(24.11)

也就是说场在两个天球上是对径认同的，这也是为什么前面 I± 天球的角向选取是 an-
tipodal的，上边的式子可以写成下面很简洁的形式：

F (2)
ru (z, z̄)

∣∣∣
I+

−

= F (2)
rv (z, z̄)

∣∣∣
I−

+

(24.12)
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这个式子是普适的，而且非常重要，是后面散射问题的核心。上面的式子破缺了 I+×I−

上的 Large gauge，如 BMS+ × BMS−
一样破缺为一个 diagonal的子群，现在考虑任意

一个天球上的对径认同的函数：16 16
在 I±上定义但是与 u, v无关的

函数，在 I±
∓ 上对径认同。

ε(z, z)|I+
−

= ε(z, z)|I−
+

(24.13)

定义下面的 future charges和 past charges：

Q+
ε = 1

e2

∫
I+

−

ε ∗ F, Q−
ε = 1

e2

∫
I−

+

ε ∗ F (24.14)

由于 Hodge对偶后出来的体积元 ∝ r2，所以在天球上 r →∞，F → F (2)，再根据对径
认同的条件，这样对于任意一个函数 ε，我们都给出了一个“电荷”守恒律：

Q+
ε = Q−

ε (24.15)

对于 ε 是常函数情形，就得到了一般的电荷守恒律。利用 Stokes 公式 17可以改写 Q±
ε

17 ∫
∂Ω ω =

∫
Ω dω

为 18： 18 Q−
ε 只用把 + 7→ −

Q+
ε = 1

e2

∫
I+

dε ∧ ∗F +
∫

I+
ε ∗ j +

�
���

��*0
1
e2

∫
I+

+

ε ∗ F (24.16)

最后一项为 0是因为我们假设电子是无质量的，这样电子就是从 I− → I+，而不是 i− →
i+，所以F |I+

+
= 0。第一项是 Soft term Q+

S 与软光子的产生湮灭有关，第二项由于是与流

耦合，所以叫Hard term Q+
H 与带电实物粒子有关。将上面的微分形式写成分量形式

19： 19
其中使用了 Bianchi 恒等式：

∂uF
(2)
ru + DzF

(0)
uz + Dz̄F

(0)
uz̄ +

e2j
(2)
u = 0Q+

ε = − 1
e2

∫
I+
dud2z

(
∂zεF

(0)
uz̄ + ∂z̄εF

(0)
uz

)
︸ ︷︷ ︸

Q+
S

+
∫

I+
dud2zεγzz̄j

(2)
u︸ ︷︷ ︸

Q+
H

(24.17)

定义 Soft photon mode Nz：

Nz ≡
∫ ∞

−∞
duF (0)

uz = lim
ω→0

∫ ∞

−∞
duF (0)

uz e
iωu (24.18)

再次看到 Nz 对应的是电磁场的零频部分，也就是软光子部分，而且有：

∂z̄Nz − ∂zNz̄ =
∫ ∞

−∞
du
[
∂z̄F

(0)
uz − ∂zF

(0)
uz̄

]
= −

∫ ∞

−∞
du ∂uF

(0)
zz̄ = −F (0)

zz̄

∣∣∣I+
+

I+
−

= 0
(24.19)

最后等于 0是因为 Fzz̄|I±
+

= 0，本质上是因为没有磁单极子，磁场不是 long-range的，
在无穷远处为 020。所以 Nz 无旋，可以由此引申出一个实标量场 N 作为其原函数： 20

因为 Fzz̄ = ∂xµ

∂z
∂xν

∂z̄
Fµν =

∂xi

∂z
∂xj

∂z̄
Fij，而规范场强的空间分

量 Fij 只和磁场有关。Nz ≡ e2∂zN =
∫ ∞

−∞
duF (0)

uz = A(0)
z |I+

+
−A(0)

z |I+
−

(24.20)

利用 N，future charges可以写成下面简洁形式：

Q+
ε = 2

∫
S2

∞

d2zN∂z∂z̄ε+
∫

I+
dud2zεγzz̄j

(2)
u (24.21)
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对 past charge也可以来上面的这一套：

Q−
ε = −2

∫
S2

∞

d2zN−∂z∂z̄ε+
∫

I−
dvd2zεγzz̄j

(2)
v (24.22)

Remark 正文里面省去了一些推导细节，在 retarded下的Maxwell方程形式罗列如下：

(∂u − ∂r)
(
r2Fru

)
+ γzz̄ (∂zFuz̄ + ∂z̄Fuz̄) = −e2r2jM

u

−∂r

(
r2Fru

)
+ γzz̄ (∂zFrz̄ + ∂z̄Frz̄) = −e2r2jM

r

r2 (∂u − ∂r)Frz̄ + r2∂rFuz̄ + ∂z

(
γzz̄Fzz̄

)
= −e2r2jM

z

(24.23)

Lorenz规范形式为：

−∂u

(
r2Ar

)
− ∂r

(
r2Au

)
+ ∂r

(
r2Ar

)
+ γzz̄ (∂zAz̄ + ∂z̄Az) = 0 (24.24)

Subsection 24.2

Quantization

上面讨论的都是经典场，现在进行量子化，目的是说明前面定义的 future charge 和
past charges都是 Large gauge transformations对应的生成元算符。量子化方案选用正则
量子化方案，这里使用的方法不需要事先对时空进行 3+1分解，是协变的方法 [64–68]。

经典力学的正则形式是建立在辛几何上的，也就是给相流形上配备了一个非退化的、

闭的二形式 [69]：
Ω = 1

2ωIJdx
I ∧ dxJ (24.25)

而且可以证明，可以通过选取不同的广义坐标局部的将 ωIJ 化为下面的矩阵：

ωIJ =
[

0 1N×N

−1N×N 0

]
(24.26)

力学量的 Possion括号由下式给定：

{A,B} = ΩIJ∂IA∂JB (24.27)

相空间是运动方程的解，可以与初始值一一对应。

到了场论这边，相空间我们可以选取为某一个柯西面 Σ上的场位形。场 φ本身是流
形上的微分形式，24.25中的 dx应该替换为 δφ，这里 δ是场位形的在壳变分，也就是说
φ+ δφ仍然是场方程的解。场本身是定义在某个纤维丛上的，可以粗浅的理解为两个流
形拼起来，而 d是底流形上的微分形式算子，δ事实上是另一个正交的微分形式算子，所
以 δφ在 δ的意义上是 1-form，在 d的意义上 δ的作用不会改变其是几形式，这样 Ω形
如 δφ ∧ δϕ从 δ 的意义上看就是个二形式。构建的微分形式还应当满足规范不变性，闭
且非退化，而且还要对柯西面的不同选取一致，利用 [68]中方法可以得到 U(1)规范场
的辛形式为：

ΩΣ = − 1
e2

∫
Σ
δ(∗F ) ∧ δA (24.28)

将柯西面选取为 I±，得到分量为：

ωuzz̄|I+ = − 1
e2 [δ(∗F )uz ∧ δAz̄ + δ(∗F )z̄u ∧ δAz + δ(∗F )zz̄ ∧ δAu]I+

= − i

e2

[
δF (0)

uz ∧ δA
(0)
z̄ + δF

(0)
uz̄ ∧ δA(0)

z

]
,

(24.29)

其中利用了：21 21
注意到 Levi-Civita符号不是张

量，而是张量密度，
√

−gε 才是张
量，然后利用Hodge dual定义爆算
即可

(∗F )uz = i (Fuz − Frz) , (∗F )zz̄ = ir2γzz̄Fru (24.30)
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最终得到辛形式：

ΩI+ = 1
e2

∫
dud2z

[
δF (0)

uz ∧ δA
(0)
z̄ + δF

(0)
uz̄ ∧ δA(0)

z

]
(24.31)

总是可以把 Az 的 u → ±∞，也就是 I+
± 的与 u无关的部分分离出去，这一部分又总是

可以写成某个天球上标量场的导数，因为要求 Fzz̄|I±
+

= 0：22 22
这里所做的事情实际上是为了

构建包含软光子模式 {φ, N} 的协
变相空间做准备，Strominger原始
文献 [61](那里使用 {φ±}代替这里
的式 {φ, N})就指出，如果不这样
做会导致计算得出 Q±

ε 不是 Large
规范变换的生成元

A(0)
z (u, z, z̄) = Âz(u, z, z̄) + ∂zφ(z, z̄), ∂zφ ≡

1
2

[
A(0)

z

∣∣∣
I+

+

+ A(0)
z

∣∣∣
I+

−

]
(24.32)

而且 ∂zφ是一个 pure gauge。利用上面的分解以及 soft photon mode重写 24.31：

ΩI+ = 2
e2

∫
dud2z∂uδÂz ∧ δÂz̄ − 2

∫
d2z∂zδφ ∧ ∂z̄δN (24.33)

现在考虑正则量子化，场变成算符，而 Poisson括号换成 Dirac括号：23 23 { , } 7→ 1
i
[ , ]

− 2
e2

[
∂uÂz(u, z, z̄), Âw̄(u′, w, w̄)

]
= iδ(u− u′)δ2(z − w),

2 [∂zφ(z, z̄), ∂w̄N(w, w̄)] = iδ2(z − w).
(24.34)

积分得到：24 24
这里

Θ(u) =
1
πi

∫
dω

ω
eiωu =

{
+1 , u > 0
−1 , u < 0

[
Âz(u, z, z̄), Âw̄(u′, w, w̄)

]
= − ie

2

4 Θ(u− u′)δ2(z − w),

[φ(z, z̄), N(w, w̄)] = − i

4π log |z − w|2 + f(z, z̄) + g(w, w̄).
(24.35)

Subsection 24.3

Large guage symmetry

利用上面发展的对易式可以去计算Q±
ε 与场算符的对易关系，注意到物质场部分QH

始终和规范场 A对易，所以：[
Q+

ε , A
(0)
z (u, z, z̄)

]
= i∂zε(z, z̄),[

Q−
ε , A

(0)
z (v, z, z̄)

]
= i∂zε(z, z̄).

(24.36)

所以前面定义的守恒荷其实就是对径认同的 Large gauge transformation的生成元，自
然就是一个守恒荷！下面是另外一些比较有用的对易关系：[

Q+
ε , N(z, z̄)

]
= 0,

[
Q+

ε , Âz(u, z, z̄)
]

= 0,
[
Q+

ε , φ(z, z̄)
]

= iε(z, z̄) (24.37)

前面的讨论一直忽略了流耦合项 SM，加入后对前面的结论不会有影响，注意到QS

与物质场对易，根据 Noether定理：[
j(2)

u (u′, w, w̄),Φk(u, z, z̄)
]

= −QkΦk(u, z, z̄)γzz̄δ2(z − w)δ(u− u′) (24.38)

这意味着：[
Q+

ε ,Φk(u, z, z̄)
]

=
[∫

I+
ε ∗ j,Φk(u, z, z̄)

]
= −Qkε(z, z̄)Φk(u, z, z̄) ≡ iδεΦk(u, z, z̄)

(24.39)
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所以 QS 生成规范场的规范变换，QH 生成费米场规范变换，合起来 Qε 生成 I+ 上的
local规范变换。

Section 25

Ward indentity = Soft theorem

Subsection 25.1

Ward indentity of S-Matrix

量子力学里面就知道守恒意味着与哈密顿量对易，而 S ∼ exp{iHT}，所以前面的
守恒荷会和 S 对易：25 25

初末态基底选取平面波。

〈out|
(
Q+

ε S − SQ−
ε

)
|in〉 = 0 (25.1)

这样一个简单的式子就是 S-Matrix的Ward identity。利用 24.21和 24.22得到：

Q−
ε |in〉 = −2

∫
d2z∂z̄ε∂zN

−(z, z̄)|in〉+
m∑

k=1
Qin

k ε(zin
k , z̄

in
k )|in〉

〈out|Q+
ε = 2

∫
d2z∂z∂z̄ε〈out|N(z, z̄) +

n∑
k=1

Qout
k ε(zout

k , z̄out
k )〈out|

(25.2)

第一项没啥好说的，后面会讨论其物理含义，第二项的计算稍微提一下。首先我们假设

入射态是m个 hard particles，而且来自于天球上的点 zin
k ，24.39给出了守恒荷与物质场

之间的对易关系，实际上，不难证明守恒荷和产生湮灭算符也满足同样的对易关系 26。 26
比如标量场 [33]

a†(k) = −i

∫
d3xeikx

↔
∂0 ϕ(x)

以两个入射粒子为例：

Q−
H |in〉 ∼ Q

−
Ha

†
1a

†
2 |0〉

∼
[
Q−

H , a
†
1a

†
2

]
|0〉+������:0

a†
1a

†
2Q

−
H |0〉

∼
[
Q−

H , a
†
1

]
a†

2 |0〉+ a†
1

[
Q−

ε , a
†
2

]
|0〉

∼ Q1ε1 |in〉+Q2ε2 |in〉

(25.3)

第二行我们利用了真空态一定是没荷的 27。现在可以把 25.1写为： 27
后面对称性自发破缺会提到 Q−

ε

作用到真空上不是 0，但是这里QH

是没有破缺的对称性。2
∫
d2z∂z∂z̄ε〈out|

(
N(z, z̄)S − SN−(z, z̄)

)
|in〉

=
[

m∑
k=1

Qin
k ε(zin

k , z̄
in
k )−

n∑
k=1

Qout
k ε(zout

k , z̄out
k )

]
〈out|S|in〉

(25.4)

取 ε(z, z̄) = 1
w−z，则上式可以写为如下形式：

28 28

∂z̄
1

z − w
= 2πδ2(z − w)

最后 w ↔ z
4π〈out|

(
∂zNS − S∂zN

−) |in〉 =
[

m∑
k=1

Qin
k

z − zin
k

−
n∑

k=1

Qout
k

z − zout
k

]
〈out|S|in〉 (25.5)

这个等式其实就是带有 U(1) Kăc-Moody current的 CFT2 的Ward恒等式 [70–73]，在
介绍CFT后会专门讨论。这里的 ε的选取是为了后面与正螺旋度光子的软定理联系，如
果考虑负螺旋度的情况，可以选取 ε(z, z̄) = 1

w̄−z̄ 进行一样的推导。这一 ε的选取是有非

常强的物理上的motivation的，因为后面推导的是单个软光子辐射的软定理，那自然想
到只在天球上的某一个点上（这个点正代表着出射软光子 p̂）做 large guage变换，所以
δAz ∼ ∂zε ∼ δ(·)，这正对应了我们此处的选取。
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Subsection 25.2

Mode expansion

本部分的终极目标是证明Ward恒等式可以联系渐近对称性和软定理，前文从相空
间角度给出了Ward恒等式，在动量空间给出了软定理，是时候在动量空间重写Ward
恒等式了，重点就是将场算符用平面波展开，也就是正则量子化的过程。free mode ex-
pansion 弯曲时空量子力学领域已经不少人算过了，U(1)规范理论结果如下：

Aν(x) = e
∑
α=±

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq

[
ε∗α

ν (~q)aout
α (~q)eiq·x + εα

ν (~q)aout
α (~q)†e−iq·x] (25.6)

q是平面波在壳动量 q2 = 0，ε±
µ 是极化矢量，常常取为：

ε+µ(~q) = 1√
2

(z̄, 1,−i,−z̄) , ε−µ(~q) = 1√
2

(z, 1, i,−z) , qµε
±µ(~q) = 0, εµ

αε
∗
βµ = δαβ

(25.7)
产生湮灭算符之间满足对易关系：[

aout
α (~q), aout

β (~q′)†] = δαβ(2π)3(2ωq)δ3 (~q − ~q′) (25.8)

定义内积：

(A,A′) = −i
∫
dΣµ[Aν(∇µA

′∗
ν −∇νA

′∗
µ)− (A↔ A′∗)] (25.9)

这样定义的内积与类空超曲面 Σ的选取是无关的。这样一来产生湮灭算符可以写成：

a±(q) = i(A, (ε±eiq·x)∗) (25.10)

对于 I−类似讨论，结果只是把 out改成 in。下面计算A
(0)
z (u, z, z̄) ≡ limr→∞ Az(u, r, z, z̄)

的模式展开：29 29
这里 q̂, x̂都是指其空间部分

Aµ(x) =e
∑
α=±

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq

[
ε∗α

µ (~q)aα(~q)e−iωqu−iωqr(1−q̂·x̂)

+εα
µ(~q)a†

α(~q)eiωqu+iωqr(1−q̂·x̂)
]

= e

8π2

∑
α=±

∫ ∞

0
dωqωq

∫ π

0
dθ sin θ

[
ε∗α

µ (~q)aα(~q)e−iωqu−iωqr(1−cos θ)

+εα
µ(~q)a†

α(~q)eiωqu+iωqr(1−cos θ)
]
.

(25.11)

这里 θ是 q̂和 x̂之间的夹角，利用数学公式 30： 30
来源是鞍点近似

lim
r→∞

sin θeiωqr(1−cos θ) = i

ωqr
δ(θ) +O((r)−2) (25.12)

代入得到：

Aµ(x) = − ie

8π2r

∑
α=±

∫ ∞

0
dωq

[
ε∗α

µ (ωqx̂)aα(ωqx̂)e−iωqu − c.c.
]

+O(r−2) (25.13)

我们要求的玩意儿是 Az = ∂zx
µAµ，注意到：

∂zx
µε+

µ (ωqx̂) = 0, ∂zx
µε−

µ (ωqx̂) =
√

2r
1 + zz̄



Ward indentity = Soft theorem Soft photon & graviton 49

最终求得：31 31
下文中的 ω指 ωq，即 q0

A(0)
z (u, z, z̄) = − i

8π2

√
2e

1 + zz̄

∫ ∞

0
dω
[
aout

+ (ωx̂)e−iωu − aout
− (ωx̂)†eiωu

]
(25.14)

把定义式 24.18改写为厄米的形式：

∂zN = 1
2e2 lim

ω→0+

∫ ∞

−∞
du
(
eiωu + e−iωu

)
F (0)

uz (25.15)

利用 A
(0)
z 重写上式为：

∂zN = − 1
8πe

√
2

1 + zz̄
lim

ω→0+

[
ωaout

+ (ωx̂) + ωaout
− (ωx̂)†] (25.16)

在 I−上也有类似式子，只需要把N → N−,out→in就好。现在可以看出来为啥要叫 soft
photon mode 了。根据前面的铺垫，25.5终于可以写成如下形式：

lim
ω→0

⌊
ω〈out|

(
aout

+ (ωx̂)S −Sain
−(ωx̂)†) |in〉

=
√

2e(1 + zz̄)
[

n∑
k=1

Qout
k

z − zout
k

−
m∑

k=1

Qin
k

z − zin
k

]
〈out|S|in〉

(25.17)

Subsection 25.3

Soft photon & graviton

前面用费曼图导出的软定理可以用 S 矩阵写成如下形式：

lim
ω→0

[
ω〈out|aout

+ (~q)S|in〉
]

= e lim
ω→0

[
m∑

k=1

ωQout
k pout

k · ε+

pout
k · q

−
n∑

k=1

ωQin
k p

in
k · ε+

pin
k · q

]
〈out|S|in〉

(25.18)
这里出射和入射态都是平面波为基，而且我们把元电荷作为公因子提出，Q ∈ Z，出入
射动量用 Embedding的形式写出来，前面第三部分写过，这里再写一遍：

qµ = ω

1 + zz̄
(1 + zz̄, z + z̄,−i(z − z̄), 1− zz̄) ,

pµ
k = Ek

1 + zkz̄k
(1 + zkz̄k, zk + z̄k,−i(zk − z̄k), 1− zkz̄k)

(25.19)

注意到：

εµ
+(q) = 1√

2ω
∂z [(1 + zz̄) qµ] , εµ

−(q) = 1√
2ω
∂z̄ [(1 + zz̄) qµ] (25.20)

带进去一通暴力计算，软定理被我们写成了：

lim
ω→0+

[
ω 〈out| aout

+ (ωx̂)S |in〉
]

= e√
2

(1 + zz̄)
[ ∑

k∈out

Qk

z − zk
−
∑
k∈in

Qk

z − zk

]
〈out| S |in〉

(25.21)
根据 CPT 不变性：32 32

这里没搞懂为啥?

〈out|aout
+ (~q)S|in〉 = −〈out|Sain†

− (~q)|in〉 (25.22)
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结合上面两个式子就证明了 Ward 恒等式和软定理是一回事，或者说通过 Ward 恒等
式，软定理和 Large gauge symmetry 是一回事。这其实反过来说明了我们找到的 Large
gauge symmetry 是 non-trivial的，确实得看作是一个渐近对称性。这种 non-trivial从
记忆效应也能体现出来，后面会详细讨论。

回到引力这边，这边的证明思路上差不多，但是有很多比较微妙的点。首先就是守

恒荷的量子化，虽然也可以按照QED那边的方法一样做，但是技术细节上微妙许多。不
过我们可以猜测它们应当有如下形式：[

Q+
f , · · ·

]
= iδf ,

[
Q+

Y , · · ·
]

= iδY (25.23)

至于 δf 和 δY 的形式前面已经算过了，而且它们都是和哈密顿量对易的，这也是利用

Ward恒等式的基础。第一个式子证明相对简单，可以看文献 [74]，第二个等式要复杂许
多，首先是需要下面几个式子 [64, 75–77]：[
Nz̄z̄(u, z, z̄), Cww(u′, w, w̄)

]
= 16πGiγzz̄δ

2(z − w)δ(u− u′)[
Q+

S , Czz

]
= −iuD3

zY
z,[

Q+
H , Czz

]
= iu

2 D · Y Nzz + iY ·DCzz −
i

2D · Y Czz + 2iDzY
zCzz

(25.24)
而且 Superrotation对应的相空间也更加复杂 [78]。这些都只能先 argue一下，细说太麻
烦。同样也可以给出模式展开，这个时候 gµν = ηµν +κhµν，hµν 满足 linearized Einstein
equation：

∂σ∂νh
σ

µ + ∂σ∂µh
σ

ν − ∂µ∂νh−�hµν = 0 (25.25)

Mode expansion为：

hµν(x) = κ
∑
α∈±

∫
d3k

(2π)3
1

2k0

[
εα∗

µνaαe
ik·x + εαµνa

†
αe

−ik·x] (25.26)

若 h = 0，内积定义为：

(h, h′) = −i
∫
dΣρ[hµν(∇ρh

′∗
µν − 2∇µh

′∗
ρν)− (h↔ h′∗)] (25.27)

同样也可以用鞍点近似去求度规里的那些参数的模式展开，然后去证明软引力子定理，

详细的计算移步至文献 [22, 74, 79]。文献中详细论证了 Supertranslation对应的守恒荷
可以导出软定理的 leading order，而QY 对应 sub-leading order，计算过程十分复杂，后
面对于比较简单的无质量标量 QED的情况我们会细走一下这个过程。软引力子定理的
sub-subleading order也被计算过了 [80]，这也意味着有更高阶的守恒荷，文献 [81]对此
进行了分析。

Subsection 25.4

Asymptotic analysis on QED

这一节的主要目的是讲一下历史进程，文献最早是通过类似于 BMS的渐近分析得
到守恒荷这些 [61, 72]。分析渐近对称性的第一步就是指定边界条件，从而找到允许的对
称性。由于 Tuu 是能动张量 T00 和 T0i 的线性组合，所以它现在代表能流，由于天球半

径按照 r2 增大，所以为了让能量有限大，Tuu ∼ O
( 1

r2

)
，根据 Noether定理：

Tµν = 1
16πF

αβFαβη
µν − 1

4πF
µρ∂νAρ (25.28)

进行对称化操作得到：33 33
这样子做最大的好处是现在不

显含 A，与规范无关了
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Tµν
S ≡ Tµν − 1

4π∂ρ (F ρµAν) = 1
16πF

αβFαβη
µν − 1

4πF
µρF ν

ρ (25.29)

改到 Bondi坐标下：
Tuu ∼ FuzFuz̄

γzz̄

r2 + . . . (25.30)

这个式子意味着Fuz ∼ O(1)，再根据Fru, Frz是电磁场分量，所以渐近行为均为O(1/r2)。
下面的一组 A的渐近行为选取就满足这几个条件：34,35 34

这一节我们并不取定规范

35
这个条件充分但不必要，但是根

据文献 [82–84] 的讨论，选别的理
论会变得不是很自然。

Az ∼ O(1), Ar ∼ O
(

1
r2

)
, Au ∼ O

(
1
r

)
(25.31)

而满足这一边界条件的规范变换只能是：

ε = ε(z, z̄) +O
(

1
r

)
(25.32)

无穷远（天球）处不归零，就是前面说的 Large gauge transformations。类似于引力散射
问题的分析，可以证明 {A0

z}是 initial data，也就是说在 I+(I−)上知晓了它就能将其它
所有场在 I+(I−)柯西面上的位形确定到只差一个积分常数。所以 QED这边散射问题
(I− → I+场位形的map问题)为了 well-define，也必须把 {A0

z}对径认同的要求看作是 A0
z

∣∣
I+

−
= A0

z

∣∣
I−

+
散射问题定义的一部分。这样的话自然也就要求 I± 上的规范变换 25.32互相对径认同。

历史上的发展和本文讨论的路线是完全相反的，2014年那段时间 Strominger那些
人首先是对 QED和微扰引力直接去分析渐近对称性，然后去用 Noether定理那一套去
构建相应的守恒荷，再使用协变相空间方法进行量子化。过程中根据 Lorentz不变性和
CPT 的要求发现渐近对称性必须是对径认同变换的子群。而现在是把场在 I±

∓ 上对径

认同放在第一性原理上面（看作是散射问题良定义的自然要求），然后引入天球上对径

认同的函数去直接构造守恒荷，然后利用协变相空间进行量子化后发现这些守恒荷正是

Large gauge/diffeomorphic 变换的生成元！

Section 26

Spontaneous symmetry breaking

A. Zee[85]这部分物理讲的很清楚。

Subsection 26.1

In QFT

考虑 ~ϕ ≡ (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN )所定义的拉式量：

L = −1
2
[
(∂~ϕ)2 + µ2~ϕ2]− λ

4 (~ϕ2)2 (26.1)

这个理论具有明显的 O(n)对称性，但是我们可以“人为地”在理论中添加 ϕ2
1, ϕ

3
1 等项

来使得理论本身的对称性破坏为子群。还有一种是下面的模型，把质量项改成负的：

L = −1
2
[
(∂~ϕ)2 − µ2~ϕ2]− λ

4 (~ϕ2)2 (26.2)

并不能解释为粒子具有“虚数”质量，而只能将质量项看作势能项的一部分。为了方便

起见，考虑 N = 2的情形，势能项为：

V (~x) = −1
2 ~ϕ

2 + λ

4 (~ϕ2)2 +
��

��*01
2(∇ϕ)2 (26.3)
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最后一项为 0是因为正定，所以我们后面找真空态场位形要求能量最低可以干脆在那些
不随空间变化的场位形里面找。势能的图像就是右边的典中典Mexican帽

ϕ1

ϕ2

V (~x)

图 10. 对称性自发破缺

这种势能会导致极（小）值点不唯一，也就是说真空态是简并的，而我们做量子场

论都是要选定一个真空态之后在其附近微扰找激发态。真空态选择不影响物理，但是一

旦你选定了一个真空态，就意味着体系原先有的O(2)对称性完全破缺了。所以说拉式量
本身是对称的，但是真实世界由于选定了某个特殊的真空态，自发的破缺了对称性，导

致我们现实中其实看不到体系的 O(2)对称性。
不妨取定真空态为 ~ϕ = (

√
µ2/λ, 0)，然后在真空态附近展开场位形，即重定义场为：

ϕ′
1 = ϕ1 − v +O(ϕ2), ϕ′

2 = ϕ2 − 0 +O(ϕ2) (26.4)

代入原本的拉式量得到对称性自发破缺后的拉式量形式：36
36
最后把 ϕ′ 替换为 ϕ

L = µ4

4λ + 1
2
[
(∂ϕ1)2 + (∂ϕ2)2]− µ2ϕ2

1 +O(ϕ3) (26.5)

对称性自发破缺带来了两个非常重要的东西：

• 质量项：现在 ϕ1 的质量项是正定的，可以解释为质量

• 无质量玻色子：多了一项ϕ2，但是他是没有质量项的，我们称之为Nambu-Goldstone
玻色子

O(2)对称性破缺有两个，一个是 Abel的 Lie群 SO(2)的破缺，也就是说沿着帽中轴线
的旋转对称性由于选取了一个特定的真空被破缺了，正是这种连续对称性的破缺，会有

守恒荷的破缺，所以最终导致 Nambu-Goldstone玻色子的产生。而 Z2 的离散对称性破
缺不会带来无质量玻色子。

Theorem 1 (Nambu-Goldstone) 每一个连续对称性的破缺都会带来一个无质量 Boson，称为
Nambu-Goldstone Boson。

Proof 从对称性没有自发破缺的拉式量中可以得出一些守恒荷，有一些是将要破缺的对称性

对应的 Qb，也有一些是物理世界真实会看到的 Qa。真空态自然是要求在物理真实世
界的 Q作用为 0：b

H |0〉 = Q |0〉 = 0 (26.6)

但是对于破缺的对称性会有 Qb |0〉 6= 0，但是根据 [H,Qb] = 0可以说明 Qb |0〉还是一
个真空态，所以破缺对称性对应的守恒荷作用在真空态上会把他变成另一个真空态。

假设D为时空空间部分的维数，那么对于每一个守恒荷Qb =
∫
dDxJ0(~x, t)可以定义

粒子态：

|s〉 =
∫
dDxe−i~k~xJ0(~x, t)|0〉 (26.7)

下面的推演说明了其是动量为 ~k的单粒子态：

P i |s〉 =
∫
dDxe−i~k~x[P i, J0(~x, t)]|0〉 = −i

∫
dDe−i~k·~x∂iJ0(~x, t)|0〉 = ki|s〉 (26.8)

而且 Qb |0〉 = lim
~k→0
|s〉，而这意味着 ~k → 0，|s〉能量也趋近于 0，这意味着 |s〉对应一

个无质量粒子！这样我们就证明了定理。而 Qb 对应的 Goldstone玻色子到底是 L里
面的哪个场可以通过计算 Qb 与无质量场之间的对易子完成，因为无质量玻色子从物

理上看就是因为破缺的对称性会让它沿着等势面无需能量进行移动，如果对易子不是

0就说明 Qb 恰恰生成的是这个 Goldstone玻色子。
aNoether定理对连续对称性才有效，所以定理中才要强调连续对称性的破缺
b真空零点能可以通过重定义H 消去

但是上面的推导没有考虑量子真空涨落，在 D = 2时会失效：
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Theorem 2 (Coleman-Mermin-Wagner) 空间维数为 2的系统不可能发生连续对称性的破缺。

这里面还有一个微妙的地方，对于D > 2的体系，真空态之间其实会有所谓的“超
选择性”，也就是说前面虽然说 Qb可以把简并的真空态联系起来，但这个算符其实是不

可归一化的，或者说对应无穷大的能量。

Subsection 26.2

On Celestial

现在把天球上 Large gauge symmetry的对称性自发破缺按照前面的框架进行讨论，
但天球上的又存在许多 subtle的地方。

对于 QED，天球上的 large规范变换实际上是在选取不同的真空，每一个 ε(z, z̄)就
会对应一个真空，所以 QED的真空是简并的，而且标记不同真空是用一个（对径认同）
函数而不是一个连续参数，所以真空还是无穷维简并的，每一个 ε(z, z̄)便会带来一个对
称性破缺的守恒荷Q+

ε，从 24.37可以看到 [Q+
ε , φ(z, z̄)] 6= 0，所以 Large gauge symmetry

破缺导致的 Goldstone粒子是 φ对应的软光子！天球上的对称性自发破缺与一般的破缺
最大的区别就是破缺对称性对应的守恒荷是 normalizable的，不存在真空的超选择性，
毕竟每个散射过程原则上都有无穷多的软光子产生湮灭。这个可以理解为天球上的简并

真空是用一个 local的函数标记的，而不是一般对称性破缺的一个 global的连续参数，所
以一般的对称性如果改变真空就需要牵一发而动全身，但是天球上真空的变化只需要合

适的调整 local函数，仅改变天球上的某一点，自然能量就有限大了。
不同真空态都是 pure gauge，对应 F = 0，所以他们的 Q+

ε |vacuum实际上都是 0，所
以说 QED比较平庸。但是引力就不一样了，前面 §4就指出了 C 是 Supertranslation破
缺的 Goldstone粒子，引力理论中不同的真空其实对应不同的角动量，也就是说守恒荷
是非 0的！正是因为真空不唯一，所以真空也带有角动量，所以角动量守恒：

~Jinitial = ~Jradiation + ~Jvacuum ≥ ~Jradiation (26.9)

引力角动量的非局域性，是因为我们没有考虑真空简并。把真空的角动量也加进来，

角动量守恒在引力理论里面就依然成立！而前面说过天球上面对称性自发破缺是不存在

超选择性的，所以可以很容易从一个真空转变为另一个真空。

总结一下，规范场具有 local的，在边界上退化的规范对称性（冗余），而众所周知
由于这一对称性的要求，规范场的没有能隙，所以存在软粒子，而软粒子实际上对应的

是 large gauge symmetry，也就是在边界上的非退化的规范冗余的自发破缺。而且这种
破缺的简并真空之间是不存在超选择的，对应的守恒荷也是有界的，所以才有了软定理

这么丰富的红外现象。但是，large guage symmetry的一个子群，global的规范对称性
（真正的对称性）并没有破缺，毕竟从软定理能看到电荷守恒还是满足的，你也可以直接

在 25.4中取 ε = const，也就对应 global的规范变换，直接得到
∑

k Qk = 0。所以 large
guage symmetry破缺了但没完全破缺，虽然软光子不守恒，但是自然界好歹还是让电荷
守恒了。

Section 27

Massive QED

前面创建的一系列理论的前提本质上都是 Cauchy 面 37为 I±。但是对于有质量情 37
就是 initial data所处的超曲面

况，有质量的粒子不会跑到 I± 这个“边”(boundary)上去，而会跑到“体”(bulk)里
面的 i±，这样就导致柯西面不能选取为 I±。前面的结论就会失效，但是软粒子相关的

推导都不会受到任何影响，准确来说只有 24.39会受到影响。也就是说我们需要重新考
虑 Large gauge对Massive物质场的作用，也就是去考虑 Q+

H |p〉。前面我们的结论表明
对于无质量的情况Q+

H |p〉 ∼ Qkε(z, z̄) |p〉，这里 ε是天球上的 Large gauge，自然的就会
去想看一下 Large gauge在 i±上的作用，这要求我们把边上的 ε延拓到体上去 38。为了 38

非常有AdS/CFT的味道了，后
面会看到我们使用的格林函数就是

bulk-to-boundary传播子
明确起见，下面的讨论在 Lorenz规范∇µA

µ = 0下进行，主要参考文献 [86]，不依赖于
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度规的讨论见 [62]。那么“延拓”之后的 ε(x)应该满足：

�ε ≡ ∇µ∇µε = 0, lim
r→∞

ε(x) = ε(z, z̄) (27.1)

上式有下面形式的解：

ε(x) =
∫
d2q̂G

(
x, q̂
)
ε(q̂) (27.2)

其中：39 39
稍微有点符号混乱，下面的 q值

的是 13.10 定义的 q0 归一化后的
q̂µ，而前面的 q̂指的是其空间部分�G(x, q̂) = 0

lim r→∞
u fixed

G(x, q̂) = δ2(x̂− q̂)

}
⇒ G (x, q̂) = −

√
γ(q̂)
4π

xµxµ

(q · x)2 (27.3)

不难验证 G还有一个比较好的性质是：

lim
r→∞

v=u+2r fixed
G(x, q̂) = δ2(x̂+ q̂),

这样就自动满足要求的 ε在 I±
∓ 两个天球上对径认同。不如说这是因为我们取了 Lorenz

规范带来的方便，因为前面 argue过 CPT 和 Lorentz不变性共同带来对径认同。
为了研究 i±，比较合适的坐标选取是利用Mink4 的 H3, dS 划分，见图 17：

τ2 = −xµxµ = t2 − r2

{
τ2 > 0, H3(Euclidean AdS3)
τ2 < 0, dS3

(27.4)

研究 i0时使用 dS那些 Slice，这里我们用H3，选取坐标为 (ρ, τ, x̂(z, z̄))，其中 ρ ≡ r√
t2−r2。

得到Mink4 上的度规形式：

ds2 = −dτ2 + τ2
[
dρ2

1 + ρ2 + ρ2dΩ2
2

]
(27.5)

取 dτ = 0就得到了在 H3 上的诱导度规。格林函数可以相应的写成形式：

G(τ, ρ, x̂; q̂) =
√
γ(q̂)

4π
[√

1 + ρ2 − ρq̂ · x̂
]2 (27.6)

图 17上的 slice是按照 τ 划分的，按照 ρ划分应该为图 11。考虑匀速运动的有质量粒子，
~r = ~p

E t+ ~r0：

ρ = r√
t2 − r2

=
| 1

E ~pt+ ~r0|√
t2 −

( 1
E ~pt+ ~r0

)2
,

τ =
√
t2 − r2 =

√
t2 −

(
1
E
~pt+ ~r0

)2
,

x̂ = ~r

r
= ~pt+ E~r0

|~pt+ E~r0|
.

(27.7)

取 t→∞的极限：
τ → m

E
t→∞, ρ→ |~p|

m
, x̂→ p̂. (27.8)

可以看到粒子的世界线最终会趋近于某个 ρ slice，而且在 i+球上的方位也是确定的。这
和前面 I+上的情况完全相同，只不过那个时候是 R×S2的结构，我们也是用粒子在哪
个天球 (u)以及在天球上的何处 (z, z̄)来标记粒子。现在的步骤就是写下辛形式进行量
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FIGURE 2.9. Hypersurfaces of constant ρ are shown in green. The gray line is the
worldline of a massive particle moving at constant velocity. The worldline of a particle
asymptotes to a surface of constant ρ as τ → ∞.

Hence ρ, and x̂ asymptote to constants, and a massive particle approaches a fixed
location on the unit hyperboloid at i+. Hence in this resolution, i+ is the hyperbola
H3, much as I+ is R× S2. The symplectic form for massive particles on H3 is
worked out in exercise 7.

This construction readily gives the large gauge symmetry action on such a one-
particle state at asymptotically late times. As ε is independent of the parameter τ

labelling the hypersurfaces, we simply evaluate it at (2.12.13). Writing the hard part
of the charge in a vicinity of i+ as an integral over the asymptotic late-time H3, one
concludes that

Q+H
ε |�p〉 = Qε

( |�p |
m

, p̂

)
|�p〉 , (2.12.14)

where ε is given by (2.12.3). To summarize, the action of the large gauge charge on
a massive particle is proportional to the Lorenz gauge value of the gauge parameter
at the H3 point to which the massive particle asymptotes.

2.12.2 Soft Theorem

We are now set to use this result to derive the quantum Ward identity. The derivation
is essentially identical to the massless case. Equations (2.8.3) and (2.8.4) now

图 11. ρ slices in Mink4

子化找到对易子。不难猜到最终的结果为：

Q+H
ε |~p〉 = Qε

(
|~p|
m
, p̂

)
|~p〉 (27.9)

与前面无质量的情况完全类似，只是这个时候 large gauge ε 不是 boundary 上的，而
是 bulk里的。但是这个结果并非显然，前面我们虽然是直接使用 Noether定理“看”出
来的，但更严谨的做法还是得去构造带电粒子的相空间辛形式，搞渐近分析和 surface
charges那一套。文献 [86]对复标量场，也就是标量 QED进行了仔细分析，稍微总结一
下思路，首先是弯曲时空量子场论中算过自由标量场的模式展开，其和平直时空一样是

傅里叶展式：40 40 Lecture[14] 的习题里面讨论了
这个问题，但讨论的是更为简单的

φ = φ† 的实标量场，而我们标量
QED 里面需要的是复标量场，这
样才有 U(1) 对称性，参与耦合的
U(1)流不等于 0，所以下面我按照
文献 [86]的公式，顺着习题的思路
进行了改写

ϕ(x) =
∫

d3~p

(2π)32Ep
(b(~p)eip·x + d†(~p)e−ip·x) (27.10)

利用 ρ, τ 可以将相因子写成：

p · x = τ
[
−
√
p2 +m2

√
1 + ρ2 + ρ~p · x̂

]
≡ −τf(~p) (27.11)

类似于前面对光子的处理，我们感兴趣荷是在 |τ | → ∞的柯西面上定义的，所以去考虑
τ → −∞附近的展开 41。利用鞍点近似，将 f(~p)在鞍点 ~p = mρx̂附近进行展开： 41

后面一律考虑Q+，τ → −∞对
应的Q− 讨论类似

p · x = −mτ − τ

2Pij(pi −mρx̂i)(pj −mρx̂j) +O(p3) (27.12)

这里 Pij 是 Hessian矩阵：

Pij ≡
∂

∂pi

∂

∂pj
f

∣∣∣∣
~p=mρx̂

= 1
m

[
δij −

ρ2

1 + ρ2 x̂ix̂j

]
(27.13)

代入 ϕ的模式展开得到：

∫∞
−∞ dxeikx2 =

√
π
k

eiπ/4

det P = 1
m3(1+ρ2)
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lim
τ→+∞

ϕ(x) = 1
2m(2π)3

√
1 + ρ2

[
b(mρx̂)e−imτ

∫
d3pe−i τ

2 Pijpipj

+ d†(mρx̂)eimτ

∫
d3pei τ

2 Pijpipj

]

=

√
(2π)3

τ3 det P

2m(2π)3
√

1 + ρ2

[
b(mρx̂)e−imτe−3iπ/4 + d†(mρx̂)eimτe3iπ/4

]
=

√
m

2(2πτ)3/2

[
b(mρx̂)e−imτe−3iπ/4 + d†(mρx̂)eimτe3iπ/4

]
(27.14)

现在选取用 τ 分割的某个 H3 Slice作为柯西面 42。对应相空间辛形式为：43 42
柯西面从几何上看一个重要的

特性就是与所有粒子的世界线最终

相交的类空曲面

43
这里 H3 表示 τ = 1所对应的单

位双曲面，d3V 是上面 SL(2,C)不
变的积分测度

Ωτ =
∫
d3V τ3∂τδϕ ∧ δϕ+ h.c (27.15)

进一步选取 τ →∞对应的柯西面，这样就能使用 27.14进一步简化式子：

Ωτ→∞ = − im2

2(2π)3

∫
d3V

(
δb(mρx̂) ∧ δb†(mρx̂) + b↔ d

)
(27.16)

这个辛形式得到的 b, b† 之间的对易关系与平直时空里的完全一致！

[
b(mρx̂), b†(mρ′x̂′)

]
= 2(2π)3

m2 δ(ρ− ρ′)δ2(x̂− x̂′) = (2π)3(2ωp)δ3(~p− ~p′) =
[
d(mρx̂), d†(mρ′x̂′)

]
(27.17)

我们知道标量 QED里面的 U(1)流为：

Jµ = ieϕ(Dµϕ)† + h.c., Dµϕ ≡ ∂µϕ− ieAµϕ (27.18)

现在 hard charges就可以利用 bulk里面的 ε以及 τ →∞时的 U(1)流来定义：

Q+H
ε = −

∫
H3

d3V ε(ρ, x̂)jτ (ρ, x̂) (27.19)

其中：

jτ (ρ, x̂) = lim
τ→∞

τ3J τ (τ, ρ, x̂) = em2

2(2π)3 (b(ρ, x̂)b†(ρ, x̂)− d(ρ, x̂)d†(ρ, x̂)) (27.20)

从物理上讲，我们可以认为这个荷由 large gauge对 hard粒子的作用生成，再利用 b, b†

之间的对易关系就可以得到 27.9。
类似于 25.2，可以得到：44 44

注意这里不使用上标 in，out
来标记出入射，螺旋度、电荷、能

量的大小用 h, Q, p0 表示，那么
出射取正，入射粒子的物理量为

−h, −Q, −p0，也就是在前面加了
个 ηn 被我们省略了

〈out|Q+
ε = −2

∫
d2w∂w̄ε〈out|∂wN

+
∑

k∈massless
Qkε(zk, z̄k)〈out|+

∑
k∈massive

Qkε

(
|~pk|
mk

, p̂k

)
〈out|

(27.21)

Ward恒等式为：

− 2
∫
d2w∂~wε∂w

〈
out|

[
N(w, w̄)S − SN−(w, w̄)

]
|in
〉

= −
[ ∑

k∈massless
Qkε(zk, z̄k) +

∑
k∈massive

Qkε

(
|~pk|
mk

, p̂k

)]
〈out|S|in〉

(27.22)
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取 ε(w, w̄) = 1
z−w，得到：

√
2

1 + zz̄
lim

ω→0+

[
ω 〈out| a+

(
ωx̂(z, z̄)

)
S |in〉

]
= e

[ ∑
k∈massless

Qk

z − zk
+

∑
k∈massive

Qkε

(
|~pk|
mk

, p̂k

)]
〈out|S|in〉

(27.23)

利用格林函数的又双叒叕一种表达式：

G

(
| ~pk|
m

, p̂k;w, w̄
)

= 1
2π∂w̄

[ √
2

1 + ww̄

pk · ε+

pk · q̂

]
(27.24)

得到：45 45
分部积分加上

∂z̄
1

z − w
= 2πδ2(z − w)ε

(
| ~pk|
m

, p̂k

)
=
√

2
1 + zz̄

pk · ε+

pk · q̂
(27.25)

代回到Ward恒等式就再次得到了软定理！

Section 28

Further Progress

Subsection 28.1

Subleading order

本节集中处理无质量标量QED中的软定理次领头阶贡献与Ward恒等式的对应，文
献 [87]首先进行了处理，而且引言部分总结了天球物理上的诸多疑点，但注意这已经是
十年前的文献了，而且文章的处理思路与现在的处理方法是顺序相反的，并非先利用对

径认同找守恒荷。文献 [82]对此进行了补充。

Subsection 28.2

Magnetic monopole

Strominger认为，前面对软定理的推导是在微扰理论的框架下进行的（使用了费曼
图就肯定是在研究微扰场论了），但是 QED本身由于朗道极点的存在就必然是 UV不完
备的，所以要计算软定理领头阶的非微扰贡献，求助于构造一个非微扰的 QED是徒劳。
不过 Strominger认为有磁荷的 QED或许能解决这个问题 [88]。

磁荷同样可以和软光子相互作用，磁荷对软定理领头阶的修正可以完全地通过电磁

对偶的手段非常简洁地建立起来。

F̃ = −2π
e2 ∗ F, ẽ = 2π

e
, Q̃k = 1

ẽ2

∫
S2

k

∗F̃ = Mk, M̃k = 1
2π

∫
S2

k

F̃ = −Qk (28.1)

这里 S2
k 表示包围第 k个电/磁荷的球面。通过上面的对偶变换，我们建立了

(
Q̃, M̃

)
↔

(M,−Q)的对应，从数学结构上看，磁荷和电荷是完全类似的。注意，我们这里做的操
作只是数学上的换元而已，方便我们看出背后的数学结构，并未事先假定电磁之间存在

某种对偶。那么类似的磁荷也会和规范场 Ã相互作用：

F = dA, A = eεαeiq·x (28.2)

F̃ = dÃ = −2π
e2 ∗ dA, Ã = ẽε̃αeiq·x (28.3)
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所以磁荷那部分的修正只需要做替换 A 7→ Ã, e 7→ ẽ, εα 7→ ε̃α 即可得到。

Sα
0 =

∑
k

ηk
eQkpk · εα

q · pk
→
∑

k

ηk
pk · (Qkeε

α +Mkẽε̃
α)

q · pk
(28.4)

这个式子可以进一步化简，将前面的对偶推到天球上去看：

F̃
(0)
zz̄ = 2πi

e2 γzz̄F
(2)
ru , F̃ (2)

ru = 2πi
e2 γ

zz̄F
(0)
zz̄ , F̃ (0)

uz = 2πi
e2 F

(0)
uz (28.5)

最后一个式子说明：

Ã(0)
z = 2πi

e2 A
(0)
z (28.6)

同时也给出了 εα 和 ε̃α 之间的比例系数。软定理（领头阶）最终化简为：

S±
0 =

∑
k

ηk

(eQk ± 2πi
e Mk)pk · ε±

q · pk
(28.7)

Strominger 认为这应当是考虑了非微扰效应之后的软定理领头阶的精确表达式。类似
24.12，磁荷这边也有：

F
(0)
zz̄ |I+

−
= −F (0)

zz̄ |I−
+

(28.8)

负号是因为方向角选取对径认同，所以 ∂z ↔ −∂z。前面不考虑磁荷时，认为天球上
Fzz̄ − 0。这样就可以利用对径认同的天球上的任意函数 ε(z, z̄)定义守恒的荷：

Q̃+
ε = 1

2π

∫
I+

−

εF = i

2π

∫
I+

−

d2zεF
(0)
zz̄ (28.9)

Q̃−
ε = − 1

2π

∫
I−

+

εF = − i

2π

∫
I−

+

d2zεF
(0)
zz̄ (28.10)

Q̃+
ε = Q̃−

ε (28.11)

再次得到了无穷多个守恒荷，对应的又是何种对称性呢？或许我们可以完全类似于电荷

认为它对应磁荷的 large gauge symmetries：

δ̃εÃ
(0)
z = ∂zε (28.12)

利用 A可以表达为：

δ̃εA
(0)
z = − ie

2

2π ∂zε (28.13)

从 Az 这边看，加入磁荷后相当于原先的 U(1) large gauge 变成了一个复化之后的 large
gauge，对应的守恒荷也复化了。

按理说现在要做的事情就是重复前面模式展开、协变相空间量子化那一套去证明

Ward恒等式和 28.7之间的等价性，[88]也这么去做了，但是却存在一些非常大的 con-
jecture。首先认为 Q̃±由 28.12生成就是一个猜想，Ã确实存在 28.12这样的 large gauge，
但是最终这证明 Q̃± 是其生成元需要构造协变相空间的量子化从而计算对易子。这就导

出了另外一个 conjecture，我们并不知道磁荷的辛形式如何去构造，而且前面推导电荷
那边辛形式非常重要的一个边界条件是假定没有磁荷，加入磁荷之后辛形式如何修改还

不清楚，我们只能认为加入磁荷后Q±依旧由电荷的 large gauge生成。文献 [88]就是在
这些假定下去做的。

另外一个比较重要的点，电荷那边的 large gauge是 U(1) gauge的一个子群，常说
U(1) gauge不是 symmetry，只是冗余自由度，要么没有守恒荷，要么构建出的守恒荷其
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实不守恒 3，这些“symmetry”是 trivial的，只是 redundancy，并非渐近对称性，我们
可以把通常所说的 U(1) gauge称为“bulk gauge”，而天球上的 large gauge是真正的渐
近对称性。对于QED的情况，large gauge是 bulk gauge的子群，或者说非平庸的子群，
但是磁荷这边就不一样了，上面通过对偶看出来的渐近对称性并不能看成 bulk gauge的
子群，毕竟都出现复化跑出 U(1)了，所以通过这点可以看出，并不是所有的渐近对称性
都可以看作是 bulk里的对称性的子群

Subsection 28.3

Non-Abelian gauge theory

不像其它定理到非阿贝尔情形就非常棘手，这一节的东西推广到非阿贝尔情形几乎

是 trivial的，下面顺着文献 [71, 73]的思路来回顾一下。
场强张量：

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i [Aµ,Aν ] = Fa
µνT

a (28.14)

满足运动方程：46 46
取归一化

facdfbcd = δab = tr
[
T aT b

]∇νFνµ − i [Aν ,Fνµ] = g2
Y M jM

µ (28.15)

有规范对称性：

δεAµ = ∂µε− i [Aµ, ε] , δεφk = iεaT a
k φk, δεj

M
µ = −i

[
jM

µ , ε
]

(28.16)

在 I+ 处渐近展开：

Az(u, r, z, z̄) = Az(u, z, z̄) +O
(

1
r

)
,

Ar(u, r, z, z̄) = 1
r2Ar(u, z, z̄) +O

(
1
r3

)
,

Au(u, r, z, z̄) = 1
r
Au(u, z, z̄) +O

(
1
r2

)
.

(28.17)

场强有下面的展开形式：

Fur = 1
r2Fur +O

(
1
r3

)
, Fuz = Fuz +O

(
1
r

)
, Fzz̄ = Fzz̄ +O

(
1
r

)
Fur = ∂uAr +Au, Fuz = ∂uAz, Fzz̄ = ∂zAz̄ − ∂z̄Az − i [Az, Az̄]

(28.18)

上面是纯粹的渐近分析，我们平时说的规范变换在无穷远处归 0，这自然是保护前面场
强的渐近展开的，但实际上还有下面的无穷远处不归 0的 large gauge变换也不会改变场
强的渐近展开形式：

δεAz(u, z, z̄) = Dzε(z, z̄) (28.19)

和前面QED的分析一样，不同的 ε标记了不同的真空，而且为了让散射是良定义的，在
C-K时空下，必须要求：

Az|I+
−

= Az|I−
+

(28.20)

Large Guage Symmetry 也只允许对角的那部分了：4

ε(z, z̄)|I+
−

= ε(z, z̄)|I−
+

(28.21)

3我们讲对称性，首先要可以从 Noether 定理导出可观测的守恒荷，而且有相应的对物理态的对称变换。
global的 U(1)对称性确实 non-trivial，是真正的 symmetry，对应电荷守恒，这其实上无穷远处不归零已经
有 large gauge的影子了，但是 local U(1) 是 trivial的，它导出电荷守恒并非是 Noether定理的结论（回忆
Nother定理的那些标记连续对称性的参数是 global的而不是 local的）。

4注意这里 A, ε都应当理解为和 T a 色因子求和之后的矩阵
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这是一个 non-trivial的对称性，确实和 QED一样会带来无穷多的守恒荷。守恒荷的非
abel推广为：

Q+
ε = 1

g2
Y M

∫
I+

−

tr [ε ∗ F ] (28.22)

然后你就可以用Ward恒等式去建立与软定理之间的联系，更好说明问题的方式其实是
直接在天球基底下把软定理写成 Kač-Moody Ward恒等式的形式。推迟到 Part八再来
做这件事情。

现在先做一些准备工作，考虑一下非 abel的软定理，这方面 [89]§36.3是很不错的阅
读材料。单个在壳软胶子出射到简单，考虑动量为 pµ

γ，螺旋度为 ελ(pγ)，色指标为 a的

软胶子出射，软定理可以表达为：

lim
p0

γ →0+

[
p0

γMa,λ(pγ)
]

= gY M

[ ∑
k∈out

pk · ελ(pγ)
pk · p̂γ

T a
k −

∑
k∈in

pk · ελ(pγ)
pk · p̂γ

(T a
k )∗

]
M (28.23)

下标 k 表示第 k 个粒子以及其所处 SU(3)群表示。上式可以写成 CCFT上关联函数的
形式：

〈O1(p1) · · · On(pn)Oa(q, ε)〉U=1 =gY M

n∑
k=1

pk · ε
pk · q

〈O1(p1) · · ·

T a
kOk(pk) · · · On(pn)〉U=1 +O(q0)

(28.24)

其中假设所有粒子均出射，入射 T a 要取共轭。这里说一下下标 U = 1的含义，在无穷
远处规范场归 0，CS2

上会有一个平直联络 Uz = U∂zU
−1, U ∈ G，U = 1就对应平直联

络 trivial，这是微扰论中的选取，只有这样，才会让 CS2
上不同点的色的定义是一致的。

前面软定理就是建立在微扰论上的，所以要这样选取。

胶子同样会有Ward恒等式 qµMµ = 0，所以考虑将 28.24中 ε 7→ q，这导致不被禁
闭的散射过程必有：

n∑
k=1
〈O1(p1) · · ·T a

kOk(pk) · · · On(pn)〉U=1 = 0 (28.25)

所以软胶子定理对应色守恒。

Subsection 28.4

Higher dimensions

Subsection 28.5

N = 1 Super Symmetry



PART

VIA Crush Course on CFT
CFT经典教材是大黄书 [31]，教材 [70, 90]也是不错的选择 1，还有一些比较好的讲义 1

伊藤克司先生的书还没有官方

中文译本，不过这里有民间译本

的重排本 https: // github. com/
WHUZBF/ CFT-book

[91–93]，共形场论的自举 (bootstrap)方法也是非常重要的，可以见讲义 [94]的专门介
绍。CFT也可以当作一门数学课来学习，偏重于数学的阅读材料有 [95]。

首先是一些Overview性质的介绍。CFT无非就是一种特殊的QFT，但是这个时候理
论具有比 Poincaré对称性更大的对称性，在二维的情况下甚至提升为无穷维的对称性，
这种对称性能让我们不通过微扰场论直接确定关联函数。一般的QFT中我们用Poincaré
的不同的不可约表示来标记不同的场，或者说，我们用自旋来标记场，到了 CFT这边，
我们还需要使用共形维数 ∆来标记，对于 s = 0的标量场，共形维数定义为在 Dilation
x 7→ λx 下场变换为：

φ′(λ~x) = λ−∆φ(~x) (28.26)

但是这只是对 Dilation 要求场在共形变换下“协变”，进一步要求对任意共形变换“协
变”就给出了初级场（primary field）的定义。2,3 2

注意我们遵从大黄书的符号约定，

和 [70, 92]的定义恰巧相反，对最
终 CFT 中的一些结论没有任何影
响，仅仅只是中间推导过程有些细

微的差别。

3
对于 s 6= 0 的情况 φ 需要额外

带上指标，就像 Lorentz指标一样。
而这些指标使得 φab···构成 SO(D)
的自旋 s表示（s ∈ Z时可以通过找
张量表示构造）。D = 2时 SO(2)
的不可约表示是一个 trivial的相位
因子，所以二维CFT并不需要 care
这些SO(D)指标，初级场就简单由
28.27定义。更多有关高维CFT的
内容可见 [10]。

Definition 1 共形维数为 ∆的初级场 (s=0)定义为在任意共形变换下满足：

φ′(~x′) =
∣∣∣∣∣∂ ~x′

∂~x

∣∣∣∣∣
∆/d

φ(~x) (28.27)

初级场将是后面研究的主要对象。二维的共形对称性比较特殊，分为 global和 local
的，如果上面的“协变性”只对 global的共形变换适用，那我们称之为准初级场（quasi-
primary field），显然初级场一定是准初级场，反过来却不一定。二维情况下我们还使用
复平面为坐标 5，但是我们为了一些地方的方便，并不是考虑的 C，而是 C2，也就是说
我们把 z, z̄看作是完全独立的变量，进在一些特殊情况下认为 z∗ = z̄。而且把∆拆分为
共形权 (h, h̄) = 1

2 (∆ + s,∆− s)在这一符号约定下，共形权定义变为：

φ′(λz, λz) = λ−hλ
−h
φ(z, z) (28.28)

（准）初级场定义变为：

φ′ (f(z), f(z)
)

=
(
∂f

∂z

)−h(
∂f

∂z̄

)−h

φ(z, z̄) (28.29)

如果 φ全纯我们称为 chiral，反全纯称为 anti-chiral。无穷小共形变换 x 7→ x+ ε下：

δε,ε̄φ(z, z̄) ≡ φ′(x′)− φ(x) = −
(
h∂zε+ ε∂z + h∂z̄ ε̄+ ε∂z̄

)
φ(z, z) (28.30)

Remark 初级场的定义可以看作是一种拓宽的张量定义，考虑一个带 s个协变指标的张量，在
任意坐标变换 x 7→ x+ ε(x)下：

−δΦµ1···µs
= εν∂νΦµ1···µs

+ (∂µ1ε
ν)Φνµ2···µs

+ · · ·+ (∂µs
εν)Φµ1···µs−1ν

5这是欧氏空间 CFT 的主要选取，也是后文研究的主要内容，Wick 转动到闵氏时空之后选取所谓光锥
坐标。

61

https://github.com/WHUZBF/CFT-book
https://github.com/WHUZBF/CFT-book
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换到复平面，简单起见只考虑全纯部分，那么 h = s，上面的定义局限于 h是整数，现
在考虑任意取值，那些指标也没必要写出了，便得到：

−δΦ = ε∂Φ + s∂εΦ

这就是前面得到的无穷小变换形式。

同QFT一样，这些场都会量子化成算符。不像QFT中我们研究的场是有限多个的，
比如说QED就是正负电子对应的Dirac场和一个U(1)规范场耦合，CFT中我们研究的
场很多情况下会是无穷多个的，因为我们把 φ, ∂φ看作是不同的场，因为他们是不同共
形权的初级场。定义一个CFT第一步就是告诉我们理论中有哪些初级场，也就是一个谱
（Spectrum）{Oh,h̄}。CFT中我们并非按照微扰场论那一套来建立关联函数的计算方法
的，而会去关注场之间的算符乘积展开 (OPE)，后面将会看到自举给出了 OPE的绝大
多数信息，还有一些系数是自举无法确定的，需要 CFT的定义给定，这是定义 CFT的
第二个 data。我们这样做是在算符的观点下看问题，或者说是在海森堡表象下看问题，
那 CFT的态是什么呢？这其实被所谓态算符对应联系起来。

最后想强调一点，正是因为 CFT的思考方式和一般的 QFT有比较大的不同，所以
CFT 的建立甚至是不需要已知理论的拉氏量的，我们需要知道的只是理论拥有的对称
性，然后去找对称性的表示构造谱，能动量张量则刻画了 CFT在共形变换下的性质，是
构建 OPE必须的，如果强行利用拉格朗日量进行分析反而会变得非常复杂，有的 CFT
甚至是没办法写下一个拉氏量的，但是通过自洽性分析我们是知道这种理论的存在性的，

而且可以根据自举方法走得很远。

Section 29

Virasoro Algebra

讨论共形场论，都是在量子层面上已经消去共形反常后的理论，比如 YM 理论就
是量子化后存在共形反常的 QFT，从而不能看作一个 CFT。二维 CFT 的共形代数是
Witt×Witt，后面我们讨论 CFT其实都是在其中心扩张 Virc ×Virc 下进行

4。这里我 4
明确一下 convention，扩张前的

代数用小写 l 标记，扩张后的用大
写 L标记

不打算讨论过多中心荷的物理意义，这应当是弦论课的内容，为何要引入中心荷可以从

群表示的观点来看。

首先如果一个CFT具有某个对称性，这个对称性构成了一个群，那么体系的谱就生
活在这个群的群表示之中 5。也就是说假设对称代数为 V× V̄6，则： 5

严格说是表示的最高权是那些初

级场，也就是CFT的谱，由这些谱
生成的次级态最终张成整个 CFT
的希尔伯特空间，也就是对称代数

的表示。

6
注意在二维 CFT 中我们都会将

对称代数复化为两个独立的部分。

两个独立的李代数可以作为线性空

间考虑他们的直和 V ⊕ V̄，这里写
成×也没错，是将他们考虑成集合，
然后做卡氏积，由于两部分独立，所

以这两者本质上没区别。

S =
⊕

(R,R′)∈Rep(V)2

mR,R′R⊗ R̄′ (29.1)

但是这个表示只需要是个射影表示就好，而射影表示对应的是李代数的中心扩张的表示。

前面处理洛伦兹群我们不用考虑那么多，因为我们这证明了理论总是可以 redefine来消
去中心荷，但是一般的共形场论至少都有 Virasoro对称性，而这个代数的中心荷是 non-
trivial的，一般是不能消除的，所以我们考虑对称性并非直接考虑 Vir，而是 Virc。

Theorem 1 (Virasoro Algebra)

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c

12
(
m3 −m

)
δm+n,0 (29.2)

Remark 如果我们考虑 sl(2,C)子代数，会发现中心扩张是 trivial的。

Section 30

Radial Quantization and Hilbert Space
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Subsection 30.1

Radial Quantization

对于 1 + 1维时空，可以把空间方向一点紧化为圆，这样平面就会变为一个圆柱面，
这样就可以引入圆柱面上的复坐标 w = x0 + ix1，这样 w ∼ w + 2πi自动满足周期性条
件，这也是弦论 worldsheet的图像。而圆柱面又可以通过共形变换 w 7→ ew 变到另一个

复平面上：在这一变换下，时间方向变为了径向，空间方向变成了角向，而且把整个无

2.4 Radial Quantisation 21

direction by x1. Furthermore, note that theories with a Lorentzian signature can be
obtained from the Euclidean ones via a Wick rotation x0 → i x0.

Next, we compactify the Euclidean space direction x1 on a circle of radius R
which we will mostly choose as R = 1. The CFT we obtain in this way is thus de-
fined on a cylinder of infinite length for which we introduce the complex coordinate
w defined as

w = x0 + i x1 , w ∼ w + 2π i ,

where we also indicated the periodic identification. Let us emphasise that the theory
on the cylinder is the starting point for our following analysis. This is also natu-
ral from a string theory point of view, since the world-sheet of a closed string in
Euclidean coordinates is a cylinder.

Mapping the Cylinder to the Complex Plane

After having explained our initial theory, we now introduce the concept of radial
quantisation of a two-dimensional Euclidean CFT. To do so, we perform a change
of variables by mapping the cylinder to the complex plane in order to employ the
power of complex analysis. In particular, this mapping is achieved by

z = ew = ex0 · eix1
, (2.23)

which is a map from an infinite cylinder described by x0 and x1 to the complex
plane described by z (see Fig. 2.3). The former time translations x0 �→ x0 + a are
then mapped to complex dilation z �→ eaz and the space translations x1 �→ x1 + b
are mapped to rotations z �→ eibz.

As it is known from Quantum Mechanics, the generator of time translations is
the Hamiltonian which in the present case corresponds to the dilation operator.

x0

x1
x0

x1

z

Fig. 2.3 Mapping the cylinder to the complex plane
图 12. 径向量子化

穷远映射到了原点这一个点上。这下时间平移对应的哈密顿量H到复平面这边就变成了
dilation算子 D，而空间平移对应旋转 eiθ：

H = L0 + L̄0, P = i
(
L0 − L̄0

)
(30.1)

也正是因为时间方向变成了径向，时序积就应当变成“径向顺序积”，我们要去计算的就

是径向顺序积的真空期望值，对于玻色子定义为：7 7
费米子把下面的情况改成负号

就好

R
(
A(z)B(w)

)
≡

{
A(z)B(w) for |z| > |w|,
B(w)A(z) for |w| > |z|.

(30.2)

圆柱上的场我们用 ϕ(w, w̄)表示，复平面上的场用 φ(z, z̄)表示，那么根据共形变换：

φ(z, z̄) = z−hz̄−h̄ϕ(w, w̄) (30.3)

在圆柱那边的 CFT中我们知道 ϕ(w, w̄)可以做平面波展开为 e−ip0x0+ip1x1
，由于我们考

虑的是欧氏空间的场论，Wick转动后得到 e−p0x0+ip1x1
，即 (e−w)n(e−w̄)m̄的形式 8。而 8 n + m = p0, n − m = p1

这恰恰就是洛朗展开的每一项！所以复平面上的 CFT的模式展开为洛朗展开：

Theorem 2 (Mode Expansion)

φ(z, z) =
∑

n,m∈Z

z−n−hz−m−hφn,m (30.4)

量子化场就是把 φn,m̄ 量子化为算符，这些算符具有 (n, m̄)的权。
QFT微扰计算中一个非常重要的概念是渐近态，我们考虑的都是无穷远处的平面波

入射经过复杂的相互作用后的平面波出射，微扰的角度看入射态就是在无穷远处的过去

在真空附近施加一个扰动，也就是插入场算符，出射态也类似的这样做，这样就会自然

出来时序积，然后 LSZ约化这些的去计算振幅。同样的 CFT这边也有这样的物理图景，
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只是现在无穷远处过去被映射到原点这一个点上了，所以渐近态应该定义为：

|φ〉 = lim
z,z→0

φ(z, z) |0〉 (30.5)

在原点处上式不奇异自然要求：9 9
这似乎告诉我们 n > −h, m̄ >

−h̄对应的是 CFT中的湮灭算符，
后面讲到对易子会回到这里φn,m |0〉 = 0 for n > −h, m > −h (30.6)

完整得到渐近态的公式：

|φ〉 = lim
z,z→0

φ(z, z) |0〉 = φ−h,−h |0〉 (30.7)

这里有个非常有趣的地方，本来一个算符里面有很多模，最后只剩下了一个，所以在CFT
中，态和局域算符是唯一对应的！这就是态-算符对应。这和一般的 QFT形成了鲜明的
对比，那里一个场对应是不同“方向”平面波的组合，没有做到一一对应，但是 CFT做
到正是因为他把一个无穷大的空间部分在无穷远的过去全部紧化到了原点这一处，为了

加深理解我们用路径积分的观点来看一下。

回忆量子力学中的传播子可以用路径积分表达为：

G(xf , xi) =
∫ x(τf )=xf

x(τi)=xi

DxeiS (30.8)

那么演化后的末态波函数可以用初态波函数传播得到：

ψf (xf , τf ) =
∫
dxiG(xf , xi)ψi(xi, τi) (30.9)

QFT这边“波函数”是一个泛函 Ψ[φ(σ)]，其模方表示在固定时间，空间中每个点 σ上
出现场构型 φ(σ)的概率，可以用路径积分得到末态：

Ψf [φf (σ), τf ] =
∫
Dφi

∫ φ(τf )=φf

φ(τi)=φi

Dφe−S[φ]Ψi[φi(σ), τi] (30.10)

现在从柱面换到复平面 CFT：

Ψf [φf (σ), rf ] =
∫
Dφi

∫ φ(rf )=φf

φ(ri)=φi

Dφe−S[φ]Ψi[φi(σ), ri] (30.11)

不难发现初始态的作用是对 |z| = ri的积分进行加权，构造初始态需要在无穷远的过去，

ri → 0，从而初始态只对原点处积分进行加权，等价于在原点处插入一个算子，即：

Ψ[φf ; r] =
∫ φ(r)=φf

Dφe−S[φ]O(z = 0) (30.12)

Subsection 30.2

BPZ Conjugate

为了构建关联函数，我们需要“左矢”，也就是厄米共轭来构造出射态从而有内积，

这里谈的 BPZ共轭是厄米共轭在Wick转动后的径向量子化欧氏空间 CFT上的自然推
广。不想扯过多物理上的考量，[90]从Wick转动后厄米共轭必须与时间反演一同定义
BPZ共轭来解释了这一定义。
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Definition 2 (BPZ Conjugate)

φ†(z, z) = z−2hz−2hφ

(
1
z
,

1
z

)
(30.13)

另一方面直接从洛朗展开得到：

φ†(z, z) = z−2hz−2h
∑

n,m∈Z

z+n+hz+m+hφn,m =
∑

n,m∈Z

z+n−hz+m−hφn,m (30.14)

从而有：

(φn,m)† = φ−n,−m (30.15)

根据场的 BPZ共轭定义，出射态应该定义为：

〈φ| = lim
z,z→0

〈0|φ†(z, z) = lim
w,w→∞

w2hw2h 〈0|φ(w,w) = 〈0|φh,h̄ (30.16)

这里根据非奇异性要求了：

〈0|φn,m = 0 for n < h, m < h (30.17)

当然，这里是根据定义严格来构造了一遍，实际计算疯狂使用 30.15就好。

Section 31

Ward Identity and OPE

Subsection 31.1

Infinitesimal Conformal Ward Identity

前面 §4已经看到共形对称性对应的守恒流可以使用 Tµνε
ν 来构造，利用前面得到的

最一般的Ward恒等式 19.11，对整个时空进行积分：∫
dx0dx1 ∂

∂xµ
〈jµ

a (x)Φ(x1) · · ·Φ(xn)〉 =
n∑

i=1
〈Φ(x1)δε,ε̄Φ(xi) · · ·Φ(xn)〉 (31.1)

z = ex0+ix1 = x+ iy，进一步利用积分换元得到：10 10
别忘了雅可比行列式∫

dx0dx1∂µ 〈jµ
a (x)Φ(x1) · · ·Φ(xn)〉

= 4
∫
dzdz̄

[
∂̄(Tz̄z̄ε) + ∂(Tzz ε̄)

]
= 2

∫
dxdy

[
∂̄(Tz̄z̄ε) + ∂(Tzz ε̄)

] (31.2)

上面取了约定 εz ≡ ε(z), ∂z ≡ ∂，反全纯部分类似。现在考虑二元积分的格林公式：∮
∂Ω
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫
Ω
dxdy

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
(31.3)

利用复变量 z = x+ iy可得下面的形式：11 11
就像是Wick转动一样，我们总

假设这样随意复化是可行的∮
∂Ω

1
2(P − iQ)dz + 1

2(P + iQ)dz̄ =
∫

Ω
dxdy(∂(Q− iP ) + ∂̄(Q+ iP )) (31.4)
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上式中所有的围道积分都假设方向相对于 z而言是逆时针，那么在 z̄平面上也就是逆时
针，不过为了方便，而且CFT中我们也只考虑全纯部分，反全纯部分只要做个Conjugate
就好了，后文中

∮
dz̄，表示围道方向相对于 z̄逆时针。∫

Ω
dxdy

(
∂f̄ + ∂̄f

)
= 1

2i

∮
∂ω

fdz + f̄dz̄ (31.5)

再取：

T (z) ≡ −2πiTzz, T̄ (z̄) ≡ −2πiTz̄z̄ (31.6)

不过这个归一化因子并不重要，只是为了让OPE有一般的 convention，后面比如自由玻
色子这些具体模型我们都是先将归一化因子待定，再根据 OPE的形式来确定它，只需
要记住二维共形场论中 Tzz始终全纯，Tz̄z̄始终反全纯就好了。归一化能动张量后，得到

初级场的Ward恒等式：

n∑
i=1
〈Φ(x1) · · · δε,ε̄Φ(xi) · · ·Φ(xn)〉 = 1

2πi

∮ 〈(
T (z)ε(z)dz + T̄ (z̄)ε̄(z̄)dz̄

)
Φ(x1) · · ·Φ(xi) · · ·Φ(xn)

〉
(31.7)

这里积分围道包围所有 wi。根据上式我们可以定义 Conformal charge：

Q ≡ 1
2πi

∮
C

(
dzT (z)ε(z) + dzT (z)ε(z)

)
(31.8)

这样便有：

−δε,ε̄Φ = [Q,Φ] (31.9)

Subsection 31.2

Operator Product Expansion

但是 31.9表面上有个非常大的漏洞，那就是因为全纯，直接导致围道积分始终为 0。
解决这一问题是注意到 Q是一个算符，需要作用到其它场上面，而两个算符靠的非常近
时真空涨落发散 12，上式积分中出现极点。也正是极点的存在导致我们定义局域算符之 12

类似于 ap, a†
p ∼ δ(0)

间的对易子的时候需要做正规化：6

[A(z, z̄), B(w, w̄)] = lim
|z|→|w|
|z|>|w|

A(z, z̄)B(w, w̄)− lim
|z|→|w|
|w|>|z|

B(w, w̄)A(z, z̄) (31.10)

这直接导致对易子的计算可以等价于对径向顺序积的计算：13 13
后文中 C(w)表示只绕w的逆时

针围道∮
dz
[
A(z), B(w)

]
=
∮

|z|>|w|
dzA(z)B(w)−

∮
|z|<|w|

dzB(w)A(z)

=
∮

C(w)
dzR

(
A(z)B(w)

)
,

(31.11)

现在利用只含一个初级场的无穷小变换Ward恒等式，或者说 31.9，注意到 28.30，以及：14 14
回忆 n阶极点留数公式：

Res[f(z), a]

= lim
z→a

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 [(z − a)nf(z)]
h (∂wε(w))φ(w,w) = 1

2πi

∮
C(w)

dzh
ε(z)

(z − w)2φ(w,w),

ε(w) (∂wφ(w,w)) = 1
2πi

∮
C(w)

dz
ε(z)
z − w

∂wφ(w,w).
(31.12)

6为什么要把 |z| → |w|？这其实是是因为 QFT中我们讲对易关系，讲的都是等时对易关系！
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得到全纯部分：

R (T (z)φ(w,w)) = h

(z − w)2φ(w,w) + 1
z − w

∂wφ(w,w) + . . . (31.13)

后面的省略号表示非奇异的项，大多数情况下我们要用的是 OPE的奇异部分，因为它
完全包含了和对易子一样的信息。像这样的把算符展开成其它算符和的形式称为OPE。
在一般的QFT中我们计算时序积需要先写下路径积分，然后进行微扰展开算费曼图，但
是 CFT中我们只需要去考虑 OPE就好了，对称性为我们简化了许多。后面写 OPE会
省略 R(·)，利用算符和能动张量之间的 OPE我们还能给出一个初级场的等价定义：

Theorem 3 一个场是共形权为 (h, h̄)的初级场当且仅当它满足：

T (z)φ(w,w) = h

(z − w)2φ(w,w) + 1
z − w

∂wφ(w,w) + . . .

T (z)φ(w,w) = h

(z − w)2φ(w,w) + 1
z − w

∂wφ(w,w) + . . .

(31.14)

再次强调，之后写下的所有的 OPE都应当认为是在在时序关联函数中插入算符时
成立的关系！而且因为是时序积之中的关系：

〈Oi(z, z̄)Oj(w, w̄) . . .〉 =
∑

k

Ck
ij(z − w, z̄ − w̄)〈Ok(w, w̄) . . .〉 (31.15)

所以 OPE 结合律和交换律都自动满足。上式中 . . . 表示其它任意算符的插入，当然既
然是级数总有一个收敛半径，何时 OPE的插入是有效的是我们需要关心的，从前面对
OPE的推导可以看出我们要求积分围道中只有 w这一个奇点，所以OPE是精确的当且
仅当其它算符的插入点 {wi}满足 |w − wi| > |z − w|。

现在再回到Ward恒等式 31.7，但是现在考虑有多个 Φ的插入，从前面对 OPE的
分析得知围道内的极点是 {wi}，然后利用柯西定理将等式右边的积分换成对绕每个极点
的围道积分求和得到：15 15

我们预先假定了 ε(z)没有 {wi}
以外的极点，这对后面推导没影响

0 =
∮

dz

2πiε(z)
[〈
T (z)φ1(w1, w1) . . . φN (wN , wN )

〉
−

N∑
i=1

(
hi

(z − wi)2 + 1
z − wi

∂wi

)〈
φ1(w1, w1) . . . φN (wN , wN )

〉]
(31.16)

等式左边再次利用 31.12，得到所谓共形Ward恒等式（仅适用于初级场）：16 16
注意这并不是代入 T, φ 之间

OPE得到的，因为前面说过 OPE
收敛半径等于与 OPE 处最近的其
他算符插入处的距离。而我们下面

要导出的等式与算符插入点完全无

关，推导过程中看到我们将围道变

形为单独绕每个 {wi} 的围道来使
得 OPE 的插入是精确的。另外注
意最后有个 regular项，表示在所有
{wi}处正则，这一点Blumenhagen
忽视了，但是大黄书中有体现。

〈
T (z)φ1(w1, w1) . . . φN (wN , wN )

〉
=

N∑
i=1

(
hi

(z − wi)2 + 1
z − wi

∂wi

)〈
φ1(w1, w1) . . . φN (wN , wN )

〉
+ regular

(31.17)

31.2.1 TT OPE

CFT2 中非常重要的 OPE是两个能动张量之间的 OPE，就平面上的二维共形场论
而言，chiral和 anti-chiral部分是完全解耦的，所以：

T (z)T̄ (w̄) = 0 (31.18)



Ward Identity and OPE Operator Product Expansion 68

回忆能动张量 T ∼ δS
δ g，现在来数质量量纲，由于 S 最终要放到指数上，所以 [S] = 0，

再根据泛函导数定义
δf(x)
δf(y) = δD(x − y)，所以 [f ] +

[
δ

δf

]
= [δD] = D17。由于 [g] = 0， 17

最 后 一 个 等 号 是 因 为∫
dxDδD(x − y) = 1，[x] = −1

所以 [T ] = 2，这暗示着在 dilation下 T 的共形权为 (2, 0)，根据 31.14得到：

T (z)T (w) = · · ·+ 2T (w)
(z − w)2 + ∂T (w)

z − w
+ · · · (31.19)

第一个省略号是因为 T 不一定是初级场！第二个省略号表示奇异项。但是由于 [TT ] =
4，所以最奇异的项只能是 (z − w)−4，而且分子只能是一个常数，我们取归一化为 c/2
得到：18 18

下面等式说明了能动张量在z →
∞处有性质：

T (z) =
z→∞

O

( 1
z4

)
这在共形自举中可看作是一大公

理，实际上也可看作是是共形Ward
恒等式的一个假设

Theorem 4 (TT OPE)

T (z)T (w) = c/2
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 + ∂wT (w)
z − w

+ . . . (31.20)

T̄ T̄ 的 OPE取个 conjugate就好。

有两点需要解释一下，首先是为何没有 (z−w)−3项的加入？这可以解释为由于OPE
的交换律，所以 z ↔ w对称性会紧闭所有奇数次数项。但是有一个例外是 (z − w)−1：

T (w)T (z) = c/2
(z − w)4 + 2T (w) + 2(z − w)∂T (w)

(z − w)2 − ∂T (w)
z − w

+ . . . = T (z)T (w)

(31.21)
可见 (z − w)−1 的对称性被更低一阶项分子的泰勒展开保护，但是 (z − w)−3 的更低一
阶分子是常数，泰勒展开是 trivial的。

虽然 T 并非初级场，但是是准初级场，因为 {L0, L±1}的中心扩张是 trivial的。虽
然不是初级场，但是能动张量在 z 7→ f(z)的共形变换下的行为可以又下式描述：

Theorem 5

T ′(f(z)) =
(
∂f(z)
∂z

)−2 [
T (z)− c

12S(f(z), z)
]

(31.22)

其中 S(f, z)是 Schwarzian导数，定义为：

S(w, z) = 1
(∂zw)2

((
∂zw

)(
∂3

zw
)
− 3

2
(
∂2

zw
)2) (31.23)

观察一下无穷小共形变换下能动张量的性质：

−δεT (z) = [Q,T ]=
1

2πi

∮
C(z)

dwε(w)T (w)T (z)

= 1
2πi

∮
C(z)

dwε(w)
(

c/2
(w − z)4 + 2T (z)

(w − z)2 + ∂zT (z)
w − z

+ . . .

)
= c

12∂
3
z ε(z) + 2T (z)∂zε(z) + ε(z)∂zT (z).

(31.24)

不难证明在无穷小变换下 31.22的正确性。现在来考虑 T 模展开的对易子：

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln where Ln = 1
2πi

∮
dzzn+1T (z) (31.25)
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Proof [
Lm, Ln

]
=
∮

dz

2πi

∮
dw

2πiz
m+1wn+1[T (z), T (w)

]
=
∮

C(0)

dw

2πiw
n+1

∮
C(w)

dz

2πiz
m+1R

(
T (z)T (w)

)
=
∮

C(0)

dw

2πiw
n+1

∮
C(w)

dz

2πiz
m+1

(
c/2

(z − w)4 + 2T (w)
(z − w)2 + ∂wT (w)

z − w

)
=
∮

C(0)

dw

2πiw
n+1
(

(m+ 1)m(m− 1)wm−2 c

2 · 3!
+ 2 (m+ 1)wm T (w) + wm+1∂wT (w)

)
=
∮

dw

2πi

( c
12(m3 −m) | wm+n−1

+2(m+ 1)wm+n+1T (w) + wm+n+2∂wT (w)
)

= c

12
(
m3 −m

)
δm,−n + 2(m+ 1)Lm+n

+ 0−
∮

dw

2πi (m+ n+ 2)T (w)wm+n+1︸ ︷︷ ︸
=(m+n+2)Lm+n

=(m− n) Lm+n + c

12

(
m3 −m

)
δm,−n

(31.26)
上面这一套是非常一般的做法。

所以能动张量的 Laurent模满足的是Virasoro代数。将这一套做法放到 31.14得到：

[Lm, φn] = ((h− 1)m− n)φm+n (31.27)

Subsection 31.3

n-point correlators (n<4)

利用共形对称性实际上可以完全确定四点以下关联函数的形式。先来考虑准初级

chiral场的关联函数，前面考虑的都是无穷小变换的Ward恒等式，确定准初级场的关
联函数重点是全局共形变换 {L0, L±1}子代数。共形变换下关联函数变换最一般形式的
如下：

〈φ′
1(x′

1) · · ·φ′
N (x′

N )〉 = 〈φ1(x′
1) · · ·φN (x′

N )〉 (31.28)

上式等价于：

〈φ1 (z1, z̄1) · · ·φn (zn, z̄n)〉 =
n∏

i=1

(
∂z′

∂z

)hi
(
∂z̄′

∂z̄

)h̄i

∣∣∣∣∣
z=zi,z̄=z̄i

〈φ1 (z′
1, z̄

′
1) · · ·φn (z′

n, z̄
′
n)〉

(31.29)
可以通过考察路径积分轻易得到。利用这一等式就可以得到一点关联函数必定是 trivial
的，这也可以根据前面的态算符对应要求的 30.6和 30.17得到。

Theorem 6 (2-pt)

〈φi(z)φj(w)〉 =
dijδhi,hj

(z − w)2hi
(31.30)

Theorem 7 (3-pt)
〈φ1(z1)φ2(z2)φ3(z3)〉 = C123

zh1+h2−h3
12 zh2+h3−h1

23 zh1+h3−h2
13

(31.31)
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其中 zij ≡ zi − zj

Remark dφφ, C123 可以用关联函数写成下面的形式：

dφφ = 〈φ|φ〉 (31.32)

C123 = 〈0|φ(1)+h1φ(2)h3−h1φ(3)−h3 |0〉 = 〈φ1|φ(2)h3−h1 |φ3〉 (31.33)

这里 φ(i)n 表示 φi 的第 n个 Laurent模。

另外根据关联函数的单值性，还进一步要求 19Chiral 场的共形权只能是整数或者 19
后面考虑 Virasoro代数表示的

时候我们会先暂时忘掉这个要求。半整数。把反全纯部分也加进来考虑得到：

• 2-pt:
〈φ1(z1, z1)φ2(z2, z2)〉 = d12

zh1+h2
12 zh1+h2

12

δh1,h2δh1,h2
(31.34)

• 3-pt:〈
φ1(z1, z1)φ2(z2, z2)φ3(z3, z3)

〉
= C123

zh1+h2−h3
12 zh2+h3−h1

23 zh1+h3−h2
13 z

~h1+~h2−~h3
12 z

~h2+~h3−~h1
23 z

~h1+~h3−~h2
13

(31.35)

根据 OPE的交换性和结合性可以知道 C123 = C231 = C312。
关于这些公式的详细推导 [90]上面都有，这里主要考虑用无穷小Ward恒等式的方

法，但是我们考虑的毕竟是准初级场，所以只需要考虑 ε(z) = ε−1 + ε0z+ ε1z
2。将 31.28

在无穷小变换下展开得到全纯部分：

n∑
i=1

(hi∂iε (zi) + ε (zi) ∂i) 〈φ1 (z1) · · ·φn (zn)〉 = 0 (31.36)

这是一个微分方程，我们比较关心 ε(z) = ε−1 + ε0z + ε1z
2 的情况，分开写可以写成：∑

i

∂wi〈φ1(w1) · · ·φn(wn)〉 = 0∑
i

(wi∂wi
+ hi)〈φ1(w1) · · ·φn(wn)〉 = 0∑

i

(w2
i ∂wi

+ 2wihi)〈φ1(w1) · · ·φn(wn)〉 = 0

(31.37)

前面导出的Ward恒等式称为 local的，现在这三个称为 global的。所以我们可以通过求
解这个微分方程来确定关联函数的形式，不难验证 31.30和 31.31就有这一特征。这种将
关联函数计算转化为微分方程的求解的方法后面我们还会碰到。

Remark 虽然我们这一节强调考虑准初级场，不过 31.28，31.29和 31.36是非常一般的，对初
级场也适用，只是对于准初级场 ε被限制为 ε0, ε±1。准初级场的关联函数满足的方程
31.36被限制为三个 31.37，初级场会有更多方程，对关联函数的限制也更大，但是并不
一定能保证这些限制会给出更多有用信息，可能依旧不能消除理论中的大部分自由度。

但是四点及以上函数就不能确定到只差一个待定系数了，不过我们仍旧可以利用所

谓交叉对称性 (Crossing Symmetry)走的很远。

Subsection 31.4

A first look at higher dimensional CFT



Ward Identity and OPE A first look at higher dimensional CFT 71

本节通过建立高维 CFT的Ward恒等式来稍微一窥高维 CFT的美妙。

Subsection 31.5

General Form of the OPE

为了简化讨论，先从 chiral场开始，{φi}表示 CFT2的 Spectrum，下标 i表示共形
权为 hi，则 OPE有下面的一般形式：

Theorem 8

φi(z)φj(w) =
∑

k,n≥0
Ck

ij

an
ijk

n!
1

(z − w)hi+hj−hk−n
∂nφk(w) (31.38)

其中：

an
ijk =

(
2hk + n− 1

n

)−1(
hk + hi − hj + n− 1

n

)
,

Cijk =
∑

l

Cl
ijdlk

(31.39)

由于 1-pt关联函数始终为 0，所以上面的OPE对两点关联函数的贡献只能是 n = 0
且 h = 0的常值初级场贡献，也即 〈φ1φ2〉 ∝

δh1,h2
z

h1+h2
12

。

Proof 考虑下面的关联函数：〈
(φi(z)φj(1))φk(0)

〉
=
∑

l,n≥0
Cl

ij

an
ijl

n!
1

(z − 1)hi+hj−hl−n

〈
∂nφl(1)φk(0)

〉
(31.40)

这里 OPE的插入有效已经暗示 |z − 1| < |0 − 1| = 1。利用两点关联函数的一般形式
得到：

〈∂n
z φl(z)φk(0)〉|z=1 = ∂n

z

(
dlkδhl,hk

z2hk

)∣∣∣∣
z=1

= (−1)nn!
(

2hk + n− 1
n

)
dlkδhl,hk

(31.41)
而 3-pt关联函数的一般形式前面已经给出：〈

(φi(z)φj(1))φk(0)
〉

= Cijk

(z − 1)hi+hj−hkzhi+hk−hj
(31.42)

自洽性直接要求：∑
l,n≥0

Cl
ijdlka

n
ijk

(
2hk + n− 1

n

)
(−1)n(z − 1)n != Cijk

(1 + (z − 1))hi+hk−hj
(31.43)

由于 |z − 1| < 1，所以可对右边利用下面的广义二项式定理进行展开：

1
(1 + x)H

=
∞∑

n=0
(−1)n

(
H + n− 1

n

)
xn (31.44)

比较 31.43两边就得到了系数 31.39，这其实就是 Bootstrap的思想。

Laurent模之间的一般对易关系形式为：
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Theorem 9 [
φ(i)m, φ(j)n

]
=
∑

k

Ck
ijpijk(m,n)φ(k)m+n + dijδm,−n

(
m+ hi − 1

2hi − 1

)
(31.45)

其中：

pijk(m,n) =
∑

r,s∈Z+
0

r+s=hi+hj−hk−1

Cijk
r,s ·

(
−m+ hi − 1

r

)
·
(
−n+ hj − 1

s

)
,

Cijk
r,s = (−1)r (2hk − 1)!

(hi + hj + hk − 2)!

s−1∏
t=0

(2hi − 2− r − t)
r−1∏
u=0

(2hj − 2− s− u)

(31.46)
这里 Z+

0 的意思是正整数以及 0，后面的乘积
∏
在 s = 0(or r = 0)时定义为 1，上面

的系数形式还有一个非常重要的信息，就是只有当 hk < hi + hj 时才有贡献。

通过共形对称性得到了OPE非常多的信息，唯一没有确定下来的只是一些系数，这
就必须要 CFT本身的一些性质了 20。 20

比如能动张量的形式，以及其它

的对称性更一般的非手征（准）初级场 OPE的一般表达式更加复杂，形式为：

φi(z, z)φj(w,w) =
∑

p

∑
{k,k}

Cp
ij

β
p,{k}
ij β

p,{k}
ij φ

{k,k}
p (w,w)

(z − w)hi+hj−hp−K(z − w)hi+hj−hp−K
(31.47)

这里：

{L̂−k1 . . . L̂−kn
L̂−k1 . . . L̂−kn

φp(z, z)}, K ≡
∑

i

ki (31.48)

β
p,{k}
ij 和前面的 an

ijk 一样是之和初级场的共形权有关的，是与理论本身无关的可以计算

出来的系数，我们唯一不知道的就是 Cp
ij。

31.5.1 Current Algebra

Definition 3 共形权为 1的 chiral(anti-chiral)场 j(z)称为流。

考虑一个谱为 N 个流的理论，根据前面 Laurent模的一般形式得到：[
j(i)m, j(j)n

]
=
∑

k

Ck
ijp111(m,n)j(k)m+n + dijmδm,−n (31.49)

dij 在 i 6= j 时为 0，但是不同的 ij 对应的比例系数不同。我们总是可以通过 rescal这些
流，使得 dij = kδi,j，然后再通过对流进行重新组合得到：[

ji
m, j

j
n

]
= i
∑

l

f ijljl
m+n + kmδijδm,−n (31.50)

这些流的模构成了一个 Lie代数，显然中心荷 non-trivial，后面会进一步详细讨论。它实
际上是仿射化之后得到的 Kač-Moody代数。

Section 32

Crossing Symmetry
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本节的目的是最大程度得到四点关联函数 〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)φ3(z3, z̄3)φ4(z4, z̄4)〉
的信息。n < 4的可以完全确定从数学上看是因为黎曼球面上任意两个或三个点，都可以
通过共形变换映射为固定的{0, 1,∞}，但是四点我们最多只能将他们映射到{0, x, 1,∞}，
其中 x是交比（Crossing Ratio）。

x = (z1 − z2)(z3 − z4)
(z1 − z3)(z2 − z4) , x̄ = (z̄1 − z̄2)(z̄3 − z̄4)

(z̄1 − z̄3)(z̄2 − z̄4) (32.1)

所以四点关联函数用前面的方法只能确定到一个与交比有关的函数。利用 31.28，我们知
道任意四点关联函数可以与下面的关联函数联系起来：21 21 z 7→ (z1−z)(z3−z4)

(z−z4)(z1−z3)

∝ 〈φi(0, 0)φj(x, x̄)φl(1, 1)φm(∞,∞)〉 ≡ Gij
lm(x, x̄) (32.2)

由于 OPE由结合律，所以可以前两个先做 OPE，后两个在做 OPE，注意到 〈φp|φq〉 ∼
δhp,hq

，我们可以将上式重写为：

Gij
lm(x, x̄) =

∑
p

Cp
ijC

p
lmF

lm
ij (p | x)F lm

ij (p | x) (32.3)

这里的 F lm
ij (p | x)称为 Conformal Block，关联函数就是由这些 Block线性组合而来

的。再次利用 31.28，考虑 z 7→ 1− z和 z 7→ 1/z，有：

Gij
lm(x, x̄) = 〈φi(1, 1)φj(1− x, 1− x̄)φl(0, 0)φm(∞,∞)〉 = Glj

im(1− x, 1− x̄) (32.4)

Gij
lm(x, x̄) = x2hj x̄2h̄j 〈φi(1, 1)φj( 1

x
,

1
x̄

)φl(∞,∞)φm(0, 0)〉 = x2hj x̄2h̄jGmj
il ( 1

x
,

1
x̄

)
(32.5)

这让我们得到另外两个 G(x, x̄)的表达式：

G(x, x̄) =
∑

p

Cp
imC

p
jlF

jl
im(p | 1− x)F jl

im(p | 1− x) (32.6)

G (x, x̄) = x−2hjx−2hj

∑
p

Cp
ilC

p
jmF

jm
il

(
p | 1

x

)
F jm

il

(
p | 1

x

)
(32.7)

这三个等式对应不同顺序的 OPE缩并，就像是 QFT中费曼图的 s, t, u三个 channel，p
就像是中间的传播子，共形不变性要求这三个G(x, x̄)的等式殊途同归，这就给出了 Cp

ij

必须要满足的一套等式，共形自举的思想就是通过这套方程完全确定 OPE系数。2.12 Non-Holomorphic OPE and Crossing Symmetry 83

∑
p

Cp
ijC

p
lm =

∑
q

Cq
imCq

jl

j

i

l

m

p

j

i

l

m

q

Fig. 2.8 Illustration of the crossing symmetry for four-point functions

This can be made plausible for instance by using the conformal symmetry to map
the four points zi to z1 = 0, z2 = x , z3 = 1 and z4 = ∞ and similarly for zi . One
can then evaluate the amplitude (2.133) in several different ways.

• First, one can employ the OPE for φi (z1, z1) φ j (z2, z2) and then the one for
φl(z3, z3) φm(z4, z4). As a result, the amplitude (2.133) can be expressed as

G
(

z, z
) =

∑

p

C p
i j C p

lm F lm
i j (p | x) F lm

i j (p | x) , (2.134)

where the contributions of the descendants of the primary field φp factorise into a
holomorphic and an anti-holomorphic piece. These in general quite complicated
expressions F lm

i j (p | x) are called conformal blocks and depend only on the con-
formal dimensions of the primary fields involved and on the central charge of the
CFT.

• One can evaluate the four-point function (2.133) also by first using the OPE for
φ j (z2, z2) φl(z3, z3). Effectively this means exchanging φ j (z2, z2) and φm(z4, z4)
which on the level of crossing ratios is achieved by x �→ 1 − x . The resulting
four-point amplitude can now be expressed as

G
(

z, z
) =

∑

p

C p
im C p

jl F
jl

im(p | 1 − x) F jl
im(p | 1 − x) . (2.135)

• Similarly, one can first evaluate the OPE φ j (z2, z2) φm(z4, z4) which leads to the
following form of the four-point amplitude:

G
(

z, z
) = x−2h j x−2h j

∑

p

C p
il C p

jm F jm
il

(

p | 1

x

)

F jm
il

(

p | 1

x

)

. (2.136)

Equating the three expressions (2.134), (2.135) and (2.136) for the four-point func-
tion gives a number of consistency conditions for the structure constants C p

i j among
the primary fields. These so-called crossing symmetry conditions are depicted in
Fig. 2.8.

图 13. G(x) = G(1 − x) Crossing Symmetry的图示

Subsection 32.1

Fusing and Braiding Matrices
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考虑一个比较简单的情形，CFT的谱是个有限谱 22，这样Conformal Blocks构成了 22
比如 RCFT

一个有限维线性空间，其中的某个线性组合得到的元素就是我们要的四点关联函数 23。 23
当然还要把全纯反全纯组合起来

这其实就是在说 32.3，32.6和 32.7中的 Conformal Blocks相差的仅仅是一个线性变换，
他们是同一个线性空间的不同基底！

Fkl
ij (p | x) =

∑
q

B
[

j k
i l

]
p,q
F jl

ik

(
q | 1

x

)
(32.8)

Fkl
ij (p | x) =

∑
q

F

[
j k
i l

]
p,q

F jk
il (q | 1− x) (32.9)

这里 B 称作 Braiding Matrices，F 称作 Fusing Materices，p, q 是标记矩阵元，
{i, j, l,m}标记矩阵本身。我们用类似轮换序图的形式来表达上面的两个方程：

𝑖𝑖

𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑙𝑙𝑝𝑝 𝑖𝑖

𝑘𝑘 𝑗𝑗

𝑙𝑙𝑞𝑞

= �
𝑞𝑞

𝐵𝐵𝑝𝑝𝑞𝑞𝑖𝑖

𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑙𝑙𝑝𝑝 𝑖𝑖

𝑘𝑘 𝑗𝑗

𝑙𝑙𝑞𝑞

= �
𝑞𝑞

𝐵𝐵𝑝𝑝𝑞𝑞

𝑖𝑖

𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑙𝑙𝑝𝑝 𝑖𝑖

𝑘𝑘 𝑗𝑗

𝑙𝑙𝑞𝑞

= �
𝑞𝑞

𝐹𝐹𝑝𝑝𝑞𝑞

利用下面图表的交换性：

2.13 Fusing and Braiding Matrices 85

These matrices satisfy two important identities which can be derived by considering
a five-point function and successively applying the braiding, and fusing operations,
respectively. Again the origin of these relation is more transparent using the graphi-
cal notation. First, the commutativity of the diagram

mi

j l k

r q

mi

j k l

r s

mi

k j l

p s

mi

l j k

u q

mi

l k j

u t

mi

k l j

p t

leads to the so-called hexagon identify for the braiding matrices

∑

p

B
[

j k
i s

]

rp
B
[

j l
p m

]

st
B
[

k l
i t

]

pu
=

∑

q

B
[

k l
r m

]

sq
B
[

j l
i q

]

ru
B
[

j k
u m

]

qt
,

which is very similar to the Yang–Baxter equation arising for integrable models.
Similarly, the commutativity of the diagram

mi

l

t
k

j

s

mi

lkj

r s

mi
r

j

p
l

k

mi

k

u

t

l

j

mi

j

u p
l

k

得到 hexgon恒等式：

∑
p

B

[
j k
i s

]
rp

B

[
j l
p m

]
st

B

[
k l
i t

]
pu

=
∑

q

B

[
k l
r m

]
sq

B

[
j l
i q

]
ru

B

[
j k
u m

]
qt

(32.10)
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上面的方程非常像Yang-Baxter方程，所以CFT和可积性有很大的关联。但是注意上面
这不是证明！就和YBE的图形化规则推导一样，只是便于计算和记忆。同样根据下面的
图表交换：

2.13 Fusing and Braiding Matrices 85

These matrices satisfy two important identities which can be derived by considering
a five-point function and successively applying the braiding, and fusing operations,
respectively. Again the origin of these relation is more transparent using the graphi-
cal notation. First, the commutativity of the diagram

mi

j l k

r q

mi

j k l

r s

mi

k j l

p s

mi

l j k

u q

mi

l k j

u t

mi

k l j

p t

leads to the so-called hexagon identify for the braiding matrices

∑

p

B
[

j k
i s

]

rp
B
[

j l
p m

]

st
B
[

k l
i t

]

pu
=

∑

q

B
[

k l
r m

]

sq
B
[

j l
i q

]

ru
B
[

j k
u m

]

qt
,

which is very similar to the Yang–Baxter equation arising for integrable models.
Similarly, the commutativity of the diagram

mi

l

t
k

j

s

mi

lkj

r s

mi
r

j

p l

k

mi

k

u

t

l

j

mi

j

u p l

k

得到 pentagon恒等式：

F

[
j k
i s

]
rt

F

[
t l
i m

]
su

=
∑

p

F

[
k l
r m

]
sp

F

[
j p
i m

]
ru

F

[
j k
u l

]
pt

(32.11)

Section 33

NOPs and Conformal family

Subsection 33.1

Normal Ordered Products

两个算符的OPE在两个算符的插入位置一样时会发散，这种发散就类似于一般QFT
中的红外发散，因为空间无限大，所以真空零点能发撒，这种发散可以通过取算符的正

规乘积 (NOP)得到，共形场论也有这样的做法。我们先考虑自由场，也就是 R(φ∂nφ)
最多只有一项是奇异的，24那么我们直接减去真空期望值就去除了所有的发散项，所以 24

对到 QFT那边就是场的模式展
开可以完全分离成产生算符和湮灭

算符之和
NOP可以定义为：

Definition 4 (NOPs)
: φ1(z)φ2(w) :≡ (φ1(z)φ2(w)− 〈φ1(z)φ2(w)〉) : (33.1)

这里省略了所有的径向排序，记收缩：

φ(z)φ(w) ≡ 〈φ1(z)φ2(w)〉 (33.2)

缩并后是一个数，可以提出去。显然在 z → w后 OPE的所有奇异性都被减除：

: φ1φ2 : (w) ≡ lim
z→w

(: φ1(z)φ2(w) :) (33.3)
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Theorem 10 (Wick)

R[Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan
(xn)] = N

[
Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan

(xn)
+
(
Φa1Φa2 · · ·Φan的所有可能缩并

) ] (33.4)

由于正规序插入到真空态之间恒为 0，所以任何没有完全缩并的项对真空期望值都没
有贡献。

Proof 关于Wick 定理的证明可见任何一本正则量子化的 QFT 教材，比如余钊焕老师的讲
义 a，这里只想强调定理本身依赖于前面对自由场的 NOP定义。

ahttp://yzhxxzxy.github.io/cn/teaching.html

Example

R(ΦaΦbΦcΦd) = N
(
ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

) (33.5)

计算的下一步是将所有收缩的项放在一起，未收缩的项放在一起，对于玻色场由于满

足对易关系可以随便移动场的位置，这一步是 trivial的，不过费米场因为满足反对易
关系，所以交换两个场位置时会产生一个负号需要额外注意。

左边减去右边，并取 xa, xb → x 和 xc, xd → y 的极限后得到两个 NOP 的时序积的
Wick定理：

R [: ΦaΦb : (x) : ΦcΦd : (y)] = N
(
ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

) (33.6)

这个计算实际上是非常一般的，他告诉我们计算NOP的时序积时跟没有NOP时一样
计算，但是认为 NOP内部的场之间的收缩为 0。

Remark 下面是一些比较有用的缩并等式：

A(z): Bn :(w) = nA(z)B(w) : Bn−1(w) : (33.7)

A(z) : eB(w) : = A(z)B(w) : eB(w) : (33.8)

: eA(z) :: eB(z) : =
∑

m,n,k

k!
m!n!

(
m
k

)(
n
k

)
[A(z)B(w)]k : Am−k(w)Bn−k(w) :

= exp
{
A(z)B(w)

}
: eA(w)eB(w) :

(33.9)

但是对于非自由场，NOP不能这么定义，比如 TT 的 NOP照此定义，仍然发散，
所以对于一般场的 NOP应当定义成减去所有的奇异项。

Definition 5

(A(z)B(w)) ≡ A(z)B(w)−A(z)B(w) (33.10)

这里A(z)B(w)表示OPE的所有奇异部分。注意我们引入了文献中另外一种表示NOP

http://yzhxxzxy.github.io/cn/teaching.html
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的方式：(·)。同样，定义：

(AB) (w) = lim
z→w

(A(z)B(w)) (33.11)

将 NOP其中一个场做洛朗展开，然后可以将 OPE用 NOP表达为：

Theorem 11 (NOPs ⇐⇒ OPEs)

φ(z)χ(w) = sing.+
∞∑

n=0

(z − w)n

n! N
(
∂nφχ

)
(w) (33.12)

同样可以用 OPE表达 NOP：

N (φχ) (w) =
∮

C(w)

dz

2πi
φ(z)χ(w)
z − w

(33.13)

考虑 NOP的 Laurent模：

N (φχ)(w) =
∑
n∈Z

w−n−hφ−hχ

N (φχ)n ,

N (φχ)n =
∮

C(0)

dw

2πiw
n+hφ+hχ−1N (φχ) (w)

(33.14)

Theorem 12

N (φχ)n =
∑

k>−hφ

χn−kφk +
∑

k≤−hφ

φkχn−k (33.15)

Proof

N (φχ)n =
∮

C(0)

dw

2πiw
n+hφ+hλ−1

∮
C(w)

dz

2πi
φ(z)χ(w)
z − w

=
∮

dw

2πiw
n+hφ+hλ−1

(∮
|z|>|w|

dz

2πi
φ(z)χ(w)
z − w︸ ︷︷ ︸

I1︸ ︷︷ ︸
I2

−
∮

|z|<|w|

dz

2πi
χ(w)φ(z)
z − w

)

(33.16)
计算 I1 得到：

I1 =
∮

|z|>|w|

dz

2πi
1

z − w
∑
r,s

z−r−hφ

w−s−hχ

φrχs

=
∮

|z|>|w|

dz

2πi
1
z

∑
p≥0

(w
z

)p∑
r,s

z−r−hφ

w−s−hχ

φrχs

=
∮

|z|>|w|

dz

2πi
∑
p≥0

∑
r,s

z−r−hφ−p−1w−s−hχ+pφrχs.

(33.17)
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频繁利用 Cauchy积分公式得到：

I2 =
∮

dw

2πi
∑
p≥0

∑
s

w−s−hx+p+n+hφ+hx−1φ−hφ−pχs

=
∑
p≥0

φ−hφ−pχhφ+n+p =
∑

k≤−hφ

φkχn−k

(33.18)

对另外一项也同样计算就可以证明这个及其重要的等式了。

这个等式其实非常好理解，从前面对CFT的希尔伯特空间构造可以看到，一个场的
Laurent模当 n > −h时是湮灭算符，n ≤ −h时是产生算符，所以这个等式的含义就是
相对 φ而言将所有的产生算符排在前面，湮灭算符放在后面，这正是在 QFT中对 NOP
最 naive的定义！

另外，NOP与 OPE最大的不同是他并不满足交换律和结合律，这也意味着对多个
算符的 NOP定义有歧义 25，往往选取的是下面的嵌套定义： 25

对于自由场，前面的定义还是

well-define的
(ABC · · ·DE) ≡ (A(B(C(· · · (DE)))))) (33.19)

另外，Wick定理也失效了，不过我们有下面的等式：

Theorem 13 (Generalized Wick)

A(z)(BC)(w) = 1
2πi

∮
C(w)

dx

x− w

{
A(z)B(x)C(w) +B(x)A(z)C(w)

}
+ regular

(33.20)

上式是对自由场的下面特殊的Wick定理的相互作用推广：

φ1(x) : φ2φ3 : (y) = φ1(x)φ2(y) : φ3(y) : +φ1(x)φ3(y) : φ2(y) : + : φ1(x)φ2(y)φ3(y) :︸ ︷︷ ︸
regular

(33.21)
还可以证明，虽然结合律失效了，但是有下面等式：

Theorem 14 (Rearrangement Lemma)

((AB)E)− (A(BE)) = (A([E,B])) + (([E,A])B) + ([(AB), E]) (33.22)

E 一般取为 (CD)。

T 不是初级场，N(TT )也不是初级场，但是下面定义的N (TT )是共形权为 (4, 0)的
初级场：

N (TT ) = N (TT )− 3
10∂

2T (33.23)

后面会用到这个式子。

Subsection 33.2

Verma module

从真空态出发，将 Ln 作为产生算符作用上去，得到的一系列态成为 Verma模：

Definition 6 (Verma Module)
{Lk1 . . . Lkn |0〉|ki ≤ −2} (33.24)
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中的元素称为 Verma Module。

根据态算符对应，每一个 Verma Module都会对应一个场（不一定是初级场），可以
证明这些场一定是能动张量或者其偏导或者它们的 NOP：

F ∈ {T, ∂T, . . . , N(. . .)} (33.25)

Subsection 33.3

Descendant states

前面是考虑一个真空态开始往上构造其它态，由于：

Ln |φ〉 = [Ln, φ−h] |0〉 = (h (n+ 1)− n)φ−h+n |0〉 = 0, n > 0 (33.26)

所以初级场作用在真空态上构造的 |φ〉也比较特殊，和真空态一样被所有的 Ln湮灭算符

湮灭，所以也可以考虑从 |φ〉开始构造其它态：

Definition 7 (Descendant States)
{Lk1 . . . Lkn

|φ〉 : ki ≤ −1} (33.27)

其中 φ是任意一个初级场。这些态称为初级场的次级态（descendant states）。

Field State Level
φ(z) φ−h|0〉 = |h〉 0
∂φ L−1φ−h|0〉 1
∂2φ L−1L−1φ−h|0〉 2
N(Tφ) L−2φ−h|0〉 2
∂3φ L−1L−1L−1φ−h|0〉 3
N(T∂φ) L−2L−1φ−h|0〉 3
N(∂Tφ) L−3φ−h|0〉 3
. . . . . . . . .

表 1. 次级态和次级场之间的对应

同样根据态算符对应，这些态也会对应到一些场，根据上面的表就可以猜到是：

[φ(z)] :=
{
φ, ∂φ, ∂2φ, . . . , N(Tφ), . . .

}
(33.28)

我们成为 φ的 Conformal Family。Verma Module是直接真空态生成来的，真空态对应
h = 0，可以用 [1]来标记这个特殊的 Conformal Family。

注意到在上面的表中我们写下来对应的 Level，注意到 L0 可看作体系的哈密顿量，
真空态对应能量 0，初级场 |h〉对应能量 h，而作用 L−k 上去会把能量加 k，所以这就跟
量子力学中谐振子问题作用产生算符得到更高能级的态一样。只不过这里能级都是简并

的，而简并态数目的计数在后面的环面CFT配分函数构造上有很大的作用，对于Verma
module（真空态毕竟唯一），或者 |h〉本身不简并的 Conformal Family来说，设 P (N)是
第 N 个 Level简并度，则其有下面的生成函数：

∞∏
n=1

1
1− qn

=
∞∑

N=0
P (N)qN (33.29)



Representations of the Virasoro Algebra 80

次级态和次级场之间用 NOP对应，而 NOP天然的和 OPE有对应，所以实际上我
们可以用 OPE的围道积分来表示：

Theorem 15 用 L̂−nφ(w)表示 L−n |φ〉对应的次级场，那么：

L̂−nφ(w) =
∮

C(w)

dz

2πi
1

(z − w)n−1T (z)φ(w) (33.30)

Proof 利用态算符对应，取 w → 0的极限就能看出正确性了。代入 OPE实际计算几个例子
也能得到表 1的结果。

现在我们来证明 CFT自举里面非常重要的一个微分方程，核心目的是将次级态和
其他初级场的关联函数用其他初级场的关联函数来表示。

Theorem 16 φ, φ1, . . . , φN 是初级场，则：〈
L̂−nφ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )

〉
= L−n〈φ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )〉

Where, L−n =
N∑

i=1

(
(n− 1)hi

(wi − w)n
− 1

(wi − w)n−1 ∂wi

) (33.31)

这个等式和 31.17等价，有时候也叫 local Ward恒等式。
Proof 〈

L̂−nφ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )
〉

=
∮

C(w)

dz

2πi (z − w)1−n 〈(T (z)φ(w))φ1(w1) . . . φN (wN )〉

=−
N∑

i=1

∮
C(wi)

dz

2πi (z − w)1−n 〈φ(w)φ1(w1) . . . (T (z)φi(wi)) . . . φN (wN )〉

=−
N∑

i=1

∮
C(wi)

dz

2πi (z − w)1−n×

×
(

hi

(z − wi)2 + 1
z − wi

∂wi

)
〈φ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )〉

=−
N∑

i=1

(
(1− n) (wi − w)−n

hi + (wi − w)1−n
∂wi

)
〈φ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )〉

(33.32)
上面证明中第二个等号利用了全平面内极点留数只和为 0，第三个等号利用了初级场
OPE。

Section 34

Representations of the Virasoro Algebra

现在来从群表示的观点看下我们前面的Verma Module和Conformal Family实在做
什么。前面反复强调如果我们有了一个理论的对称代数，那么确定其希尔伯特空间就是

在找群表示。最简单的CFT就是只有Virasoro代数作为其对称代数，由于这时左右模完
全分离，所以我们可以先分开讨论，然后

⊕
{h,h̄} Vc,h ⊗ Vc,h̄ 就构成了整个表示空间

26。 26
也正因为完全分离，这里 h, h̄

直积时无特殊要求，后面玻色子我

们会看到一个有要求的最简单的

例子。

我们要找的表示是所谓最高权表示，从量子力学的角度去想，构造谱的第一步是去

找 CSCO，由于理论没有其他对称性，也就是说没有其他力学量和 L0对易，所以我们期



Free CFT 81

望构造的谱是 L0的本征值。进一步，由于 {Ln, n ≥ 0}构成了理论的湮灭算符，所以我
们先找到被所有湮灭算符湮灭的那些态：

Ln |h〉 = 0 for n > 0,
L0 |h〉 = h |h〉

(34.1)

找到了所有的最高权之后，下一步就是将产生算符 {Ln, n < 0}作用到上面构造能量更
高的态：27 27

这些态都是 L0 的本征态，但是
我们并不用 |h + k〉 这样的记号标
记他们，因为要和最高权区分。

L−1 |h〉 , L−2 |h〉 , L−1L−1 |h〉 , L−3 |h〉 , . . . (34.2)

不难发现，最高权就是真空态和理论中的初级态，而其他用产生算符构造的态就是Verma
module和 descendant states。

但是这只是从数学上构造出了这些态，真正物理的态最大的特点就是可归一化，所

以那些模方为 0 的态要被剔除出去，比如说前面在构造 Verma Module 时，就没有把
L−1 |0〉算进去，后面我们会进一步阐明如何找到其它的模方为 0的态。进一步如果要求
理论是幺正的，那些模方为负数的表示还要整个剔除掉。28 28

注意，幺正性要求那些有模方为

负数的次级态的表示是被禁闭的，

而不是像模方为 0的态稍微剔除一
下就好。

如果理论还存在更大的对称性，这个时候CSCO就会加入其他的和 L0对易的算符，
谱将会同时对角化 CSCO中的算符，即最高权现在由更多量子数标记 |h, q〉。而且产生
湮灭算符也不只有 {Ln, n < 0}了，构造次级态还需要用理论中其他的产生湮灭算符去
作用。这在数学上本身就是个非常麻烦的事情，后面我们并不追求数学上的一般性和严

谨性，只是给些例子。

Section 35

Free CFT

学习 CFT最好的方式是给出一些具体的例子，首先我们考虑最简单的自由 CFT。

Subsection 35.1

Free Bosons

自由玻色场可以从圆柱上定义的标量场量子化后得来，这里直接给出二维 CFT的
版本 29： 29

已经做了Wick转动，κ是弦论
来的耦合常数S = 1

4πκ

∫
dzdz

√
|g|gab∂aX∂bX

κ=1←−−− 1
4π

∫
dzdz∂X · ∂X

(35.1)

其中度规是从圆柱上的平直度规转到复平面上的度规：

gab =
[

0 1
2zz1

2zz 0

]
, gab =

[
0 2zz

2zz 0

]
(35.2)

再次强调CFT的定义根本不需要拉氏量，这里只是更场论一点的出发方式。直接读出运
动方程：30 30

这也说明X(z, z̄)总是可以写成
全纯和反全纯部分之和∂∂X(z, z) = 0 (35.3)

可以定义下面两个手征场：

j(z) = i∂X(z, z), j̄(z) = i∂X(z, z) (35.4)

还可以读出传播子K ≡ 〈X(z, z̄)X(w, w̄)〉：

∂z∂zK(z, z, w,w) = −2πδ(2)(z,−w)⇒ K = − log |z − w|2 (35.5)
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这直接说明了 X 不是初级场，但是：

〈j(z)j(w)〉 = 1
(z − w)2 (35.6)

说明了 j(z)是 h = 1的初级场，也得到了 OPE：31 31
由于 OPE的最奇异项只能是二

次的，而一次的又破坏了 z ↔ w的
对称性。

j(z)j(w) = ∂zX(z)∂wX(w) = 1
(z − w)2 + . . . (35.7)

根据 OPE很容易算出对易关系：[
jm, jn

]
= mδm+n,0 (35.8)

根据 j 是共形权为 1的初级场很容易证明作用量的确是共形不变的 32。下面演示如何通 32
不少文献数量纲之后根据尺度

不变性直接说明共形不变，绝大多

数情况下这没问题，甚至一度让人

们觉得尺度不变蕴含共形不变。但

是上世纪八十年代 Polchinski就研
究了反例 [96]

过作用量确定 CFT中最关键的能动张量：

Tab = −4π γ 1√
|g|

δS
δgab

(35.9)

这里 γ 是待定的归一化系数，利用上式计算得到：33 33 δ
√

|g| = − 1
2

√
|g|gabδgab

Tzz = −γ∂X∂X, Tzz = Tzz = 0 (35.10)

下面最重要的一步就是取正规乘积，这相当于把理论的零点能 shift掉：

T (z) = −γN(∂X∂X)(z) = γN(jj)(z) (35.11)

定 γ的方式有很多，重点就是其洛朗模 Ln要满足 Virasoro代数，Ln和初级场的洛朗模

之间对易关系要有正确的形式 31.27，或者是能动张量和初级场的OPE有 31.14的形式，
我们主要来看这种方法：34 34 35.7得知 j(z)j(w) = 1

(z−w)2

T (z)j(w) = γN(jj)(z)j(w) = γj(w)N(jj)(z)

= γ

2πi

∮
C(z)

dx

x− z

{
j(w)j(x)j(z) + j(x)j(w)j(z)

}
= 2γ

(z − w)2 j(z)

= 2γ
(z − w)2 j(w) + 2γ

z − w
∂j(w)

(35.12)

最后一步使用泰勒展开并丢掉 Regular部分。和 31.14对比便知道 γ = 1
2：

T (z) = 1
2N(jj)(z) (35.13)

Ln = 1
2 N(jj)n = 1

2
∑

k>−1
jn−k jk + 1

2
∑

k≤−1
jk jn−k (35.14)
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下面再来阐明如何计算中心荷，比较简单的方式是利用 〈0|L+2L−2|0〉 = 〈0|[L2, L−2]|0〉 =
c
2，为了继续熟悉Wick定理，我们根据 TT OPE来计算：

T (z)T (w) = 1
4R [: jj : (z) : jj : (w)] + · · ·

= 1
4j(z)j(w) : j(z)j(w) : ×2 + 1

4j(z)j(w) · j(z)j(w)× 2 + · · ·

= 1
(z − w)2 : j(z)j(w) : +

1
2

(z − w)4 + · · ·

= 1
(z − w)2 : jj : (w) + 1

z − w
∂w : jj : (w)× 1

2 +
1
2

(z − w)4 + · · ·

=
1
2

(z − w)4 + 2T (w)
(z − w)2 + ∂wT (w)

z − w
+ · · ·

(35.15)

这里利用了自由场的Wick定理 33.6进行计算，倒数第二个等号利用了 j(z)泰勒展开。
与 31.20对比得到：

Theorem 17 自由玻色场 CFT的中心荷 c = 1

如果理论是N 个无相互作用的 Boson场，那么中心荷是 c = N。所以中心荷某种程
度上可以理解为理论的自由度个数。

35.1.1 Vertex Operator

虽然从 CFT的角度来看我们更关心 j，但是从弦的角度来看 X 是更基本的，利用
35.7洛朗展开后积分得到：

X(z, z) = x0 − i
(
j0 ln z + j0 ln z

)
+ i
∑
n 6=0

1
n

(
jnz

−n + jnz
−n
)

(35.16)

根据 X(e2πiz, e−2πiz̄) = X(z, z̄)有：

j0 = j̄0 (35.17)

这个等式是后面构造正确的希尔伯特空间的关键。从自由场模式展开的观点来看，这些

zn模对到圆柱那边就是傅里叶展开，所以 jn就是理论的产生湮灭算符。而 j0实际上对
应质心的正则动量 π0：

π0 = 1
4π

∫ 2π

0
dx1 ∂X

(
x0, x1)

∂(−ix0) = j0 + j0
2 = j0 (35.18)

x0 对应弦的质心。按照正则量子化应当有 [x0, π0] = i。这样来看 35.14就分成了质心的
动能和弦上激发能，相对质心能量两部分。

L0 = 1
2 j0 j0 + 1

2
∑
k≥1

j−k jk + 1
2
∑

k≤−1
jk j−k (35.19)

Definition 8 (Vertex Operator) 虽然 X 本身不是初级场，但是总可以定义下面的顶点算符：

V (z) =: eiαX(z) : (35.20)

他是共形权为

(
α2

2 , 0
)
的初级场，反全纯部分也可以类似定义。
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Proof 利用Wick定理得到下面的 OPE：

∂ϕ(z) : ϕn : (w) = −n
z − w

: ϕn−1 : (w) (35.21)

将顶点算符泰勒展开得到：

j(z)V α(w)=
∞∑

n=0

−in
z − w

(iα)n

n! : ϕn−1 : (w)

= α

z − w
Vα(w)

(35.22)

再计算与 T 的 OPE：a

T (z)V α(w) =1
2

∞∑
n=0

(iα)n

n! : ∂ϕ(z)∂ϕ(z) :: ϕ(w, w̄)n :

=1
2

1
(z − w)2

∞∑
n=2

(iα)n

n! · n(n− 1) : ϕ(w, w̄)n−2 :

+ 1
z − w

∞∑
n=1

(iα)n

n! · n : ∂ϕ(z)ϕ(w, w̄)n−1 :

=α2

2
Vα(w, w̄)
(z − w)2 + ∂wVα(w, w̄)

z − w

(35.23)

最后一个等号利用了 ∂φ(z)在 w处的泰勒展开。

a计算中并没有直接去用 35.22，想想这是为什么？可以参考 https://physics.stackexchange.com/
questions/398365/ope-double-contractions-between-t-and-eikx

根据 35.22可以得到下面的对易关系：

[j0, Vα] = αVα ⇒ j0 |α〉 = α |α〉 (35.24)

所以 α的物理含义是质心动量！手征的部分终究不是物理的，我们需要把全纯反全纯的
顶点算符按一定的要求组合起来得到体系真正的初级场。这个要求就是 35.17，左模动量
要等于右模动量，所以体系中的初级场应当是：

Vα(z, z̄) = Vα(z)V̄α(z̄) =: eiαX(z,z̄) : (35.25)

对应共形权为

(
α2

2 ,
α2

2

)
。利用 33.9得到：

Vα(z, z̄)Vβ(w, w̄) = |z − w|2αβVα+β(w, w̄) (35.26)

显然 〈Vα(z, z)Vβ(w,w)〉 ∼ δ(|α| − |β|)，但是 α = β ⇒ αβ > 0，根据上面的 OPE这将
导致体系呈现出长程关联，超距作用。所以唯一的可能就是 α+ β = 0，所以顶点算符的
两点关联函数唯一不为零的只能是：

〈V−α(z, z)Vα(w,w)〉 = 1
(z − w)α2(z − w)α2 (35.27)

而 α的含义是质心动量，所以这其实是动量守恒的体现。实际上自由玻色子对称性比共
形对称性更大，从作用量可以看出 X(z, z) 7→ X(z, z) + a 并不会对作用量产生任何影
响，根据 Noether定理这实际上对应的是 35.4这两个守恒流，自由玻色子真正的对称性
是 û(1)1 的流对称性。守恒流对应的守恒荷正是 Q =

∮
dz
2πij(z) = j0，所以有动量守恒。

https://physics.stackexchange.com/questions/398365/ope-double-contractions-between-t-and-eikx
https://physics.stackexchange.com/questions/398365/ope-double-contractions-between-t-and-eikx
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这一点可以推广到顶点算符的 n点关联函数，其不为 0当且仅当
∑

i αi = 0。
现在我们构造出了理论里所有的谱 {j, Vα}，构造希尔伯特空间的产生湮灭算符这里

用的是流所对应的 jn 而不是 Ln
35： 35

当然这里 Ln 本身就是 jn 构造

来的

Theorem 18 自由玻色体系的希尔伯特空间由下面的态张成：

jn1
−1j

n2
−2 · · · j̄

m1
−1 j̄

m2
−2 · · · |α〉 (ni,mj ≥ 0) (35.28)

这其实蕴含了相当大的物理意义，我们并不从群表示的观点来看，而是从物理本身

上来看。这里 α的不同标记了不同质心动量的真空，它是在 α = 0的“绝对”真空上作
用 Vα(z, z̄)得到的。我们也提到了 jn 就是 X 模式展开之后的产生湮灭算符，所以用它
在这些真空上面作用得到希尔伯特空间也是非常合理的。

35.1.2 Compactified Bosons

既然玻色体系是允许 X(z, z) 7→ X(z, z) + a的 shift的，那我们何不干脆把 X 的位
形空间粘合起来，也就是认为：

X ∼ X + 2πnR, n ∈ Z (35.29)

把X 看作是像角度变量一样的场，这样的紧致化显然是可行的，n称为winding num-
ber。但要注意，我们这里是把位形空间从 R紧致化成 R∪∞ ∼= S1

R，并没有对场本身所

定义在的时空流形做任何的拓扑变形，这一点要与后面环面 CFT区分。
这样一来，场的单值性被放宽为 X(e2πiz, e−2πiz̄) = X(z, z̄) + 2πnR，从而 35.17

变为：

j0 − j̄0 = nR, n ∈ Z (35.30)

顶点算符（手征）也只允许那些 α = m
R ,m ∈ Z的谱。这种紧致化对场论的希尔伯特空

间会有比较大的变化，由于 35.17改变了，所以左右模的组合方式也要随之改变，而且
体系的谱也从连续谱变成了离散谱。

{j0, j̄0, L0}构成体系的 CSCO，初级态应该同时对角化它们，除了 35.30，还有质心
动量给的约束：

π0 = j0 + j̄0

2 = α = m

R
, m ∈ Z (35.31)

初级场原先由 |α〉标记，现在由两个整数标记为 |m,n〉：

j0 |m,n〉 =
(
m

R
+ Rn

2

)
|m,n〉 , j0 |m,n〉 =

(
m

R
− Rn

2

)
|m,n〉 (35.32)

m和质心动量有关，n和卷绕数有关，m 6= 0的态称为 Kaluza-Klein态。这个最高权的
共形权显然为：

h = 1
2

(
m

R
+ Rn

2

)2
, h̄ = 1

2

(
m

R
− Rn

2

)2
(35.33)

希尔伯特空间的剩下部分就是把 jn, j̄n 作用到 |m,n〉上面去了。

Remark 前面推导有关顶点算符的对易关系都是使用的 wick 定理，这样推起来虽然方便，但
是物理上看比较好的方式是直接代入 X 的显式表达式 35.16，再根据正则对易关系
[x0, π0] = i 得到 [π0, Vα] = αVα，前面只是在 j0 = π0 的特例下去推导

a。所谓不
同的真空，应当就是 π0的不同模，同样也是 j0, j̄0的本征态。然后在上面作用 jn就得

到了次级态。这样来看前面的一系列讨论物理图像就很清晰。

a这也解释了 j0 作用到 |m, n〉真空上得到的并非 α
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35.1.3 Current Algebra Realization

现在回到非紧致化的 Bosons，除了 j 这一个流，顶点算符还确定了两个流：

j±(z) =: e±i
√

2X : (35.34)

利用前面得到的 jV 以及 V V OPE我们可以得到下面的对易关系：36 36 Blumenhagen[70] 从自举的角
度，也就是从31.49考虑了这个问题

[jm, jn] = mδm+n,0,
[
j±

m, j
±
n

]
= 0,[

jm, j
±
n

]
= ±
√

2j±
m+n,

[
j+

m, j
−
n

]
=
√

2jm+n +mδm+n,0
(35.35)

重定义：

j1 = 1√
2
(
j+ + j−) , j2 = 1√

2i
(
j+ − j−) , j3 = j (35.36)

得到： [
ji

m, j
j
n

]
= +i

√
2
∑

k

εijkjk
m+n +mδijδm,−n (35.37)

这具有流代数的形式，这实际上是个 su(2)的流代数。

Remark 注意，我们只是说明了在自由玻色子体系中具有流代数代数结构，并不是说自由玻色

子有 su(2)的对称性！它的对称性永远是 u(1)，问题的关键就在于在 N(jj)的能动张
量所描述的玻色体系下，这三个流真正守恒的也就 i∂X 一个，后面会发现如果要让其
对称性提升为 su(2)，必须重新构造能动张量，这相当于在作用量中加入其他的项，构
成所谓WZW模型。紧致化为半径为 1√

2 圆的玻色体系也会提升为 su(2)对称性。

Subsection 35.2

Free Fermions

这里我们考虑Majorana型费米子，也就是下面作用量中：

S = 1
4π

∫
dzdz

(
ψ∂ψ + ψ∂ψ

)
(35.38)

ψ这个给 wyle旋量是一个实值标量场，而且是个 Grassmann数。运动方程为：

∂ψ = ∂ψ = 0 (35.39)

传播子K ≡ 〈ψ(z)ψ(w)〉为：

∂zK(z, w) = 2πδ(2)(z − w)⇒ K(z, w) = 1
z − w

(35.40)

这表明 ψ(z)是共形权为 ( 1
2 , 0)的初级场，利用这一点也可证明作用量确实共形不变。上

式也是OPE的奇异部分，注意到上式并非关于 z, w对称的，因为费米子的反对易性，所
以对径向序的定义为：

R
(
Ψ(z)Θ(w)

)
:=
{

+Ψ(z)Θ(w) for |z| > |w|
−Θ(w)Ψ(z) for |w| > |z|

(35.41)

这直接导致费米子的 OPE是反交换律的，这也解释了为什么 OPE中没有 (z −w)− 1
2 的

项。费米体系我们比较关注下面的两类边界条件：37 37
这一点其实是弦论里面引出的，

在导出运动方程 35.39时，由于分
部积分带来边界项，为了让这一项

确实为 0，必须有下面的两类边界
条件，也就是说费米子的场位形只

能是下面两种中的一种，而Fock空
间就应当是 NS ⊕ R
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ψ(e2πiz) = +ψ(z) Neveu-Schwarz sector (NS)
ψ(e2πiz) = −ψ(z) Ramond sector (R)

(35.42)

这就像是对多值函数
√
z考虑其哪一支。两类边界条件也导致了不同的洛朗展开：

ψ(z) =
∑

r

ψrz
−r− 1

2 =
{
r ∈ Z + 1

2 NS

r ∈ Z R
(35.43)

反对易关系同样包含于 OPE：

{ψr, ψs} =
∮

dz

2πi

∮
dw

2πi {ψ(z), ψ(w)} zr− 1
2ws− 1

2

=
∮

dw

2πiw
s− 1

2

(∮
|z|>|w|

dz

2πiψ(z)ψ(w)zr− 1
2

−
∮

|z|<|w|

dz

2πi −ψ(w)ψ(z)zr− 1
2

)
=
∮

dw

2πiw
s− 1

2

∮
C(w)

dz

2πi R
(
ψ(z)ψ(w)

)︸ ︷︷ ︸
1

z−w

zr− 1
2

=
∮

aw

2πiw
r+s−1

=δr+s,0

(35.44)

费米子体系我们用下面的式子来确定能动张量：

T c
µν = 8π γ

(
−ηµνL+

∑
i

∂L
∂ (∂µφi)

∂νφi

)
(35.45)

Tzz = γψ∂ψ, Tzz = −γψ∂ψ = 0, Tzz = −γψ∂ψ = 0, Tzz = γψ̄∂̄ψ̄ (35.46)

然后取 NOP去除零点能：
T (z) = γN (ψ∂ψ) (z) (35.47)

费米子情况，由于反对易性，NOP洛朗模要修正为：38 38 Blumenhagen 书中 NOP 定义
差个符号，导致后面洛朗模和能动

张量都差个负号
N (θψ)r = −

∑
s>−hθ

ψr−sθs +
∑

s≤−hφ

θsψr−s (35.48)

得到能动张量的洛朗模：39 39
对于共形权为 h的初级场 φ，其

次级场 ∂φ的洛朗模与 φn 有关系：

(∂φ)n = −(n + h)φn
Lm = −γ

∑
s>− 3

2

ψm−sψs

(
s+ 1

2

)
+ γ

∑
s≤− 3

2

ψsψm−s

(
s+ 1

2

)
(35.49)
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然后就可以根据 [Lm, ψr] =
(
−m

2 − r
)
ψm+r 的要求确定 γ，这里继续采用 Wick 定理

来做：

T (z)ψ(w) = γ : ψ∂ψ : (z)ψ(w)

= −γψ(z)ψ(w)∂ψ(z) + γψ(z)∂zψ(z)∂(w)

= − γ

z − w
∂ψ(z)− γ

(z − w)2ψ(z)

= − γ

z − w
∂ψ(w)− γ

(z − w)2ψ(w)− γ

(z − w)∂ψ(w) + · · ·

= − γ

(z − w)2ψ(w)− 2γ
z − w

∂ψ(w) + · · ·

(35.50)

最后两个等号用了 ψ(z)泰勒展开，与 31.14对比得到 γ = − 1
2：

T (z) = −1
2N (ψ∂ψ) (z) (35.51)

同样的步骤计算 TT OPE可以得知：

Theorem 19 自由（Majorana)型费米子 CFT的中心荷： c = 1
2

现在来考虑费米子的希尔伯特空间，对于 NS Sector，答案是 trivial的：

HNS

∣∣∣n 1
2
, n 3

2
, n 5

2
, . . .

〉
=
(
ψ− 1

2

)n 1
2
(
ψ− 3

2

)n 3
2
(
ψ− 5

2

)n 5
2 . . . |0〉 , ns = 0, 1 (35.52)

这里 ns = 0, 1是因为反对易性，这和泡利不相容原理吻合。哈密顿量全纯部分也能很好
地从 35.49得到：

L0 =
∞∑

s= 1
2

sψ−sψs (35.53)

不难发现零点能确实被 shift掉了。第 N个 level的简并度有下面的生成函数：∏
r≥0

(
1 + qr+ 1

2

)
=
∑

N∈ 1
2Z

P (N)qN (35.54)

但是Ramond Sector比较微妙。首先要问 {ψn, n ∈ Z}中哪些是湮灭算符，根据 z → 0
的奇异性，似乎这要求 ψ0 以及 ψn>0 都是湮灭算符。但是按照前面推倒的 {ψr, ψs} =
δr+s,0，ψ0 |0〉也将被所有的ψn>0湮灭，但是ψ2

0 = 1
2得出 〈ψ0|ψ0〉 = 12

6= 0，而且 [L0, ψ0] = 0
导致 |0〉和 ψ0 |0〉能量相同。种种这些都告诉我们 ψ0 |0〉和 |0〉是简并的两个真空！希尔
伯特空间需要在这两个简并的空间上去构造。
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还有一个比较怪的点是 Ramond Sector的两点关联函数：

〈ψ(z)ψ(w)〉 =
∑

k,q∈Z
z−k−1/2w−q−1/2〈ψkψq〉

= 1
2
√
zw

+
∞∑

k=1
z−k−1/2wk−1/2

= 1√
zw

{
1
2 +

∞∑
k=1

(w
z

)k
}

= 1
2
√
zw

z + w

z − w

= 1
2

√
z/w +

√
w/z

z − w

= 1
(z − w)2 + 1

8w2 −
z − w
8w3 + 15

128w4 (z − w)2 + · · ·

(35.55)

和前面OPE的形式是冲突的，只有当w → z的极限意义下才相同。根据自由场NOP的
定义，需要用 OPE减去上面的两点关联函数：

〈T (z)〉 = −1
4 lim

w→z
∂w

(√
zw +

√
w/z

z − w

)
+ 1

2(z − w)2

= 1
16z2 6= 0

(35.56)

这自然导致 Ramond Sector的能动张量零点能没有消干净！事实上 R Sector的 chiral能
量为：40 40

式 35.49 中对 s 的求和，在 R
Sector理解为跑遍所有满足不等号
的整数L0 =

∞∑
s=1

sψ−sψs + 1
16 (35.57)

Remark 似乎看起来 R Sector非常怪异，但实际上它们在 boson理论中也会出现，这都是因为
理论有 Z2 的对称性，所以我们可以考虑转一圈不回到原位，而是加个符号的理论边
界条件，这不会对 S 产生任何影响，但是会要求洛朗展开出现割线：

i∂X(z) =
∑

r∈Z+ 1
2

arz
−r−1 (35.58)

从数学上看这实际上是进入了Virasoro代数的另一个表示罢了。bosons这边我们称为
twisted sector。

35.2.1 Bosonization

现在考虑一个两个无相互作用费米场构成的理论，可以复化为：

Ψ(z) = 1√
2

(
ψ(1)(z) + iψ(2)(z)

)
, Ψ̄(z) = 1√

2

(
ψ(1)(z)− iψ(2)(z)

)
(35.59)

这里的 ·̄并不意味着反全纯。相应的拉氏量为：

L = Ψ∂Ψ̄ + Ψ̄∂Ψ + c.c. (35.60)

显然理论具有一个 global的 U(1)对称性，根据 Noether定理 19.4导致守恒流 41： 41
使用正规序消去零点能

j(z) = N
(
ΨΨ
)
(z) = −iN

(
ψ(1)ψ(2))(z) (35.61)
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上式已经合适选取归一化因子使得其为h = 1初级场。上式最后一个等号利用了N(ψ(a)ψ(b)) =
−N(ψ(b)ψ(a))，这并不是用反对易性直接看出来的，因为 OPE的对易性反对易性并不
能放到 NOP上，这个式子的证明可以利用 35.48。Ψ之间的反对易关系可以直接从定义
读出：

{Ψr,Ψs} =
{

Ψr,Ψs

}
= 0,

{
Ψr,Ψs

}
= δr+s,0 (35.62)

既然都说了这个对称性是 U(1) 对称性，j 的洛朗模之间也确实有和玻色子一样的对易
关系： {

Ψm,Ψn

}
= δm+n,0, {Ψm,Ψn} =

{
Ψm,Ψn

}
= 0,

[jm, jn] = mδm+n,0, [Lm, jn] = −njm+n,

[jm,Ψs] = +Ψm+s,
[
jm,Ψs

]
= −Ψm+s.

(35.63)

第二行说明了理论的对称性，第三行说明了 Ψ, Ψ̄带 ±的对称荷。现在考虑下面守恒流
定义的理论：

j(z) = i∂X(z, z), j±(z) = V±1(z) =: e±iX : (35.64)

这对应紧致化到 R = 1上圆的 bosons42，不难发现有下面的对易关系： 42
这里为什么我还没完全搞清楚，

但似乎对于S1
R上的Bosons，VR−1

会变成守恒流[jm, jn] = mδm+n,
[
j+

m, j
−
n

]
= δm+n,0,[

jm, j
±
n

]
= ±j±

m+n,
[
j±

m, j
±
n

]
= 0.

(35.65)

如果 j+ → Ψ, j− → Ψ̄, [·]→ {·}，我们发现 35.63和 35.65完全一致！

Theorem 20 (Bosonization)
Two Fermions = One Bosons

Subsection 35.3

b, c Ghost

这部分是弦论非常关心的，这里只做一些结论的总结，因为推导完全可以作为前面

两部分的课后习题。

S = 1
4π

∫
d2z

(
bzz∂

zcz + bz̄z̄∂
zcz
)

(35.66)

数量纲就会发现 b, c共形维数分别为：hb = 2, hc = −1，但是这并不是说他们是玻色子，
相反，他们暂时违背自旋统计定理，是 Grassmann数。根据作用量可读出传播子：

∂z 〈b(z)c(w)〉 = 4π δ(2)(z − w) ⇒ 〈b(z)c(w)〉 = 1
z − w

(35.67)

进而得到 b, c之间 OPE43计算出反对易关系： 43 bb, cc 自己之间的 OPE 没有奇
异部分，只有 bc之间：

b(z)c(w) ∼
1

z − w

{bm, cn} = δn+m,0, {bm, bn} = 0, {cm, cn} = 0 (35.68)

由于这个体系很像自由费米体系，所以对能动量张量的求解可以通过下面的 ansatz进行：

T (z) = αN (b∂c) + βN (∂bc) (35.69)

根据 b, c是对应共形权的初级场，计算得知 α = 2, β = 1，且：

Theorem 21 b, c鬼场的中心荷 c = −26

35.3.1 Ghost will change the Vacuum State

虽然我们按照前面的方法莽算建立起了鬼的共形场论，但是仔细思考会发现两个明

显的问题：
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• 真空态 |0〉是最高权态，按理说应当是基态，但是 c的共形权是负数，导致虽然 c1
是第一个不湮灭 |0〉的模，但是 [L0, c1] = −c1说明它依旧会把 L0降低，这说明 |0〉
并非 b, c的基态。

• b, c明明是初级场，而且共形权不相等，为何它们之间的关联函数 35.67不是 0？

这两个问题是有直接联系的，下面我们来解决它们。根据规范场论引入鬼态进行正则量

子化的经验（Gupta量子化方法），鬼态会对真空态做一些破坏，真空态在 CFT中依靠
b, c的谐振子代数定义，b没啥好说的，由于共形权大于 0，所以和一般的场处理起来一
样。但是 c共形权小于 0，我们尝试利用下面的最高权态要求构造真空 44： 44

初级场都是 Virasoro代数的最
高权态，真空L0最小，而且被其他
初级场湮灭|0〉 , |c〉 = c1 |0〉 , |(∂c) c〉 = c0c1 |0〉 (35.70)

不难验证上面的三个都满足 cn≥2作用上去为 0，后面两个更是对于 cn≥1都是 0，后面两
个是重点，因为它们是 L0左模能量更低的“真空”。而且这两个态的厄米共轭也很不一
样，直觉上可能觉得 (c1 |0〉)† = |0〉 c−1，但实际上：

(c1 |0〉)† = 〈0| c−1c0
Norm.−−−−→ 〈0| c−1c0c1 |0〉 = 1 (35.71)

如果我们从 naive的想法直接出发去计算 bc的关联函数：

〈b(z)c(w)〉 =
∑
m≤1
〈0|bnz

−n−2cmw
−m+1 | 0〉

= 〈0|0〉 w
z2

∑
n≥2

(w
z

)n

= w3

z3
〈0|0〉
z − w

(35.72)

不但和前面同样 naive想法从传播子来的形式对不上，更糟糕的是和前面的形式同样都
似乎破缺掉了 global共形对称性，除非 〈0|0〉 = 0。事实上问题的关键就在于 |0〉确实是
null vector！现在我们来解释一下前面说的这一堆乌云。

首先根据 b, c的 U(1)对称性可以得到 Noether流：

j(z) = − : b(z)c(z) : (35.73)

这个流虽然在经典层面上守恒，但是量子层面上会出现反常。利用鬼场能动张量计算得

到：

T (z)j(w) ∼ −3
(z − w)3 + j(w)

(z − w)2 + ∂wj(w)
z − w

+ . . .

[Ln, jm] = −3n(n+ 1)
2 δn+m,0 −mjm+n

(35.74)

从上面的计算结果能直接看出来 j连准初级场都不是。按照通常 BPZ共轭的想法，应该
有 j†

n = −j−n，但是 j(z)的初级性比较糟糕，这导致 BPZ共轭的构造只在 n 6= 0的时
候成立，j0 的共轭有个常数修正：

j†
0 = −[L−1, j1]† = −[L1, j−1] = −j0 + 3 (35.75)

考虑满足下面 OPE的算符 Oq：

j(z)Oq(w) ∼ qOq(w)
z − w

+ . . . ,

{
Oq=1(w) = c(w)
Oq=−1(w) = b(w)

(35.76)

称为鬼数 (ghost number)为 q的算符，根据态算符对应:

|q〉 = lim
z→0
Oq(z) |0〉 (35.77)
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这其实是 j0 的本征态：
j0 |q〉 = q |q〉 (35.78)

前面说过 j0 不是厄米的，会出现常数项，这直接导致 〈q′|q〉不一定为 0：

q〈q′|q〉 = 〈q′|j0|q〉 = (j†
0|q′〉)†|q〉

= [(3− j0)|q′〉†|q〉 = (3− q′)〈q′|q〉
(35.79)

可见，只要 q + q′ = 3，〈q′|q〉就可以不为 0，q取 0, 1得到两对互为厄米共轭的态：

q = 0 : |0〉 ↔ q = 3 : c−1c0c1|0〉
q = 1 : c1|0〉 ↔ q = 2 : c0c1|0〉

(35.80)

这就解释了归一化 〈0| c−1c0c1 |0〉 = 1的合理性，以及 (|0〉)† 6= 〈0|带来的 |0〉为 null state。
现在回到最初的问题，如何理解 bc关联函数从传播子来看确实是 1

z−w？首先计算下面的

五点关联函数：45 45
计算中利用了：

bm≥−1 |0〉 = 0, 〈0| bm≤1 = 0
cn≥2 |0〉 = 0, 〈0| cn≤−2 = 0〈0|c−1c0c1c(z)b(w)|0〉 =

∑
m≤−
n≥2

〈0| c−1c0c1(δn+m,0 − bmcn) |0〉 z−n+1w−m−2

=
∑

m≤−2

w−m−2

z−m−1 −
∑

m≤−2,n≥2
〈0| c−1c0c1bm cn)︸︷︷︸

=0

|0〉z−n+1w−m−2

=
∑

m≤−2

w−m−2

z−m−1 = 1
z − w

(35.81)
同样可以计算得到 〈0| c−1c0c1b(z)c(w) |0〉 = 1

z−w。所以这似乎意味着我们考虑涉及到鬼

场的真空关联函数的时候，都要当成是有背景荷的真空关联函数，直接夹在 null state |0〉
之间是没有意义的，也就是说：46 46

省略关联函数里面的径向排序

〈0| · |0〉 ∼ 〈0| c−1c0c1 · |0〉 (35.82)

但是前面直接从场论的观点，从传播子出发，它又是怎么自己“知道”这一点的呢？首

先，我们前面的从场论出发实际上是直接从路径积分出发来看，然而在鬼场的路径积分

语言中
∫
D[c]包含下面三个积分：47 47

鬼的出现是为了取定规范，定下

规范场路径积分测度，可以证明在

球面上鬼场的路径积分只会剩下这

三个模

∫
dc−1dc0dc1c

x
−1c

y
0c

z
1 = δx,1δy,1δz,1 (35.83)

自然地就帮我们把背景给加上了！

Remark 最后说一句，本节研究的所有三个模型中心荷都不是 trivial的，但弦论为了消去共形
反常只允许 trivial的中心荷，所以都会在理论中加入别的场来把中心荷消掉，而这一
步实际上也就暗含了常说的弦论为了自洽必须定义在更高维度空间中。比如玻色弦，

上面鬼场 c = −26，暗含其必须定义在 26维时空中 a；如果引入超对称得到超弦理论，
每个费米子会带来一个超对称玻色子伙伴，玻色子同理，对于鬼场，也会带来对易的，

但是共形权是分数 3
2 ,−

1
2 的伙伴 β, γ。引入超对称后一个完整的玻色场理论一定还包

括一个费米场，总的中心荷为 3
2，而鬼场的中心荷这时变成了 11，这暗示理论必须定

义在 2
3 (26− 11) = 10维空间中。

aRecall:中心荷某种程度上对应自由度

Section 36

Unitary Representations of the Virasoro Algebra
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Subsection 36.1

Null States

在关注幺正表示之前先来看看表示中出现 Null State的条件，由于线性空间中任何
一个向量都可以用基底展开，所以向量模为 0等价于下面的二次型为 0：

0 = ‖v‖2 =
n∑

a,b=1
λa 〈a | b〉λb =

n∑
a,b=1

λaMabλb = ~λTM~λ (36.1)

也正是因为这是一个二次型，所以上式成立等价于 λ是矩阵M 的零模，按照这个思路，
对于某个最高权表示我们也可以去寻找对应的M 表示，但是由于 L0是厄米的，所以他
的每一个特征子空间，也就是那些 N-level之间是正交的，所以M =

⊕
N=1 MN：

〈h|
∏

i

L+ki

∏
j

L−mj |h〉 ,
∑

i

ki =
∑

j

mj = N (36.2)

下面要做的事情就是把所谓的Kač行列式 detM 求出来，他的零点就对应存在零模的表
示，零点的重数就表示零模的个数。

Example N = 1：
M1(h, c) = 〈h|L1L−1 |h〉 = 2 〈h|L0 |h〉 = 2h (36.3)

N = 2：
子空间由 {L−2 |h〉, L−1 L−1 |h〉}张成：

detM2(c, h) = det
(

4h+ c
2 6h

6h 4h(2h+ 1)

)
= 32h

(
h2 − 5

8h+ 1
8hc+ 1

16c
)

(36.4)

不难发现 h = 0时 N = 1上面有一个 Null State，h = 5−c
16 ±

1
16
√

(1− c)(25− c)时
N = 2上面出现 Null State，更高阶的情况以此类推。现在来关注一下如何具体地把
N = 2上面的 Null State构造出来，做下面的 ansatz：

L−2 |h〉+ aL−1L−1 |h〉 = 0 (36.5)

由于他是零模，所以任何算符作用上去都是 0，作用 L−1 得到：

0 = [L1, L−2] |h〉+ a[L1, L−1L−1] |h〉
= 3L−1 |h〉+ a (2L0L−1 + 2L−1L0) |h〉

= (3 + 2a (2h+ 1))L−1 |h〉 ⇒ a = − 3
2(2h+ 1)

(36.6)

当然，你也可以通过直接求解 M2 · (1, a)T 这个方程组来得到 a。这样就得到了一个
CFT自洽性所要求的方程：(

L−2 −
3

2(2h+ 1)L
2
−1

)
|h〉 = 0 (36.7)

其中 h = 5−c
16 ±

1
16
√

(1− c)(25− c)。

Kač行列式的零点结构已经被一般地研究过了：
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Theorem 22

detMN (c, h) = αN

∏
p,q≤N
p,q>0

(h− hp,q(c))P (N−pq)

hp,q(m) =
(

(m+ 1)p−mq
)2 − 1

4m(m+ 1) , m = −1
2 ±

1
2

√
25− c
1− c

(36.8)

上面的公式中 αN 是某个正数，对零点估计无影响，m有两个取值，计算中取其中某
一个就好了，因为这两种取值给出的 {hp,q}是相同的。

Subsection 36.2

Unitary Constrains

幺正性对理论做了非常强的限制，但是完整的证明非常复杂，这里仅仅只是做一个

结论总结。幺正性最容易想到的一个限制是 h ≥ 0，在其基础之上我们还可以对中心荷
进行分类，结合图??：

2.10 Highest Weight Representations of the Virasoro Algebra 73

The so-called Kač-determinant at level N reads

det MN (c, h) = αN

∏

p,q≤N
p,q>0

(

h − h p,q (c)
)P(N−pq)

with

h p,q (m) =
(

(m + 1) p − mq
)2 − 1

4 m (m + 1)
, m = −1

2
± 1

2

√

25 − c

1 − c
.

Here, αN is a positive constant and we note that in general, m is not an integer but
complex. For c < 1, one conventionally chooses the branch m ∈ (0,∞); however,
h p,q possesses the symmetry {p → m − p, q → m + 1 − q} so that det MN is
independent of the choice of branch in m as it can be compensated by p ↔ q.

Unitary Representations

So far, we have focused on the null states in a Verma module. However, to find
unitary representations we have to exclude also the regions in the (h, c)-plane where
states of negative norm appear. We will not discuss all the details but just summarise
the results.

h

c

h3,1

h1,3

h2,1

h3,2

h1,2

h2,3

h2,4

h4,2

1

1
4

1
2

1

Fig. 2.6 Some curves h p,q (c) of vanishing Kač-determinant. Unitary representations are labelled
by a dot 图 14. Kač行列式零点和中心荷之间的关系

• c > 1, h > 0：Kač行列式无零点且其本征值都是正的，这个时候理论总是幺正

• c = 1：Kač行列式零点分布为 h = n2

4 , n ∈ Z

• c < 1, h ≥ 0：只有图??的交点处才会出现幺正表示

下面的定理给出了交点处的坐标：

Theorem 23 (Unitary Minimal Models) c < 1, h ≥ 0的 CFT，只有在中心荷满足：

c = 1− 6
m(m+ 1) m = 3, 4, . . . (36.9)
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时才有幺正谱，谱为：

hp,q(m) = ((m+ 1) p−mq)2 − 1
4m (m+ 1) , 1 ≤ p ≤ m− 1 and 1 ≤ q ≤ m (36.10)

我们原先说CFT的谱是无穷多或者连续的，但对于对称性只有Virasoro的CFT，幺
正性直接让理论的谱变成有限离散的。这时的 CFT我们称为 unitary minimal mod-
els。有些时候理论不必是幺正的，不过我们还是希望这个 CFT的谱依旧被限制为有限
离散谱，这时的 CFT称为Minimal models，由下面的中心荷和谱定义：

Theorem 24 (Minimal models)

c = 1− 6(p− q)2

pq
, p, q ≥ 2, p ⊥ q

hr,s(p, q) = (pr − qs)2 − (p− q)2

4pq , 1 ≤ r ≤ q − 1 and 1 ≤ s ≤ p− 1
(36.11)

类似这种谱有限离散，而且这时h还都是有理数的CFT我们称为有理CFT（RCFT）。

Example 考虑 m = 3的幺正极小模型，这实际上是 Ising Model二阶相变临界点处的理论，根
据公式可以计算出中心荷为 1

2，谱为：

1
2 0
1

16
1

16

0 1
2

表 2. Ising模型的谱，横轴表示 1 ≤ p ≤ 2，纵轴表示 1 ≤ q ≤ 3，这种表叫 Kač表

从 p, q取值范围来看似乎有m(m−1)个谱，但实际上有一半是重复的，只有C2
m个谱。

Section 37

Fusion Rules

让我们从一个例子出发，利用 33.31

L̂−2 φ(z)− 3
2 (2h+ 1) L̂

2
−1 φ(z) =

(
L−2 −

3
2 (2h+ 1)L

2
−1

)
〈φ(w) φ1(w1) . . . φN (wN )〉 = 0

(37.1)
得到微分方程：(

N∑
i=1

(
hi

(wi − w)2 −
1

wi − w
∂wi

)
− 3

2(2h+ 1)∂
2
w

)
〈φ(w)φ1(w1) . . . φN (wN )〉 = 0

(37.2)
前面用共形对称性已经确定两点和三点函数只差一个常数系数，带入到方程中发现第一

个 non-trival的结果来自于三点函数：

2 (2h+ 1) (h+ 2h2 − h1) = 3 (h− h1 + h2) (h− h1 + h2 + 1) (37.3)

h, h1, h2分别是 φ, φ1, φ2对应的共形权。这对三点函数的 Cφφ1φ2 做出了更强的限制，告

诉我们绝大部分都是 0。当然这个限制仅限于 h = h2,1(m) or h1,2(m)，这时上面的推导
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才成立，但是 h1, h2 是一般的。不妨取 h = h2,1，并把 h1 也取为存在 Null State的谱
hp,q，根据上面的方程可以解出不为 0的条件是：

h2 = 1
6 + h

3 + h1 ±
2
3

√
h2 + 3hh1 −

1
2h+ 3

2h1 + 1
16 ∈ {hp−1,q(m), hp+1,q(m)} (37.4)

由OPE的一般表达式我们知道OPE是由一系列初级场和其导数，或者说次级场组合而
成的，由于 OPE有结合律，所以三点函数的计算可以看作是前两个先插入 OPE48，然 48

我们假设第三个场隔得比较远，

使得 OPE的插入是精确的后和第三个场做两点函数，而两点函数不为零当且仅当共形权一致。上面的方程告诉我

们三点函数不为零的条件是 h2只能取特定的两个值，从 OPE去看这正说明了前两个场
的OPE最终出来的那些场只能是共形权为 {hp−1,q(m), hp+1,q(m)}的场的线性组合！这
一思想完全可以推广到次级场的 OPE：[

φ(2,1)
]
×
[
φ(p,q)

]
=
[
φ(p+1,q)

]
+
[
φ(p−1,q)

]
(37.5)

也就是说，φ(2,1)和φ(p,q) Conformal family中的元素做OPE，最终得到的只能是φ(p−1,q)
和 φ(p+1,q) Conformal family中元素的组合。

Theorem 25 (Fusion rules of unitary minimal models)

[
φ(p1,q1)

]
×
[
φ(p2,q2)

]
=

p1+p2−1∑
k=1+|p1−p2|
k+p1+p2 odd

q1+q2−1∑
l=1+|q1−q2|
l+q1+q2 odd

[
φ(k,l)

]
(37.6)

只要是 RCFT，谱是离散有限的，都可以构造类似的融合规则：

[φi ]× [φj ] =
∑

k

Nk
ij [φk ] , Nk

ij ∈ Z+
0 (37.7)

根据 OPE的性质可以知道这是一个交换代数，还是一个结合代数，其中的恒等元 [1]就
是 Verma Module，对应真空表示，毕竟本身某个初级态的次级态就是用 N(T · · · )定义
出来的。

Theorem 26 ∑
l

N l
kjN

m
il =

∑
l

N l
ijN

m
lk (37.8)

定义 (N i)jk ≡ Nk
ij，上式可以写成矩阵形式：

N iNk = NkN i (37.9)

Proof 证明就是使用交换律和结合律：

[φi]× ([φj ]× [φk]) = [φi]×
∑

l

N l
jk [φl] =

∑
l,m

N l
jkN

m
il [φm]

([φi]× [φj ])× [φk] =
∑
l,m

N l
ijN

l
lk [φm] ,

(37.10)

Subsection 37.1

Landau–Ginzburg Formulation
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Minimal model名字叫极小，内容一点也不小，即便是前面我们略掉了大部分的证
明细节还是只讲了冰山一脚，接下来我们简单介绍一些极小模型的具体实现。由于量子

力学是幺正的，所以这里我们考虑的是极小模型Mp,q 的子集，幺正极小模型Mm。与

这个模型所对应的欧氏场论是所谓 Landau– Ginzburg模型：

A =
∫
d2x

[
1
2(∂µϕ)2 + V (ϕ)

]
V (ϕ) = g1ϕ+ g2 : ϕ2 : + · · ·+ g2(m−2) : ϕ2(m−2) : +g : ϕ2(m−1) :

(37.11)
这里我们把作用量符号改记 A，因为这个理论最早提出来是为了唯象地解释相变，这里
的场实际上是序参量，上式积分得到的是自由能。当然，这个理论在量子场论中也有对

应，从重整化的角度看，他对应标量场在不动点处的理论。注意 V (ϕ)中没有 ϕ2(m−1)−1

项，因为总可以通过ϕ 7→ ϕ+const.将其纳入 g1 : ϕ :中。按照经典相变理论的分析，假设
g > 0，是一个不变的常数，现在在 gi这恶鬼参数空间下变动，总存在一个点，使得 V (φ)
有 m − 1个极大值，比如 m = 2, V (ϕ) = g(ϕ2 − a2)2;m = 3, V (ϕ) = gϕ2 (ϕ2 − b2)2

，

这些不同的极大值用量子力学的语言说就是简并基态，它们也对应着理论中的m− 1个
不同的相。而 gi = 0, g 6= 0，也就是 A直到 ϕ的 2m − 3阶导数都为 0，这对应理论的
m− 1个相共存的临界点（multi-critical point）。

multi-critical point处作用量所对应的运动方程为：

∂z∂z̄ϕ ∼: ϕ2q−3 : (37.12)

这里的 ∼表示要把上式看作跟 OPE一样，只有在关联函数下才成立的等式。

Section 38

Kač–Moody Symmetry

从现在开始，我们来考虑比Virasoro对称性更大的对称性。本节大量涉及无穷维李代
数的艰深数学内容，大黄书专门用了两章进行铺垫介绍，这里不追求数学上的严谨性。49 49

数学读物可见 [97, 98]

Subsection 38.1

Kač–Moody Algebras

Kač– Moody 对称性是理论中加入了其他守恒流，这些守恒流的洛朗模之间满足
下面的代数关系：

Definition 9 (Kač–Moody Algebras)

[
ja

m, j
b
n

]
= i
∑

c

fabcjc
m+n + kmδabδm+n,0 (38.1)

k称为这个代数的 level。

从上面的定义看到 {ja
0}构成了上面这个代数的子代数，没有中心荷：[

ja
0 , j

b
0
]

= i
∑

c

fabcjc
0 (38.2)

这就是我们熟悉的李代数结构 g，而 Kač– Moody代数可以看作是这个子代数的仿射
化，记为 ĝk。比如 35.37就是一个 ŝu(2)1 的代数结构。
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Theorem 27 (OPEs of Currents) 由于 OPE和对易关系蕴含完全相同的信息，所以前面的对易关
系也可以翻译为流之间的 OPE：

ja(z)jb(w) = kδab

(z − w)2 +
∑

c

ifabc

z − w
jc(w) + · · · (38.3)

Subsection 38.2

Sugawara Construction

构造 CFT首先要给出理论的谱，这可以通过寻找 Kač–Moody代数的表示得到，
这个后面再说。理论在无穷小共形变换时的性质完全由能动张量刻画，本节的目的就是

完全从自洽性出发把能动张量构造出来。

这些流是守恒流，就像我们构造 Casimir算符一样，可以做下面的 ansatz：

T (z) = γ

dim g∑
a=1

N
(
jaja

)
(z) (38.4)

把所有的流加起来使得其再对称群变换下是不变的，现在根据 ja的共形权为 1定出前面
的归一化系数。

Lm = γ

dim g∑
a=1

∑
l≤−1

ja
l j

a
m−l +

∑
l>−1

ja
m−lj

a
l

 (38.5)

计算对易关系 7：50 50
你依旧可以用 OPE做

7计算中第四个等号利用了结构张量前两个指标反对称所导出的：∑
l≤−1

(
jb

l jc
m+n−l − jb

l+njc
m−l

)
=
∑
l≤−1

jb
l jc

m+n−l −
∑

l≤−1+n

jb
l jc

m+n−l = −
n−1∑
l=0

jb
l jc

m+n−l

∑
l>−1

(
jc

m+n−lj
b
l − jc

m−lj
b
l+n

)
=
∑
l>−1

jc
m+n−lj

b
l −

∑
l>−1+n

jc
m+n−lj

b
l = +

n−1∑
l=0

jc
m+n−lj

b
l
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[Lm, j
a
n]

=γ
∑

b

∑
l≤−1

[
jb

l j
b
m−l, j

a
n

]
+
∑

l>−1

[
jb

m−lj
b
l , j

a
n

]
=γ
∑

b

∑
l≤−1

(
jb

l

[
jb

m−l, j
a
n

]
+
[
jb

l , j
a
n

]
jb

m−l

)
+
∑

l>−1

(
jb

m−l

[
jb

l , j
a
n

]
+
[
jb

m−l, j
a
n

]
jb

l

)
=− 2γnkja

m+n + γ
∑
b,c

if bac
∑

l≤−1

(
jb

l j
c
m+n−l + jc

l+nj
b
m−l

)
+ γ

∑
b,c

if bac
∑

l>−1

(
jc

m+n−lj
b
l + jb

m−lj
c
l+n

)
=− 2γnkja

m+n − γ
∑
b,c

if bac
n−1∑
l=0

[jb
l , j

c
m+n−l]

=− 2γnkja
m+n − γ

∑
b,c

if bac
n−1∑
l=0

∑
d

if bcdjd
m+n

=− 2γnkja
m+n + γn

∑
b,c,d

f bacf bcdjd
m+n.

李代数的伴随表示有下面的等式：∑
b,c

f bacf bcd = −2Cgδ
ad (38.6)

其中 Cg叫 dual Coxeter number，下表给出了一些李群的 dual Coxeter number：

Algebar An Dn E6 E7 E8
Cg n+ 1 2n− 2 12 18 30

表 3. ADE分类的 Coxeter number，在现在的语境下可以将 An 对应 sun+1，Dn 对应 so2n

Theorem 28 (Sugawara energy– momentum tensor) ĝk 所确定 CFT的能动张量由下式给定：

T (z) = 1
2 (k + Cg)

dim g∑
a=1

N (jaja) (z) (38.7)

利用能动张量 OPE或者 c
2 = 〈0|L+2L−2 |0〉可计算出理论的中心荷：

Theorem 29 Sugawara构造出来的 CFT中心荷为：

c = k dim g

k + Cg
(38.8)

Subsection 38.3

WZNW Models

前面导出能动张量的过程再次强调了研究 CFT时很多情况下拉氏量是放在次要位
置的，我们当然也可以直接构造一个有流对称代数的拉氏量，即所谓的WZW模型，然
后再用作用量变分导数得到能动张量。本节目的是知道这样做有多麻烦。

从自由玻色场来看，其作用量可以写成下面的形式：51 51
已重新选取耦合常数
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S = 1
8π

∫
Σ

d2x∂µg−1∂µg = 1
8π

∫
Σ

d2x∂g−1∂g (38.9)

这里 Σ是复平面这个最简单的黎曼曲面，其中 g是：

g : C→ U(1); z 7→ g(z, z) = exp(iϕ(z, z)) (38.10)

前面说 φ 7→ φ + a是 U(1)对称性或许还有些困惑，从这个作用量就很好看出来的确是
g 7→ eiag的 U(1)变换，WZNW模型就是对这个模型的非阿贝尔推广。

38.3.1 Nonlinear Sigma Models

Definition 10 非线性 sigma模型包含一个定义在某个黎曼曲面上的到群流形的玻色场 g : Σ → Ga，
作用量为：

S0 = 1
2a2

∫
Σ

d2x Tr
(
∂µg−1∂µg

)
(38.11)

这个 Tr 其实要写成 Tr′ 和一般的取迹进行区分，如果在某个表示下，生成元矩阵有

Tr(tatb) = xδab，那么 Tr′ ≡ 1
x Tr。后面假设都已经做了这个归一化。

a或者精确点说是在 G的幺正表示里面取值

对作用量进行变分得到运动方程：

∂µ(g−1∂µg) = 0 (38.12)

这直接说明了存在下面的守恒流：

Jµ = g−1∂µg (38.13)

这个守恒流对应模型的 global G×G对称性。黎曼曲面是一个一维复流形，任何一点领
域都同胚于复平面的开子集，所以可以在上面 local地赋予复坐标，定义上面守恒流的全
纯和反全纯部分：

Jz = g−1∂g, J̄z = g−1∂g ⇒ ∂J̄z + ∂̄Jz = 0 (38.14)

一般而言，全纯和反全纯部分不能单独守恒，和 U(1)的情况不一样，我们期望在理论中
加上一些项，让对称性进一步扩大为反全纯和全纯部分单独守恒。

Definition 11 (Wess-Zumino term)

Γ = −i
12π

∫
B

d3yεαβγ Tr
(
g̃−1∂αg̃g̃−1∂β g̃g̃−1∂γ g̃

)
(38.15)

这里 B 是一个带边三维流行，其边界为 Σ，g̃ : B → G 可看作是 g 从 Boundary 到
Bulk的扩张，这种扩张不是唯一的，流形B也不是唯一的。但可以证明这个差别只会
体现为 2nπi，所以虽然作用量上面看不一样，但是最终就欧几里得路径积分而言 e−Γ

是唯一的，所以不会对场论造成任何影响。

38.3.2 Wess-Zumino-Novikov-Witten Models

考虑下面的作用量：

S = S0 + kΓ, k ∈ Z (38.16)

按照前面说的虽然 Γ不唯一，但是理论唯一。计算运动方程为：

∂µ(g−1∂µg) + a2ik

4π εµν∂
µ(g−1∂νg) = 0 (38.17)
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在复坐标下为： (
1 + a2k

4π

)
∂(g−1∂g) +

(
1− a2k

4π

)
∂(g−1∂g) = 0 (38.18)

所以为了让流的全纯和反全纯部分的流单独守恒，要求：

a2 = 4π/k (38.19)

Theorem 30 (ĝk WZNW Models)

S = k

8π

∫
Σ

d2x Tr
(
∂µg−1∂µg

)
+ kΓ, k ∈ Z+ (38.20)

另外一个 a2 = −4π/k 的解并不是我们关注的流守恒。左右流的单独守恒体现到场
上是场可以分解为 g(z, z) = gL(z)gR(z)，提现到体系的对称群上是从 global G×G扩张
为 local的 G(z)×G(z̄)，即下面的变换下作用量不变：

g(z, z̄)→ Ω(z)g(z, z̄)Ω−1(z̄), Ω(z), Ω̄(z̄) ∈ G (38.21)

rescale守恒流：
J(z) ≡ −k2Jz(z) = −k2∂gg

−1

J̄(z) ≡ k

2 J̄z(z) = k

2 g
−1∂g

(38.22)

然后类似于 YM理论里面的操作，在生成元 ta上投影，J = Jata，可以证明 Ja就是那

些 Kač-Moody流，理论的能动张量也就是 Sugawara构造的那样！

Subsection 38.4

Knizhnik– Zamolodchikov Equation

前面我们研究初级场实际上都是在看其在 Virasoro代数下如何变换，现在显然我们
要找更大对称群的表示。就像是YM理论一样，除了 Lorentz变换本身对场进行了分类，
分成标量场，矢量场等等。然后理论中本身冒出来一个规范对称群，要求理论中不同的

场 φa之间在 φa → Uab
R φb的规范变换下理论仍不变。这种场之间的内在对称性实际上就

类似于 Kač-Moody对称性，场除了被 Virasoro表示分类（不同的共形权），还要在流代
数的表示之中。

Definition 12 (Kač–Moody (chiral) primary field)

ja(z)φr
R(w) = 1

z − w
∑

s

(taR)r
s φ

s
R(w) + · · · (38.23)

ja是生成变换群G的流，R表示 {φa
R}具体处于群的哪个表示，taR是生成元的表示矩

阵。满足这一条件的初级场，一定也是Virasoro初级场，你可以尝试去计算 Sugawara
能动张量和 φ之间的 OPE来证明这一点。

Remark 本节我们只考虑全纯部分，因为全纯反全纯完全解耦，把反全纯部分也加上来后初级

场定义为：

ja(z)φR,R̄(w, w̄) ∼
taRφR,R̄(w, w̄)

z − w

j̄a(z̄)φR,R̄(w, w̄) ∼ −
φR,R̄(w, w̄)ta

R̄

z̄ − w̄

(38.24)
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R, R̄分别表示全纯和反全纯部分处于哪个表示。另外，不少文献对 38.23的定义差个
负号，这会导致后面的方程正负号有些差别，但这无伤大雅。

Subsection 38.5

Ward Identity for Kač–Moody Symmetries

Virasoro初级场有Ward恒等式限制它们之间的关联函数形式，同样这里也有更强
的限制：

Theorem 31

〈ja(z)φR1(w1, w1) . . . φRN
(wN , wN )〉

=
N∑

i=1

taRi

z − wi
〈φR1(w1, w1) . . . φRN

(wN , wN ) 〉+ regular
(38.25)

这里 {φRi
}是Kač–Moody (chiral) primary field，tRi

仅仅作用于 φRi
，它们的矩阵

指标没有明写出来。

Proof 证明过程和共形 Ward 恒等式的证明一模一样，守恒流给出守恒荷从而给出
Kač-Moody代数作用下场的无穷小变换的形式：

−δεφ(w) =
∮

C(w)

dz

2πi
∑

a

ja(z) εa(z)φ(w) (38.26)

考虑关联函数的无穷小变换：

δε 〈φR1(w1, w1) . . . φRN
(wN , wN )〉

=
∮

C(w1,...,wN )

dz

2πi
∑

a

εa(z)
〈
ja(z)φR1(w1, w1) . . . φRN

(wN , wN )
〉

=
N∑

i=1

∮
C(wi)

dz

2πi
∑

a

εa(z)
〈
φR1(w1, w1) . . .

(
ja(z)φRi

(wi, wi)
)
. . . φRN

(wN , wN )
〉

=
N∑

i=1

∮
C(wi)

dz

2πi
∑

a

εa(z)
taRi

z − wi
〈φR1(w1, w1) . . . φRN

(wN , wN )〉

(38.27)
比较第一个等号和最后一个等号即得证。由于上面的关联函数在G的 global作用下实
际上要不变，所以上面这一长串等式，在 ε为常数时，实际上为 0，所以我们其实还有
下面的等式成立：a

n∑
i=1

tai 〈φ1(z1) · · ·φn(zn)〉 = 0 (38.28)

这个等式类似于 31.37，确定了两点和三点函数。
a证明的前一半是 local形式的证明，因为证明中群变换的参数 ε是 local的，所以才能说积分号里面的

东西相等；证明 global的形式实际上是让 ε是 global的参数，也就是考虑 global的群变换，这部分才是对
称性，由于 ε与 z无关，所以上式最后一个等式可以把围道积分积出来得到下式。31.37也可以用这种方式
来看。

Subsection 38.6

Kač–Moody descendant fields

从态的角度看，现在对称性增大了，原先构造 descendant fields是用 Virasoro初级
场配合 L−n, n ≥ 1去构造，现在初级场应该用 Kač–Moody初级场，产生算符应该用
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对称性所对应的 j−n, n ≥ 18。52 52
下面的 U(ĝk)不少文献称为 ĝk

的泛包络代数的表示，名字很唬人，

简单点说就是那些 ja
−n 构成的一个

结合代数，也就是 ja
−njb

−m . . .，下

标 +表示只取 n ≥ 1。

Kač–Moody descendant fields = {U(ĝk)+ |φR〉}

同样类似 33.30态算符对应给出次级场：

(ĵa
−nφR)(w) =

∮
C(w)

dz

2πi
1

(z − w)n
ja(z)φR(w) (38.29)

Example

ja
0 |φR〉 = lim

w→0

∮
dz

2πij
a(z)φR(w)

∣∣0〉
= lim

w→0

∮
dz

2πi

(
1

z − w
taRφR(w) + · · ·

)
|0〉 = taR |φR〉

(38.30)

这个方程蛮重要的，它告诉我们 φR生成了 j0的表示空间而 j0就是没有仿射化的，通
常的李代数 38.2的群表示，一下就看清楚了 φR这个下标 R的具体意义。而对称性变
大之后，最高权除了由 L0本征值 h标记，还应该由 ja

0 所处的表示来标记，后面用例
子来感受这一点。

利用这个我们可以类似去计算 Kač – Moody descendant fields 和 Kač – Moody
primary fields之间的关联函数，有与 33.31类似的方程：

Theorem 32 〈
ĵ−nφR(w)φR1(w1) . . . φRN

(wN )
〉

= J−n〈φR(w)φR1(w1) . . . φRN
(wN )〉

Where, J−n = −
N∑

i=1

taRi

(wi − w)n

(38.31)

更关键的是去找理论中的零模，从而得到类似 37.2的对初级场关联函数约束。

Theorem 33 (Knizhnik– Zamolodchikov Equation)∂wi
− 1
k + Cg

∑
j 6=i

∑
a t

a
Ri
⊗ taRj

wi − wj

)〈
φR1(w1) . . . φRN

(wN )
〉

= 0 (38.32)

上式省略了矩阵下标，taRi
只作用于 φRi

。上面方程对任意的 i = 1, . . . , N 都成立。

Proof

L−1 |φr
R〉 = 1

2 (k + Cg)
∑

a

∑
l≤−1

ja
l j

a
−1−l +

∑
l>−1

ja
−1−lj

a
l

 |φr
R〉

= 1
2 (k + Cg)

∑
a

(
ja

−1j
a
0 + ja

−1j
a
0
)
|φr

R〉

= 1
k + Cg

∑
a

ja
−1
∑

s

(taR)r
s |φ

r
R〉 ,

(38.33)

8现在估计就不难从数学上去理解我们为什么构造 Free Bosons的希尔伯特空间的时候是用 j−n去构造了，

因为理论是 û(1)的对称性，所以我们希望初级场是 Kač-Moody的，次级态也是，所以 j−n 作用真空上去得

到 Verma模，作用到顶点算符构造的初级场上面得到次级态（jVα 的OPE确实有 38.23的形式，U(1)还是
过于 trivial，生成元表示就是一个常数。）。由于 T 就是用 j Sugawara构造来的，所以也同时是 Virasoro初
级态。
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直接给出了一个 Null State：(
L̂−1 −

1
k + Cg

∑
a

ĵa
−1t

a
R

)
φR(z) = 0 (38.34)

这可以看作是 Sugawara构造用次级态表述。把它插在关联函数中恒为 0：

0 =
〈
φR1(w1) . . .

(
L̂−1 −

1
k + Cg

∑
a

ĵa
−1t

a
Ri

)
φRi

(wi) . . . φRN
(wN )

〉
(38.35)

再利用 33.31和 38.31即可证明。

注意这个约束非常一般，前面 37.2好歹还要求 |h〉本身就是有零模的谱，对 h有约
束，这里就啥也没有了。KZ方程的解催生出了非常多的数学问题，由于四点函数不能被
共形对称性很好的确定，所以我们比较关心这个方程能否给出四点函数的形式?文章 [99]
在末尾用合流超几何函数给了答案。

Remark 本节前面的讨论相当于选取了一个特殊的基底，38.6 更一般的表述是下面的 Killing
型：

Kab = 1
2g Tr (adta adtb) = 1

2g f
acdf bdc (38.36)

前面我们在 g中 shift基底将Kab化为 δab，38.1、38.3、38.7和 38.32的形式都要发生
相应的变化，具体来说就是 δab → Kab，注意 JaJa 中隐含了一个 δab。

Section 39

Example: Highest Weight Representations of ŝu(2)k

ŝu(2)k 流代数和我们熟悉的角动量系统非常接近，首先按照下面的方式构造出流中

的上升下降算符：

ĵ3
m = 1√

2
j3

m , ĵ±
m = 1√

2
(
j1

m ± i j2
m

)
(39.1)

满足对易关系：[
ĵ3

m, ĵ
3
n

]
= mk

2 δm+n,0,
[
ĵ3

m, ĵ
±
n

]
= ±ĵ±

m+n, ,
[
ĵ+

m, ĵ
−
n

]
= kmδm+n,0 + 2ĵ3

m+n (39.2)

前面就提到过 {j0}生成无中心荷的 su(2)子代数，而且不难看到 L0和他们是对易的，所
以现在 L0的 h模是简并的，简并态构成的子空间是 su(2)子代数的表示空间，这个表示
空间还不只有一个不等价不可约表示，可能是很多不等价不可约表示直和起来构造出的

更大的空间。所以现在最高权应该有两个指标标记，一个指标是其共形权 h，表示其能
量 L0，最高的含义依旧是：

L0 |h〉 = h |h, q〉 , Ln |h, q〉 = 0, ∀n > 0 (39.3)

第二个标记 q是在说其处于哪个 su(2)的表示，su(2)群的表示可以用自旋 l = 0, 1
2 , 1, . . .

去标记，而我们这里关心的是最高权，所以它在 su(2)的表示中也是最高的那个，也就
是 m = l，这里我们设 q = 2l ∈ Z+

0。另外它作为最高权还要类似 L−n 湮灭一样被 ja
−n

湮灭：

ĵ3
n |h, q〉 = ĵ±

n |h, q〉 = 0 for n > 0

ĵ3
0 |h, q〉 = q

2 |h, q〉 ,

ĵ+
0 |h, q〉 = 0.

(39.4)
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这些条件合起来就定义了一个最高权表示，与 Virasoro代数不同，初级态不止包含这些
最高权，实际上它应该包含所有 h模简并的态，或者说我们要用 ĵ±

0 继续在 su(2)的自旋
q/2表示中升降把表示空间构造全：53 53

再次强调按照定义这些 α 6= 0
的态不是最高权，它们在 su(2) 的
表示下不是最高的。|h, qα〉 :=

(
ĵ−

0

)α

|h, q〉 , α = 0, 1, 2, . . . , q (39.5)

这就对应于前面 Kač-Moody初级场的 |h, qα〉，显然从这个构造就可以看出来 |h, qα〉张
成 su(2)的一个表示。利用 Sugawara构造得知：

L0 = 1
2 (k + 2)

3∑
a=1

∑
l≤−1

ja
+lj

a
−l +

∑
l>−1

ja
−lj

a
+l

 (39.6)

由此可计算 |h, q〉关于 L0 的本征值：

L0 |h, q〉 = 1
2 (k + 2)

3∑
a=1

ja
0 j

a
0 |h, q〉

= 1
k + 2

3∑
a=1

ĵa
0 ĵ

a
0 |h, q〉 = q(q + 2)

4(k + 2) |h, q〉
(39.7)

计算的最后利用了 ja
0 j

a
0 是 su(2)的 Casimir算符。但是我们又知道本征值应该为 h，所

以 L0 的谱和允许的表示之间是有关联的，要求：

h = q(q + 2)
4(k + 2) (39.8)

而 q ∈ Z+
0，所以理论中的谱可取值被极大限制住了，这也再次说明了这个模型是个

RCFT。上面做的这些实际上是在考虑 ŝu(2)k 的非常特殊的一个 su(2)子群，其实这样
的子群有无数多个 su(2)(n) ⊂ ŝu(2)k：

54 54 [
L0, j̃±

(n)

]
= ∓ñj±

(n)[̂
j3

0 , j̃±
(n)

]
= ±j̃±

(n)

所以 h的增加以 1为单位，q 的增
加以 2为单位

j̃+
(n) = 1√

2
(
j1

−n + i j2
−n

)
,

j̃−
(n) = 1√

2
(
j1

+n − i j2
+n

)
,

j̃3
(n) = 1√

2
j3

0 −
n k

2 ,

(39.9)

首先考虑 su(2)(1)，计算 j+
(1) |h, q〉的模：

〈h, q | j̃−
(1)j̃

+
(1)
∣∣h, q〉 = 〈h, q |

[
j̃−

(1), j̃
+
(1)

] ∣∣h, q〉
= 〈h, q | −2j̃3 | h, q〉

= −2 〈h, q| j3
0 −

k

2 |h, q〉

= −q + k

(39.10)

而我们如果考虑幺正表示，所有的谱模应当正定，所以 q ≤ k。

Theorem 34 ŝu(2)k 最高权表示幺正要求 0 ≤ q ≤ k 。

我们只说明了必要性，请相信它也是充分的。现在考虑其他 su(2)(n)。现在考虑具体
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3.3 Highest Weight Representations of ŝu(2)k 95

˜j+
(n) = 1√

2

(

j1
−n + i j2

−n

)

,

˜j−
(n) = 1√

2

(

j1
+n − i j2

+n

)

,

˜j3
(n) = 1√

2
j3
0 − n k

2
,

with n ∈ Z. Using these, one can deduce a lot of information about highest weight
representations of ŝu(2)k . We explain this at the example of ŝu(2)1 which is illus-
trated in Fig. 3.1.

• We start with the highest weight state |h, q〉 = |0, 0〉 transforming in the singlet
representation of the zero mode ŝu(2) algebra, i.e. ĵ3

0 |0, 0〉 = 0.
• Relative to the s̃u(2)(1) algebra, this state has j̃3

(1) eigenvalue −1/2 which we infer

from the definition of j̃3
(1). Therefore, |0, 0〉 must be in the spin 1

2 representation
of s̃u(2)(1). Working out the definition of j̃−

(1), we see that j̃−
(1)|0, 0〉 = 0 and so

1 2 3−1−2−3

1

2

3

4

9

q/2

h

j̃3
(1)=− 1

2

j̃3
(1)=+ 1

2 , j̃3
(2)=0, j̃3

(3)=− 1
2

j̃3
(3)=+ 1

2 , j̃3
(4)=0, j̃3

(5)=− 1
2

j̃+
(1)

j̃+
(3)

j̃+
(5)

Fig. 3.1 Highest weight representations of ŝu(2)1. The arrows represent various raising operators,
and for some representations the j̃3

(n) eigenvalues can be found. The empty dots indicate that the
action of some j̃+

(n) vanishes

图 15. 这些黑点表示作用 j̃±
(n) 可以得到的态，实心箭头表示用 roots升降权，空心箭头表示作用

任何一个 root上去都得 0

的 k = 1的简单情形，考虑 |0, 0〉这个最高权，反复作用 j̃±
(n) 去构造表示空间中的其它

态，表示空间中的向量我们仍用本征值 h, q标记，但是它们不是最高权，所以前面的一
些约束都没有了。最高权表示对应的初级态 |h, qα〉相对 s̃u(2)(0) 处在自旋 q/2表示中，
自然想到把这些初级态作用 j̃±

(n) 之后应该是别的 s̃u(2)(n) 子群的表示。

比如 j̃3
(1) |0, 0〉 = − 1

2 |0, 0〉，而且 j̃−
(1) |0, 0〉 = 0，所以 {|0, 0〉 , j̃+

(1) |0, 0〉 = |0, 0〉}处于
s̃u(2)(1) 的自旋 1/2表示，对应 (h, q) = {(0, 0), (1, 2)}。

j̃3
(2)j̃

+
(1)|0, 0〉 = 0且 j̃+

(2)j̃
+
(1)|0, 0〉 = 0，所以 j̃+

(1)|0, 0〉又处在 s̃u(2)(2) 的自旋 0表示。
{j̃+

(1)|0, 0〉, j̃
+
(3)j̃

+
(1)|0, 0〉}又张成 su(2)(3) 的自旋 1/2表示，对应 (h, q) = {(0, 0), (4, 4)}。

可见，由于这些不同 n对应 j̃±
(n)的是不对易的，所以这些表示是以某种方式“纠缠”在

一起的。这个过程可以无限进行下去，我们得到权图 15。
这个权图是有边界的，边界为 (h, q) = (m2, 2m),m ∈ Z。这些边界才是真正要紧的，

构造次级态就看它们，就 ŝu(2)1而言，知道了边界的那些态，就足够构造整个希尔伯特
空间，下面从玻色子的想法来说明。

玻色子体系是有 ŝu(2)1 代数的，具体而言可以由 R =
√

2上的紧致化实现：55 55
后面的 (h, q)表示场对应的态所

对应的 L0, ĵ3
0 本征值

j(z) = i∂X(z, z) (h, q) = (1, 0) ,

V±
√

2 =: e±i
√

2X : (h, q) = (1,±2)
(39.11)

前面提到过还应存在初级场：

V±
√

2m =: e±i
√

2mX : (h, q) = (m2,±2m) (39.12)

似乎这些场就能对应到权图上面的边界态，其实这是可以严格证明的。根据这一点，由

玻色场希尔伯特空间 j−n |α〉的启发，用边界态作用 j−n 上去应该就能得到 ŝu(2)1 模型
完整的 |0, 0〉最高权表示表示空间了。每个态上面的简并度也可以很方便地用生成函数
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表达为：56 56 qh前面的系数表示L0的本征值
为 h的本征空间的简并度

Z0,1(q) = 1∏∞
n=1 (1− qn)

∑
m∈Z

qm2
(39.13)

另外还有一个 q = 1, h = 1/4的最高权表示，也可以类似的做，得到生成简并度的生成
函数：

Z1,1(q) = 1∏∞
n=1 (1− qn)

∑
m∈Z

q(m+ 1
2 )2

(39.14)

这两个函数在构造环面上的 S1√
2 自由玻色子的配分函数很有用。

Subsection 39.1

ŝo(N)1 Current Algebra

u 前面一直在玩玻色子，也体会到了它加上各种边界条件可以实现 ŝu，费米子对应
的实际上是 ŝo流代数。考虑N 个自由费米子，作用量在 ψi 7→ Oijψj 的作用下不变，其

中 Oij ∈ SO(N)属于其基本表示之中。仿照前面玻色化那里定义的流，可以非 abel推
广到：57 57

前面玻色化那里两个费米子有

个 SO(2)对称性，是 abel的，对应
tij = εij

ja(z) = γN( ψitaijψ
j) (39.15)

选取归一化 Tr
(
tatb

)
= 2δab。归一化系数 γ 可以用 wick定理求 jj OPE得到：

ja(z)jb(w) = γ2 2 Tr
(
tatb

)
(z − w)2 + 2γ if

abc

z − w
jc(w) + · · · (39.16)

所以要求 γ = 1
2，而且这意味着 k = 1，所以确实实现了 ŝo(N)1流代数。利用 Sugawara

构造就可以很方便得到理论的能动张量，对应的中心荷由??给出：

c =
1 · N(N−1)

2
1 +N − 1 = N

2 (39.17)

Section 40

Coset Construction

WZW Moldels 核心是理论的那些流，这正是极小模型欠缺的，但似乎两个WZW
模型的“商”可以和极小模型联系起来。更广点说，陪集构造试图完全分类 RCFT，本
节做些最基本的介绍。

考虑一个定义在 ĝkg
上的WZW模型，考虑子代数 h ⊂ g，这个子代数仿射化为 ĥkh

后也可定义一个WZW模型。注意这里的 kh 和 g 是有关系的，成正比 kh = xekg，这
里的 xe是Embedding index。两个WZW模型的能动张量可以用 Sugawara构造构造
出来：

Tg(z) = 1
2 (kg + Cg)

dim g∑
a=1

N
(
ja
gj

a
g

)
(z)

Th(z) = 1
2 (kh + Ch)

dim h∑
b=1

N
(
jb
hj

b
h

)
(z)

(40.1)
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显然 jh 在两个模型中都被包含，都是流，所以：

Tg(z)jb
h(w) =

jb
h(w)

(z − w)2 +
∂wj

b
h(w)

z − w
+ · · ·

Th(z)jb
h(w) =

jb
h(w)

(z − w)2 +
∂wj

b
h(w)

z − w
+ · · ·

(40.2)

两式相减得到：

Tg/h(z) jb
h(w) = regular Tg/h(z) Th(w) = regular, Tg/h ≡ (Tg − Th) (40.3)

而OPE正规意味着对易子为 0，所以我们可以把那个大的WZW模型分解为小的WZW
和一个与其“正交”的模型：Tg = Tg/h + Th。

Tg/hTg/h = Tg/hTg = TgTg − ThTg = TgTg − ThTh (40.4)

这意味着 Tg/h 的中心荷等于两个理论之差：

cg/h = cg − ch = kg dim g

kg + Cg
− kh dim h

kh + Ch
(40.5)

Definition 13 (Coset Construction) Tg/h，以及流 {j ∈ ĝkg
|R(jjh) no singular,∀jg ∈ ĥkg

}定义了一
个 CFT，这也常被称为Goddard–Kent–Olive (GKO) 构造。

Remark 理论的流是那些和 ĥkg
中的流 OPE非奇异的，这也符合“商掉”的 naive想法。注意

我们这里称为陪集陪集构造，因为只有在 h是理想的时候这个商才是个李代数，所以
构造出来的 CFT一般不是一个WZW模型。这恰巧是非常重要的，用WZW模型可
以构造出新的物理！

Subsection 40.1

Back to unitary minimal models

经常要涉及到的一类陪集构造是 (ĝk1⊕ ĝk2)/ĝk，称为 diagonal coset models。̂gki

里面的流是 ja
(i)，那么 ĝk1 ⊕ ĝk2 里面的流就是：

jab = ja
(1) + jb

(2), [ja
(1), j

b
(2)] = 0 (40.6)

注意这里的对易关系说明我们考虑的实际上是外直和。底下的 ĝk 里面的流是对角的那

部分：

ja
diag = ja

(1) + ja
(2) (40.7)

jdiag 仍旧满足 Kač-Moody代数：[
ja

m, j
b
n

]
= i
∑

c

fabcjc
m+n + kmδabδm+n,0 (40.8)

还是因为 [ja
(1), j

b
(2)] = 0，得到：

fabc = fabc + fabc, k = k1 + k2 (40.9)

而且按照 Sugawara构造：

T(gk1 ×gk2 )/gk1+k2
= Tgk1

+ Tgk2
− Tgk1+k2

(40.10)
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下面的 Coset构造：
ŝu(2)k × ŝu(2)1

su(2)k+1
(40.11)

不难计算出中心荷为：

c = 3k
k + 2 + 1− 3 (k + 1)

k + 3 = 1− 6
(k + 2)(k + 3) (40.12)

这正是 unitary minimal models的中心荷，而且你无法找到与所有的 jdia 都对易的 jab，

所以理论中是没有守恒流的，这也正是极小模型的特征，它只有 Virasoro对称性。严格
证明这两个的等价性非常复杂，但是这里指出两者是完全一致的！

Subsection 40.2

Branching Rules

前面我们只说了GKO构造之后的理论有哪些流，问有哪些谱就要去想最高权表示，
由于原先大的WZW模型分成了两个正交的模型，所以我们自然觉得原先WZW模型的
最高权表示现在在更小的两个群下看是可约的，应该会被分解为若干个 g/h和 h的最高
权表示的直积。

(λg) =
⊕
λh

(λh)⊗
(
λg/h

)
(40.13)

我们只是形式的写下了这个关系，具体怎么分解就称为 Branching Rules。比如 ĝ =
ŝu(2)k × ŝu(2)1 → ŝu(2)k+1 × (ŝu(2)k × ŝu(2)1)/ŝu(2)k+1 的分解就是：

(p− 1)k ⊗ (ε)1 =
⊕

0≤(q−1)≤k+1

(q − 1)k+1 ⊗ (hp,q(m))

p− q + ε = 0 mod 2
(40.14)

这里 ε = 0, 1,m = k + 2, 0 ≤ (p− 1) ≤ k，(l)k 意思是 ŝu(2)k 的自旋
l
2 最高权表示。上

世纪粒子物理研究很多都在干各种群表示分解，文献 [100]就总结的很到位，另外还有比
如 LieART[101, 102]这种Mathematicar程序包可以很方便地进行计算。

Section 41

W Algebras

本节主要参考 [103]。前面考虑对称性本质上都是在找Virasoro代数的扩张，最简单
的情况就是加入一个 s = 1对应的Kač-Moody流。自然就要问可不可以往对称代数里面
加入更高自旋的流 58，进一步扩张 Virasoro代数？这是W 代数的物理出发点，我们仍 58

注意这里我们扩展了流的定义，

任意理论中对称性对应的守恒流无

论 h是否为 1我们都称为流
旧只考虑 A× Ā的对称性的 chiral部分。

Subsection 41.1

W(2, 3) Algebra

第一个例子是不加入 s = 1的流，加入 s = 3的流，注意能动张量本身是自旋为 2的
流，所以我们称这时候的代数是W(2, 3)代数。

[Lm, Ln ] = (m− n)Lm+n + c

12
(
m3 −m

)
δm+n,0

[Lm,Wn ] = (2m− n)Wm+n

(41.1)

第一个等式就是 Virasoro代数，第二个等式因为W 是 h = 3的初级场，现在还需要考
虑WW 之间的对易关系。根据 31.45对易关系的右边是一堆初级场的线性组合，而且最
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高自旋为 3 + 3 − 2 = 4，而代数中的初级场除了 T,W，剩下能凑出自旋为 4的只能是
33.23给出的 N (TT )。但是自旋为 1的初级场可能通过像 N (TT )的方式结合得到 59： 59

或许你想用 T, W 次级场线性组

合得到初级场，但是次级场相比于

初级场 h只增不减
[
Wm,Wn

]
= CL

W W p332(m,n)Lm+n + CW
W W p333(m,n)Wm+n

+ C
N (T T )
W W p334(m,n)N

(
LL
)

m+n
+ dW W

(
m+ 2

5

)
δm+n,0

(41.2)

上面公式中的系数绝大部分都是可以通过自举定出来的。首先回忆 TT OPE里面的中心
项对应 dLL = c

2 完全是惯例的选取，也就是说取这样一个 dLL的归一化，其他归一化等

价于把算符 Scaling一下。所以这里 dW W 也完全可以看作是一个惯例的选取，一般取为
c
3。根据 p的一般计算式 p∆∆(2k+1)(m,n) = p∆∆(2k+1)(n,m)，另一方面，由于对易关系
41.2是反对称的，所以这直接导致 C

(2k+1)
∆∆ = 0，Wn 的项直接没了 CW

W W = 060。 60
这一点推广后在构建W∞ 代数

时非常有用再根据 31.45，p233(m,n) = 2m−n
3 ，而且和 41.1 对比得知 CW

LW = 3。根据定义
C1

ijk = Cl
ijdlk，得益于 CW

W W = 0，且 N (TT )和 T 共形维数不同导致 dN (T T ),L = 0，
所以：

CL
W W = CW W L (dLL)−1 = CW

LW dW W (dLL)−1 = 3 · c3 ·
2
c

= 2 (41.3)

最后需要计算的只剩下 C
N (T T )
W W ，核心就是利用 41.3的思想：

N (TT )−4 |0〉 =
(
L−2L−2 −

3
10 · 2L−4

)
|0〉

⇒dN (T T )N (T T ) = 〈0| N (TT )4N (TT )−4 |0〉 = (5c+ 22) c
10

(41.4)

再根据 31.33得到：

CW W N (T T ) =
〈

0
∣∣∣∣W3W1

(
L−2L−2 −

3
5L−4

)∣∣∣∣0〉
= 〈0|W3 [W1, L−2L−2] |0〉 − 3

5 〈0|W3 [W1, L−4] |0〉

= 5 〈0|W3 (L−2W−1 +W−1L−2) |0〉 − 27
5 〈0|W3W−3 |0〉

= 5 〈0|W3 [W−1, L−2] |0〉 − 27
5 〈0|W3W−3 |0〉

= 48
5 〈0|W3W−3 |0〉 = 48

5 dW W = 16
5 c.

(41.5)

所以：

C
N (T T )
W W = CW W N (T T )

(
dN (T T )N (T T )

)−1 = 32
5c+ 22 (41.6)

W(2, 3)代数的最后一块拼图为：[
Wm,Wn

]
= 2p332(m,n)Lm+n + 32

5c+ 22p334(m,n)N
(
LL
)

m+n

+ c

3

(
m+ 2

5

)
δm+n,0

(41.7)

整体用 OPE写起来是：61 61 ∼表示只写奇异项
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T (z)T (w) ∼∂T (w)
z − w

+ 2T
(z − w)2 + c/2

(z − w)4

T (z)W (w) ∼ ∂W

z − w
+ 3W

(z − w)2

W (z)W (w) ∼ 16
22 + 5c

(∂N (TT )
z − w

+ 2N (TT )
(z − w)2

)
+ 1

15

( ∂3T

z − w
+ 9

2
∂2T

(z − w)2 + 15 ∂T

(z − w)3 + 30 T

(z − w)4

)
+ c/3

(z − w)6

(41.8)

上面的代数满足李代数的所有比如反对称和雅可比恒等式所有特征，但是数学家并

不称为李代数，而称为包络代数 (enveloping algebra)，因为对易子的右边出现了 LL这
种非线性的项。假设代数中拥有的流的最大自旋为 s，那么这个流自己的对易子必定会
引入一个 2s − 2 > s的流，这只能通过 N (TT )这样直接结合两个更低自旋的流组成非
线性项得到。唯一的例外是 s = 2所对应的 Virasoro代数。

不同中心荷会导致不同W 代数的中心扩张，类似于前面对 Virasoro代数表示的分
析，只有当中心荷取一系列值时，理论中才可能出现幺正表示，计算表明：

c = 2
(

1− 12
(k + 3)(k + 4)

)
(41.9)

会将W(2, 3)代数对应到一个 RCFT。而 RCFT又可以通过陪集构造来得到，上面的中
心荷的选取对应的陪集构造为：

ŝu(3)k × ŝu(3)1

su(3)k+1
(41.10)

Subsection 41.2

W(2, 4) Algebra

现在考虑理论中不是多加一个 h = 3的流，而是 4的流：

[Lm,Wn] = (3m− n)Wm+n (41.11)

仍旧考虑自举的方法：62 62
现在 CW

W W 6= 0[
Wm,Wn

]
= CL

W W p442(m,n)Lm+n + CW
W W p444(m,n)Wm+n

+ C
N (LL)
W W p444(m,n)N

(
LL
)

m+n

+ C
N (L∂2L)
W W p446(m,n)N

(
L∂2L

)
m+n

+ C
N (N (LL)L)
W W p446(m,n)N

(
N (LL)L

)
m+n

+ C
N (W L)
W W p446(m,n) N (WL)m+n + c

4

(
m+ 3

7

)
δm+n,0

(41.12)

其中已经选取了归一化 dW W = c
4，那些N (AB)这里也没有写出的必要了，只需要知道

他们是构造出来的特定维数的初级场就好。p都可以直接计算出来，那些 C 也是可以计
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算出来的：

CL
W W =2 , C

N (N (LL)L)
W W = 24 (72c+ 13)

(5c+ 22) (7c+ 68) (2c− 1)

C
N (LL)
W W = 42

5c+ 22 , C
N (W L)
W W = 28

3 (c+ 24)C
W
W W

C
N (L∂2L)
W W = 3 (19c− 524)

10 (7c+ 68) (2c− 1) ,

(41.13)

但是 c和 CW
W W 还是自由的，而雅可比恒等式又对他们做出了限制：

(
CW

W W

)2 =
54 (c+ 24)

(
c2 − 172c+ 196

)
(5c+ 22) (7c+ 68) (2c− 1) (41.14)

所以直接去从李代数的角度研究W(2,∆)本身过于复杂。W(2, 4)对于满足上式的 c还
都是闭的，而到了W(2, 5)，要求代数是闭的，中心荷只能是 6

7 ,−7,− 350
11 , 134 ± 60

√
5，

但是到了W(2, 6)，任何中心荷选取又都可以了。

Subsection 41.3

WN Algebra

前面W(2,∆)代数，只是在 Virasoro代数的基础上加入一个流，如果 2 < s ≤ N
的流各加一个，得到的就是W(2, 3, . . . , N)代数，也就是WN 代数。第一节研究的就是

W3 代数。但是通过前面两节的铺垫可知直接去研究对易关系够呛，比如W4 的对易关
系显式 [104, 105]非常复杂。换个思路，我们或许可以直接去研究其对应的 CFT本身的
实现。WN 代数实际上就可以通过 N − 1个玻色子（标量场）~φ实现。

首先考虑一个微分算子：

L = uN∂
N + uN−2∂

N−2 + uN−3∂
N−3 · · ·+ u1∂ + u0 (41.15)

利用Miura变换可以和 SU(N)群联系起来：

L =
N∏

i=1

(
α0∂ + (~µi − ~µi+1) · ∂~φ

)
(41.16)

这里 α0 是任意常数，~µi 是 SU(N)的基本权，定义为 ~µi · ~αj = δij，这里 αj 是 SU(N)
的 simple roots。类似于前面讨论的 free Boson，~φ是自旋为 0的玻色场，而且不是初级
场，满足 OPE为：

φi(z)φj(w) ∼ δij log(z − w) (41.17)

每求一个导数，其自旋加一，所以我们可以用 [φm∂nφ]去表示 uN−s，对应自旋为 s。除
了一个尺度放缩，T (z)就是 uN−2，而 uN−s, s ≥ 3一般不是初级场，还可能需要加上
一些更低自旋的流组合起来得到的项，类似于N (TT )。这套方法可以具体用在W3的实
现上：

T (z) =1
2(∂φ1)2 + 1

2(∂φ2)2 + α1∂
2φ1 + α2∂

2φ2,

W (z) = 2
√

2√
22 + 5c

(1
3(∂φ1)3 − ∂φ1(∂φ2)2 + α1∂φ1∂

2φ1 − 2α2∂φ1∂
2φ2 − α1∂φ2∂

2φ2

+ 1
3α

2
1∂

3φ1 − α1α2∂
3φ2

)
(41.18)

中心荷：

c = 2− 16α2
1, α2

1 = 3α2
2 (41.19)
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类似于W3，我们预期WN 的幺正表示也只会出现在一些固定的 c的选取，从而对
应一个 RCFT，从而可以用陪集构造构造出来。不难猜测这个陪集构造为：

ŝu(N)k × ŝu(N)1

su(N)k+1
(41.20)

对应的中心荷：

c = (N − 1)
(

1− N (N + 1)
(m+N) (m+N + 1)

)
with m ≥ 1 . (41.21)

所以似乎对W 代数的分类变成了对 RCFT的分类。对于不大的 N，这一点被明确建立
起来了，更高 N 还有待研究。

Subsection 41.4

W∞ Algebra

Virasoro代数里面不会出现非线性项是因为 2× 2− 2 = 2，出现非线性项总归是两
项乘积的自旋大于最大允许的自旋。如果现在取 N →∞的极限，由于任何自旋都允许
了，所以W∞代数应该不需要低自旋的流组成更高自旋的非线性流，所以它应当是一个

线性代数。

另外，WN 代数对易子的右边也不是包含所有 2 ∼≤ s+ s′− 2的流，比如 CW
W W = 0

就得知WW 右边不包含 s = 3的W，这个观察可以进一步推广，实际上，自旋为 s和
s′的流之间的OPE应当只会包含 s+ s′− 2, s+ s′− 4, · · · 63。现在我们用上标标记自旋， 63

如果自旋和是偶数就在 2终止，
否则在 3终止，因为不可能有 2以
下的流。

下标标记洛朗模，做 ansatz：

[V i
m, V

j
n ] =

∑
`≥0

gij
2`(m,n)V i+j−2`

m+n + ci(m)δijδm+n,0 (41.22)

注意，由于历史原因，这里的 V i 表示的是自旋为 s = i+ 2的流

V i(z) =
∞∑

m=−∞
V i

mz
−m−i−2 (41.23)

由于后面涉及到的公式过于复杂，为了方便直接引用原文献的公式，还是不要随意更改

符号约定。文献 [106, 107]经过暴力计算得到：

ci(m) = m(m2 − 1)(m2 − 4) · · · (m2 − (i+ 1)2)ci

ci = 22i−3i! (i+ 2)!
(2i+ 1)!! (2i+ 3)!!c

(41.24)

gij
` (m,n) = 1

2(`+ 1)!φ
ij
` N

ij
` (m,n)

N ij
` (m,n) =

`+1∑
k=0

(−1)k

(
`+ 1
k

)
[i+ 1 +m]`+1−k[i+ 1−m]k[j + 1 + n]k[j + 1− n]`+1−k,

=
`+1∑
k=0

(−1)k

(
`+ 1
k

)
(2i+ 2− `)k[2j + 2− k]`+1−k[i+ 1 +m]`+1−k[j + 1 + n]k

φij
` = 4F3

[
− 1

2 ,
3
2 ,−

`
2 −

1
2 ,−

`
2

−i− 1
2 ,−j −

1
2 , i+ j − `+ 5

2
; 1
]

(41.25)
这里 [a]n ≡ a(a − 1) · · · (a − n + 1) = a!/(a − n)!称为 descending Pochhammer符号，
(a)n ≡ a(a+ 1) · · · (a+n− 1) = (a+n− 1)!/(a− 1)!称为 ascending Pochhammer符号。
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φij
` 定义里面的那一堆叫做"Saalschützian 4F3(1) generalised hypergeometric function "。
也可以用Wigner 6-j符号去表达 64[107]。平民化的形式为： 64

这部分内容可见喀兴林 [108]角
动量那一章节

φij
` =

∑
k≥0

(− 1
2 )k( 3

2 )k(− `
2 −

1
2 )k(− `

2 )k

k!
(
−i− 1

2
)

k
(−j − 1

2 )k(i+ j − `+ 5
2 )k

(41.26)

Example

[V i
m, V

j
n ] = 1

2φ
ij
0 N

ij
0 (m,n)V i+j

m+n+ 1
2 · 3!φ

ij
2 N

ij
2 (m,n)V i+j−2

m+n + 1
2 · 5!φ

ij
4 N

ij
4 (m,n)V i+j−4

m+n +· · ·
(41.27)

其中：

φij
0 =1,

φij
2 =1− 9

(2i+ 1)(2j + 1)(2i+ 2j + 1) ,

φij
4 =1− 30

(2i+ 1)(2j + 1)(2i+ 2j − 3)

(
1 + 15/2

(2i− 1)(2j − 1)(2i+ 2j − 1)

)
N ij

0 (m,n) =2(j+1)m−2(i+1)n
N ij

2 (m,n) =4j(j + 1)(2j + 1)m3 − 12ij(2j + 1)m2n+ 12ij(2i+ 1)mn2 − 4i(i+ 1)(2i+ 1)n3

− 4j(j + 1)(1 + 3i+ 3i2 + 2j + 3ij)m+ 4i(i+ 1)(1 + 3j + 3j2 + 2i+ 3ij)n
N ij

4 (m,n) = 5’th-order polynomial in m and n
(41.28)

上面例子看 Lm = V 0
m的情形，除了 V 3，其它的场都不是初级场，但是在 L0, L±子代

数下是准初级场，当然，也可以通过重新组合来把它们变成初级场，但代价就是W∞
再次变为非线性。

41.4.1 Contraction

首先补充一下 Lie代数的一个重要数学概念，contraction，很多量子层面上的代数
结构可以通过 contraction变回到经典层面，A.Zee[6]书最后就强调了这一点。更多内容
可见 [109]，里面还给出了与 contraction相反的操作，deformation的定义。

Definition 14 (Contraction) 取一个 g→ GL(N)(N = dim g)的在 ε0 去心领域非奇异的线性变换
a，

则下面的李括号：

[x, y]′ ≡ lim
ε→ε0

U−1
ε ([Uε(x),Uε(y)] (41.29)

定义了一个新的李代数 g′，称为原先李代数的收缩。

a没有要求是表示

作为一个合格的物理人，我们更关注如何具体地做出来，后面我们用到的实际上是

广义 Inönü–Wigner收缩。首先把李代数分解为一些子空间（不要求是子代数）的和
（不要求直和）：

g = g0 + g1 + · · ·+ gp (41.30)

然后取：65 65
狭义的 Inönü–Wigner收缩即

下式 p = 1，且 n0 = 0, n1 = 1
UWW

ε = ⊕jε
nj idgj , ε > 0, nj ∈ R, j = 0, 1, 2, . . . , p (41.31)

其中 p 6 dim g。对于W 代数，最自然的分法是取某个自旋的所有模单独成一个子空间，
然后做收缩：

V i
m −→ q−iV i

m (41.32)
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对易关系变成：

[V i
m, V

j
n ] =

∑
`>0

q2`gij
2`(m,n)V i+j−2`

m+n + q2ici(m)δijδm+n,0 (41.33)

取 q → 0极限，李代数中元素用小写 v记：

[vi
m, v

j
n] =

(
(j + 1)m− (i+ 1)n

)
vi+j

m+n + c

12m(m2 − 1)δi,0δj,0δm+n,0 (41.34)

这就是 w∞代数。注意，只有 Lm = v0
m张成的Virasoro子代数是有中心荷的，高自旋的

中心荷都是 trivial的，用更符合直觉的上标标记自旋的记号，高自旋部分代数可表达为：

[wr
m, w

s
n] = [(r − 1)n− (s− 1)m]wr+s

m+n (41.35)

且在 Lm 下 primary。利用W∞ 代数的对易子，可以计算得到 OPE形式：

V i(z)V j(w) ∼ −
∑
`≥0

q2`f ij
2`

(
∂z, ∂w

)V i+j−2`(w)
z − w

− q2iciδ
ij(∂z)2i+3 1

z − w
. (41.36)

这里：

f ij
` (m,n) = 1

2(`+ 1)!φ
ij
` M ij

` (m,n)

M ij
` (m,n) =

`+1∑
k=0

(−1)k

(
`+ 1
k

)
(2i+ 2− `)k[2j + 2− k]`+1−km

`+1−knk

(41.37)

注意，上面的表达式都是带着收缩因子的，通常表达OPE时习惯把收缩因子取为 q = 1
4：

V 0(z)V 0(w) ∼ ∂V 0

z − w
+ 2V 0

(z − w)2 + c/2
(z − w)4 ,

V 0(z)V 1(w) ∼ ∂V 1

z − w
+ 3V 1

(z − w)2 ,

V 0(z)V 2(w) ∼ ∂V 2

z − w
+ 4V 2

(z − w)2 + 12
5

V 0

(z − w)4 ,

V 1(z)V 1(w) ∼ 2∂V 2

z − w
+ 4V 2

(z − w)2

+ 1
10

( ∂3V 0

z − w
+ 9

2
∂2V 0

(z − w)2 + 15 ∂V 0

(z − w)3 + 30 V 0

(z − w)4

)
+ c/2

(z − w)6 .

(41.38)

从上面的几个 OPE可以清楚地看到 V 1 是初级场，但是 V 2 准初级。

41.4.2 Wedge subalgebra

sl(2,R)是 R上的 Virasoro代数，显然构成W∞代数的子代数。实际上这个子代数

可以取地更大一些，∀i, {V i
m},−i− 1 ≤ m ≤ i+ 1构成了W∞代数的子代数。i为纵轴，

m为横轴，这些算符作为离散的点填满了一个楔形，所以称为wedge子代数。每一层有
2i+ 3个算符，它们实际上处于 SL(2,R)的 2i+ 1维不可约表示之中。考虑 SL(N,R)的
自伴表示，这是一个 N2 − 1维的表示，它在 SL(2,R)上的诱导表示有下面的不可约表
示分解：

(N2 − 1) −→ 3 ⊕ 5⊕ 7 ⊕ · · · ⊕ (2N− 1) (41.39)
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可以看到，取N →∞，这个 wedge子代数就处于 SL(∞,R)的自伴表示之中，也就是说
它们是 sl(∞,R)的生成元，所以 sl(∞,R)是W 的 wedge子代数。

有限维李代数不同生成元的选取是等价的，只是基底的选取不同，最终的李括号是

等价的。但是你最终不同的基底在 N → ∞ 的极限下导出的李括号可能是不等价的。
sl(∞,R)就有由单参数标记的互不等价的一簇代数，生成元用Xi

m标记，这里 i,m之间
满足在 wedge内：

[Xi
m, X

j
n] =

∑
`≥0

gij
2`(m,n; s)Xi+j−2`

m+n , s ≥ −1
2

gij
` (m,n; s) = 1

2(`+ 1)!φ
ij
` (s) N ij

` (m,n)

φij
` (s) = 4F3

[
− 1

2 − 2s, 3
2 + 2s,− `

2 −
1
2 ,−

`
2

−i− 1
2 ,−j −

1
2 , i+ j − `+ 5

2
; 1
] (41.40)

这里我们把 gij
` , φ

ij
` 扩展为了一个单参曲线。而 W∞ 的 wedge 子代数对应的那一个是

s = 0的情况。

Subsection 41.5

W1+∞ Algebra

s = 0对应W∞ 的 wedge子代数，那是否可以通过对 s的不同选取，使其称为更大
的代数的 wedge子代数？我们比较关心的是对易子等式右边出来自旋为 1的项，也就是
W1+∞代数。已经证明这有且只有一种选取，s = − 1

2，对应的李代数中元素用 Ṽ i
m表示：

[Ṽ i
m, Ṽ

j
n ] =

∑
`≥0

q2`g̃ij
2`(m,n)Ṽ i+j−2`

m+n + q2ic̃i(m)δijδm+n,0

g̃ij
` (m,n) ≡ gij

` (m,n,−1
2)

c̃i(m) = m(m2 − 1)(m2 − 4) · · · (m2 − (i+ 1)2)c̃i

c̃i = 22i−2 ((i+ 1)!)2

(2i+ 1)!!(2i+ 3)!!c.

(41.41)

可以发现W1∞和W∞只有细微的一些差别，而他的收缩 w1+∞的李括号形式上依旧是

41.34，只是这个时候上标的取值不再是 i ≥ 0，而是 i ≥ −1。W1+∞ 用 OPE写下来形
式为：

Ṽ i(z)Ṽ j(w) ∼ −
∑
`≥0

q2`f̃ ij
2`(∂z, ∂w) Ṽ

i+j−2`(w)
z − w

− q2ic̃iδ
ij(∂z)2i+3 1

z − w
(41.42)

其中：

f̃ ij
` (m,n) = 1

2(`+ 1)! φ̃
ij
` M

ij
` (m,n) (41.43)

41.5.1 Lone-star algebra

前面对李代数的讨论是完全一般的，除了后面构造 OPE形式，我们对李括号的限
制就是反对易和雅可比恒等式，并没有完全就理解为对易子，物理上更多的会把李括号

直接理解为结合代数生成的对易子：

[A,B] ≡ A ? B −B ? A, A ? (B ? C) = (A ? B) ? C. (41.44)
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这个结合代数 ?称为 Lone-star代数，可以证明，W∞ 情况下为：

V i
m ? V j

n = 1
2
∑

`≥−1
q`gij

` (m,n)V i+j−`
m+n , (41.45)

W1+∞ 非常类似：

Ṽ i
m ? Ṽ j

n = 1
2
∑

`≥−1
q`g̃ij

` (m,n)Ṽ i+j−`
m+n , (41.46)

Subsection 41.6

Realization of W Algebras

41.6.1 Differential-operator realisations at c = 0
在考虑具体物理上 CFT的实现之前先来看看直接用微分算符实现，类似于WN 一

样，但是这只适用于中心扩张 trivial情况。先看W1+∞ 代数，定义：

jn ≡ Ṽ −1
n , Ln ≡ Ṽ 0

n (41.47)

jm 生成了无中心荷的 U(1) Kač-Moody代数，再引入一个微分算符 d与其满足对易关
系：66 66

我们构建的是一个包络代数实

现，实际上还需要jm满足一个 ideal
relation，jmjn −jm+n = 0，总之，
后面用微分算子具体实现 j, d是满
足种种这些的。

[jm, jn] = 0, [d, jm] = −mjm (41.48)

Virasoro代数生成元可表达为：

Lm = (d+ 1
2m)jm (41.49)

可以证明生成元可以下面递推形式表达：

Ṽ i
m ≡ (d+ 1

2m)Ṽ i−1
m + i2(i2 −m2)

4(4i2 − 1) Ṽ
i−2

m (41.50)

Example 上面的递推式可以最终写成：

Ṽ i
m = Pi(d;m)jm (41.51)

前几个 P 为：

P−1 = 1,

P0 = d+ 1
2m,

P1 = d2 +md+ 1
12(2m2 + 1),

P2 = d3 + 3
2md

2 + 1
20(12m2 + 7) + 1

40(2m3 + 7m),

P3 = d4 + 2md3 + 1
14(18m2 + 13)d2 + 1

14(4m3 + 13m)d+ 1
560(8m4 + 100m2 + 27)

(41.52)

不妨取 jm = eimθ, d = i ∂
∂θ 来实现 41.48，W1+∞ 代数 (centerless)就可以看作是

S1 上所有的光滑微分算子构成的代数。同样的方法可以用在W∞ 上：

V i
m = Qi(L0;m)Lm, Lm = ieimθ ∂

∂θ
(41.53)
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一般的递推关系与 41.50相比只是去掉˜并 d 7→ L0。Q前面几个值为：

Q0 = 1,

Q1 = L0 + m

2 ,

Q2 = L2
0 +mL0 + 1

5(m2 + 1),

Q3 = L3
0 + 3m

2 L2
0 + 1

14(9m2 + 10)L0 + 1
14(m3 + 5m),

Q4 = L4
0 + 2mL3

0 + 1
3(4m2 + 5)L2

0 + 1
3(m3 + 5m)L0 + 1

42(m4 + 15m2 + 8)

(41.54)

W∞ 也是 S1 上的光滑微分算子构成的代数，但是W1+∞ 允许常数项
(

∂
∂θ

)0
的出现，但

这里微分算子最低阶都是 1。

41.6.2 Embedding W∞ in W1+∞

前面的微分算子实现可以看出W∞ ⊂ W1+∞，这种浸入可以显示表达出来，但是前

面的基底（生成元）选取在这里并不合适，假设我们已经将W∞和W1+∞的生成元进行

合适的 redefine，仍旧用 V, Ṽ 表达（生成的李括号与原来等价），则：

V i
m =

i∑
j=−1

aij(m)Ṽ j
m, i = 0, 1, . . . (41.55)

aij 是一个 i− j 阶的多项式，前面几个为：

V 0
m = Ṽ 0

m + m

2 Ṽ
−1

m − c

8δm,0,

V 1
m = Ṽ 1

m + m

2 Ṽ
0

m + 1
12(m2 − 1)Ṽ −1

m ,

V 2
m = Ṽ 2

m + m

2 Ṽ
1

m + 1
20(2m2 − 3)Ṽ 0

m + 1
120(2m3 + 7m)Ṽ −1

m − 3c
320δm,0

(41.56)

那么 {V i≥0
m , Ṽ −1

m }就生成了新的基底下的W1+∞代数，{V i≥0
m }就是浸入的W∞子代数。

这种浸入对两个代数的中心荷有下面的要求：

c = −2c̃ (41.57)

这意味着想直接通过浸入把W1+∞的幺正表示分解为W∞的幺正表示的计划泡汤了，因

为幺正表示最基本的要求是 c > 0。

41.6.3 Fermionic Realization

利用前面复化的费米模型可以实现有中心荷的W 代数。回忆 Ψ模型的定义：

Ψ(z)Ψ(w) ∼ 1
z − w

, T (z) = 1
2N

(
∂ΨΨ−Ψ∂Ψ

)
, J(z) = N(ΨΨ) (41.58)

仿照 J 流，问题是能否用 Ψ或者其次级态的组合生成更高自旋的流？67事实上这种构造 67
同样，我们只是实现 W 代数，

并不意味着原先Ψ模型的 T 定义下
有这些流对称性，W 引力才是真正

让W 代数作为对称代数

不仅存在，还是唯一的。比如自旋 2的流，只可能是 {∂ΨΨ,Ψ∂Ψ}的线性组合，但是其
中一个线性组合是 ∂J，所以剩下的一个线性无关的只能是前面构造的 T。更高自旋类
似，每个自旋只能构建出一个独立的算符，不过你具体在每个自旋如何去线性组合那些

Ψ, ∂Ψ仍旧是自由的，相当于在W代数里面取不同的基底，我们期望这些基底会是 T 下
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的准初级场，这对应一簇用 a ∈ R标记的：

Ṽ i(z) =
i+1∑
j=0

αj(i; a)N
(
∂jΨ∂i+1−jΨ

)
αj(i; a) =

(
i+ 1
j

)
(i+ 2a+ 2− j)j(2a− i− 1)i+1−j

(i+ 2)i+1

(41.59)

这生成了W1+∞ 代数。但是中心荷和 a的关系比较复杂，前面我们涉及到的所有代数，
中心项都会带上一个关于自旋的 δs,s′，但是上面的基底一般来说中心项并不是关于自旋

对角的，也就是说两个不同自旋的算符之间的对易关系也会出来中心项，当且仅当 a =
0,± 1

2 的时候中心项对角。

a = 0就对应 q = 1
4 得到的W1+∞的OPE，也是标准讨论W1+∞代数时的选取，但

是中心荷为 c = 1；a = ± 1
2 对应中心荷 c = −2，取正号时 {Ṽ −1, Ṽ i≥0}构成W1+∞ 代

数，直接把 Ṽ −1 丢掉，剩下的 Ṽ i≥0 构成W∞ 子代数。

41.6.4 Bosonic Realization

考虑自由的复标量场：68 68
其它 φφ, φ̄φ̄之间的 OPE是 0

φ(z)φ(w) ∼ log(z − w), T (z) = −N(∂φ∂φ̄)(z) (41.60)

根据前面费米实现的经验，可以通过线性组合 φ和次级场得到更高自旋的流，而且这时
每个自旋同样只能得到一个线性无关的流，下面的基底选取生成了 q = 1

4 时的W∞代数

41.38：

V i(z) = 2−i−1(i+ 2)!
(i+ 1)(2i+ 1)!!

i∑
k=0

(−)k

(
i+ 1
k

)(
i+ 1
k + 1

)
: ∂i−k+1φ∂k+1φ : (41.61)

W1+∞ 的玻色实现可以通过前面费米实现的玻色化得到。

Subsection 41.7

Related Topics

41.7.1 W Gravity

考虑二维引力，引力场 hµν 可以看作是在 local的 Virasoro代数下的规范场，把这
个代数扩张为W 代数，自然也就可以构建一个 local W 代数下的规范引力理论，这个
理论必然会导致高自旋的 hµν···ρ 引力场的引入。所以W 引力可以看作是引力的高自旋
推广，如果考虑的是收缩形变后的 w代数，那么就是经典W 引力。这部分内容在上世
纪末火了一段时间，但还比较容易算的东西算完了也没看出什么新物理，所以纯粹学习

W 引力完全只能算作是陶冶情操，这部分感兴趣可以翻阅 [110]，W 代数的内容前面数
学部分的介绍已经非常完善了，这部分物理就没必要介绍了。

41.7.2 W∞ in Quantum Hall Effect

非常 amazing，W 代数竟然可以和凝聚态里面的量子霍尔效应联系起来，下面我们
顺着 Karabali的系列工作 [111, 112]来尝试理解一下。

41.7.3 w1+∞ on the Celestial

Strominger近期的工作 [113]又带火了一把W 代数。复化的 Fermion可以用一个实
标量场 X 表达，具体对应为：

Ψ =: eX : Ψ =: e−X (41.62)



Liouville theory 120

这里我们已经把顶点算符里面的 i吸收进 X 里面了，所以：

X(z)X(w) ∼ log(z − w) (41.63)

利用玻色场可以将费米场的 NOP表达为：

: ∂iΨ(z)∂jΨ(z) :=
i+j+1∑
k=i+1

1
k

(−)k−1−i

(
`

k − 1− i

)
∂i+j−k+1P (k)(z)

P (k)(z) =: e−X(z)∂keX(z) :

(41.64)

那么前面的 41.59也就可以顺利用玻色场表达出来了。

Section 42

Liouville theory



PART

VIIOn-Shell Approach to
Scattering Amplitudes
散射振幅的学习笔记，重点在 double copy，前面一些基础内容主要参考 [114]和张扬老
师的线上 note1，后面 double copy主要参考 [115–117]。 1 http: // staff. ustc. edu. cn/

~yzhphy/ PH16212. html这部分一个重要的Motivation就是微扰论计算 QCD胶子散射过程，即便是纯胶子
（纯 YM）的树级振幅 2，需要计算的费曼图的数目随外线数目的增长远超阶乘！如果考 2

不需要考虑鬼场和其他粒子相互

作用顶点，只需要关注胶子三顶角

和四顶角，没有圈图还不需要做重

整化

虑圈图以及其他粒子相互作用，就更为复杂。这个时候再执着于用传统的微扰论，也就

是费曼图方法去计算散射振幅已经没有出路了。而传统的费曼图方法是用理论的拉氏量

路径积分围绕展开导出的，规范场的拉氏量最大的特点就是存在规范冗余。实际上，虽

然要计算的图非常多，但是在计算的最后将在壳条件 p2 = 0以及横向极化条件 p ·ε± = 0
代入之后，相当多的项直接为 0。所以，现代散射振幅的计算发展出一套在壳方法，始终
带着这两个条件进行计算，脱离拉氏量本身，这会让计算变得容易很多。本 note主要关
注于树图散射振幅的现代在壳纲领。

Section 43

Color Decomposition of Gluon Amplitudes

Yang-Mill理论的拉氏量为：

L = −1
4 TrFµνF

µν

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ −
ig√

2
[Aµ, Aν ]

(43.1)

这里出现的
√

2是因为我们选取了Tr T aT b = δab的归一化，常见的也有Tr T aT b = 1
2δ

ab

的选择。传统微扰计算振幅的第一步就是加入规范固定项和鬼场，由于考虑的只是树级

振幅，所以后者不需要了。Gervais– Neveu规范在树图层面上非常方便：

Lgf = −1
2 Tr(Hµ

µ)2, Hµν = ∂µAν −
ig√

2
AµAν (43.2)

最终拉氏量为：

L = Tr
(
−1

2∂µAν∂
µAν − i

√
2g∂µAνAνAµ + g2

4 A
µAνAνAµ

)
(43.3)

QCD 过程复杂的是顶角函数都会含有色因子，从费曼规则上看他们是和动力学参
数动量这些耦合在一起的，这导致最终计算上除了运动学，还要关注色因子求和，非常

麻烦。但是在树图阶，色和动力学是解耦的，问题的关键在于下面的完备性关系：3 3
在基本表示下成立，不过 QCD

就是取的基本表示

(T a)j
i (T a)l

k = δi
lδk

j − 1
N
δi

jδk
l (43.4)

Remark 这个完备性关系可以用下面形象的图表达：

121

http://staff.ustc.edu.cn/~yzhphy/PH16212.html
http://staff.ustc.edu.cn/~yzhphy/PH16212.html
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188 NON-ABELIAN GAUGE SYMMETRY

known as the Yang–Mills equation . From the Dirac and Klein–Gordon equations, one may
check that the color current Jνa is covariantly conserved :

´
Dν, J

ν
µ
= 0. The field strength also

obeys another equation, known as the Bianchi identity ,
´
Dµ, F

νρ
µ
+
´
Dν, F

ρµ
µ
+
´
Dρ , F

µν
µ
= 0, (7.72)

which follows from the Jacobi identity between covariant derivatives.

7.3.4 Useful su(N) Identities

Feynman graphs relevant for the Standard Model involve manipulations of the su(N ) genera-
tors (for N = 2, 3), mostly in the fundamental representation (since all matter fields are in this
representation). In this section, we derive some useful formulas that help in these calculations.

Fierz identity: In the case of su(N), there are N 2 − 1 generators ta
f

, while the linear space of
all N × N Hermitian matrices has a dimension N2. A basis of the latter can be obtained by
adding the identity matrix to the ta

f
. Thus, any N ×N Hermitian matrix M can be written as

M = m 0 1 + ma t
a
f
. (7.73)

Since the ta
f

s are traceless, we have

m0 =
1

N
tr (M ), ma = 2 tr (M t

a
). (7.74)

Considering the entry ij of the matrix M , we can write

Mij =
1

N
M kk δij + 2 Mlk

(
t
a
f

)
kl

(
t
a
f

)
ij
= M lk

¸
1

N
δklδij + 2

(
t
a
f

)
kl

(
t
a
f

)
ij

¹
. (7.75)

Since this is true for any Hermitian matrix M , we must have

1

N
δklδij + 2

(
t
a
f

)
kl

(
t
a
f

)
ij
= δilδjk , (7.76)

which is usually written as

(
ta
f

)
ij

(
ta
f

)
kl

=
1

2

¸
δilδjk −

1

N
δijδkl

¹
. (7.77)

This formula is called aFierz identity (see Exercise 7.4 for similar identities in other cases). It
has a convenient diagrammatic representation,

(t
a
f
)ij(t

a
f
)kl = = −

1

N
, (7.78)

in which the solid blobs represent the ta
f

matrices and the wavy line indicates that the indices
a are contracted. On the right-hand side, the solid lines indicate how the indices ijkl are粗黑点表示一个生成元矩阵，胶子线表示色因子求和，外线表示矩阵下标，相连表示

求和。这种类似 Penrose张量图示的方法非常直观，甚至书籍 [118]就全篇用这个记号
讲群论。比如下面的化简就可以用图的方法证明：
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connected by the delta symbols. By contracting the indices jk in the Fierz identity (7.77), we
obtain

(
t
a

f
t
a

f

)
il
=

N2 − 1

2N
δil. (7.79)

The quadratic combination ta
f
ta
f

, called the fundamental Casimir operator , is proportional to
the identity (and therefore commutes with everything) – see also Exercises 7.9 and 7.10. The
prefactor is sometimes denoted Cf ≡ (N2 − 1)/(2N ).

The diagrammatic representation (7.78) provides a very convenient way of obtaining cer-
tain identities involving the generators of the fundamental representation. As an illustration,
let us consider the following example:

t
a

f
t
b

f
t
a

f
= = −

1

N

= tr (t
b

f
) 1 −

1

N
t
b

f
= 

1

N
t
b

f
.

(7.80)

For the first term, we have used the fact that a closed loop in this diagrammatic representation
corresponds to a trace over the color indices, and the tracelessness the generators. Likewise,
one would obtain

t
a

f
t
b

f
t
c

f
t
a

f
t
b

f
= =

1

4

²
1 +

1

N2

³
t
c

f
. (7.81)

More su(N) formulas: Contrary to the commutator, the anti-commutator of two matrices
of the algebra does not belong to the algebra. However, in the case of su(N ), it can be
decomposed as a linear combination of the identity and the generators of the algebra,
±
t
a

f
, t
b

f

²
= δ

ab

N
1 + d

abc
t
c

f
. (7.82)

The first term is obtained by taking the trace of the equation, using eq. (7.28) and the fact that
the generators are traceless. The constants dabc are sometimes called the symmetric structure

constants . Therefore, the product of two generators of the fundamental representation can be
written as

t
a

f
t
b

f
=

1

2

²
δab

N
1 + (d

abc
+ i f

abc
) t

c

f

³
. (7.83)

From this, we deduce the following identities (see Exercise 7.3):

f
acd

d
bcd

= 0, tr
(
t
a

f
t
b

f
t
c

f

)
=

1

4

(
d
abc

+ i f
abc
)
,

tr

(
t
a

f
t
b

f
t
a

f
t
c

f

)
= −

1

4N
δbc,

−

[119]用这种图证明了四点情况的色因子分解。

由此可以把任意树图阶振幅写成下面的形式：

Afull,tree
n = gn−2

∑
σ∈Sn/Zn

tr
(
T aσ(1) · · ·T aσ(n)

)
An(σ(1) · · ·σ(n)) (43.5)

这里Sn/Zn的意思是所有指标的置换商掉轮换。这也等价于第一个指标不动，后面的指

标轮换：

Afull,tree
n = gn−2

∑
perms σ

An[1σ(2 . . . n)] Tr
(
T a1Tσ(a2 · · ·T an)

)
(43.6)

不难发现，色因子完全蕴含在前面一堆生成元的 Trace 中，我们唯一要去计算的就是
An(σ(1) · · ·σ(n))，称为色序偏振幅，之和胶子的动量以及螺旋度有关。

色序偏振幅有下面的特性：

• 轮换性：
An[12 . . . n] = An[2 . . . n1] (43.7)

• 对称性：
An[12 . . . n] = (−1)nAn[n . . . 21]. (43.8)

• U(1)光子解耦公式：

An[123 . . . n] +An[213 . . . n] +An[231 . . . n] + · · ·+An[23 . . . 1n] = 0 (43.9)

最后一个等式的证明非常精妙，它来源于胶子不和光子相互作用，没有U(1)的项，把其
中一个 T a 换成恒等元一定会导致振幅为 0。

Subsection 43.1

Color-Ordered Feynman Rules

提出色因子之后需要计算的图大量减少，只要那些平面图才会对色序偏振幅有贡

献 4。比如四点振幅，有贡献的是下面三个图： 4

胶子的数目 图的数目 轮换序图的数目

4 4 3
5 25 10
6 220 38
7 2, 485 154
8 34, 300 654
9 589, 405 2.871
10 10, 525, 900 12.925
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A4(1234) =

1

2 3

4

+

41

2 3

+

2

41

3

(43.10)

下面的这个图是没有贡献的：5 5
这 个 图 用 tikz 画 起 来

很 费 劲 ，参 考 ：https:
// tex. stackexchange.
com/ questions/ 515275/
how-do-you-do-crossed-lines-using-tikz-feynman

1 4

2 3

所以我们干脆画费曼图的时候就直接画那些平面图，我们称为轮换序图 (cyclic-ordered
graphs)：

14.1 COLOR DECOMPOSITION OF GLUON AMPLITUDES 377

Number of gluons Number of graphs Number of cyclic-ordered graphs
4 4 3
5 25 10
6 220 38
7 2,485 154
8 34,300 654
9 559,405 2,871
10 10,525,900 12,925

TABLE 14.2: Comparison between the number of Feynman graphs and the number of cyclic-ordered
graphs for tree-level amplitudes with external gluons only.

FIGURE 14.1: Diagrams contributing to the four-, five-, six-point color-ordered amplitudes in Yang–Mills
theory. The external points are labeled 1 to n = 4, 5, 6in the clockwise direction. The solid lines represent
gluons.

At this point, we have isolated the color dependence of the amplitude from its momen-
tum and polarization dependences that are factorized into the partial amplitudes. Of course,
calculating the latter is still not easy, but the task is significantly reduced for two reasons:
• The color-ordered partial amplitude An(12 · · ·n) receives contributions only from planar

diagrams in which the gluons are ordered clockwise according to the sequence12 · · ·n .
The number of these graphs, called cyclic-ordered, grows much slower than the total
number of graphs, as shown in Table 14.2. The graphs contributing to the four-, five-,
six-point color-ordered amplitudes are listed in Figure 14.1.

• The Feynman rules for calculating the cyclic color-ordered amplitudes, listed in Figure
14.2, are significantly simpler than the original Yang–Mills Feynman rules because the
vertices are stripped of all their color factors.
In the case of the four-gluon vertex, we have included only the terms that correspond
to the cyclic ordering µνρσ (note that it is invariant under cyclic permutations, i.e.,
the Feynman rule is the same for the vertices νρσµ , ρσµν and σµνρ ). We can already
see a considerable simplification of the Feynman rules, since all the color factors have
disappeared, and the Lorentz structure of the four-gluon vertex is also much simpler than
in the original Feynman rules.

图 16. 轮换序图

计算时使用色序振幅的费曼规则：6 6 (− + ++)度规，动量参考正方向
全部朝外

• 传播子：
1
i
∆µν = gµν

k2 − iε
+ i

p2 − i0+

(
1− 1

ξ

)
pµpν

p2 (43.11)

• 3-pt：

iV µ1µ2µ3(p1, p2, p3) = −i
√

2 (gµ1µ2pµ3
1 + gµ2µ3pµ1

2 + gµ3µ1pµ2
3 ) (43.12)

• 4-pt：
iV µ1µ2µ3µ4(p1, p2, p3, p4) = igµ1µ3gµ2µ4 (43.13)

https://tex.stackexchange.com/questions/515275/how-do-you-do-crossed-lines-using-tikz-feynman
https://tex.stackexchange.com/questions/515275/how-do-you-do-crossed-lines-using-tikz-feynman
https://tex.stackexchange.com/questions/515275/how-do-you-do-crossed-lines-using-tikz-feynman
https://tex.stackexchange.com/questions/515275/how-do-you-do-crossed-lines-using-tikz-feynman
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但是我们仍旧有非常多的项需要计算，为了进一步简化，从而从振幅中迅速读出物理信

息，我们需要借助旋量螺旋度形式。

Section 44

spinor helicity formalism

任何一个四动量都可以将其改写成一个 2× 2的矩阵：

paḃ ≡ pµ (σµ)aḃ =
(
−p0 + p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p0 − p3

)
(44.1)

利用 εab升降指标 7后可定义 pȧb ≡ pµ(σ̄µ)ȧb，不难发现 det p = −p2 = m2，所以对于无 7

ε12 = ε1̇2̇ = ε21 = ε2̇1̇ = +1,

ε21 = ε2̇1̇ = ε12 = ε1̇2̇ = −1

质量粒子，上面的矩阵是降秩的，可以拆分为两个向量的外积，我们记为：

paḃ = −|p]a 〈p|ḃ , pȧb = −|p〉ȧ [p|b (44.2)

|·], |·〉这些就是旋量螺旋度形式，不难发现他们隐含 det p = 0，在壳条件被自动满足。根
据 γ 矩阵的表达式：

−/p = −
(

0 paḃ

pȧb 0

)
= |p〉[p|+ |p]〈p| (44.3)

注意，上面的式子最后一个等号要理解为在左右手征的投影下成立，毕竟左边是 4×4的
矩阵，到了右边变成了 2 × 2的矩阵。或者说把不加下标的旋量螺旋度形式看成是增广
矩阵：

[p| ≡ ([p|a, 0) 〈p| ≡ (0, 〈p|ȧ) |p] ≡
(
|p]a
0

)
|p〉 ≡

(
0
|p〉ȧ

)
(44.4)

后面经常两种混用 8。paḃ → pȧb 可以翻译为： 8
这种混用不会对后面的恒等式产

生任何影响，而且这种四分量的形

式相比于两分量的形式能提醒我们

单独的 |·〉和 |·]不能形成内积[p|a = εab|p]b, |p〉ȧ = εȧḃ〈p|ḃ (44.5)

Theorem 1
pµ real : [p|a = (|p〉a)∗ and 〈p|ȧ = (|p]a)∗ (44.6)

Proof 注意这里动量为实数的要求并不是废话，证明 BCFW递推的时候就需要要把它 shift
到复平面上去。此式的证明只需要将旋量螺旋度形式用四动量写出来就好了，比如：

|p〉ȧ =
√

2E
(

cos θ
2

sin θ
2e

iφ

)
其中：

pµ = (E,E sin θ cosφ,E sin θ sinφ,E cos θ)

定义下面的内积：

〈pq〉 = 〈p|ȧ|q〉ȧ, [pq] = [p|a|q]a (44.7)

利用 44.5还可以证明这个内积是反对称的：

〈pq〉 = −〈qp〉, [pq] = −[qp] (44.8)

所以有下面的等式：

pȧb|p]b = 0, paḃ|p〉
ḃ = 0, [p|b pbȧ = 0, 〈p|ḃ p

ḃa = 0 (44.9)
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根据 44.6还有等式：
〈pq〉 = [qp]∗ (44.10)

在进一步分析之前，强调一下目前为止我们对旋量螺旋度形式的介绍完全是数学上的操

作，但他们其实是有物理含义的。旋量螺旋度形式完全可以从物理动机上引入。Dirac方
程在无质量极限下形式为：9 9 ·̄ = γ0(·)†，v, ū表示出射反费米

子和费米子

/pv±(p) = 0, ū±/p = 0 (44.11)

在Weyl基底下上面无质量 Dirac方程的解左右手完全分开，所以我们可以将解设为：

v+(p) =
(
|p]a
0

)
, v−(p) =

(
0
|p〉a

)
,

u−(p) = (0, 〈p|a) , u+(p) = ([p|a , 0)
(44.12)

无质量极限下交叉对称性保证 u± = v∓, ū± = v̄∓，而这正是 44.5。44.9就是Dirac方程。
由此可见旋量螺旋度形式是有非常清晰的物理意义的，在设计无质量费米子的散射问题

时，我们也可以直接使用 44.12的替换来在壳地计算散射振幅，由于此时非常简单的交
叉对称性，默认计算散射振幅时所有的外线都是出射粒子。

下面是一些常用的恒等式：

〈pq〉[pq] = 2p · q = (p+ q)2 (44.13)

下式中的旋量螺旋度形式作四分量形式理解，或者看作两分量，但是 γ 理解成把左右手
征的 sigma矩阵抽出来 10。 10

具体投影到哪一个根据带点旋

量指标之间缩并，不带点指标之间

缩并[k|γµ |p〉 = 〈p| γµ|k],
[k|γµ |p〉∗ = [p|γµ |k〉 (p ∈ R4)
〈p|γµ|k〉 =0 = [p|γµ|k]

(44.14)

Fierz恒等式：
−1

2 〈p|γµ|q]γµ = |q]〈p|+ |p〉[q|

−1
2 [p|γµ|q〉γµ = |q〉[p|+ |p]〈q|

(44.15)

Sandwich一下可以得到：
〈1|γµ|2]〈3|γµ|4] = 2〈13〉[24] (44.16)

我们经常会使用 i作为 pi 的简写。

n∑
i=1
|i〉[i| = 0, i.e.

n∑
i=1
〈qi〉[ik] = 0 (44.17)

这个式子实际上是动量守恒，q, k 的选取是任意的。由于任意的二分量旋量空间最大独
立的旋量个数只能是 2，所以有 Schouten恒等式：

|i〉〈jk〉+ |j〉〈ki〉+ |k〉〈ij〉 = 0 (44.18)

更常用的形式是将上式左乘一个任意的 〈r|:

〈ri〉〈jk〉+ 〈rj〉〈ki〉+ 〈rk〉〈ij〉 = 0 (44.19)

利用

Tr(σµσ̄νστ σ̄ρ) = 2(ηµνητρ + ηµρηνρ − ηµτηνρ + iεµντρ) (44.20)
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可以证明下面的等式：

〈ij〉[jk]〈kl〉[li] = 2(pi ·pl)(pj ·pk)+2(pi ·pj)(pk ·pl)−2(pi ·pk)(pj ·pl)−2iε(i, j, k, l) (44.21)

Definition 1 (Gram matrix) 任意的四个矢量可以定义出一个 Gram矩阵：

G(e1, e2, e3, e4)ij ≡ ei · ej (44.22)

由此衍生出一个 Lorentz不变量：

g(e1, e2, e3, e4) ≡ detG(e1, e2, e3, e4) = −ε(i, j, k, l)2 (44.23)

其中 ε(i, j, k, l) = εµ1µ2µ3µ4piµ1pjµ2pkµ3plµ4。前面我们只说明了这个符号是在壳的，

我们还需要说明横向极化条件也被满足，实际上极化矢量有下面的形式：11 11
出射对应 ε，入射对应 ε∗，后面

考虑散射全部都是出射

εµ−(p; q) = −〈p|γ
µ|q]√

2[qp]
, εµ+(p; q) = −〈q|γ

µ|p]√
2〈qp〉

(44.24)

这里 q 是参考动量，选取是任意的，不会对振幅的计算有任何影响，其实这就相当于
εµ±(p)→ εµ±(p) +Cpµ，Ward恒等式保证了振幅不受影响。但是这是在所有图求和之后，
所以对于一个散射过程的不同图，q的选取必须一致。极化适量的 slash有下面的形式：

/ε−(p; q) =
√

2
[qp]

(
|p〉[q|+ |q]〈p|

)
, /ε+(p; q) = frac

√
2〈qp〉

(
|p]〈q|+ |q〉[p|

)
(44.25)

Subsection 44.1

Little Group Scale

虽然我们将 p 分解为了两个二分量旋量的外积，但是这种分解方式仍然是存在冗
余的：

〈p| 7→ z 〈p| , |p] 7→ z−1|p]
|p〉 7→ z |p〉 , [p|] 7→ z−1[p|

(44.26)

这实际上对应 Lorentz群的 ISO(2)小群变换，对于 p ∈ R，由于 44.5，|z| = 1, z ∈ C。
这个对称性对振幅产生的唯一影响就是一个尺度变换。这个尺度变换完全来自于外腿的

u, v, ε的贡献，螺旋度为负对应的是 |·〉，所以带来 z+1，螺旋度为正对应 |·]，所以带来
z−1。同理，可证明光子的极化矢量会有 z±2 的尺度变换。所以振幅在小群变换下的行
为为：

An

(
{|1〉, |1], h1}, . . . , {zi|i〉, z−1

i |i], hi}, . . .
)

= z−2hi
i An (. . . {|i〉, |i], hi} . . .) (44.27)

注意这里我们给 z加上了下标，因为可以对不同的动量做不同的小群变换。
现在来分析最简单的三点振幅，动量守恒得到：

|1〉 [1|+ |2〉 [2|+ |3〉 [3| = 0⇒
{
〈12〉 [2| = −〈13〉 [3|
〈21〉 [1| = −〈23〉 [3|

(44.28)

上面的方程有两组解，一组是：

|1] ∝ |2] ∝ |3] ⇐⇒ [12] = [23] = [31] = 0 holomorphic (44.29)
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另一组是：

|1〉 ∝ |2〉 ∝ |3〉 ⇐⇒ 〈12〉 = 〈23〉 = 〈31〉 anti-holomorphic (44.30)

由于所有的旋量指标要缩并，所以最后三点振幅的形式一定要么是全纯的，要么是反全

纯的，而且，因为实动量会导致 44.10，所以实动量同时满足全纯和反全纯，也就是说任
意三点无质量振幅在 p→ R时都是 0。除非振幅是 φ3理论一样与动力学无关的常数 12。 12

你还可以考虑 (−, +, −, +) 时
空，这时虽然动量依旧是实数，但

是 〈·|和 |·]无关了，所以这个时候
三点振幅是 non-trivial的

但是研究三点振幅还是有必要的，因为很多 n点振幅都会包含三点振幅，我们可以在计
算时先将三点部分动量 off-shell到复平面，最后取实轴极限。

考虑反全纯部分，我们有下面的 ansatz：

A3
(
1h12h23h3

)
= c 〈12〉x12〈13〉x13〈23〉x23 (44.31)

小群变换要求：

−2h1 = x12 + x13 , − 2h2 = x12 + x23 , − 2h3 = x13 + x23 (44.32)

最终我们完全确定了三点振幅：

A3
(
1h12h23h3

)
= c 〈12〉h3−h1−h2 〈13〉h2−h1−h3〈23〉h1−h2−h3 (44.33)

反全纯部分类似。还有一个问题是如何确定振幅是全纯的还是反全纯的，这可以通过分

析质量量纲得到，如果我们从拉氏量清楚振幅的质量量纲，则根据 bracket的量纲为 1就
可以分析出来了。

Theorem 2 D维时空中的 n点振幅的质量量纲为 4−D

Proof 利用交叉对称性，n点振幅可以看作是 2→ n− 2的散射过程，根据费米黄金规则，散
射截面表达式为：

dσ = 1
4|k1|CM

√
s
|A|2dLIPSn−2(k1+k2) (44.34)

其中：

dLIPSn′(k) ≡ (2π)4δ4(k−
n′∑

j=1
k′

i)
n′∏

j=1
d̃k′

j (44.35)

量纲分析得到：

−2 = [dσ] = −2 + 2[A] + 2(n− 2)− 4 (44.36)

另外你还可以从 p→ R时振幅趋近 0去想，因为 44.33关于 〈·〉是 −h幂次的，h是
总的螺旋度，而 p ∈ R时，会让所有的括号都变成 0，所以只有在 h ≤ 0时才不会发散。
所以 h ≤ 0的时候反全纯，否则全纯。

上面的这些分析最大的特点是普适性，我们没有引入任何的费曼规则，完全是从自

洽性进行分析，这种 bootstrap的想法甚至能帮助我们重塑理论的拉氏量 13。。现在我们 13
比如在线讲义 https: // www.

ph. nat. tum. de/ fileadmin/
w00bya/ t70/ Seminar2021/
Amplitudes_ Sanfilippo. pdf，
三点振幅形式加上理论的定域性要

求（没有高阶导数项），就可以重塑

拉氏量的三点相互作用项。

来考虑 YM理论，量纲分析能帮助我们进一步确定振幅。
Theorem 3

Atree
n (1+2+ . . . n+) = 0 and Atree

n (1−2+ . . . n+) = 0 (44.37)

Atree
n (1−2− . . . n−) = 0 and Atree

n (1+2− . . . n−) = 0 (44.38)

Proof 从振幅是洛伦兹标量出发，不难发现振幅都有下面的形式：

An ∼
∑

diagrams

∑
(
∏

(εi · εj)) (
∏

(εi · kj)) (
∏

(ki · kj))∏
P 2

I

(44.39)

https://www.ph.nat.tum.de/fileadmin/w00bya/t70/Seminar2021/Amplitudes_Sanfilippo.pdf
https://www.ph.nat.tum.de/fileadmin/w00bya/t70/Seminar2021/Amplitudes_Sanfilippo.pdf
https://www.ph.nat.tum.de/fileadmin/w00bya/t70/Seminar2021/Amplitudes_Sanfilippo.pdf
https://www.ph.nat.tum.de/fileadmin/w00bya/t70/Seminar2021/Amplitudes_Sanfilippo.pdf
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分母表示平方传播子。传播子质量量纲 [∆] = −2，顶角函数 [V3] = 1, [V4] = 0，对于
全部都是三顶角的图：

[An] ∼ (mass)n−2

(mass2)n−3 ∼ (mass)4−n (44.40)

不难发现这种图分子量纲最大，其他图量纲都小于 n− 2。接下来注意到：

εi+ · εj+ ∝ 〈qiqj〉, εi− · εj− ∝ [qiqj ], εi− · εj+ ∝ 〈iqj〉[jqi] (44.41)

qi是粒子参考动量，在所有图求和之后振幅与其无关，所以我们可以把所有的 qi取成

相同的 q，这样对于振幅An(1+2+ · · ·n+)，唯一有贡献的只能是 ε ·k，而这样的项要有
n个，这直接导致分子的质量量纲至少为 n > n− 2，所以这样的振幅是被禁闭的。继
续考虑An(1−2+ · · ·n+)，取 q2 = q3 = · · · = qn = p1，这导致 εi+ · εj+ = 0 = ε1− · εj+。

这再次导致需要 n个 ε · k，导致禁闭。
到这里就证明完了，但是这只是意味着树图振幅求和为 0，实际上圈图修正后不

为 0，证明失效的原因在于 44.40在 loop-level上不成立，tree-level上成立是因为加一
个外线，只会带来一个顶角和一个传播子，但是 loop-level这一点是错的。

我们还可以利用三点振幅形式来说明光子没有三点自相互作用项。比如全纯部分振

幅形式为：

M(1+2+3+) = c1[12][23][31], M(1+2+3−) = c2
[12]3

[23][31] (44.42)

注意这是振幅，而不是色序偏振幅。由于粒子是玻色子，交换任意两个粒子动量应该是

对称的（产生湮灭之间满足对易关系），但是上面括号部分是反对称的，所以要么 c = 0.
要么理论中不只有一种玻色子，也就是说这些玻色子带色荷，交换的时候把颜色也交换

了，c带有颜色指标，而且是全反对称的：

M(1+
a 2+

b 3+
c ) = cabc

1 [12][23][31], M(1+
a 2+

b 3−
c ) = cabc

2
[12]3

[23][31] (44.43)

这正好就说明了光子无自相互作用，圈图修正也为 014，胶子三点相互作用正比于全反对 14

γ

γ

γ = 0

称结构张量 fabc。

虽然我们利用本节的旋量螺旋度形式可以很简洁的表达振幅，但是我们更希望用动

力学变量直接表示出来，如：

Definition 2 (Mandelstam variables) 对于全部是出射粒子的散射过程，Mandelstam变量定义为：

sij = −(pi + pj)2, sijk = −(pi + pj + pk)2, etc. (44.44)

举个实际计算的例子：

Example

〈12〉〈34〉
〈13〉〈24〉 = 〈12〉〈34〉[31][42]

s13s24
= 〈21〉[13]〈34〉[42]

s13s24

= s12s34/2 + s24s13/2− s23s14/2
s13s24

= s2/2− t2/2 + (s+ t)2/2
(s+ t)2

= s

s+ t

(44.45)

实际上这个计算是 non-trivial的，你需要灵活利用前面的那些恒等式。利用更现代
的Momentum Twistor方法，可以把这种化简变成机械式的，具体可见文献 [120]附录。
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Subsection 44.2

spinor-helicity formalism on the celestial

[121]

Section 45

Tree Amplitudes

Section 46

Collinear Limits

虽然散射振幅的形式可以很复杂，但是在一些极限情况下会变得很简单，比如软极

限下就直接只是在原先振幅前多个因子。还有一类比较重要的极限是共线极限，本节利

用旋量螺旋度形式重述（树阶）软定理以及共线极限下振幅形式。两个极限可以用于检

验计算的正确性，也可以根据它们反推出非极限情况下的振幅形式（自举法）。下面的讨

论都主要以 YM理论为例。

Subsection 46.1

Soft Singularities

Subsection 46.2

Collinear Singularities

两者都出现了奇异性 15，奇点出现的共同点都是让内线传播子在壳了。 15
当然，我们在前面说过软定理的

那个红外发散可以被虚软光子交换

抵消掉（或者反过来说，QFT红外
完备正是因为软定理的存在）

Section 47

Berends-Giele Current

这节有点跑题，实际上属于 off-shell的内容，主要参考 [51, 122]

Section 48

BCFW Recursion Relations

Section 49

Cachazo-Svrcek-Witten Rules

Section 50

CHY Formula



PART

VIIICelestial Amplitudes & CCFT
Section 51

Conformal basis

QFT中利用费曼图计算散射振幅都是在动量空间下进行的，也就是选取在平面波为
基底，这样做最大的好处是可以显现出平移对称性。但是在考虑天球上的散射问题时，很

显然我们应当最大化利用共性对称性，所以基底应该选取为类似 CFT中初级场的形式，
称之为“Conformal Primary Wave Function”，这样 Rd+1,1上的散射振幅就有希望在这
个基底下类似于 CFTd中的 n点关联函数，Clifford Cheung很早就利用这个基底对一些
特殊情形进行了研究 [123]1。现在顺着文献 [125]的思路来介绍这一组基底。 1

历 史 上 最 早 可 以 追 溯 到

Dirac[124]
Subsection 51.1

Massive Scalar

Definition 1 (Massive Scalar Conformal Primary Wave Function) 自旋为 0的标量场既没有 Rd+1,1

上的 SO↑(d+ 1, 1)指标，也没有 spinning CFT特有的张量指标，或者说处于 SO(d)
的标量表示。对于平面波，我们使用在壳动量来标记基底，现在我们使用∆ ∈ C, ~w来
标记基底。

• 在壳： (
∂

∂Xν

∂

∂Xν
−m2

)
φ∆ (Xµ; ~w) = 0 (51.1)

• 在共形变换和 SO(d+ 1, 1)下协变：

φ∆ (Λµ
νX

ν ; ~w′(~w)) =
∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣−∆/d

φ∆ (Xµ; ~w) (51.2)

这里 ~w → ~w′ 是共形变换 a，Λµ
ν 是诱导的 Lorentz变换。

a注意，对于 d = 2的情形，对应的是全局共形变换，更类似于准初级场。

后面的讨论使用 Embedding形式将 Rd 嵌入到 Rd+1,1 的光锥，再次写下这个嵌入：

qµ(~w) =
(
1 + |~w|2, 2~w, 1− |~w|2

)
, qµ(~w′) =

∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣ 1
d

Λµ
νq

ν(~w) (51.3)

粒子在壳动量 p2 = −m2，由于质量是固定的，抽出动量方向得到 p̂2 = −1，而这其实就
说明 p̂位于 unit hyperboloid space Hd+1上

2。可以利用 Poincaré half-plane对Hd+1进
2 Hd+1表示 d + 1维截面曲率恒为
−1的超曲面，Killing-Hopf定理保
证这样的曲面只有这一种

行参数化：

ds2
Hd+1

= dy2 + d~z · d~z
y2 , y > 0, ~z ∈ Rd (51.4)

y = 0对应 ∂Hd+1。ds
2
Hd+1

天然是 SO(d+ 1, 1)不变的，也就是在下面的变换下不变：

• Rd translation : y′ = y, ~z′ = ~z + ~a,

130
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• SO(d) rotation : y′ = y, ~z′ = M · ~z,

• dilation : y′ = λy, ~z′ = λ~z

• special conformal transformation : y′ = y

1+2~b·~z+|~b|2(y2+|~z|2)
, ~z′ =

~z+
(

y2+|~z|2
)
~b

1+2~b·~z+|~b|2(y2+|~z|2)

任意在在壳动量mp̂可以参数化为：

p̂(y, ~z) =
(

1 + y2 + |~z|2
2y ,

~z

y
,

1− y2 − |~z|2

2y

)
(51.5)

这其实就是在将 Hd+1 嵌入到 Rd+1,1 的未来光锥部分 3，比如 R3,1 的时空图就可以分 3
因为 p̂0 > 0

层为：

图 17. Mink4 时空的叶状结构

我们只使用 unit的那一层。AdS/CFT对偶里面有一个 bulk-to-boundary传播子，
在前面的参数化下定义为 [126]：

G∆(p̂; ~w) =
(

y

y2 + |~z − ~w|2

)∆
= G∆(p̂; q) = 1

(−p̂ · q)∆ (51.6)

这个传播子在共形变换 q → q′，以及所诱导的 Lorentz变换 p̂→ p̂′ 下变换性质为：

G∆(p̂′; q′) =
∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣−∆/d

G∆(p̂; q) (51.7)

最终的基底肯定是用平面波 exp [±imp̂ ·X]线性组合得到的，这里 +表示 out态，−表
示 in态。而且线性组合要对所有在壳动量构成的平面波求和，所以积分是在 Hd+1 上进
行的，积分测度是上面的不变测度：∫

Hd+1

[dp̂] ≡
∫ ∞

0

dy

yd+1

∫
dd~z =

∫
p̂2=−1

dd+1p̂i

p̂0 (51.8)
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由于KG方程是一个线性方程，所以线性组合之后的结果都是KG方程的解 4。由于G∆
4
只要线性组合的系数与 X 无关

就好在共形变换下刚好出来我们需要的共形变换因子，而诱导的 Lorentz变换本身不会改变
p̂ ·X 和积分测度，所以下面的积分就是满足条件的 conformal basis：

φ±
∆(Xµ; ~w) =

∫
Hd+1

[dp̂]G∆(p̂; ~w) exp [±imp̂ ·X] (51.9)

注意∆和 ~w是用来标记基底的，与m无关。但是上面的式子只是形式上的定义，第一不
便于计算，第二上式对于m ∈ R+ 是发散的，只有对于m ∈ −iR+ 才收敛，所以上式应
当看作是先把m变成纯虚数积分，然后延拓到实轴。所以考虑直接去找满足条件的 KG
方程的解，设试探解为：

φ∆(Xµ; ~w) = f(X2)
(−q ·X)∆ (51.10)

代入方程得到：

0 = 4X2f ′′(X2)− 2(2∆− d− 2)f ′(X2)−m2f(X2) (51.11)

这是虚宗量 Bessel方程，考虑 X →∞收敛的解，解正比于第二类修正 Bessel函数：

f(X2) ∝
(√
−X2

)∆− d
2
K∆− d

2

(
m
√
X2
)

前面的比例系数可以从积分表达式 51.9积分后最终对比得到：

φ±
∆(Xµ; ~w) = 2 d

2 +1π
d
2

(im) d
2

(
√
−X2)∆− d

2

(−q(~w) ·X ∓ iε)∆K∆− d
2
(m
√
X2) (51.12)

A ≡ 〈out| S |in〉，那么在 conformal基底下的散射振幅和原先动量空间散射振幅之间关
系为：

Ã(∆i, ~wi) ≡
n∏

k=1

∫
Hd+1

[dp̂k]G∆k
(p̂k; ~wk)A(±mip̂

µ
i ) (51.13)

显然其具有 CFT中 n点关联函数性质：

Ã(∆i, ~w
′
i(~wi)) =

n∏
k=1

∣∣∣∣∂ ~w′
k

∂ ~wk

∣∣∣∣−∆k/d

Ã(∆i, ~wi) (51.14)

前面一直在讲基底，但前面不对∆进行限制，构造出来的 {φ±
∆, ~w}极有可能是超完备

的。下面我们要干的事情是在构造出来的这些基底里面选某一簇构造正交完备归一基底。

Definition 2 (shadow transformation) 对于一个共形维数为∆的（准）初级场O∆(~w)，其 shadow
的定义为 [127–131]：

Õ∆(~w) ≡ Γ(∆)
π

d
2 Γ(∆− d

2 )

∫
dd ~w′ 1

|~w − ~w′|2(d−∆)O∆(~w′) (51.15)

不难发现，场的 shadow变成了共形维数为 d−∆的（准）初级场。

由于Kα = K−α，以及下面的恒等式 [132]：∫
dd~z

1
|~z − ~w|2(d−∆)

1
(−q(~z) ·X)∆ =

π
d
2 Γ(∆− d

2 )
Γ(∆)

(−X2) d
2 −∆

(−q(~w) ·X)d−∆ (51.16)
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得到了一个核心等式：

φ̃±
∆(X; ~w) = φ±

d−∆(X; ~w) (51.17)

这实际上直接把空间一分为二，分成某个子空间和它的 shadow，我们只用取其中一个构
成基就好，因为它的 shadow是其线性组合。

在考虑 SO(d+ 1, 1)的无限维表示 5时会出现所谓 principal continuous series的 5 [133, 134]这两篇文章比较易读，
而且重在比较新，文章 [135]的 §2.2
是对此内容的一个简短 review，更
多的阅读材料可以在那里找到。

概念：

∆ ∈ d

2 + iR (51.18)

后面构造 conformal basis就是用这一 series里面的∆或其子集进行构造，这一点不加证
明，后面只是去说明这样确实能得到正确的基底。

首先注意到关于 G∆ 的几个正交完备性关系 [136]：∫ ∞

−∞
dνµ(ν)

∫
dd ~wG d

2 +iν(p̂1; ~w)G d
2 −iν(p̂2; ~w) = δ(d+1)(p̂1, p̂2) (51.19)

这里 δ函数是定义在 Hd+1 上也就是 SO(d+ 1，1)不变的，积分测度 µ(ν)：

µ(ν) =
Γ( d

2 + iν)Γ( d
2 − iν)

4πd+1Γ(iν)Γ(−iν) (51.20)

还有一个 ∫
Hd+1

[dp̂]G d
2 +iν(p̂; ~w1)G d

2 +iν̄(p̂; ~w2) =

2πd+1 Γ(iν)Γ(−iν)
Γ( d

2 + iν)Γ( d
2 − iν)

δ(ν + ν̄)δ(d)(~w1 − ~w2) + 2π d
2 +1 Γ(iν)

Γ( d
2 + iν)

δ(ν − ν̄) 1
|~w1 − ~w2|2( d

2 +iν)
.

(51.21)
利用这些关系可以得到 51.9的逆变换：

e±imp̂·X = 2
∫ ∞

0
dνµ(ν)

∫
dd ~wG d

2 −iν(p̂; ~w)φ±
d
2 +iν

(Xµ; ~w) (51.22)

由于平面波基底完备，逆变换的存在性立刻就说明了利用 principal continuous series构
造出来的 {φ±

∆, ~w}也完备，而且注意到我们这里利用 51.17将 ν 限制在了 R+ 上，所以：

∆ ∈ d

2 + iR≥0 (51.23)

这佐证了前面提到的只需要在空间和其 shadow里面取一个就好了。正交性依赖于内积
的定义，这里自然的定义 KG内积：

(Φ1,Φ2) = −i
∫

Σ
dd+1Xi [Φ1(X)∂X0Φ∗

2(X)− ∂X0Φ1(X)Φ∗
2(X)] (51.24)
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这个定义是 Poincaré不变的，是与 Cauchy面选取无关的。计算得到：(
φ±

d
2 +iν1

(Xµ; ~w1) , φ±
d
2 +iν2

(Xµ; ~w2)
)

=± 2d+3π2d+2

md

Γ(iν1)Γ(−iν1)
Γ( d

2 + iν1)Γ( d
2 − iν1)

δ(ν1 − ν2)δ(d)(~w1 − ~w2)

±

�����������������������:0

2d+3π
3d
2 +2

md

Γ(iν1)
Γ( d

2 + iν1)
δ(ν1 + ν2) 1

|~w1 − ~w2|2( d
2 +iν1)

(51.25)

第二项为 0是因为 51.23。总结一下，我们得到了 |in〉和 |out〉态的基底为：

B± =
{
φ±

d
2 +iν

(X; ~w) ν ≥ 0, ~w ∈ Rd
}

(51.26)

它的 shadow同样是一组基底：

B̃± =
{
φ±

d
2 +iν

(X; ~w) ν ≤ 0, ~w ∈ Rd
}

(51.27)

Subsection 51.2

Massless Scalar

无质量情况看作是有质量情况的极限，作换元 ω ≡ m
2y，积分核有如下渐近行为：

G∆(y, ~z; ~w) m→0−−−→ π
d
2

Γ(∆− d
2 )

Γ(∆) yd−∆δ(d)(~z − ~w) + y∆

|~z − ~w|2∆ + · · · (51.28)

计算得到：

φ±
d
2 +iν

(X; ~w) m→0−−−→
(m

2

)− d
2 −iν π

d
2 Γ(iν)

Γ( d
2 + iν)

∫ ∞

0
dωω

d
2 +iν−1e±iωq( ~w)·X

+
(m

2

)− d
2 +iν

∫
dd~z

1
|~z − ~w|2( d

2 +iν)

∫ ∞

0
dωω

d
2 −iν−1e±iωq(~z)·X

(51.29)

上面的极限不是 well-define的，因为m±iν，但这是个相位，不妨先丢掉,而第二项是第
一项的 shadow，所以猜测最终应该是下面的形式：6 6

无质量极限下

H3 → I± : mp̂ → ωq

ϕ±
∆(Xµ; ~w) ≡

∫ ∞

0
dωω∆−1e±iωq·X−εω = (∓i)∆Γ(∆)

(−q(~w) ·X ∓ iε)∆ (51.30)

其中∆ ∈ C，需要重新去找寻。这个式子的形式就是所谓Mellin变换 7，可以解释成对 7
数学上Mellin变换定义为：

M(f)(∆) =
∫ ∞

0
dωω∆−1f(ω)

其逆变换为：

f(ω) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
d∆ω−∆M(f)(∆),

其中 c ∈ R

未来光锥上的某一条射线积分，也就是把所有同“方向”，不同“能量”的平面波组合。

注意这个式子有个非常明显的特征，在除去一个归一化因子的意义下，上式结果与 G∆
将 q替换为 X 得到的结果完全一致。上面变换的逆变换为：

e±iωq·X−εω =
∫ ∞

−∞

dν

2πω
−∆ (∓i)∆Γ(∆)

(−q ·X ∓ iε)∆ , ω > 0,Re(∆) > 0 (51.31)

这说明了 Re(∆) > 0就能保证完备性，而且这组基底张成的空间中很重要的一点是不含
零动量的平面波解 8。如果选取 Re(∆) = d

2，Im(∆) ∈ R，则： 8
这一点是必须的，因为他是 KG

方程没有物理意义的解，要抛弃掉
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(
ϕ±

d
2 +iν1

(Xµ; ~w1), ϕ±
d
2 +iν2

(Xµ; ~w2)
)

= ±8πd+2δ(ν1 − ν2)δ(d)(~w1 − ~w2) (51.32)

这个时候注意 shadow：

ϕ̃±
d
2 +iν

(Xµ; ~w) =
Γ( d

2 + iν)
π

d
2 Γ(iν)

∫
dd~z

1
|~z − ~w|2( d

2 −iν)
ϕ±

d
2 +iν

(Xµ;~z)

= (∓i) d
2 +iνΓ(d2 + iν) (−X2)−iν

(−q(~w) ·X ∓ iε) d
2 −iν(

ϕ±
d
2 +iν1

(Xµ; ~w1), ϕ̃±
d
2 +iν2

(Xµ; ~w2)
)

= ±8π d
2 +2 Γ( d

2 − iν1)
Γ(−iν1) δ(ν1 − ν2) 1

| ~w1 − ~w2|2( d
2 +iν1)

(51.33)
其 shadow当然也是一组基底，但并不是 ν → −ν 这么简单了，这导致 ν 的取值范围也
拓宽到了所有实数。总结一下，我们得到了Massless scalar的 conformal basis：

B±
m=0 =

{
ϕ±

d
2 +iν

(Xµ; ~w) ν ∈ R, ~w ∈ Rd
}

(51.34)

其 shadow也可以作为一组基：

B̃±
m=0 =

{
ϕ̃±

d
2 +iν

(Xµ; ~w) ν ∈ R, ~w ∈ Rd
}

(51.35)

Remark Mellin 变换和傅里叶变换，拉普拉斯变换一样都有卷积定理，它还有个非常重要的
Ramanujan’s Master Theorem[137]：

Theorem 1 若复变函数 f(x) =
∑∞

k=0
ϕ(k)(−x)k

k! ，则:

Mf (x) = Γ(s) ϕ(−s)

还有一条Generalized Ramanujan’s Master Theorem：

Theorem 2 若复变函数 F (x) =
∑∞

k=0
f(k)(0)η(k)

k! xk，且M(f)(s) = φ(s)则:

MF (s) = φ(s)η(−s)

由这一定理可以证明不少积分公式，比如 [138]。

Subsection 51.3

photon & Graviton

这两个除了自旋不为 0，还有一个比较麻烦的点是需要取定规范。由于自旋不为 0，
所以基底除了在壳动量、初末态的 ±，以及极化矢量带来的 SO(1, d + 1)矢量指标，还
需要一个指标用来标记自旋，这里考虑的是无质量玻色子，所以这个指标标记的是粒子

的螺旋度，体现为 CFTd 上的一个 Rd 张量指标，a = 1, 2, . . . , d。令在壳动量 k = ωq，
在 Loren规范下可以把平面波基底写为下面的形式：9： 9

∂aqµ ≡
∂

∂wa
qµ( ~w) = 2(wa, δba, −wa)∂aqµe

±iωq·X (51.36)

注意 Lorenz规范只能将前面的极化矢量确定到一个正比于 k 的项，选取这样的形式相
当于完全取定了规范。不难验证 d = 2时，上面的选取就对应 25.7的选取。
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Definition 3 (Spin-1 Massless Boson, d ≥ 1)

• 在壳：a (
∂

∂Xσ

∂

∂Xσ
δµ

ν −
∂

∂Xν

∂

∂Xµ

)
A∆±

µa (Xρ; ~w) = 0 (51.37)

• 协变：

A∆±
µa (Λρ

νX
ν ; ~w′(~w)) = ∂wb

∂w′a

∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣−(∆−1)/d

Λµ
σA∆±

σb (Xρ; ~w) (51.38)

a满足的是 Proca方程

Hd+1上面的 Spin-1 bulk-to boundary传播子为G∆
µ;q

10，计算上更常用的是其 uplift 10
后面只要是 a, b, c指标就是 Rd

上的，在只要是 µ, ν, σ 指标就是
R1,d+1 上的

G∆
µ;ν，定义为：

11

11
其实就是拉回映射G∆

µ;q = ∂qν

∂wa
G∆

µ;ν(p̂; q) (51.39)

G∆
µ;ν(p̂; q) = (−q · p̂)ηµν + qµp̂ν

(−q · p̂)∆+1 (51.40)

uplift之后，G∆
µ;ν 就是一个标量 CFTd，而且是 R1,d+1 上的 2-tensor：

G∆
µ;ν(Λp̂; Λq) =

∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣−∆/d

Λρ
µΛσ

νG
∆

ρ;σ(p̂; q) (51.41)

而且关于两个自变量还满足横向条件：

p̂µG∆
µ;ν(p̂; q) = 0, qνG∆

µ;ν(p̂; q) = 0 (51.42)

根据前面的标量场经验，不难猜测 A的形式就是 G把 q换成 X：

A∆,±
µa (Xµ; ~w)= ∂aqµ

(−q ·X ∓ iε)∆ + ∂aq ·X
(−q ·X ∓ iε)∆+1 qµ

= − 1
(−q ·X ∓ iε)∆−1

∂

∂Xµ

∂

∂wa
log(−q ·X ∓ iε)

(51.43)

证明略。下面计算其 shadow。

Definition 4 (shadow for spinning fields) 对于自旋为 J 的场，其会导致带有 J 个 Rd 上的指标

a1, . . . , aJ，而且这些指标是无迹且全对称的，或者说 O∆
a1···aJ

(~w)是 SO(d)的无迹对
称张量表示，即 Spin-J表示。计算其 shadow最简单的方式是使用其 uplift计算，然
后再投影回来，uplift与其自身的关系为:

O∆
a1···aJ

(~w) = ∂qµ1

∂wa1
· · · ∂q

µJ

∂waJ
O∆

µ1···µJ
(~w) (51.44)

uplift与其自变量之间存在类似 51.42的横向关系。

Õ∆
µ1···µJ

(~w) = Γ(∆ + J)
π

d
2 (∆− 1)JΓ(∆− d

2 )

∫
dd ~w′

∏J
n=1

[
δνn

µn
(− 1

2q · q
′) + 1

2q
′
µn
qνn
]

(− 1
2q · q′)d−∆+J

O∆
ν1···νJ

(~w′)

(51.45)
这里 (a)J ≡ Γ(a + J)/Γ(a)，称为 Pochhammer符号，而且不难发现上面的定义对于
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某些 ∆不是 well-define的，所以需要解析延拓到全部复平面。

利用上面定义计算得到：

Ã∆,±
µa (Xµ; ~w) = (−X2) d

2 −∆Ad−∆,±
µa (Xµ; ~w) (51.46)

和无质量标量场一样，不是正比于 Ad−∆,±
µa 。现在还没有讨论我们的计算是在哪个规范

下进行的，但其实前面对 A∆,±
µa 那些在壳协变的要求就已经为我们完全取定了规范，是

Lorenz和 radial规范同时加上去：12 12
这两个规范是可以同时取的，见

[139]
XµA∆,±

µa (Xµ; ~w) = 0, ∂µA∆,±
µa (Xµ; ~w) = 0. (51.47)

下表总结了 A∆,±
µa 及其 shadow 为 pure gauge13的条件： 13 pure gauge就是说可以从A = 0

通过规范变换变过来，所以场强张

量为 0，A 可以写为 i
g

U∂µU† 的

形式

d = 2 d 6= 2
A∆,±

µa ∆ = 1
∆ = 1

Ãd−∆,±
µa ×

回顾一些前面给的平面波基底是在 Lorenz规范下给的，不一定满足 radial规范，所以A
不能写成平面波基底的积分变换形式，但是：

ϕ∆,±
µa (Xµ; ~w) =

∫ ∞

0
dωω∆−1 (∂aqµe

±iωq·X−εω
)

= (∓i)∆Γ(∆) ∂aqµ

(−q ·X ∓ iε)∆ (51.48)

和 A∆,±
µa 之间只差一个规范变换 14，那么在计算散射振幅这种与规范选取无关的物理量 14 ∂

∂Xµ

(
∂aq·X

(−q·X∓iε)∆

)
的时候，用两组基底都能得到同样的结果，但是注意用 ϕ∆,±

µa 做基底的时候就没有协变

的条件了，但是好处在两基底振幅之间是Mellin变换的形式。在下面的内积定义下：

(Aµ, A
′
µ′) = −i

∫
Σ
dd+1Xi

[
AρF ′∗

0ρ −A′ρ∗F0ρ

]
(51.49)

当选取 ∆ ∈ d

2 + iR 时构成完备基底，其 shadow亦然。

这组基底虽说是 photon的，但实际上非阿贝尔情形也完全适用，因为每个色指标的
场满足相同的方程，相同的协变条件，所以上面的推导完全不变，这是很容易接受的，因

为平面波基底对于 photon和 gluon都是一样通用的。
现在来看引力子的情况，首先在 Lorenz15、无迹规范下平面波基底可以写为： 15 ∂µhµν − 1

2 ∂νhρ
ρ = 0,

g±
µν;a1a2

(X;ω, q) = P b1b2
a1a2

∂b1qµ∂b2qνe
±iωq·X (51.50)

这里：

P b1b2
a1a2
≡ δb1

(a1
δb2

a2) −
1
d
δa1a2δ

b1b2 (51.51)

Definition 5 (Graviton, d ≥ 2)

• 指标约束：
h∆,±

µ1µ2;a1a2
= h∆,±

µ2µ1;a1a2
,

h∆,±
µ1µ2;a1a2

= h∆,±
µ1µ2;a2a1

, δa1a2h∆,±
µ1µ2;a1a2

= 0 (51.52)

第一个约束是几何上要求度规对称，第二个是要求 Rd 指标无迹且对称。
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• 在壳：a

∂σ∂νh
σ

µ;a1a2 + ∂σ∂µh
σ

ν;a1a2 − ∂µ∂νh
σ

σ;a1a2 − ∂ρ∂ρhµν;a1a2 = 0 (51.53)

• 协变：

h∆,±
µ1µ2;a1a2

(Λρ
νX

ν ; ~w′(~w)) = ∂wb1

∂w′a1

∂wb2

∂w′a2

∣∣∣∣∣∂ ~w′

∂ ~w

∣∣∣∣∣
−(∆−2)/d

Λσ1
µ1

Λσ2
µ2
h∆,±

σ1σ2;b1b2
(Xρ; ~w)

(51.54)
a满足的是 Linearized Einstein方程

利用 Hd+1 上面的 Spin-2 bulk-to boundary 传播子：

h∆,±
µ1µ2;a1a2

(X; ~w) = P b1b2
a1a2

[(−q ·X)∂b1qµ1 + (∂b1q ·X)qµ1 ] [(−q ·X)∂b2qµ2 + (∂b2q ·X)qµ2 ]
(−q ·X)∆+2

= P b1b2
a1a2

1
(−q ·X ∓ iε)∆−2 ∂b1∂µ1 log(−q ·X ∓ iε)∂b2∂µ2 log(−q ·X ∓ iε)

(51.55)
其 shadow：

˜
h∆,±

µ1µ2;a1a2(X; ~w) = (−X2) d
2 −∆hd−∆,±

µ1µ2;a1a2
(X; ~w) (51.56)

前面实际上选取了规范：

ηµ1µ2h∆,±
µ1µ2;a1a2

= 0, ∂µh∆,±
µµ2;a1a2

= 0, Xµh∆,±
µµ2;a1a2

= 0 (51.57)

有 Pure gauge条件：16 16
可以写为 ∂(µξν) 的形式

d = 2 d ≥ 2
h∆,±

µ1µ2;a1a2
∆ = 0 ∆ = 0, 1

∆ = 1
˜

hd−∆,±
µ1µ2;a1a2 ∆ = 2 ×

同样，前面的平面波基底不满足 radial规范，但利用Mellin变换后得到的：

ϕ∆,±
µ1µ2;a1a2

(Xµ; ~w) =
∫ ∞

0
dωω∆−1g∆,±

µ1µ2;a1a2
(Xµ;ω, qµ)

= (∓i)∆Γ(∆)P b1b2
a1a2

∂b1qµ1∂b2qµ2

(−q ·X ∓ iε)∆

(51.58)

与 51.55只差一个规范变换。在下面的内积意义下：

Because:

∂bq(µ1 qµ2)

(−q · X)∆ =
∂(µ1

∆ − 1

(
∂bqµ2)

(−q · X)∆−1

)
qµ1 qµ2

(−q · X)∆ =
∂(µ1

∆ − 1

( qµ2)

(−q · X)∆−1

)
(hµν , h

′
µ′ν′) = −i

∫
dd+1Xi

[
hµν∂0h

′∗
µν − 2hµν∂µh

′∗
0ν + h∂µh′∗

0µ − h∂0h
′∗ + h0µ∂

µh′∗

− (h↔ h′∗)
]

(51.59)

∆ ∈ d

2 + iR 时构成完备基底，其 shadow亦然。

Remark SO(1, d + 1)群的无限维不可约幺正表示由共形维数 ∆ ∈ C和 SO(d)的表示去标记
(或者说取决于对应的 SO(d)是哪个自旋表示)。前面找的基底就是在找表示，∆和 J
之间是有约束的，具体来说有下面几个 Series：
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• Principal Series P: ∀J ∈ N, ∆ ∈ d
2 + iR

• Complementary Series C: ∆ = d
2 + c，其中 J = 0时 0 < |c| ≤ d

2，J ≥ 1时
0 < |c| ≤ d

2 − 1

• Discrete Series D: 对于奇数维数 d，任意 J，∆可取半整数或者整数

表示 [∆, J ]的 shadow就是表示 [d−∆, J ]，这两个表示是等价表示。

Subsection 51.4

Restrict to Mink4

根据前面的一系列一般性讨论，回到Mink4情况很简单，这里只是用文献中比较常
用的记号重新写一遍。17 17 [140]§2基本上是很好的总结

标量场：

φ∆,m

(
Λµ

νX
ν ; aw + b

cw + d
,
āw̄ + b̄

c̄w̄ + d̄

)
= |cw + d|2∆φ∆,m(Xµ;w, w̄) (51.60)

无质量规范玻色子：

A∆,±
µ;a

(
Λρ

νX
ν ; aw + b

cw + d
,
āw̄ + b̄

c̄w̄ + d̄

)
= (cw + d)2h(c̄w̄ + d̄)2h̄Λµ

σA∆,±
σ;a (Xρ;w, w̄) (51.61)

无质量规范玻色子只有两种螺旋度选取，对应这里 a = w, w̄，分别有 J = +1,−1。
引力子：

h∆,±
µν;a

(
Λµ

νX
ν ; aw + b

cw + d
,
āw̄ + b̄

c̄w̄ + d̄

)
= (cw + d)∆+J(c̄w̄ + d̄)∆−JΛµ

ρΛν
σh∆,±

ρσ,a(Xµ;w, w̄)

(51.62)
同样的引力子也只有两种螺旋度选取，对应 a = ww, w̄w̄，分别对应 J = +2,−2。不难
看出这些情况共形权 (h, h̄) = 1

2 (∆ + J,∆ − J)，h − h̄确实就对应自旋。后面考虑有质
量玻色子这里的 J 的取值范围就会从 −s ∼ s。

Subsection 51.5

Conformally Soft photon & Graviton

前面的基底其实对于软光子和软引力子要进行修正，文献 [141]首先进行了分析，文
献 [140] 给出了更一般的处理技术，并进行了推广，文献 [142] 又对费米子情况进行了
讨论 18。 18

本笔记不涉及这部分内容

51.5.1 Photon

处理 soft sector最 naive的想法就是直接取 ∆ = 1得到对应的一个零模解：

AG
µ;a ≡ lim

∆→1
A∆,±

µ;a = ∂µα
1
a, α1

a = −∂aq ·X
a ·X

(51.63)

这个解真正对应对称性自发破缺后产生的软光子，所以我们成为Goldstone mode。注意
由于能量趋于 0，正负能解，也就是出入射解简并了，正是这种简并暗示为了构造完备
的基底，我们还需要找到另一个与其线性无关的零模 19。不难验证下面的波函数也满足 19

文献中常称为 Canonical Part-
nerProca方程：

Alog,±
µ;a ≡ lim

∆→1
∂∆

(
A∆,±

µ;a + Ã∆,±
µ;a

)
regularize−−−−−−→ − log

[
−X2 ∓ 2iεX0 − ε2] ∂µ

(
∂a(q ·X ± iεq0)
−q ·X ∓ iεq0

)
(51.64)
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而且也是 ∆ = 1的 Primary wavefunction。对应可以构建场强张量为：

F log,±
µν;a = −

2(Xµ ± iεδ0
µ)

X2 ± 2iεX0 + ε2 ∂ν

(
∂a(q ·X ± iεq0)
−q ·X ∓ iεq0

)
− (µ↔ ν) (51.65)

我们感兴趣的是下面的组合：9

FCS
µν;a ≡

1
2πi

(
F log,+

µν;a − F log,−
µν;a

)
= 2XµA

G
ν;a

(
δ
(
X2)+ (q ·X)

X2 δ(q ·X)
)
− (µ↔ ν)

(51.66)
对应的规范场为：

ACS
µ;a = (q ·X) log[X2]AG

µ;aδ(q ·X) +AG
µ;aΘ

(
X2) (51.67)

这个就是所谓的 Conformally Soft Gauge Field，仍旧是满足场方程且 ∆ = 1的初
级场。可以验证 G和 CS模式是互相正交的：20 20

这里用全纯或者反全纯的下标

表示 ±1的螺旋度。
i(ACS

w (w), AG
w′(w′))I+ = 8π2δ(2)(w − w′) (51.68)

所以 G，CS和其他 Im(∆) 6= 0的谱一起构成了完备正交基底。其进一步的物理意义待
到和天球上的 Kač-Moody流一起讲。

51.5.2 Graviton

考虑引力子的思路和光子几乎是一样的，尽管前面给出引力子 Pure gauge条件时除
了 ∆ = 1，还有 ∆ = 0, 2，但是单单从实用角度上看我们不必分析 ∆ = 0, 2，因为只需
要 Re(∆) = 1的基底就能构成完备基了，出于物理意义上可能会稍加讨论。

首先依旧是 naive的 Goldstone mode：

hG
µν;a ≡ lim

∆→1
h∆,±

µν;a = ∂µξν;a + ∂νξµ;a, ξµ;a ≡ −
1
8∂

2
a[qµ log(−q ·X)] (51.69)

然后是 log部分：
hlog,±

µν;a ≡ lim
∆→1

∂∆

(
h∆,±

µν;a + h̃∆,±
µν;a

)
(51.70)

正规化，找场强，线性组合 log部分，所有的这些后续计算都和光子的方法是一致的，最
终结果为：

hST
µν;a = (q ·X) log[X2]hG

µν;aδ(q ·X) + hG
µν;aΘ

(
X2) (51.71)

这满足场方程，且∆ = 1，由于这个模式与某个 Supertranslation对应，所以我们叫 ST
mode，而没有用 conformally soft graviton这个名称。同样可以证明 G和 ST是相互正
交的：

(hST
ww(w), hG

w′w′(w′))I+ = iπ2

2 γww̄δ
(2)(w − w′) (51.72)

Remark 计算中用到了一个之后可能会用到的技术，这来源于文献 [143]，一般维数看古老文献
9计算中用到了下面的常见等式：

δ(x) = −
1

2πi

( 1
x + iε

−
1

x − iε

)
,

δ′(x) =
1

2πi

( 1
(x + iε)2 −

1
(x − iε)2

)
= −

δ(x)
x
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[144]。定义下面的 Conformal Integrals(2D)：

In = 1
2π

∫
d2z

n∏
i=1

1
(z − zi)hi

1
(z̄ − z̄i)h̄i

(51.73)

其中：
n∑

i=1
hi =

n∑
i=1

h̄i = 2, hi − h̄i ∈ Z

第一个等式确保了在 SL(2,C)下积分是共形协变的，第二个条件确保了积分单值性。
正是由于与共形变换之间的密切联系，让这个看似非常难以计算的积分可以被极大的

限制住，n = 2的情况为：

I2 = Γ(1− h1)Γ(1− h2)
Γ(h̄1)Γ(h̄2)

(−1)h1−h̄12πδ(2)(z1 − z2) (51.74)

n = 3, 4的情况请见文献中的讨论。

下面来考虑 ∆ = 2的 Goldstone模式：

h̃∆=2
µν;a ≡ −X2h∆=2

µν;a = ∂µζν;a + ∂νζµ;a (51.75)

其中 Pure Gauge：

ζµ;a ≡ −
1
24∂

3
a[Xρ(qρ∂āqµ − qµ∂āqρ)log(−q ·X)] (51.76)

把度规 h在 Bondi坐标下写出啦，就可以找到对应的 Bondi News：

Ñ∆=2
zz;ww = 1

(z − w)4 = D3
zY

z
ww, Y z

ww ≡ −
1

6(z − w) (51.77)

后面会看到它与 CCFT上能动张量之间的联系。
Subsection 51.6

Massive Bosons

文献 [145]率先给出了有质量玻色子的分析。而且利用这一基底计算了一些振幅。为
了总结结论，首先要介绍 [146]中的 Polynomial Encoding。

51.6.1 Polynomial encoding of symmetric traceless transverse tensors
对于H3上定义的任意一个 spin-s的对称无迹 transverse张量Hµ1···µs

(p̂)，可以在下
面的辅助矢量定义的子流形上：

p̂2 + 1 = Y 2 = p̂ · Y = 0

将张量编码进在此子流形上定义的多项式上：21 21
后面对此多项式的一切操作都

要记得是在这个子流形上完成的

H(p̂, Y ) = Hµ1···µs(p̂)Y µ1 · · ·Y µs (51.78)

利用下面定义的微分算符：22 22

KµKν = KνKµ, p̂µKµ = 0, KµKµ = 0
Kµ =1

2

(
∂

∂Y µ
+ p̂µ

(
p̂ · ∂

∂Y

))
+
(
Y · ∂

∂Y

)
∂

∂Y µ

+ p̂µ

(
Y · ∂

∂Y

)(
p̂ · ∂

∂Y

)
− Yµ

2

(
∂2

∂Y · ∂Y
+
(
p̂ · ∂

∂Y

)(
p̂ · ∂

∂Y

)) (51.79)
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可以将多项式还原成张量本身：23 23
有点像配分函数，这里 (·)s 是

Pochhammer符号

Hµ1···µs
(p̂) = 1

s!
( 1

2
)

s

Kµ1 · · ·Kµs
H(p̂, Y ) (51.80)

对 p̂的协变导数定义为：24 24
满足 Y · ∇p̂ = Y · ∂p̂

∇p̂µ = ∂

∂p̂µ
+ p̂µ

(
p̂ · ∂

∂p̂

)
+ Yµ

(
p̂ · ∂

∂Y

)
(51.81)

下面考虑光锥（正则部分）上面的 spin-J的对称无迹 transverse张量 Fµ1···µJ
(q)，可以

把它看作是天球上的 spin-J 对称无迹张量 fa1···aJ
(w, w̄)的 uplift。对称无迹已经把 f 限

制成只有两个不为 0的分量了：25 25 In general f̃J 6= f∗
J

fJ(w, w̄) = fw···w(w, w̄) and f̃J(w, w̄) = fw̄···w̄(w, w̄) (51.82)

所以

fJ(w, w̄) = ∂qµ1

∂w
· · · ∂q

µJ

∂w
Fµ1···µJ

(q) and f̃J(w, w̄) = ∂qµ1

∂w̄
· · · ∂q

µJ

∂w̄
Fµ1···µJ

(q)
(51.83)

利用

vµ ≡ −1
2∂w∂w̄q

µ = (−1/2, 0, 0, 1/2) (51.84)

ηµν = 1
2

(
∂qµ

∂w

∂qν

∂w̄
+ ∂qµ

∂w̄

∂qν

∂w

)
+ qµvν + vµqν (51.85)

计算 F ···µi··· 会出现 qµ (vνF···ν···(q))，不如直接取定规范 vµiFµ1···µJ
(q) = 0，这样由于

qµ∂wq
µ = qµ∂w̄q

µ = 0，并不会对 51.83产生任何影响。利用下面子流形上的辅助矢量
Z：

v2 = q2 = q · v − 1 = Z2 = q · Z = v · Z = 0. (51.86)

可以编码 F 为:

F (q, Z) = Fµ1···µJ
(q)Zµ1 · · ·ZµJ = Fµ1···µJ

(q)Zµ1 · · ·ZµJ = F(q, Z) (51.87)

这里 F 的意思是把 F 中 ∝ q, η这些与后面 Z 点乘为 0的项丢掉后形成的新张量 26。而 26
类似于做了一个规范变换，这样

一来 F 对称但不一定无迹且计算表明把 51.83中的 F 替换为 F 没有任何影响。同样定义微分算子：27

27 RµRν = RνRµ, qµRµ =
0, vµRµ = 0, RµRµ = 0Rµ =d− 2

2

(
∂

∂Zµ
− vµ

(
q · ∂

∂Z

)
− qµ

(
v · ∂

∂Z

))
+
(
Z · ∂

∂Z

)
∂

∂Zµ

− qµ

(
Z · ∂

∂Z

)(
v · ∂

∂Z

)
− vµ

(
Z · ∂

∂Z

)(
q · ∂

∂Z

)
− Zµ

2

(
∂2

∂Z · ∂Z
− 2

(
v · ∂

∂Z

)(
q · ∂

∂Z

)) (51.88)

d的意思是天球维数，所以意味着在计算的最后要取 d→ 2极限。

Fµ1···µJ
(q) = 1

J !
(

d−2
2
)

J

Rµ1 · · ·RµJ
F (q, Z) = 1

J !
(

d−2
2
)

J

Rµ1 · · ·RµJ
F(q, Z) (51.89)

利用这一形式还可计算天球上两张量之间的缩并：28 28 F1 理解为作用于后面的微分
算符
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(f1, f2)C = ga1b1 · · · gaJ bJ f1a1··aJ
f2b1···bJ

= f1J f̃2J + f̃1Jf2J

2J

= Fµ1···µJ

1 F2µ1···µJ
= 1
J !
(

d−2
2
)

J

F1(q,R)F2(q, Z)

= 1
J !
(

d−2
2
)

J

F1(q,DZ)F2(q, Z)

(51.90)

其中

DZµ =
(
d

2 − 1 + Z · ∂
∂Z

)
∂

∂Zµ
− 1

2Zµ
∂2

∂Z · ∂Z

51.6.2 Conformal basis of massive bosons

有质量玻色子平面波基底为：

φµ1...µs

±,m,b (X) = εµ1...µs

b e±imp̂ν Xν (51.91)

这里 b可以从 −s取到 s。自旋为 1的有质量玻色子极化矢量：29 29 P µν ≡ ηµν − p̂µp̂ν

p̂2

εµ−1 =
√

2y∂z̄ p̂
µ , εµ0 = y∂yp̂

µ , εµ+1 =
√

2y∂z p̂
µ (51.92)

满足：

εa · p̂ = 0 , ε∗a · εb = δa,b ,

1∑
a=−1

ε∗µ
a ε ν

a = Pµν (51.93)

自旋为 2的有质量玻色子极化矢量：30 30
文献 [147, 148]对更高维情况进

行了考虑

εµν
−2 = εµ−1ε

ν
−1, εµν

−1 = i√
2

(
εµ−1ε

ν
0 + εµ0 ε

ν
−1
)
, εµν

0 =
√

2
3
(
εµ0 ε

ν
0 − 1

2ε
µ
−1ε

ν
+1 − 1

2ε
µ
+1ε

ν
−1
)

εµν
+2 = εµ+1ε

ν
+1, εµν

+1 = −i√
2

(
εµ+1ε

ν
0 + εµ0 ε

ν
+1
)

(51.94)
满足：

εµν
a p̂ν = 0, ε∗µν

a εbµν = δa,b,

2∑
a=−2

ε∗µν
a ερσ

a = 1
2P

µρP νσ + 1
2P

νρPµσ − 1
3P

µνP ρσ

(51.95)
Conformal basis可以一般的写为下面的形式：

φµ1···µs

±,∆,m,J(X;w, w̄) =
∫ ∞

0

dy

y3

∫
dzdz̄

s∑
b=−s

G
(s)
Jb (w, w̄; y, z, z̄)εµ1···µs

b e±imp̂ν Xν (51.96)

s ≤ 2的玻色子对应的 G显式表达式为：

G
(0)
Ja = (−q · p̂)−∆ (51.97)

G
(1)
Ja = (−q · p̂)−∆−1


√

2(w−z)2

y −2(w − z) −
√

2y√
2(w − z) (w−z)(w̄−z̄)

y − y
√

2 (w̄ − z̄)
√

2y 2 (w̄ − z̄) −
√

2(w̄−z̄)2

y

 (51.98)
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G
(2)
Ja = (−q · p̂)−∆−2×

2(w−z)4

y2
4i(w−z)3

y 2
√

6(w − z)2 4iy(w − z) 2y2

2(w−z)3

y i(w − z)2
(

3− (w−z)(w̄−z̄)
y2

) √
6(w−z)

(
y2−(w−z)(w̄−z̄)

)
y i

(
y2 − 3(w − z)(w̄ − z̄)

)
2y(z̄ − w̄)

2(w − z)2 2i(w−z)
(

y2−(w−z)(w̄−z̄)
)

y

√
2
3

(
(w−z)(w̄−z̄)

(
(w−z)(w̄−z̄)−4y2

)
+y4
)

y2

2i(z̄−w̄)
(

y2−(w−z)(w̄−z̄)
)

y 2(z̄ − w̄)2

2y(w − z) i
(
y2 − 3(w − z)(w̄ − z̄)

) √
6(z̄−w̄)

(
y2−(w−z)(w̄−z̄)

)
y i(z̄ − w̄)2

(
3− (w−z)(w̄−z̄)

y2

)
2(z̄−w̄)3

y

2y2 4iy(z̄ − w̄) 2
√

6(z̄ − w̄)2 4i(z̄−w̄)3

y
2(z̄−w̄)4

y2


(51.99)

对于更高自旋，可以利用 encode之后的 G
(s)
J,∆(p̂, Y ;w, w̄)：31 31 θ是 Heviside阶跃函数

Dqµ =
{

∂w̄qµ for J > 0
∂wqµ for J < 0

G
(s)
J,∆(p̂, Y ;w, w̄) = (−1)|J|θ(−J) (Y · q)s−|J|((p̂ · q)(Y ·Dq)− (p̂ ·Dq)(q · Y ))|J|

(−p̂ · q)∆+s

(51.100)
利用K 导数可以提取 G：∑

b

G
(s)
Jb ε

µ1...µs

b = 1
s!( 1

2 )s

Kµ1 . . .KµsG
(s)
J,∆(p̂, Y ;w, w̄) (51.101)

encode之后的 conformal basis可以很容易地写为：

φ±,m,s
J,∆ (X,Y ;w, w̄) =

∫ ∞

0

dy

y3

∫
dzdz̄G

(s)
J,∆(p̂, Y ;w, w̄)e±imp̂ν Xν (51.102)

利用 51.101形式的K 导数就可以提取出 φ了 32。可以证明 ∆ = 1 + iR≥0 时构成正交
32
按理说对 φ进行 encode应该使

用 Z，这里更应当看作是从 51.96
和 51.101导出的定义完备归一基底。目前更高维以及其 Shadow还未被计算过。

Subsection 51.7

Fermions

首先介绍高维空间中旋量的概念，主要参考 Polchinski[149]附录 A，Weinberg[150]
附录以及 [151]。另外，A.Zee[6]使用 Clifford代数详细地构造了 SO(n)群的旋量表示。

51.7.1 Spinors in arbitrary dimensions

考虑 d = t + s维时空中的旋量，其中 t表示类时坐标个数，s表示类空坐标个数，
也就是：

ηab = diag(−, · · · ,−︸ ︷︷ ︸
t

,+, ·,+︸ ︷︷ ︸
s

) (51.103)

Clifford 代数是指满足：33 33
由于考虑一般维数，所以这里

a, b指标从 1开始{Γa,Γb} = 2ηab (51.104)

的 d个 Γ构成的代数，如果我们找到了上面代数的表示，那么令：

Iµν ≡
1
4i [Γµ,Γν ] = −Iνµ (51.105)

显然 Iµν 满足 so(t, s)李代数：34 34
这也说明了构造的 I 是

SO(t, s)变换下，对旋量变换的生
成元i[Jµν ,Jρσ] = ηνρJµσ − ηµρJνσ − ησµJρν + ησνJρµ (51.106)

所以我们间接找到了 SO(t, s)的表示，但通常来说是可约表示。对于 Clifford的表示我
们需要偶数维和奇数维分开来看。
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首先是比较简单的偶数维，如果 t = 0，利用三个泡利矩阵可以得到 2 d
2 维表示：35 35

根据 d的具体大小选择省略号在
何处截断。

Γ1 = σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ . . .
Γ2 = σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ . . .
Γ3 = σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ . . .
Γ4 = σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ . . .
Γ5 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ . . .

(51.107)

t 6= 0只需要把上面公式中前面 t个 Γ改成 iΓ即可。显然有：

Γ†
a = (−1)tAΓaA

−1, A ≡ Γ1 . . .Γt (51.108)

而且所有的 2 d
2 × 2 d

2 矩阵都可以用基底 {Γ(n)}进行展开： n = {0, . . . , d}
Γ(0) = 1

Γ(n) = Γa1...an
≡ Γ[a1Γa2 . . .Γan] (51.109)

最后一个矩阵 Γ(d) 格外重要，一般归一化为：

Γ∗ = (−i)d/2+tΓ1 . . .Γd, Γ∗Γ∗ = 1 (51.110)

这个矩阵对于 d = 1 + 3的情况就是 γ5，这里由于定义的 Γ∗与其它所有的 Γa都反对易，

所以实际上可以把它作为 d+ 1维 36的 Γd+1，其它的 Γa不变，这样我们就得到了 d+ 1 36
注意 d是偶数，所以下一维度是

奇数维的表示。所以奇数维度的表示需要通过比他第一维度的偶数维来构造，构造出来的是

2b d
2 c 维表示，同样可以去构造 Γ(n) 那些。
在任意维度都可以找到所谓电荷共轭算符 C，满足：

CT = −εC, ΓT
a = −ηCΓaC−1 (51.111)

这里 ε = ±1, η = ±1，但是具体怎么取与维数有关。(
CΓ(n)

)T

= −ε(−1)n(n−1)/2(−η)nCΓ(n) (51.112)

下表给出了 CΓ(n) 对称性以及 ε, η选取与维数之间的关系：37 37 S 和 A 是在找对称/反对称的
CΓ(n) 对应的 n mod 4

d (mod 8) S A ε η
0 0, 3 2, 1 −1 +1

0, 1 2, 3 −1 −1
1 0, 1 2, 3 −1 −1
2 1, 0 3, 2 −1 −1

1, 2 3, 0 +1 +1
3 1, 2 0, 3 +1 +1
4 2, 1 0, 3 +1 +1

2, 3 0, 1 +1 −1
5 2, 3 0, 1 +1 −1
6 3, 2 1, 0 +1 −1

3, 0 1, 2 −1 +1
7 0, 3 1, 2 −1 +1

从上表可以看出奇数维只有一种可能的 ε, η取值。
前面讲的表示在任意维都存在，称为 Dirac旋量表示，但是一般来说这个表示是可

约表示，存在更小的旋量。比如对于任意偶数维，都可以用下面的方式约化为两个Weyl
旋量：

λL = 1
2 (1 + Γ∗)λ, λR = 1

2 (1− Γ∗)λ (51.113)



Conformal basis Fermions 146

这是根据“手性”来分，还可以根据“虚实”来分。注意到：

Γ∗
a = −η(−)tBΓaB

−1, BT = CA−1 (51.114)

如果旋量满足下面的 reality条件，那我们就称为Majorana旋量：38 38
已经利用了 Lorentz不变性

λ∗ = αBλ, |α| = 1, B∗B = 1 (51.115)

但是这一条件存在对维数是有约束的。Majorana条件还可以叙述为 Dirac共轭和Majo-
rana共轭相等。39 39

对于 d = 1 + 3，λ̄D 回到熟知的

λ†Γ0
λ̄M ≡ λTC, λ̄D ≡ λ†Aα−1 (51.116)

如果Majorana和Wyle条件可以一起加，那就称为Majorana-Wely旋量。引入超对称后
还可以引入 Sympletic Majorana旋量的概念，要求：

λ∗
i ≡

(
λi
)∗ = BΩijλ

j (51.117)

其中 Ω是一个反对称的 Ω∗Ω = −1的矩阵。下表总结了各个维数下这几个旋量的存在的
可能性，以及对应的最小的 Spinor的维数：

M±：Majorana旋量，±表示 η
需要取的符号

MW：Majorana-Wely旋量
SMW：Sympletic Majorana-
Wely旋量
表格对于横向 (t)是 mod 4的d t 0 1 2 3

1 M 1 M 1
2 M− 2 MW 1 M+ 2
3 4 M 2 M 2
4 SMW 4 M+ 4 MW 2 M− 4
5 8 8 M 4 M 4
6 M+ 8 SMW 8 M− 8 MW 4
7 M 8 16 16 M 8
8 MW 8 M− 16 SMW 16 M+ 16
9 M 16 M 16 32 32
10 M− 32 MW 16 M+ 32 SMW 32
11 64 M 32 M 32 64
12 SMW 64 M+ 64 MW 32 M− 64

文献 [152, 153]给出了一些比较有用的公式：

Γa1···aiΓb1···bj =
i+j∑

k=|i−j|

i!j!
s!t!u!δ

[b1
[ai
· · ·δbs

at+1
Γa1···at]

bs+1···bj ]

s = 1
2(i+ j − k), t = 1

2(i− j + k), u = 1
2(−i+ j + k)

(51.118)

Γb1...bk
Γa1...a`

Γb1...bk = ck,`Γa1...a`

ck,` = (−1)k(k−1)/2k!(−1)k`

min(k,`)∑
i

(
`

i

)(
D − `
k − i

)
(−1)i

(51.119)

以及 Firez恒等式：40 40 ∆ ≡ 2bd/2c{
[D] = D for even D

[D] = (D − 1)/2 for odd DMα
β∆ =

[D]∑
k=0

(−)k(k−1)/2 1
k! (Γa1...ak

)α
βTr(Γa1...akM) (51.120)

这里M 是任意的 ∆×∆矩阵。
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51.7.2 Conformal basis of Dirac spinor

后面对于 spinor的描述是在 Gamma矩阵的 Embedding形式下进行。注意到对于
Rd 上面的 Clifford代数 {γi}，其表示直接导致了 R1,d+1 下面的 {Γa}的表示：41 41

这里时间分量用 0标记

Γi =
(
γi 0
0 −γi

)
, Γ− =

(
0 −1
0 0

)
, Γ+ =

(
0 0
1 0

)
(51.121)

其中 Γ± ≡ 1
2 (Γ0 ± Γd+1)。对应的 Dirac旋量可以由两个 Rd 上面的旋量拼凑构成：

Ψ =
(

Ψ+
Ψ−

)
量子场论中，Dirac旋量平面波基底可以表达为：

us(p)e+ip·X , vs(p)e−ip·X

与前面的情况类似，天球上的 conformal basis由 ~w,±,∆标记 42。文献 [154]显式构造了 42
这里没搞懂标记自旋所对应的

Rd 上的张量指标跑去哪儿了。有质量 Dirac旋量的 conformal basis：

Ψ±
∆(X; ~w) =

∫
Hd+1

[dp̂] e±imp̂·X

[−2p̂ · q(~w)]∆+ 1
2

Π±(p̂)
(
/w
1

)
= (±i)−∆− 1

2 (2π) d
2m− d

2

[−2q(~w) ·X ∓ iε]∆+ 1
2

×
(

1 + 1
m

ΓM∂M

)[(√
X2
)∆− d−1

2 K∆− d−1
2

(
m
√
X2
)](

/w
1

) (51.122)

其中：

Π±(p̂) = 1
2
(
1± ip̂M ΓM

)
, /w ≡ wiγi (51.123)

可以验证确实协变且满足狄拉克方程 43。 43(
ΓM ∂

∂XM
− m

)
Ψ(X) = 0

Definition 6 (Shadow of Dirac Spinors) Dirac旋量的 shadow计算首先也是先将其 uplift：

Ψ∆(X; ~w) = Ψ̂∆(X; q(~w))
(
/w
1

)
(51.124)

然后再利用 uplift之后的旋量计算 shadow：

̂̃Ψ∆(X; q) =
∫
Hd+1

[d q′] Ψ̂∆(X; q′)q′M ΓM

(−2q · q′)d−∆+1/2 (51.125)

再利用 51.124变回来就好。

对于 Dirac旋量计算结果为：

Ψ̃±
∆(X; ~w) = ∓iπ d

2
Γ
(
∆− d−1

2
)

Γ
(
∆ + 1

2
) Ψ±

d−∆(X; ~w) (51.126)

正交归一完备是在下面的内积意义下讨论的：

(Ψ,Ψ′) =
∫

dΣM Ψ̄ΓM Ψ′ =
∫

X0=const
dd+1XΨ†(X)Ψ′(X) (51.127)
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可以证明 ∆ ∈ d

2 + iR≥0 时构成正交完备归一基底，其 shadow亦然。最后来看无质量

极限，得到Mellin变换的形式：

Υ±
∆(X; ~w) = 1

√
2(2π) d

2 +1

∞∫
0

dωω∆− 1
2 e±iωq( ~w)·X

(
/w
1

)
(51.128)

∆ ∈ d

2 + iR 时构成正交完备归一基底，shadow也是。文献 [155]对 d = 1 + 3情况进行

了细致的讨论，没有使用 Gamma矩阵嵌入形式，那里有一些非常具体的表达式。

Subsection 51.8

Examples

举一些Mink4 振幅放到 CCFT2 上的例子。

51.8.1 ABC toy model

考虑两个无质量标量场和一个有质量标量场的 gABC形式耦合，Mink4树图阶非常
简单：

A(p̂i) = gδ(4)(ω1q̂1 + ω2q̂2 −mp̂) (51.129)

变换到 conformal basis:44 44
注意在利用费曼图计算散射振幅

时，我们都是在最后再加上动量守

恒 δ(
∑

i
pµ

i )，但是变换到天球基底
时的那个被积函数，也就是变换前

的散射振幅，一定要把 δ(·)给带上！
Ã(∆i, zi, z̄i) =g

2∏
i=1

(∫ ∞

0
dωiω

∆i−1
i

)∫ ∞

0

dy

y3

∫
d2w

(
y

y2 + |z3 − w|2

)∆3

× δ(4)(ω1q̂1 + ω2q̂2 −mp̂).

(51.130)

经过一系列并不是那么容易“注意到”的换元和积分操作 [23, 156]：45 45
这里 zij ≡ zi − zj，∆同理

Ã(∆i, zi, z̄i) = gm2∆2+∆3−4

22∆2−∆3−2|z12|2∆2−2∆3

∫ ∞

0
dω

ω∆1−∆2+∆3−1

(m2|z23|2 + 4|z12|2|z13|2ω2)∆3
(51.131)

最后让我们相信Mathematica 13r 的计算能力：46 46 B(α, β)是 Beta函数

Ã(∆i, zi, z̄i) = C(∆1,∆2,∆3)
|z12|∆1+∆2−∆3 |z13|∆1+∆3−∆2 |z23|∆2+∆3−∆1

,

C(∆1,∆2,∆3) = g
m∆1+∆2−4

2∆1+∆2−1 B

(
∆12 + ∆3

2 ,
−∆12 + ∆3

2

) (51.132)

不难发现，天球振幅确实有共形场论里面多点关联函数的形式，是可以直接根据全局共

形对称性完全确定的。文献 [157]考虑了三个有质量标量场耦合，且 min = (2 + ε)mout
的渐近行为，式子大概长下面这个复杂的样子：

i2 9
2π6λΓ( ∆1+∆2+∆3−2

2 )Γ( ∆1+∆2−∆3
2 )Γ( ∆1−∆2+∆3

2 )Γ( −∆1+∆2+∆3
2 )

√
ε

m4Γ(∆1)Γ(∆2)Γ(∆3)|w1 − w2|∆1+∆2−∆3 |w2 − w3|∆2+∆3−∆1 |w3 − w1|∆3+∆1−∆2
+O(ε)

(51.133)
已经有非常多的文献在 conformal basis下讨论了各种不同的振幅形式。

Remark 这里对 Gamma函数的一些高级性质进行总结。
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• Legendre加倍公式：

Γ(s)Γ(s+ 1
2) =

√
π

22s−1 Γ(2s) s > 0 (51.134)

• 余元公式：
Γ(s)Γ(1− s) = π

sin(πs) (51.135)

• Euler-Gauss公式：
Γ(x) = lim

n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n) (51.136)

• Weierstrass公式：
1

Γ(x+ 1) = eγx
∞∏

n=1

(
1 + x

n

)
e− x

n (51.137)

51.8.2 Gluons

本节主要参考文献为 [121]。

Section 52

Some properties of Conformal basis

Subsection 52.1

Kerr-Schild double copy

Subsection 52.2

Wyle double copy

Section 53

Celestial Amplitudes

本节主要对前面讨论的这么一大堆内容做些形式化的总结。

Subsection 53.1

Amplitudes as Correlators

不管你是在哪个基底下写 S 矩阵元，总是可以将其写为关联函数的形式：

〈out|S|in〉 = 〈O1(E1, z1, z̄1) · · · On(En, zn, z̄n)〉 (53.1)

注意这一步存粹是形式上的改写，(zk, z̄k)标记粒子的出入射方向，Ek标记粒子能量，诸

如自旋等其他指标做简化略去。不过单单这样写还没有将天球上的 SL(2,C)对称性发挥
到极致，所以可以利用前面费了很大力气构造的 conformal basis，在这个基底下去将 S
矩阵元写成天球上的关联函数。具体来说，对于无质量的粒子，直接对应于 I± 上的某

一个点，所以可以直接对某条射线进行Mellin变换定义： J = h − h̄解释为螺旋度
∆ = h + h̄是共形维数

Õ(∆, z, z̄) =
∫ ∞

0
dωωm−1O(E, z, z̄) (53.2)

这样就将 S 矩阵元写成了天球上的关联函数，即下面的关系式：47 47
为了式子形式上简单一点，我们

省略了算符上面的˜
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〈O±
∆1

(z1, z̄1) . . .O±
∆n

(zn, z̄n)〉 =
n∏

i=1

∫ ∞

0
dωiω

∆i−1
i 〈out|S|in〉 (53.3)

这直接导致天球上的关联函数具有二维 CFT初级场的关联函数的形式。不过，由于有
质量的粒子并不会到类光无穷远处，所以 zk的物理意义稍微没那么直接。我们在构造无

质量粒子的天球关联函数时，是直接对同一个点 zk 处进行 Mellin变换，但是有质量粒
子前面 §27的分析告诉我们它会到达 H3 上的某个点，这对应着天球上每个点加权求和
（bulk-to-boundary）。所以Mellin变换的积分核就要变成与 ω和 zk 有关的 G∆，公式形
式无变化。

53.1.1 Poincaré Symmetry

由于 AFS的散射振幅具有 Poincaré不变性，所以可以将其看作是 Poincaré群的表
示，在 QFT中常常选取平面波基底，这导致散射振幅是动量算符的本征态：48 48

这里我们讨论的所有外线都是无

质量的粒子，εk 对入射粒子取 +1，
反之取−1，p, q符号约定见本章最
前面，无质量情况下我们不用mp̂，
而是用 ωq标记动量

PkA(q1, ..., qn) = εkωkq̂kA(q1, ..., qn) (53.4)

当参与散射的粒子全部是无质量粒子时，到共形基底下的散射振幅仅需要一个Mellin变
换：

PkÃ(∆1, ...∆n) =
n∏

j=1

(∫ ∞

0
dωjω

∆j−1
j

)
εkωkqkA(q1, ..., qn)

=
n∏

j=1,j 6=k

(∫ ∞

0
dωjω

∆j−1
j

)∫ ∞

0
dωkω

∆k+1−1
k εkqkA(q1, ..., qn)

= εkqkÃ(∆1, ...,∆k + 1, ...,∆n).

(53.5)

可见共形基底下动量算符对Oh,h̄的作用是将共形维数 shift一下然后再乘上动量方向：49 49
原则上来说这会导致∆ /∈ 1+iR

从而导致发散，这一问题我们暂且

忽略，可见 [158]的讨论
Pµ,k = εkqµ(zk, z̄k)e∂∆k = εkqµ,ke

(∂h+∂h̄)/2 (53.6)

动量守恒可以写成下面的算符形式：

PµÃn = 0, Pµ ≡
n∑

k=1
Pµ,k (53.7)

对于无质量粒子的散射，这直接导致：

Ãn(∆1 + 1,∆2, ...,∆n) + Ãn(∆1,∆2 + 1, ...,∆n) + · · ·+ Ãn(∆1, ...,∆n + 1) = 0. (53.8)

文献 [159]计算了 SL(2,C)对 Ohh̄ 的作用：
50 50 L0 ≡ L3, L± ≡ L1±L2

2 ，Li

和Mµν 之间的关系见 [159]
L0Oh,h̄ = 2(z∂z + h)Oh,h̄, L−Oh,h̄ = ∂zOh,h̄, L+Oh,h̄ = (z2∂z + 2zh)Oh,h̄,

L̄0Oh,h̄ = 2(z̄∂z̄ + h̄)Oh,h̄, L̄−Oh,h̄ = ∂z̄Oh,h̄, L̄+Oh,h̄ = (z̄2∂z̄ + 2z̄h̄)Oh,h̄.
(53.9)

同样有 Lorenz不变性带来的方程：

LIÃn = L̄IÃn = 0, LI =
n∑

k=1
LI,k, L̄I ≡

n∑
k=1

L̄I,k (53.10)
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由于 Lorenz不变性在天球上就是 global的共形对称性，所以上面的方程其实就等价于
共形Ward恒等式 31.28。如果我们考虑的是更加特殊的YM理论，在树阶是标度不变的
（但更高阶会有共形反常），所以在数图阶，YM理论的振幅有更大的对称性，从Poincaré
不变性提升为了 4维共形不变性 51，即还可以加入特殊共形变换对应的 Kµ 和 Dilation 51

注意这里是CFT4，一般的天球
振幅自然是个 CFT2算符 D，它们在天球上的对应分别为：

K0 =
[
∂z∂z̄ + (z∂z + 2h− 1)(z̄∂z̄ + 2h̄− 1)

]
e−(∂h̄+∂h̄)/2

K1 =
[
(z∂z + 2h− 1)∂z̄ + (z̄∂z̄ + 2h̄− 1)∂z

]
e−(∂h+∂h̄)/2

K2 = −i
[
(z∂z + 2h− 1)∂z̄ − (z̄∂z̄ + 2h̄− 1)∂z

]
e−(∂h̄+∂h̄)/2

K3 =
[
∂z∂z̄ − (z∂z + 2h− 1)(z̄∂z̄ + 2h̄− 1)

]
e−(∂h+∂h̄)/2

(53.11)

D = −i(h+ h̄− 1) (53.12)

同样有Ward恒等式：

KÃtree
YM = 0 , K = Kµ,1 +Kµ,2 −

N∑
n=3

Kµ,l (53.13)

DÃtree
YM = 0, D =

N∑
n=1

Im(∆n) (53.14)

Lorenz不变性的限制在天球上就是 global共形变换的限制，这一点对散射振幅的限
制共形场论中已经被充分研究了，在AFS这边更重要的是额外的动量守恒，所以我们的
目标就是仅仅通过前面的对称性限制共形基底下的振幅形式。尽管有质量粒子的散射从

物理上看最后不是发生在天球上的某几个孤立点，但前面对有质量粒子共形基底的构造

告诉我们，仍旧可以用天球上的坐标 ~w来标记共形基底，所以也能写成天球上关联函数
的形式。有质量标量场的动量算符由下式替代：52 52 qµ(w, w̄)由Oh,h̄(w, w̄)得到

εPµ = m

2

((
∂w∂w̄q

µ + (∂w̄q
µ)∂w + (∂wq

µ)∂w̄

∆− 1 + qµ∂w∂w̄

(∆− 1)2

)
e−∂∆ + ∆qµ

∆− 1e
∂∆

)
(53.15)

有质量玻色子的共形基底会把不同螺旋度的平面波混合起来，G变成了一个矩阵，类似
的，P 算符也变成了一个矩阵：

εPµ
J,I = m

2

[
(J + s)δJ,I+1

∆− J − 1

(
(∂wq

µ) + 1
∆ + I

qµ∂w

)
+ (J − s)δJ+1,I

∆ + J − 1

(
(∂w̄q

µ) + 1
∆− I q

µ∂w̄

)
+δJ,I

(
(∂w∂w̄q

µ) + (∂w̄q
µ)∂w

∆− 1 + J
+ (∂wq

µ)∂w̄

∆− 1− J + qµ∂w∂w̄

(∆− 1)2 − J2

)
e−∂∆ + (∆− s− 1)(∆ + s)

(∆− 1)2 − J2 qµe∂∆

)]
(53.16)

其中 J, I = −s,−s+ 1, . . . , s− 1, s。对应的Ward恒等式也会把不同螺旋度的振幅混合
起来：

∑
i

εiP
µ
i A =

n∑
i=1

εiδJ1,I1 ...δJi−1,Ii−1Pi
µ
Ji,Ii

δJi+1,Ii+1 ...δJn,In
AI1,...,In

= 0 (53.17)

上式对任意 {Ji}的取值都成立，I, J 是振幅的螺旋度指标，对 Ij , j = 1, . . . , n的求和使
用 Einstein求和约定。同样，Mµν 算符也要带上 I, J 指标变成矩阵，不过它的改变是
trivial的，只需要乘上 δI,J 就好了。文献 [145]详细讨论了对称性对有质量自旋不为 0粒
子的散射振幅的限制，我们这里考虑比较简单的无质量情形 [160]。
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53.1.2 Poincaré Constraints

53.7的约束可以看作是一个线性方程组：

Q ·X = 0 with Q = (qµ
1 q

µ
2 ...q

µ
n), Xj ≡ εj exp

(
1
2∂hj

+ 1
2∂h̄j

)
A (53.18)

这个齐次线性方程组前面的系数矩阵是个 4 × n的，考虑 n ≤ 4的情况，方程有非零解
的情况只能是 rankr Q < n，这等价于任取 Q的 n行出来构成行列式都要求其为 0。而
Q本身又是一个取值关于 q连续的矩阵，所以最终会导致 Ã出现 δ函数。比如四点情况
这要求：53 53

这只是其中一个解，其他解要求

{zi}中至少两个相同，这样的运动
学比较特殊，下面的是更一般的，

更吸引人的振幅。

Ã4 ∝ δ(z − z̄), z = z13z24

z12z34
, z̄ = z̄13z̄24

z̄12z̄34
(53.19)

下一步是利用 53.10，但实际上没必要直接用这个方程，这个方程体现到天球上就是全局
共形不变性，共形场论告诉我们振幅被限制为下面的形式：54 54

无质量情况 zi 和运动学对应比

较简单，所以交比可以直接用Man-
delstam变量表示为：

z = −
t

s
, s = −(p1+p2)2, t = −(p1+p3)2

Ã4 = Khi,h̄i
(zi, z̄i)δ(z − z̄)fhi,h̄i(z, z̄) (53.20)

其中：

Khi,h̄i
(zi, z̄i) =

4∏
i<j=1

z
h/3−hi−hj

ij z̄
h̄/3−h̄i−h̄j

ij , h =
4∑

i=1
hi, h̄ =

4∑
i=1

h̄i (53.21)

共形场论到这一步就无法继续走下去了，但我们的振幅并非只有 SL(2,C) 的共形对称
性，它的对称性是更大的 Poincaré对称性，所以依赖于交比的函数 fhi,h̄i(z, z̄)应该能被
进一步确定。重新代入动量守恒 53.7：55 55

这里下标的意思是某一个 hi, h̄i

增加
1
2

4∑
j=1

Khj+ 1
2 ,h̄j+ 1

2
(zi, z̄i)fhj+ 1

2 ,h̄j+ 1
2 (z, z̄) = 0 (53.22)

直接计算得知：
4∑

j=1
Khj+ 1

2 ,h̄j+ 1
2
(zi, z̄i) = 0 (53.23)

很容易想到 53.22第一个非平庸解：56 56
更细致分析表明也只需要想到

这个

fhi+ 1
2 ,h̄i+ 1

2 (z, z̄) = fhj+ 1
2 ,h̄j+ 1

2 (z, z̄), ∀i, j (53.24)

这表明 f 作为 {∆i = hi + h̄i}的函数，{∆i}只能以
∑4

i ∆i 的形式依赖于 f：

fhi,h̄i(z, z̄) = fβ,Ji(z, z̄), β =
4∑

i=1
(hi + h̄i) =

4∑
i=1

∆i (53.25)

Ji = hi − h̄i 是已知的螺旋度。或者 ∆i 单独依赖于 f，但是必须具有 1的周期。但是这
种情况根据Mellin变换所要求的收敛性，其导致 f 要么是个常数，要么就不是解析的，
所以我们不用考虑这种情况 [160]。

Remark 考虑下面更一般的方程：

e∂zi f(z1, z2, ..., zn) = e∂zj f(z1, z2, ..., zn) for all pairs i 6= j, i, j ∈ {1, ..., n}
(53.26)

比如第一个约束：

f(z1 + 1, z2, ...) = f(z1, z2 + 1, ...) (53.27)
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任何的函数 f(x, y, . . .)总是可以重定义为 f̃(x+ y, y, . . .)：

f̃(z1 + z2 + 1, z2, ...) = f̃(z1 + z2 + 1, z2 + 1, ...) (53.28)

这其实就是在说函数 f 最终可以整理为 z1 + z2 的函数，而剩下的那些 z2 的以来只
能是周期为 1 的依赖。这样的构造可以一直持续下去，最终可以说明 f 可以整理为
z1 + · · · zn 的函数，剩下的 z2, . . . , zn 只能是周期为 1的变量。前面的构造是从 z1 开
始一直进行下去的，你也可以从 z2 开始进行构造，最终说明 f 是 z1 + · · · zn 的函数，

剩下的 z1, z3 . . . , zn 周期为 1。这样最终就说明了所有的 zi 要么是以求和的整体形式

依赖于 f，要么就是周期形式依赖。

再举一个两个无质量粒子和一个有质量粒子的情况，Lorentz不变性限制为：

Ã(1, 2, 3(m)) = CJ(∆1,∆2,∆3)
|z12|∆1+∆2−∆3 |z23|∆2+∆3−∆1 |z13|∆1+∆3−∆2

(53.29)

分子可以用动量守恒： (
P1 + P2 + P

(m)
3

)
Ã3(1, 2, 3(m)) = 0 (53.30)

继续去限制住：(
∆2

12
4 − (∆3 − 1)2

4

)
C∆1,∆2,∆3−1 + ∆3(∆3 − 1)C∆1,∆2,∆3+1 = 0,

4ε2(∆3 − 1)C∆1,∆2+1,∆3 +mε3(∆3 − 1−∆12)C∆1,∆2,∆3−1 = 0,
4ε1(∆3 − 1)C∆1+1,∆2,∆3 +mε3(∆3 − 1 + ∆12)C∆1,∆2,∆3−1 = 0,

∆i −∆j ≡ ∆ij .

(53.31)

为了化简这个方程，可以在 C 中提出一个 Beta函数：

CJ
∆1,∆2,∆3

=
(m

2

)∆1+∆2
·B
(

∆1 −∆2 + ∆3

2 ,
∆2 −∆1 + ∆3

2

)
cJ

∆1,∆2,∆3
(53.32)

其中 cJ
∆1,∆2,∆3

是新的未知变量，代入方程后满足：57 57
已经利用 ε1 = ε2 = −ε3，也就

是说要么入射只有有质量粒子，要

么出射只有有质量粒子，这也是动

力学所允许的情况。
cJ

∆1,∆2,∆3−1 = cJ
∆1,∆2,∆3+1

cJ
∆1+1,∆2,∆3

= cJ
∆1,∆2+1,∆3

cJ
∆1+1,∆2,∆3

= cJ
∆1,∆2,∆3−1

(53.33)

再次出现了周期性依赖，按照前面的 argue，这种依赖会导致非解析性从而逆Mellin变
换不是Well-define的，所以为了让逆Mellin变换Well-define，只能让它关于 {∆i}的依
赖是常数：

cJ
∆1,∆2,∆3−1 = cJ (53.34)

当然，不同螺旋度，以及不同的理论导致的耦合常数会使得 c有些差别，对比直接根据
Mellin变换得到的 51.132，cJ=0 = 2g

m4。我们从对称性就直接确定了振幅，剩下的前面

的系数就是量纲分析，终究只是个 Scaling的系数。

Subsection 53.2

Collinear Limits as OPEs

Subsection 53.3

Ward Identity as Kač-Moody Symmetry
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软定理利用天球上的关联函数可以写成Kač-Moody Ward恒等式的形式，这体现的
是渐近对称性在 CCFT上的作用。

53.3.1 Abelian Case

关注 25.5，注意到N 是未来类光无穷远处的算符，N−是过去类光无穷远处的算符，

所以等式左边夹在 |in〉和 〈out|之间的部分可以写成时间排序 T [(∂zN − ∂zN
−)S]，注

意到 24.20，可以定义全纯的流：

Jz = −4π
e2

(
Nz −N−

z

)
= 4π
e2

(
A(0)

z

∣∣∣
I+

−

+ A(0)
z

∣∣∣
I−

+

− A(0)
z

∣∣∣
I−

−

− A(0)
z

∣∣∣
I+

+

)
(53.35)

则软定理 25.5就可以写成下面的形式：

〈JzO1(ω1, z1, z̄1)...On(ωn, zn, z̄n)〉 ≡ lim
ω→0

ω〈O+(ω, z, z̄)O1(ω1, z1, z̄1)...On(ωn, zn, z̄n)〉

=
n∑

k=1

Qk

z − zk
〈O1(ω1, z1, z̄1)...On(ωn, zn, z̄n)〉.

(53.36)
其中我们假设了所有的粒子都是出射，入射可以用交叉对称性去转换为出射粒子。注意

到这正是 38.25 的 U(1) 流代数Ward 恒等式，电荷的不同标记处在 U(1) 的不同表示。
25.5是出射为正螺旋度的软光子定理，对应一个全纯的 U(1)流，自然可以完全类似的定
义反全纯的部分，对应的就是出射为负螺旋度光子的软定理。

还可以定义下面的 Goldstone流 [73]：

Sz = i

4

(
A(0)

z

∣∣∣
I+

+

+ A(0)
z

∣∣∣
I+

−

+ A(0)
z

∣∣∣
I−

+

+ A(0)
z

∣∣∣
I−

−

)
(53.37)

在 large gauge下的变换为：
δεSz = i∂zε (53.38)

这两个流可以和前面研究的 Conformally soft photon联系起来，加上 CS和 Goldstone
模式之后，与∆ = 1 + iλ一起构成了一个完备基底，所以类似于 Aµ 在平面波基底下展

开，同样也可以在这组基底下进行展开，前面的系数就量子化为产生湮灭算符，AG前面

的系数是 Sz，A
CS 前面的系数是 Jz[141]。两个流之间满足正交归一关系：

[Jw(w), Sw′(w′)] = 8π2δ(2)(w − w′) (53.39)

这得益于 AG 和 ACS 之间正交归一。

53.3.2 non-Abelian Case

类似于 QED情况可定义软胶子模：

Nz =
∫ ∞

−∞
duFuz = Az

∣∣
I+

+
−Az

∣∣
I+

−
.

N−
z =

∫ ∞

−∞
dvF−

vz = A−
z

∣∣
I−

+
−A−

z

∣∣
I−

−
.

(53.40)

只不过这个时候它们都是与 T a 色因子缩并之后的矩阵。在下面流的定义下：

Jz = − 4π
g2

Y M

(
Nz −N−

z

)
(53.41)

出射正螺旋度的软胶子定理 28.24可以写成：58 58
推导完全是前面 QED情况带上

色指标之后的复刻，无质量 QED
成立无质量 QCD必然也成立，但
是有质量 QED那里能否拓展到有
质量 QCD还不好说，所以这个式
子我们先假设所有外腿都无质量。
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〈Ja
zO1(ω1, z1, z̄1) · · · On(ωn, zn, z̄n)〉U=1 ≡ lim

ω→0
ω〈O+,a(ω, z, z̄)O1(ω1, z1, z̄1)...On(ωn, zn, z̄n)〉

=
n∑

k=1

1
z − zk

〈O1(ω1, z1, z̄1) · · ·

T a
kOk(ωk, zk, z̄k) · · · On(ωn, zn, z̄n)〉U=1

(53.42)
这里 Ja

z = Tr(T aJz)。显然这就是非阿贝尔流代数的Ward恒等式。考虑 Jz 在 CS2
某个

闭合回路上的加权积分：

JC [ε] =
∮

C

dz

2πi tr [εJz] (53.43)

把他插到关联函数里面：

〈JC [ε]O1 · · · On 〉U=1 =
∑
k∈C

〈O1 · · · εa(zk)T a
kOk · · · On 〉U=1 (53.44)

可见其生成了 C里面的 large gauge变换，这是有很大的物理缘由的，可以证明 JC 和Qε

之间有下面的联系：

JC [ε] = Q−S
ε −Q+S

ε (53.45)

右边 Qε 积分计算时，取 ε在围道外为 0，而 QS 生成的正是 large gauge。Kač-Moody
Symmetry还有一个比较重要的是其 level，前面 U(1)的情况没有额外讨论这一点，因为
任何 level都等价，但是非 abel情形不一样。类似 53.44，注意到：59 59

这里莫非是直接类比过来的吗？

文献 [71]说是根据软定理来的，还
没搞懂〈JC(ε)JwO1 · · · On〉U=1 =

∑
k∈C

〈JwO1 · · · εk(zk)Ok · · · On〉U=1 + 〈ε(w)JwO1 · · · On〉U=1

(53.46)
其中最后一项当且仅当 ω ∈ C 时存在。而一般的 Kač-Moody Symmetry：∮

C

dz

2πiε
a(z)

〈
Ja(z)Jb(w)O1 · · · On

〉
=
∮

C

dz

2πi
∑
k∈C

εa

z − wk

〈
Jb(w)O1 · · ·T a

kOk · · · On

〉
+
∮

Cw

dz

2πiε
a(z)

〈(
Ja(z)Jb(w)

)
O1 · · · On

〉
=
∑
k∈C

〈
Jb(w)O1 · · · εk(zk)Ok · · · On

〉
+
∮

Cw

dz

2πiε
a(z)

〈(
ifabcJc(w)

(z − w) + kδab

(z − w)2

)
O1 · · · On

〉
=
∑
k∈C

〈
Jb(w)O1 · · · εk(zk)Ok · · · On

〉
+
〈

(εA(w)Jw)bO1 · · · On

〉
+ k∂εb(w) 〈O1 · · · On〉

(53.47)
所以这个 SU(2)流代数 level是 0。

作为微扰论推导软定理，我们都是在 U = 1的前提下，既然 large gauge可以改变
这个 U，而 JC 又正好生成了这个变换，那我们就可以通过插入 JC 来得到其他 U 下的关
联函数。考虑下面的变换：

δU(z, z̄) = iε(z, z̄) + . . . (53.48)

关联函数的变化可以表示为：

δε〈O1 · · · On〉U=1 ≡ 〈O1 · · · On〉U=1+iε − 〈O1 · · · On〉U=1

= i
∑
k∈C

〈O1 · · · εa(zk)T a
kOk · · · On〉U=1

= i 〈JC [ε]O1 · · · On 〉U=1.

(53.49)
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所以前面的 conjecture是正确的，JC 还可以写为：

JC [ε] =
∫

RC

d2zγzz̄ε
a δ

δUa
(53.50)

这里 RC 表示 C 的内部。U = 1相当于选取了一个特殊的真空，JC 的作用是在不同的真

空下切换，这体现了 large gauge的破缺，破缺带来的 Goldstone玻色子就是软胶子。
QED里面反全纯的部分对应出射螺旋度为负的软胶子，QCD是否也是这样呢？答

案非常微妙，首先双软胶子出射的软定理就很微妙，从微扰论出发可以证明：

An+2(p1, . . . , pn; q, ε, a; q′, ε′, b) = g2
Y M

n∑
k=1

ε · pk

q · pk

n∑
j=1

ε′ · pj

q′ · pj
〈O1 · · ·T a

kOk · · ·T b
jOj · · ·On〉U=1

− ig2
Y Mfabc

n∑
j=1

ε′ · pj

q′ · pj

ε · q′

q · q′ (O1 · · ·T c
j Oj · · ·On)U=1 +O(q0, q′0)

(53.51)
软定理需要取 q, q′ → 0的极限，但是这个极限是和次序有关的！60 60

更多有关这种Double-Soft行为
的研究可见文献 [161][

lim
q→0

, lim
q′→0

]
An+2(p1, . . . , pn; q, ε, a; q′, ε′, b) = ig2

Y Mfabc
n∑

k=1

(
ε · pk

pk · q
− ε · q′

q · q′

)(
ε′ · pk

q′ · pk
− ε′ · q
q · q′

)
× 〈O1 · · ·T a

kOk · · ·On〉U=1 +O
(
q0, q0)

(53.52)
除非两个出射胶子的螺旋度一致，否则右边不为 0。这意味着胶子的 S 矩阵在软边界处
的定义很模糊。如果你选取所有螺旋度为正的胶子都先变软，那么：

Ja
z J

b
w̄ ∼ −

ifabc

z − w
Jc

w̄. (53.53)

这样全纯的流生成流对称性，反过来要求螺旋度为负的胶子先变软：

Ja
z J

b
w̄ ∼ −

ifabc

z̄ − w̄
Jc

z (53.54)

现在反全纯的流生成流对称性，这意味着 QCD这里全纯的流和反全纯的流不能放在对
等的地位，你必须舍弃一个，这一点非常怪 61。[71] 61

我并没有搞懂为什么 53.53就意
味着全纯的是流对称了，它是怎么

来的
注意，直到现在，本节涉及到的所有的关联函数只是把 S矩阵换了个写法，我们依

旧是在平面波基底下讨论问题，要换到天球基底还需要进行Mellin变换：

O∆(z, z̄) =
∫ ∞

0
dωω∆−1O(ω, z, z̄) (53.55)

注意 Mellin变换需要对所有能量积分，但是前面定义的流是在 ω → 0的软粒子极限下
定义的，这意味着把流放到天球上去没那么简单。文献 [113, 162–164]对这一点进行了
讨论。

53.3.3 Graviton
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Appendix A: Surface Charge
APPENDIX

A
前面介绍协变相空间量子化的时候直接使用结论，没有讲清楚他是什么，这里补上。

Geometrical view of Lie Group

为了方便后面对纤维丛的讨论，首先来利用微分几何的语言重述一下李群的一些基本结

论，前面 §2其实已经用了不少几何直观，现在来点严谨的数学。为了行文简便简化了不
少证明，不过本节内容详细证明都可以在 [8]中找到。

Definition 1 如果 G既是 n维流形又是群，而且其乘法可看作是 G×G→ G上的 C∞映射，而且

群元求逆映射也是 G→ G的 C∞ 映射，那我们称 G是李群。

Example 有限群可以在上面赋予离散拓扑，这样就可以认为其是一个零维李群。

Definition 2 (同态/同构) G→ H 的 C∞映射称为同态，如果该映射是个微分同胚，则升级为李群

同构。

Definition 3 H 是 G的李子群当且仅当其是子群也是子流形

下面的叙述是重排定理在李群的推广：

Theorem 1 (重排定理) ∀g, Lg : h 7→ gh称为 g生成的左平移，其必然是一个微分同胚。

后面用正体 A表示一个切矢，花体A 表示矢量场，A |p表示在 p处的矢量场取值。

Definition 4 如果 ∀g ∈ G, (Lg)∗ A = A，则称 A 为左不变矢量场。

Lemma 1 左不变的矢量场必然 C∞，而且上面的定义根据 push forward的定义等价于

A |gh = (Lg)∗A |h , ∀g, h ∈ G

利用上面的引理可以证明下面极为重要的定理：

Theorem 2 G上全体左不变的集合记为 L，G的恒等元处的切空间记为 Ve，则在线性空间的意

义上两者同构。

也就是说任意一个左不变的矢量场 A 都唯一对应 Ve 中的一个切矢 A，vice versa。
李代数抽象的定义不需要依赖于李群，在线性空间上赋予双线性、封闭、反对易且

遵循雅可比恒等式的乘法就可以使之提升为一个李代数。前面提到的 L 其实就构成了

一个李代数，矢量场我们是可以根据李导数去定义李括号的 [X,Y ] = LXY，这样定义的
李括号自然构成了李代数的乘法运算规则，唯一要证明的是封闭性，可以证明两个左不

变的矢量场在这样的运算下仍然是一个左不变的矢量场。

李代数是描述李群在恒等元附近的局部性质的，在微分几何这边理所当然会和 Ve联

系起来。注意到任意一个 Ve中的元素都对应一个左不变矢量场，所以可以使用左不变矢

量场之间的李括号 [, ]去定义 Ve 的李括号 {, }从而使之称为一个李代数。

158



159

Definition 5 (李群的李代数) 李群G的 Ve在 {A,B} ≡ [A ,B]的李括号定义下升级为一个李代数，
称为李群 G的李代数 g。

李代数的同构就是指保李括号的一一映射，显然L ∼= g。

Theorem 3 若 H ⊂ G，则 h ⊂ g

再强调一下，李代数本身的定义是不依赖于李群的，但是每个李群都有一个李代数，

一个李代数可以有很多个李群与之对应，但是与之对应的单连通李群只有一个。1既然李 1
回忆前面 §证明的那么多群同态

式子，相同的李代数，不同的李群，

最终找到一个单连通群是他们的覆

盖群。

群的李代数已经作为几何对象来描述，李括号本质上就可以看作是一个 (1,2)型张量，定
义下面的结构张量 C：

[A,B]c = Cc
abA

aBb (53.56)

如果我们选取了一组基底 {eµ}：

[eµ, eν ]c = Cc
ab(eµ)a(eν)b = Cσ

µνeσ (53.57)

这里Cσ
µν就是我们常说的结构常数，显然它虽说是常数，但是是和坐标系的选取相关的，

看你如何在李群李代数空间中选取基底。

Definition 6 若 [g, h] ∈ h,∀g ∈ g, h ∈ h, h ⊂ g，那么称 h是 g的理想。从李群这边看就是没有群
中心。

Example 任何李代数都有两个平庸的理想，{0}和自身。

正规子群相对于群就像是理想相对于李代数，利用正规子群可以划分等价类从而得

到商群的概念，李代数也同样，只不过这时候线性空间的商空间用仿射子集划分。2 2
对于W ⊂ V，a ∼ b ⇐⇒ a−b ∈

W

Definition 7 若 h为 g的理想，那么 g/h称为商李代数

Theorem 4 • 单李代数：非 Abel且不含非平庸的理想。

• 半单李代数：非 Abel且不含非平庸的 Abel理想。
到李群这边看，对应的单李群就是非Abel且不含非平庸正规子群，半单李群就是不含
非平庸 Abel正规子群

下面从微分几何角度来分析 eLie Algrbra = Lie Group。

Definition 8 C∞ 上的曲线 γ : R→ G如果满足 γs+ t = γsγt，则称为一个单参李群。

这个定义和单参微分同胚群非常相近，后面会看到的确如此。

Theorem 5 任何一个左不变的矢量场均完备，也就是说它的任意一条积分曲线参数都可以延拓到

全体实轴。

由于左不变的矢量场完备，根据定义就有希望积分曲线是一个单参李群。还是根据

µ : L ∼= g，任意一个左不变的矢量场 A 找到一个过恒等元 (γ(0) = e)的积分曲线，那
么这条曲线就是A 给出的单参李群，而且在单位元处切矢为A，反过来如果找到了一个
过单位元且单位元处切矢为 A的单参李群，那么它必然是 A 的一条积分曲线。所以说
李群李代数中的元素 A实际上充当了生成一个单参李群的作用，所以我们称为生成元。

回忆一下定义了度规结构的流形可以有测地线的概念，给一个点（起点）和这点处

的切矢（速度）可以生成一条测地线，这种点和切矢与测地线的一一对应我们称为指数

映射。对于单参李群也是如此，现在的点不是任意的，就是单位元，任给一个切矢A，可
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以找到一个单参子群 γ，我们把参数取为 1那么下面的 g→ G的映射就称为指数映射：

exp(A) = γ(1)

我们也可以把参数带上，这样就可以用生成元加一个实参来用指数映射生成对应的单参

李群：

exp(tA) = γ(t)

这个式子形式上就是 eLie Algrbra = Lie Group。但是那里的指数 exp是真的理解为自然
常数为底的指数函数，原因就是物理上我们一般考虑的不是抽象的李群，真正用起来都

是矩阵李群，或者说找群的表示。到了矩阵李群的层面上，把群元这些统统替换为矩阵，

指数映射里面的 exp就不仅仅只是在名字上叫他指数映射了。另外，李括号也可以具体
的用矩阵乘法写成 [A,B] = AB −BA了。

最后指出单参微分同胚群和单参李群之间的关系，由下面的定理给出：

Theorem 6 若 φ是由 A ∈ g对应的 A 生成的单参微分同胚群，那么：

φt(g) = g exp(tA) (53.58)

从几何图像上也好理解，单参微分同胚群相当于一簇曲线，单参李群只是其中过 e
的一支，想要得到过其它群元的，用群元和最基本的单参李群这一支相乘就好了。

Fiber Bundle

to be continue . . .
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