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Chapter 1

绪论

弦理论是一个极具野心的物理理论, 尝试将所有相互作用 (包括引力) 统一在一套量子
化的系统中. 弦论的思想是将量子场论中点粒子的基本概念替换为弦 (具备另一参数) .
从这一出发点, 我们可以推导出各种物理理论, 例如广义相对论, 电动力学, Yang-Mills
规范理论等. 在量子场论中我们一般讨论的问题直接由点粒子描述, 例如费曼图中的相
互作用表示为外腿相连的顶角. 量子场论中粒子的传播由时空图中的 1-维世界线表示,
而弦理论对于基本粒子的传播则由时空图中的二维世界面表示 (世界面的两个参数一
个与世界线的本征时相同, 另一个则是弦长参数)

粗略地讲, 不同的基本粒子 (例如夸克, 轻子, 规范玻色子, 引力子, 以及其他更高自旋
对应的激发态等) 在弦理论中被描述为弦的不同震动模式.

• 无质量的闭弦激发态包含自旋为 2 的粒子, 这与度规的微扰 (带两个洛伦兹指标表
明自旋为 2.) 相对应. 且为微分同胚不变量, 这表明无质量闭弦的激发态对应于引力
子, 也表明弦理论是一个量子引力理论.

• 无质量的开弦激发态则对应于阿贝尔或非阿贝尔的规范玻色子. 因此弦理论可以给
出标准模型中的规范相互作用.

• 开弦与闭弦均有无穷多的高自旋大质量激发态, 每个质量均对应多个自旋态, 不同的
自旋态处于不同的轨道 (trajectory) 而最大自旋态 (leading trajectory) 对应的自旋
与质量平方呈线性函数.

与物理系所学的大多数其他课程不同的是, 弦理论是一个基于猜测的理论, 我们目前并

1



2 弦论的主要特征与问题

没有找到任何证明弦论正确性的实验证据, 并且可预期的未来人们也将很难找到直接
的实验证据. 因此, 我们有必要了解一下学习弦论的理由:

1.1 弦论的主要特征与问题

与量子场论相比, 弦论额外的参数引入了十分有趣的物理构造, 并且可以解决一些量子
场论中无法解决的问题:

• 弦理论是引力量子化的备选理论. 无论弦理论正确与否, 我们总可以利用弦理论的
框架讨论黑洞的奇点, 信息悖论, 熵等问题 1. 粗略地说, 弦理论为现实物理提供了
自洽的数学框架. 在低能情况, 它自然会产生广义相对论, 规范理论, 标量场和手性
费米子. 换句话说, 它涵盖标准模型与引力的基本成分. 它还为宇宙常数的值提供了
目前唯一可信的解释. 然而另一方面, 部分学者对这种解释存在分歧, 以至于物理学
家在这些解释对这些问题是好是坏之间存在相当有趣的分歧. 此外, 弦理论包含了
几个尚未有实验证据但被认为可能是标准模型之外的物理理论, 例如超对称和轴子.
其中弦论的紧致化 (如卡拉比-丘流形紧致化) 虽要求 10 维超对称, 但紧致化后的 4
维物理是否保留超对称则取决于紧化流形的特殊性质.

• 量子场论对于基本相互作用的描述依赖于费曼图, 引力相互作用在纯引力的情况下
单圈可重整化, 二圈以上会出现重整化困难, 当引力与其他粒子耦合时, 单圈不可重
整化. 这一问题由引力在动量趋于无限大的物理构型带来, 动量趋于无限大对应于
空间上的尺度趋于无限小 (即费曼图中顶角相互作用的结构) . 因此量子场论对引力
小尺度的相互作用的描述出现问题, 弦理论的相互作用则由与费曼图相似的世界面
图来表示, 弦的微扰则由世界面图的不同拓扑结构表征, 相互作用由于弦长参数的出
现不在局限于某点而是分布在一定的区域中, 因此弦相互作用原则上可以规避由点
相互作用带来的紫外发散.

• 相互作用的开弦 (尤其是圈图) 会给出闭弦的结构. 这表明开弦不能独立于闭弦存在,
而闭弦可以独立存在. 因此, 在弦的无质量激发态中的规范玻色子和引力子存在上
述联系.

• 弦理论对时空的维数 D 存在要求, 弦论的自洽性要求玻色弦所在的的时空维数必须
为 D = 26, 而超弦必为 D = 10. 我们所观测到的 D = 4 维时空则可以理解为超弦
理论的十维时空紧致化额外维度 (认为额外维度尺度极小) 和 D 膜结构共同造成的
结果, 与其他理论不同的是, 弦论将要求特定的维数, 有望解释为什么我们的世界是

1弦论对黑洞熵的微观态计数主要适用于超对称黑洞 (如极端莱斯纳诺斯特朗黑洞 (Reissner-Nordström blackhole)),
例如对 D-膜态密度的计算与贝肯斯坦-霍金熵成功匹配. 然而, 非超对称黑洞的微观机制仍需依赖 AdS/CFT 对偶或模空
间量子化等工具, 其一般性描述仍待完善. 而信息悖论本质源于量子力学幺正性与广义相对论因果律的冲突. 弦论通过全
息原理 (如 AdS/CFT 对偶)暗示信息可能在高维时空边界以幺正方式保存, 但具体机制 (如黑洞蒸发末态的信息恢复问
题) 尚未完全解决.



弦论的主要特征与问题 3

四维的, 而四维中出现 3 + 1 维的结构目前仍没有合适的解释, 通常作为讨论的默认
前提出现.

• 弦理论可以将标准模型的规范群 (SU(3)× SU(2)× U(1)), 相互作用强度,夸克的代
以及轻子的代几何化.

• 与标准模型所需的二十余个参数不同的是, 弦理论只需要一个基本参数 α′ = l2string,
通常被称为“弦长参数”, “弦张力”的倒数或者“雷吉斜率 (Regge slope)”. 它起到微扰
弦相互作用的耦合常数的作用,用于衡量不同世界面拓扑构型的权重. 这一参数可以
由闭弦的无质量标量场 (即对应时空背景的伸缩子 (dilaton)) 的真空期望值 (VEV)
确定. 此外, 诸如额外维的尺度等几何量也可以归结为某些标量场的真空期望.

• 弦论中包含丰富的数学结构:
1. 超弦引入了卡拉比丘流形 (对六个实的时空维数或三个复的时空维数的某种紧致
化) 之间的镜像对称, 作为映射它可以在卡拉比丘流形之间映射拓扑信息. 这一对称
性来自于 IIA型超弦与 IIB型超弦之间的对偶.
2. 弦振幅关于 α′ 的展开会在树级弦振幅引入场振幅中仅在圈级出现的特殊函数 (例
如 ζ 函数等) , 而弦的圈级振幅则会引入以上的椭圆推广.

• 弦理论可以将规范理论与引力理论彼此联系:
1. 在弱耦合的情况下, 引力的微扰散射振幅可以被规范理论振幅的平方构造出来.
这种振幅层面上的关联也常常被写作 garvity = (gauge theory)2. 这一振幅关系在
树级可以由弦论给出漂亮的推导过程. 而在树级以上, 场论的圈级振幅则在被积函
数的层面上观察到了类似的关系, 相似地, 这也可以在弦论圈级振幅的手性分解中初
见端倪.
2. 根据马尔达西纳 (Maldacena) 的 AdS/CFT 对偶, 在 AdSd+1 时空中的弦理论与
其 d 维边界上的共形规范理论存在对偶关系. 这一对偶也被称作规范-引力 (gauge-
gravity) 对偶. 它可以将理论的强耦合与弱耦合彼此联系, 因此我们可以进行一些较
容易的计算来给出一些原本计算十分困难的结果. 然而, 对于弦论语境下的全息对
偶, 目前主要研究的背景主要包括 AdS5 × S5, AdS4 × CP 3, AdS3 × S3 × T 4 等少数
具体类型, 并非任意维数 d 都存在良好的全息弦论对偶. 一般而言, 任意维数 d 的
AdS/CFT 研究主要属于场论层面, 而非严格的弦论框架. AdS/CFT 对偶是全息原
理的一种体现, 揭示了高维信息如何在低维理论中有所体现, 这也是该对偶的重要应
用之一.

弦理论作为一个物理论仍有不完善的地方:

• 弦理论作为一个物理论虽然大致框架尚可, 但其更精细的细节还有待明确. 弦理论
并没有为低能物理学提供明确的预测, 而是提供了一系列令人眼花缭乱的备选方案,



4 弦理论发展史简述

主要取决于隐藏在额外维度中的结构. 在某种程度上, 这个问题是任何量子引力理
论都难以避免的.

• 尽管在引入对偶后超弦理论是唯一的, 但这一理论仍有许多可能的解, 原则上可以存
在极大数量的真空态 (取决于计算解数量的方式) 例如 10500. 由于存在如此多的物
理构型, 重构标准模型理论原则上十分困难.

• 理论的一致性要求存在时空超对称, 一种庞加莱对称性 (由洛伦兹群与平移群的半
直积描述) 的推广, 它可以将玻色子与费米子相互转换. 这种对称性对能量的要求极
高 2 (例如普朗克能标

√
~c
GN
∼ 1019GeV .) 但 LHC 所能达到的能标始终低于这一要

求 (约为 104GeV .) 这也解释了为什么人类目前为止还没有发现超对称量子场论乃
至弦理论存在的实验证据

• 我们对于弦理论的理解并不完善:
1. 除去对特殊边界条件构造的 AdS/CFT 以外, 我们仍没能从弦的非微扰形式中推
导出微扰弦理论, 甚至除去这些特殊情况我们仍没有一个一般的非微扰弦论的定义.
2. D膜是时空中的超曲面, D膜的动力学性质只能从非微扰理论中得到, 因为在弱
耦合下, D膜的质量趋于无穷大, 其动力学性质是不可见的.

1.2 弦理论发展史简述

• 60年代末, 人们在研究强子谱与强子相互作用时发现了弦理论. 而韦内齐亚诺振幅
(Veneziano amplitude) (1968) 被认为是弦理论的第一个公式.

• 1974年, 舍尔克 (Scherk) 与施瓦兹 (Schwartz) 认为闭弦的无质量自旋-2激发态可以
被视作引力子, 弦理论因此成为备选的量子引力理论之一

• 1984年, 格林 (Green) 和施瓦兹证明了 I型超弦的规范反常 (gauge anomalies) 在合
适的规范群下会被抵消. 而在此之前人们认为这一反常会不可避免地破坏弦理论的
自洽性. 他们的突出贡献也常常被称作第一次弦论革命

• 1995年, 威腾 (Witten) 解释了五种已知的弦理论如何通过对偶彼此联系, 引发了第
二次弦论革命. 弦论理应给出一种唯一的量子引力理论, 但是人们却发现了看起来
截然不同的五种弦理论 (I, IIA, IIB, hetSO(32), hetE8×E8), 分别为: I型, IIA型, IIB
型, 以及分别对应于 SO(32) 与 E8 ×E8 的两种杂化弦, 这与人们期望的唯一性不符.
由于威腾的工作, 这五种弦理论可以被表示为唯一的“M理论”的五种不同的相.

• 1998年, 马尔达西纳 (Maldacena) 发现了 AdS/CFT对偶.

2也有观点认为超对称能标略高于希格斯粒子能标从而解释规范等级问题.



Chapter 2

相对论性点粒子与闭弦

我们首先考虑 D 维闵氏时空 R1,D−1 背景下的弦. t = X0, 度规 ηµν 则取为: ηµν =
diag(−1,+1, · · · ,+1). 洛伦兹指标 (Lorentz indices)从希腊字母表中部开始取: µ, ν, λ, · · · =
0, 1, · · · , D − 1. 此外, 我们在本书中始终取自然单位制: c = ~ = 1.

2.1 点粒子作用量等价于世界线长度

当我们取 Xµ = (t, ~x) 坐标系时, 考虑如下作用量:

Sold = −m
∫

dt
√

1− ~̇x · ~̇x . (2.1. 1)

我们可以用如下的方法证明其正确性: 计算与 ~x 共轭的动量 ~p, 以及能量 E 亦即哈密
顿量:

~p = m~̇x√
1− ~̇x · ~̇x

E =
√
m2 + ~p2 (2.1. 2)

这与我们在狭义相对论中所学的内容一致.

我们可以将 ~̇x 改记为 ~v, 于是

Ẋµ =
( dt

dτ ,
dt
dτ

d~x
dt

)µ
= dt

dτ (1, ~v)µ (2.1. 3)

5



6 点粒子作用量等价于世界线长度

作用量可以改写为:

Sold = −m
∫

dt
√

1− ~̇x · ~̇x = −m
∫

dt
√

1− ~v · ~v =
∫

dt
(
−m+ m

2 ~v
2 +O(~v4)

)
(2.1. 4)

我们在最后一步的计算中用到了非相对论极限 |~v| � 1, 可以从非相对论拉格朗日量中
得到动能 Ekin = 1

2m~v
2 以及势能 Epot = mc2 (此处注意我们已取 c = 1 ),

Snon−rel =
∫

dtLnon−rel, Lnon−rel = Ekin − Epot +O(~v4) (2.1. 5)

我们便复现了非相对论极限下的结果.

eq. (2.1. 2)中时间和空间并非平权的, 而这也是给出共轭动量所必然出现的困难, 我们
在理论力学与狭义相对论中已经认识到了这一点.

尽管 eq. (2.1. 1)中的拉氏量正确, 但这里的时间 t 与空间 ~x 的地位完全不同. 空间坐
标 ~x 是体系的动力学自由度. 而时间 t 仅仅作为参数出现. 尽管洛伦兹变换会混合 t

与 ~x, 但这一对称性在 eq. (2.1. 1)中并不显然. 那么我们能否找到一个时空平权的作用
量呢?

我们首先可以将时间和空间都当做坐标参数处理, 这将给出场论的结构. 而在弦理论
中, 我们考虑另外一种可能性:将时空均作为体系的动力学自由度. 但这会带来一个问
题, 我们不能主观地在给定的物理体系中加新的自由度. 换句话讲, 粒子在空间中可以
自由地运动, 但时间上却不允许出现这种情况, 粒子必须相对时间运动 (以某种方式经
过时间而非只在固定的某个瞬时出现). 因此我们的做法是将时间也升格为动力学自由
度, 但不能让它真正成为动力学自由度. 这听起来似乎有些矛盾, 但我们后面会看到, 规
范对称性可以帮助我们解决这一问题.

我们考虑相对论性点粒子在时空中的传播, 利用时空中世界线来描述这一过程, 由世界
线本征时 τ 进行参数化, Ẋµ ≡ dXµ

dτ . 作用量泛函应当是洛伦兹变化下的不变标量, 而
在时空图中, 有一个很明显的不变标量, 即世界线的线长. 因此我们可以利用世界线的
线长写出作用量:

Sold[X] = −m
∫

dτ
√
−dXµ

dτ
dXν

dτ ηµν . (2.1. 6)

我们引入了一个新的参数 τ , 这一参数给出了世界线上的位置, 而作用量 Sold 实际上就
是沿世界线的本征时长度

∫
ds.

我们的体系现在看似有 D 而非 D− 1 个动力学自由度. 因为如前所述, 时间 X0 ≡ t 现
在作为动力学自由度出现: X0 = X0(τ). 这其实是一个假象, 为了看出这一点我们需要
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首先说明 eq. (2.1. 6)的特殊性质:重参数化不变性. 作用量 eq. (2.1. 6)在单调重参数
化映射:

τ̃ = τ̃(τ)→ dτ̃ = dτ̃
dτ dτ, Ẋµ = dXµ

dτ̃
dτ̃
dτ (2.1. 7)

前后不变. 我们在作用量的具体表达式 eq. (2.1. 6)中可以很清楚地看到 dXµ

dτ 的重参数
化变换因子与积分变量重参数化变换因子抵消, 进而可以将作用量写成与 eq. (2.1. 6)
相同形式, 仅将 τ 换为 τ̃ 的表达式:

Sold = −m
∫

dτ̃

√
−dX

µ

dτ̃

dXν

dτ̃
ηµν .

这也就表明我们可以相当任意地取一个世界线上由单调映射 τ̃ = τ̃(τ) 与 τ 相联系的
不同参数 τ̃ 作为体系的新参数, 世界线长 τ 的选取没有实际的物理意义. 于是我们可
以得知, 并非所有的 D 个动力学自由度 Xµ 都是物理自由度, 它们中的一个是假的自
由度:例如, 当你找到一个体系的解, 则你可以确定 X0, X1, · · · , XD−1 关于 τ 演化的方
式. 但这些信息并非全有意义, 因为 τ 的选取没有物理意义. 特别地, 我们甚至可以进
行特殊的 τ̃ 的选取, 来使得 X0(τ̃) = τ̃ , 改记为:

τ = X0(τ) ≡ t (2.1. 8)

将这一特殊重参数化应用到 eq. (2.1. 6)我们将会重新得到 eq. (2.1. 1). 重参数化不变
性是体系的规范对称性, 与其他的规范对称性一样, 这实际上并不是体系本身的对称性,
而是我们的描述所导致的冗余.

我们也可以从另一个角度说明这件事:我们考虑动量

pµ = ∂L

∂Ẋµ
= mẊνηµν√

−ẊλẊρηλρ

, (2.1. 9)

其满足如下条件 (质壳条件) :
pµp

µ +m2 = 0, (2.1. 10)

这是我们所考虑的质量为 m 的粒子物理体系的限制条件. 从世界线的角度, 这说明粒
子不允许在闵氏时空中固定不动, 而应当沿类光或类时测地线 (p0)2 ≥ m2 运动.

eq. (2.1. 6)式的一大优点便是粒子的庞加莱 (Poincaré) 对称性得到保证, 它作为世界
线的全局对称性出现:

Xµ → ΛµνXν + cµ, (2.1. 11)
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其中 Λ 是满足 Λµ
νη

νρΛσ
ρ = ηµσ 的齐次洛伦兹变换, 而 cµ 则对应于平移变换. 我们令

体系保持这些对称性的代价是在体系中引入规范对称性. 而在弦理论中, 相似的规范对
称性也会出现. 本书中的很大一部分内容将会用来讨论规范所带来的后果.

应当注意的是, Xµ = Xµ(τ) 应当被理解为"世界线上的场", 或者理解为世界线向
R1,D−1 的嵌入映射. 后文中为简化记号, 我们常常用点来代表洛伦兹指标的缩并, 例
如, 对背景时空中的矢量 AµBν , 其内积可以写为: AµBνηµν = A ·B

2.2 点粒子的量子化

量子化这一作用量比较平凡. 我们首先引入波函数 Ψ(X), 其满足薛定谔方程:

i
∂Ψ
∂τ

= HΨ. (2.2. 12)

我们可以计算体系的哈密顿量 H = Ẋµpµ − L. 不难发现, 体系的哈密顿量为 0: H = 0.
这表明波函数不依赖于 τ . 因为波函数是实际的物理量, 而 τ 则仅仅是人为选取的参数.
这两者彼此互不依赖是很正常的. 但我们应当注意, 这并不意味着时间不出现在我们所
考虑的问题中. 相反的是, 在相对论的语境下, 时间实际上是一个算符, 正如空间坐标
~X 一样. 这表明波函数 Ψ 同时是时间与空间的函数. 它在量子力学中对应的不是与时
间无关的态矢, 它更像是非相对论薛定谔方程的积分解.

经典体系中存在限制条件 eq. (2.1. 10). 而在量子理论中, 我们则将这一限制作为
算符等式作用在波函数上, 如 (pµpµ + m2)Ψ = 0. 利用坐标表象下的动量算符形式
pµ = −i∂/∂Xµ, 我们不难发现这一限制正是克莱因-戈尔登 (Klein-Gordon) 方程:(

− ∂

∂Xµ

∂

∂Xν
ηµν +m2

)
Ψ(X) = 0. (2.2. 13)

尽管这一方程与量子场论中出现的方程高度一致, 我们仍应当意识到它们的解释实际
上是不同的. 在相对论性的量子场论中, 克莱因-戈尔登方程是标量场所满足的运动方
程. 而在相对论性的量子力学中, 这是波函数所满足的等式. 在量子场论发展的早期阶
段, 两个等式形式上一致这一点让很多人认为我们应当将波函数看作标量场并进行所
谓"二次量子化". 这个观点实际上并不正确, 但是由于历史原因, 我们并没有对称谓进
行改变. 现在我们一般将点粒子观点称为一次量子化, 场论的观点称为二次量子化.

目前为止我们讨论了自由点粒子, 那么我们如何才能将相互作用纳入其中呢? 首先我们
应当考虑我们允许什么样的相互作用:一个点粒子可能分裂为两个, 或者与另一个融合
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成为新的粒子? 当然, 我们实际上有很多选择. 然后我们应当给这些过程搭配适当的振
幅, 而振幅存在一定的限制, 例如幺正性 (unitary) 等要求会给出诸如反粒子存在的必
要性等结论. 然后我们就可以针对不同的相互作用画出图. 一步一步地我们便可以得到
在量子场论中所学的费曼图展开. 在量子化过程中处理路径积分将会遇到指数上作用
量形式的泛函积分, 而我们目前的作用量的形式是 eq. (2.1. 6), 其中的根号会给计算带
来极大的麻烦, 这一点可以从如下的计算中看出:首先考虑二次型作用量:

Squad[X] =
∫

dτXµ(τ)DµνX
ν(τ), (2.2. 14)

其中 Dµν 为可能包含任意数量的关于 τ 导数的线性算符. 于是我们可以将路径积分改
写为:∫

D[X] exp {−Squad[X]} =
∫
D[X] exp

{
−
∫

dτXµ(τ)DµνX
ν(τ)

}
, (2.2. 15)

这实际上就是高斯积分
∫∞

∞ dnxe−~xD~x =
√

π
detD . 的连续化推广. 但是, 根号形式的作用

量 eq. (2.1. 6)给出的路径积分:∫
D[X] exp {−Sold[X]} =

∫
D[X] exp

{
m

∫
dτ
√
−Ẋ2(τ)

}
, (2.2. 16)

在有限情况下
∫∞

∞ dnxe−
√
~xA~x 已经十分复杂.

于是我们希望能够写出一个与旧的作用量 eq. (2.1. 6)等价, 但是形式上则为 X 的二次
的新的作用量. 我们的构造方法如下:

在世界线上引入另一个新的场, e(τ), 考虑如下作用量:

Snew = 1
2

∫
dτ

(
e−1Ẋ2 − em2

)
, (2.2. 17)

其中 Ẋ2 = ẊµẊνηµν . 本书之后的内容里诸如 X2 及 A · B 均表示与时空指标在闵氏
度规下缩并.

这一作用量在形式上等同于将世界线与一维引力耦合, 我们引入的新场 e(τ) 实际上是
作为一标架 (德语为 einbein) 出现 1. 我们可以将作用量 eq. (2.2. 17)改写为:

Snew = −1
2

∫
dτ
√
−gττ

(
gττ Ẋ2 +m2

)
. (2.2. 18)

1与广义相对论中引入的四标架 (tetrad, 德语为 vierbein) 相对应, 所谓的四标架实际上是流形切丛上的任一截面, 例
如在流形上局域定义的任意的四个线性独立矢量场的集合. 对于更一般的维数下的 (广义) 黎曼空间我们也可以做类似的
操作来构造标架 (德语为 vielbein).
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这便得到了与引力耦合的结构. 其中 gττ = (gττ )−1 是世界线上的度规 e =
√
−gττ , 它

原则上作为张量出现, 但仅有一个分量, 因此可以放在根号内.

接下来我们要说明 eq. (2.2. 17) 与前面得到的 eq. (2.1. 6) 等价. 首先我们可以从
eq. (2.2. 17)得到 e 的运动方程:

δSnew[X, e]
δe(τ) = − 1

2e2

(1
e
Ẋ2 − em2

)
= 0, (2.2. 19)

我们用 eclass =
√
− Ẋ2

m2 (下标表示"经典构型", 指未对 e 进行正则量子化, 没有对应的
正则动量等概念) 来表示 δSnew[X,e]

δe(τ) = 0 的解, 我们将它代回 eq. (2.2. 17), 我们就可以
得到:

Snew[X, eclass] =1
2

∫
dτ

 1√
− Ẋ2

m2

Ẋ2 −

√
−Ẋ

2

m2m
2


=−m

∫
dτ
√
−Ẋ2 = Sold[X].

(2.2. 20)

尽管我们的作用量在形式上有一个新的自由度, e,我们仍可以用如下的方式得到 eq. (2.1.
6)与 eq. (2.2. 17)对应的 X 运动方程相同:

δSnew[X, eclass]
δXµ(τ) = δSold[X]

δXµ(τ) = − d
dτ

Ẋµ

eclass
= − d

dτ
mẊµ√
−Ẋ2

= 0 (2.2. 21)

原因就是 e 的经典构型完全被运动方程 Ẋ2 + e2m2 = 0 完全固定.

于是我们证明了在 e 的经典构型下, eq. (2.2. 17)与 eq. (2.1. 6)等价, 但 eq. (2.2. 17)
的形式是 X 的二次型, 更利于我们进行路径积分量子化, 并且 eq. (2.2. 17)可以描述无
质量粒子.

另一个 Snew 的有趣性质是质壳条件现在被包含在运动方程中:

pµ =∂Lnew

∂Ẋµ
= Ẋµ

e

pµp
µ|eclass

=XµXµ

e2
class

= −m2
(2.2. 22)

与之前的作用量 eq. (2.1. 6)相同的是, eq. (2.2. 17)也满足重参数化不变性, 即一维
微分同胚不变性. 我们考虑微分同胚 τ → τ̃ 的无穷小形式 τ̃ = τ − η(τ) 并取 η(τ) 的
一阶. 这实际上是主动观点下的坐标变换, 即坐标基底不变, 而场在 τ 处的值改为在
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τ̃ = τ − η(τ) 的值. 对于标量场, 我们有: X̃µ(τ̃) = Xµ(τ) 2. 于是我们有 Xµ 的如下变
换规则 (仅考虑 η 的一阶项) :

X̃µ(τ) =X̃µ(τ̃ + η(τ))

δXµ(τ) =X̃µ(τ)−Xµ(τ) = dXµ

dτ η(τ),
(2.2. 23)

而一标架的变换规则需要从世界线度规的变换规则来导出, 世界线上的度规毫无疑问
是一个张量, 尽管它仅有一个矩阵元 3, 张量的变换律为 g̃µν(τ̃) = ∂τµ

∂τ̃µ

∂τν

∂τ̃ν
gµν(τ) 而在我

们考虑的问题中 µν 必然相同 (因为是在世界线上的一维情况), 于是:

ẽ(τ̃) =
√
−g̃τ̃ τ̃ =

√
−∂τ
∂τ̃

∂τ

∂τ̃
gττ = ∂τ

∂τ̃

√
−gττ = ∂τ

∂τ̃
e(τ), (2.2. 24)

则 e 的无穷小变换为:

δe = ẽ(τ)− e(τ) = ẽ(τ̃ + η(τ))− e(τ) = d

dτ
(η(τ)e) = ηė+ eη̇. (2.2. 25)

一标架 e 的变换规则与世界线上的密度一致, 而 Xµ 的变换则与世界线上的标量一致.

代回作用量中, 我们可以计算作用量在这一无穷小重参数化变化下的变化量 δS :

δSnew[X, e] = 1
2

∫
dτ d

dτ

(η
e
Ẋ2 − ηem2

)
= 0, (2.2. 26)

这一项为零用到了我们对物理体系的边界要求:拉氏量在 τ → ±∞ 边界处为零.

于是, 新的作用量与旧的作用量在一标架的经典构型下等价, 均满足重参数化不变性.
但新的作用量 eq. (2.2. 17)更容易进行量子化, 而且存在非平凡的无质量极限 m→ 0

2.3 弦的作用量与世界面面积等价

一个点粒子在闵氏时空中扫过一条世界线, 通过将点粒子推广至存在一定尺度的弦, 前
面关于点粒子的讨论便可推广至由周期性类空参数 σ ∼ σ + 2π 描述的闭弦, 它没有自
由端点, 因此要求其光滑连接, 这便是周期性边界的来源. 闭弦在闵氏时空中扫过一个
二维世界面 Σ, 我们用一个类时坐标 τ 和一个类空坐标 σ 来对 Σ 进行参数化, σ 的取

2这里 Xµ 虽然带有洛伦兹指标但应被视为世界线上的标量场, 背景时空中中的矢量的分量在世界线上实际上是 4 个
标量.

3这里指取定参数 (坐标系) 后写出的分量式.



12 弦的作用量与世界面面积等价

值范围是
σ ∈ [0, 2π) . (2.3. 27)

我们也用 σα = (τ, σ), α = 0, 1 的记号 4 将世界面的坐标写成统一的格式.

而 Σ 向所谓 "靶空间 (target space) "5的嵌入由嵌入映射 Xµ(σ, τ) : Σ→ R1,D−1 (其中
µ = 0, . . . , D − 1 ) 来描述, 对于闭弦 (类空参数 σ 周期化), 我们要求

Xµ(σ, τ) = Xµ(σ + 2π, τ) . (2.3. 28)

我们需要一个作用量来描述弦的动力学. 而这一作用量的一个核心特征便是它不能依
赖与人为选取的参数和坐标系,即与 σα 无关. 换言之,弦的作用量应当是重参数化不变
的. 什么样的作用量满足这一特征呢? 我们已经知道对于点粒子, 重参数化不变的作用
量正比于世界线长度. 那么对于弦来说, 作为点粒子的推广, 一个可能的答案便是:弦的
作用量正比于弦对应的世界面面积, A. 这便是南部-后藤作用量 (Nambu-Goto action) :

SNG[X] = −T
∫

dAMink (2.3. 29)

这是一个描述弦本身特征而非参数依赖的量.

那么我们应当如何用坐标 Xµ(σ, τ) 给出弦的面积 A ? 我们可以首先考虑一个闵氏背
景时空中嵌入的世界面的简单类比:欧氏时空嵌入世界面的面积 AEucl (其中 ~X(σ, τ) ∈
RD ). 我们用 τ 和 σ 来对世界面进行参数化, 那么欧氏空间的坐标就可以写为 ~X(σ, τ).
边界上的切矢可以表示为:

~dl1 = ∂ ~X

∂σ
dσ = ~X ′dσ, ~dl2 = ∂ ~X

∂τ
dτ = ~̇Xdτ.

将这两个矢量的夹角取为 θ, 则面积 AEucl 可以表示为:

dAElucl = |~dl1||~dl2| sin θ = d2σ| ~X ′|| ~̇X|
√

1− cos2 θ = d2σ

√
| ~X ′|2| ~̇X|2 − ( ~̇X · ~X ′)2

(2.3. 30)
其中 d2σ = dτdσ, θ 的余弦则可以表示为 X 导数的函数的形式, cos θ = ~̇X· ~X′

| ~X′|| ~̇X|
.

世界面是时空中的嵌入流形, 坐标本身就是一个嵌入映射, 那么我们可以利用这一嵌入
映射定义拉回映射 (pull back) 来将靶空间 (target space) 上的闵氏度规或欧氏度规拉

4注意与靶空间的洛伦兹指标区分, 靶空间的洛伦兹指标从 µ 开始取, µ, ν, · · · = 0, 1, 2, · · · . 而世界面上的指标则是从
α 开始, α, β · · · = 0, 1.

5在这里实际上就是四维的闵氏时空.
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回到嵌入子流形得到诱导度规 (induced metric) γαβ :

γαβ = ∂Xµ

∂σα
∂Xν

∂σβ
ηµν , (γαβ)Eucl = ∂ ~X

∂σα
· ∂

~X

∂σβ
(2.3. 31)

代回 eq. (2.3. 30), 我们可以得到

dAElucl = d2σ
√

detγEucl (2.3. 32)

于是在闵氏背景时空中的面元便可以表示为:

dAMink = d2σ
√
−detγ (2.3. 33)

其中负号来自于度规的号差, 是为了保证根号内为正, 选取另一种度规便没有这一负号.
作用量借闵氏时空面元可以表示为:

SNG = −T
∫

d2σ
√
−detγ . (2.3. 34)

此处的 T 作为归一化常数出现, 为理解这一常数的意义, 我们可以取闵氏空间 Xµ =
(t, ~x), X0 ≡ t = Rτ , 其中 R 是用来平衡维数的常数, 我们稍后会看到, R 在最后结果
中会抵消. 考虑某时刻满足 d~x/dτ = 0 的弦, 瞬时动能为 0. 计算 dt 区间内的作用量,
我们可以得到:

S = −T
∫

dτdσR
√

(d~x/dσ)2 = −T
∫

dt(类空弦长). (2.3. 35)

而当动能为 0 时, 作用量正比于势能的时间积分, 于是有:

势能 = T × (类空弦长).

我们发现 T 是单位长度的能量:

T = 势能
类空长度

=张力 (2.3. 36)

在经典力学中, 我们通常利用表达式:

T = 1
2πα′ (2.3. 37)

来表示张力 (胡克定律 (Hooke’s law) ), 于是我们将 T 类比为弦的张力. 而为了使能量
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趋于最小, 弦的空间尺度总是趋于 0. 而我们后面在引入量子效应后就会发现, 由于零
点能的存在, 弦长不可能完全为 0.

我们通常将张力写为:
T = 1

2πα′ , (2.3. 38)

其中 α′ 原本是指"雷吉斜率 (Regge slope) "这一物理量.

目前我们得到的几个量的量纲分别为: 时空坐标量纲 [X] = −1. 不同的是, 世界面坐标
无量纲, [σ] = 0. (从周期性条件 σ ≡ σ + 2π 易得). 弦张力正比于单位长度下的质量,
因此量纲为 [T ] = 2. 即, [α′] = −2. 我们可以定义弦长 ls :

α′ = l2s (2.3. 39)

弦长 ls 是弦理论中自然出现的长度量, 实际上弦理论中唯一的参数就是弦长参数. 我
们可以把南部-后藤作用量完整地写出来. 首先写出度规拉回映射后的分量形式:

γαβ =

 Ẋ2 Ẋ ·X ′

Ẋ ·X ′ X ′2



其中 Ẋµ = ∂Xµ/∂τ , Xµ′ = ∂Xµ/∂σ. 作用量于是为:

SNG = −T
∫
d2σ

√
−(Ẋ)2(X ′)2 + (Ẋ ·X ′)2 . (2.3. 40)

这就是弦的南部后藤作用量. 南部-后藤作用量存在两种对称性,

• 时空的庞加莱 (Poincaré) 对称性. 这一对称性在世界面的视角下是全局对称性, 即
描述这一对称性的参数 Λµν 及 cµ 不依赖于弦的世界面坐标 σα.

• 重参数化不变性 σα → σ̃α(σ). 对于点粒子来说, 这一对称性是规范对称性. 它反映
了我们对物理体系描述上的冗余, 即世界面坐标 σα 没有物理意义.

可以证明, SNG 的运动方程是重参数化不变的波动方程. 为得到南部-后藤弦的运动方
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程, 我们首先计算拉氏量关于 X 的 σ 导数的偏导, 即正则动量 Π :

Πτ
µ = ∂L

∂Ẋµ
= −T

(Ẋ ·X ′)X ′
µ − (X ′2)Ẋµ√

(Ẋ ·X ′)2 − Ẋ2X ′2

Πσ
µ = ∂L

∂X ′µ = −T
(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ2)X ′

µ√
(Ẋ ·X ′)2 − Ẋ2X ′2

.

我们可以直接写出欧拉拉格朗日方程 (拉氏量关于 X 的偏导为 0 ) :

∂Πτ
µ

∂τ
+
∂Πσ

µ

∂σ
= 0

稍加整理便可以得到:
∂α(
√
−detγγαβ∂βXµ) = 0 (2.3. 41)

我们还可以从 eq. (2.3. 34)出发, 直接关于 X 做变分, 利用 δ
√
−γ = 1

2
√
−γγαβδγαβ 以

及 γαβ 的定义, 我们可以直接得到运动方程:

δSNG[X]
δ[X] = T∂α(

√
−detγγαβ∂βXµ) = 0 (2.3. 42)

我们也可以将 γαβ 全都展开为 X 的形式, 得到更直接的 X 所满足的方程, 但计算过程
平凡, 且与前述结果等价, 留作习题.

基本弦与其他弦

有很多物理现象可以用弦来描述, 但是这里的弦与我们所讲的存在一定差别. 例如: 超
导体中的磁流管, 宇宙弦 (宇宙学中的一个分支), 以及 QCD 中的一些问题都可以用带
两个参数 (弦的张力 T 与弦的厚度 L ) 的弦理论来描述. 当 L 相关的项极小时便退化
到我们的单参数弦理论 (基本弦), 我们仍可以使用南部-后藤作用量 (或其非相对论极
限) 作为体系的作用量.

然而, 在上述这些例子中, L 并不一定趋于 0, 这就导致南部-后藤作用量并不是合适的
作用量, 我们需要补充与弦厚度 L 相关的项 (刚性项) :

L

∫
K2 (2.3. 43)

其中 K 是世界面的外曲率. 甚至还需要补充反映弦厚度的波动的项.
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弦长参数 ls, 或等价地, 弦张力参数 T 取决于我们考虑的具体问题. 本书中我们所考虑
的均为 L→ 0 的无厚度弦 (基本弦).

2.4 可量子化的弦作用量

与点粒子的情况类似, 带有平方根的作用量都是较难进行路径积分量子化的. 受到点粒
子作用量一节的启发, 我们现在可以尝试仿照 Sold → Snew 的方法给出一个世界面上与
南部-后藤作用量在经典构型下等价但为场 X 的平方形式的作用量. 这由泊里雅科夫
(Polyakov) 作用量 SP 实现 6. 与世界线作用量类似地, 我们需要以引入一个新的场 (世
界面度规 gαβ(θ) ) 的代价来消除平方根带来的困难:

SP [X, g] = − 1
4πα′

∫
d2σ
√
−ggαβ∂αXµ∂βX

νηµν (2.4. 44)

其中 g ≡ detgαβ 7. 从世界面的角度, SP [X, g] 利用 gαβ(σ) 描述了 D 个标量场 Xµ(σ)
与二维引力的耦合.

与点粒子一节中的一标架类似, gαβ 是单独引入的辅助场, 由其运动方程对场的位形进
行约束:

δS

δgαβ
= −
√
−g

4πα′

∫
d2σ

(
∂αX

µ∂βX
νηµν −

1
2gαβ (gρσ∂ρX · ∂σX)

)
= 0 . (2.4. 45)

对应于运动方程解的 gαβ 被称作经典构型 (classical configuration) 世界面度规, 这与点
粒子的一标架经典构型是一致的, 记作 gclass. 而从 D 维时空出发, 我们可以利用 D 维
时空的度规诱导出世界面 (作为嵌入子流形看待) 上的度规 eq. (2.3. 31). 那么, 在世界
面上我们便独立地定义出了两个截然不同的度规, 我们自然希望两者成正比, 有这等好
事吗? 有的. 利用 gαβ 的运动方程 eq. (2.4. 45), 我们可以得到:

gclassαβ = F (σ)∂αX · ∂βX = F (σ)γαβ (2.4. 46)

其中 F (σ) = 2
gρσ∂ρX·∂σX

= 2
gρσγρσ

8, 又由于 γ 的逆定义为 γαβγαβ = 2, 我们可以得到:

gαβ
√
−g = γαβ

√
−γ (2.4. 47)

6实际上, 泊里雅科夫并不是这一作用量的发现者, 但他发现了在路径积分中应用这一作用量的方法, 人们为纪念他的
贡献, 将这一作用量命名为泊里雅科夫作用量.

7我们今后采用简写: g = detgαβ以及gαβgβγ = δα
γ .

8此处及今后我们都将 τ 视为 σ0, 于是可以将 F (σ, τ) 简记为 F (σ), 将 X(σ, τ) 简记为 X(σ).



可量子化的弦作用量 17

因此我们可以把 g 与 γ 的区别限制到仅差一个常数. gαβ 与诱导度规 γαβ 的相似性实
际上暗示了泊里雅科夫作用量可以退化为南部-后藤作用量. 具体的过程便是将 gclass

代回泊里雅科夫作用量即可重新生成南部-后藤作用量:

SP [X, gclass] =− 1
4πα′

∫
d2σ

√
−F 2γ

γαβγαβ
F

=− 1
2πα′

∫
d2σ
√
−γ = SNG[X] (2.4. 48)

我们现在可以引入世界面的能动张量:

Tαβ = 4π√
−g

δSP [X, g]
δgαβ

=− 1
α′

(
∂αX · ∂βX −

1
2gαβ (gρσ∂ρX · ∂σX)

)
(2.4. 49)

X 的运动方程为

δSP [X, g]
δXµ

= −∂α
∂Lp

∂ (∂αXµ) = 1
2πα′ ∂α

(√
−ggαβ∂βXµ

)
= 0 (2.4. 50)

我们可以发现, gαβ ↔ γαβ 替换后即可给出南部-后藤作用量给出的X 运动方程 eq. (2.3.
42):

δSP [X, g]
δXµ

= 1
2πα′ ∂α

(√
−F 2γ

γαβ

F
∂βX

µ

)
= 1

2πα′ ∂α
(√
−γγαβ∂βXµ

)
= δSNG

δXµ
(2.4. 51)

这又一次说明了 SP 与 SNG 的等价性.

我们发现尽管 gαβ 与 eq. (2.3. 31)诱导度规 γαβ 之间相差 F 因子, 但这并不影响泊里
雅科夫作用量与南部-后藤作用量的等价性. 这是因为因子 F 在运动方程 eq. (2.4. 50)
中完全被抵消:

√
−g 项与 F 成比例放缩, 而 gαβ 与 F−1 成比例放缩, 最终抵消. 于是

得到南部-后藤作用量与泊里雅科夫作用量给出相同的 X 的运动方程.

2.4.1 泊里雅科夫作用量的对称性

eq. (2.4. 46)中出现 F (σ) 因子而不影响 Xµ 运动方程这一事实表明泊里雅科夫作用
量存在额外的对称性. 首先, 泊里雅科夫作用量仍有南部-后藤作用量所满足的两条对
称性:
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• 世界面上的全局庞加莱对称性:

Xµ → ΛµνXν + cµ .

其中 Λµ
ν ∈ SO(1, D − 1) 是 D 维时空中的洛伦兹变换. 我们应当注意, 此处的洛伦

兹指标 µ, ν, · · · 从世界面的角度是内部指标, 这与标准模型中夸克的味荷在时空的
角度是内部指标十分相似. 实际上这也正是庞加莱对称性属于世界面上的全局对称
性的原因.

• 重参数化 (reparameterization) /微分同胚 (diffeomophism) 不变性. 这实际上是世界
面上的规范对称性. 我们可以重定义世界面坐标 σα → σ̃α(σ). Xµ 场以世界面标量
的形式变换, 而 gαβ 以 2 维度规的形式变换:

Xµ(σ)→ X̃µ(σ̃) = Xµ(σ)

gαβ(σ)→ h̃αβ(σ̃) = ∂σγ

∂σ̃α
∂σδ

∂σ̃β
gγδ(σ).

这一变换存在无穷小形式. 考虑无穷小坐标变换 σα → σ̃α = σα − ηα(σ), 对于无穷
小 η. 场的变换于是为:

δXµ(σ) =ηα∂αXµ

δgαβ(σ) =∇αηβ +∇βηα

协变导数定义为 ∇αηβ = ∂αηβ − Γσαβησ 其中列维-奇维塔 (Levi-Civita) 联络与度规
的关系如下:

Γσαβ = 1
2g

σρ(∂αgβρ + ∂βgρα − ∂ρgαβ)

除上述两种对称性外, 泊里雅科夫作用量存在另一种新的对称性, 它被称作外尔 (Weyl)
不变性 (注意其与微分同胚变换的区别) :

• 外尔不变性. 这一对称性与 Xµ 无关, 即 Xµ(σ)→ Xµ(σ), 而度规的变换为:

gαβ(σ)→ Ω2(σ)gαβ(σ) . (2.4. 52)

我们可以利用指数形式来考虑无穷小变换 Ω2(σ) = e2φ(σ). 对于无穷小 φ, Xµ 仍是
不变的, 而度规的无穷小变换可以写为:

δgαβ(σ) = 2φ(σ)gαβ(σ) .
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泊里雅科夫作用量满足外尔不变性非常显然. 此处的因子 Ω2 相消的方式与 eq. (2.4.
46)中因子 F 被抵消的方式一致, 都是来自于

√
−g 与逆度规 gαβ. 外尔不变性实际

上是弦的规范对称性, 它指的是世界面度规 gαβ 在如下形式下的缩放:

gαβ → e2ω(τ,σ)gαβ. (2.4. 53)

然而, 在确定世界面的嵌入方式 (即物理态) 的选取后, 世界面诱导度规 γαβ 本身包
含冗余的自由度, 可以通过外尔变换进行重新缩放. 但需要注意的是, 这一缩放并不
会改变先前得到的关于 γαβ 的约束,因此,外尔变换不会改变弦的嵌入方式这一物理
本质, 而仅仅是度规的规范变换.

我们应当如何看待外尔不变性? 它实际上并不是一个坐标变换, 而是一个局域保角变换
的不变性. 此外, 带这种特性的物理理论少之又少. 从前面的讨论中我们应当已经能发
现 2 维对于外尔不变性是十分特殊的, 这是因为只有在 2 维时

√
−g 与逆度规给出的放

缩因子可以互相抵消. 但即便是在二维下, 如果我们希望保留外尔不变性我们仍需要极
大地限制作用量中可用的相互作用种类. 然而, 我们在点粒子世界线一节已经看到重参
数化对称性对于辨别 Xµ 的物理自由度十分重要. 同样地, 世界面上作用量的局域对称
性对接下来自由度的分析也十分重要. 因此我们不能在泊里雅科夫作用量 SP 上加入
会破坏外尔不变性与重参数化不变性的相互作用项. 例如, 不允许以世界面标量形式出
现的势能项: ∫

d2σ
√
−gV (X),

或世界面宇宙常数项:
µ

∫
d2σ
√
−g.

这两种相互作用均会破坏掉外尔不变性. 我们在本书后面的内容中将会发现, 外尔不变
性的需求在量子理论中会变得更加严格. 我们也会看到我们究竟可以在世界面上附加
什么样的相互作用项, 实际上本书中的很大一部分都可以视为对具有外尔不变性的理
论的研究.

2.5 共形规范的固定

我们接下来会看到, 我们可以利用泊里雅科夫作用量 SP 的对称性局域地将度规进行规
范固定 gαβ → ηαβ = diag(−1,+1). 此前的运动方程 eq. (2.4. 50)形式比较复杂. 然而,
我们可以利用规范对称性的冗余, 在消除冗余的同时选取使运动方程简化的坐标. 接下
来我们考虑如何利用规范对称性做到这一点.
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度规是非退化的对称二阶张量. 在二维的世界面上, 度规及其逆均为 2 × 2 矩阵, 由对
称性 gαβ = gβα, 矩阵形式的度规 gαβ 存在三个独立的矩阵元. 重参数化是微分同胚
σα → σ̃α(σ), 其中 α = 0, 1. 这两个独立的重参数化映射可以用于局域地固定度规中的
两个矩阵元, 例如可以将非对角元取为 0 并给出两对角元之间的一个限制. 这种取法可
以使得度规局域地平直, 即

gαβ = e2φηαβ, (2.5. 54)

实际上我们总可以局域地做到这一点. 即 eq. (2.5. 54)给出的 σ(σ̃) 所满足的偏微分方
程总是局域地存在解. φ(σ, τ) 是世界面上的某一函数. 选取满足 eq. (2.5. 54)形式的度
规被称为共形规范 (conformal gauge).

我们为得到 eq. (2.5. 54)仅仅使用了重参数化不变性, 还有外尔变换没有涉及. 显然,
我们可以利用外尔变换来去掉共形因子 e2φ. 即, 取 φ = 0 使得:

gαβ = ηαβ . (2.5. 55)

最终我们得到了世界面上的闵氏度规.

得到闵氏形式的度规后我们仍有冗余的规范自由性:具有外尔形式度规的一类微分同胚
变换不变性. 为理解这一点我们可以在电动力学中麦克斯韦理论中找到类比:在我们取
洛伦兹规范 ∂µA

µ = 0 后, Aµ 仍可以进行规范变换: Aµ → Aµ + ∂µΛ. 这样的规范变换
后的 Aµ 仍满足无质量波方程 ∂2A = 0 及洛伦兹规范. 与之类似的, 泊里雅科夫作用量
的冗余规范自由度便体现在前后均满足波方程与规范方程的变换上, 具体来说就是对
度规的作用可以被外尔变换复原的微分同胚变换, 这一变换也叫做共形变换.

平直度规的选取是坐标无关的

我们可以利用外尔不变性将任何二维度规平直化是一个很重要的结论, 我们可以在不
依赖具体的坐标选取的前提下重新得出这一结论. 为避免号差带来的计算困难, 我们考
虑二维欧氏空间中利用外尔变换彼此联系的度规 g′

αβ = e2φgαβ. 两度规对应的李奇标
量之间的关系为: √

g′R′ =
√
h(R− 2∇2φ). (2.5. 56)

在二维 (而非更高维) 情况下, 若李奇标量为 0 便可以说明度规平直, 这是由于二维指
标的选取仅能为 1, 2 (闵氏则为 0, 1 ). 特别地, 黎曼张量指标的反对称性使得其在二维
必须取如下形式:

Rαβγδ = R2 (gαγgβδ − gαδgβγ).
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即我们可以从李奇标量为 0 得到黎曼张量为 0, 因而流形平坦, 度规自然为平直度规.

接下来我们便可以求满足李奇标量 R′ = 0 的 φ, 这实际上就是一个关于 φ 的微分方程,
至少局域有解. 我们可以发现, 我们在这里利用外尔不变性选取平直度规并没有使用重
参数化不变性, 而 eq. (2.5. 55)中使用重参数化不变性相当于是为了选取使平直度规为
闵氏度规形式的特殊坐标, 实际上外尔对称性便已足够使度规平直化.

2.5.1 运动方程与能动张量

在 eq. (2.4. 49) 和 eq. (2.4. 50) 中我们已经得出了对于一般度规 gαβ, 能动张量和 Xµ

所满足的运动方程的具体形式, 我们接下来考虑平直度规下的能动张量与运动方程. 取
平直度规 eq. (2.5. 55), 泊里雅科夫作用量可以化简为:

SCG = SP [X, gαβ = e2φηαβ] = − 1
4πα′

∫
d2σ ∂αX · ∂αX, (2.5. 57)

我们还可将 Xµ 的运动方程简化为自由波方程:

∂α∂
αXµ = 0. (2.5. 58)

于是我们形式上将 eq. (2.4. 50)变为了较简单的形式. 应当注意的是, 我们虽然选取了
一种度规 gαβ 的规范, 却仍需要满足 gαβ 的运动方程. 实际上, 作用量关于度规求泛函
导数会给出一个特殊的量, 能动张量:

Tαβ = 4π√
−g

∂S

∂gαβ
.

在 eq. (2.4. 45) 我们求出了泊里雅科夫作用量关于 gαβ 的泛函导数, 代回上式并取
gαβ = ηαβ 便得到:

Tαβ = − 1
α′

(
∂αX · ∂βX −

1
2ηαβ (ηρσ∂ρX · ∂σX)

)
. (2.5. 59)

与度规 gαβ 关联的约束实际上是 Tαβ = 0. 分量形式为:

T01 =Ẋ ·X ′ = 0

T00 = T11 =1
2(Ẋ2 +X ′2) = 0 . (2.5. 60)
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称为维拉索罗约束 (Virasoro constrain) 于是我们可以得出结论, 弦的运动方程是受到
Tαβ = 0 得到的 eq. (2.5. 60) 所限制的自由波方程 eq. (2.5. 58).

维拉索罗约束的物理意义

我们可以尝试给出维拉索罗约束对应的物理意义: eq. (2.5. 60) 中的第一个约束条件的
含义实际上就是 9: 我们需要选取常 σ 线与常 τ 线相互垂直的参数化. 满足这一约束的
参数化很多, 我们甚至可以选取满足下式的所谓静态规范:

X0 ≡ t = Rτ

于是 (X0)′ = 0 且有 Ẋ0 = R, 其中 R 为带量纲的常数, 这样 τ 便是以实数形式出现的
参数. 于是, 静态规范下我们可以将 Xµ 取为 Xµ = (t, ~x), 其空间分量的运动方程为自
由波方程:

~̈x− ~x′′ = 0

维拉索罗约束则改为:

~̇x · ~x′ =0

~̇x 2 + ~x′2 =R2 (2.5. 61)

第一个约束表明弦的运动必须与弦自身的走向正交. 换言之, 弦的振动模式必然为横向.
弦的振动不存在纵向模式. 我们在讲到光锥量子化 (lightcone quantization) 3.3节时会
重新看到这一点.

而第二条约束可以让我们进一步了解 R 的物理含义: 在 ~̇x = 0 时, R 与弦的长度有关:∫
dσ
√

(d~x/dσ)2 = 2πR .

假如弦在满足 ~̇x = 0 的某时刻处于被拉长的状态, 那么在之后的时间里, 它会由于自身
的张力收缩. 第二个约束条件此时发挥的作用便是将弦的瞬时速度与长度相互关联.

9在光锥量子化 (lightcone quantization) 3.3一节中我们会进一步讨论这条限制的的意义.
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2.6 振动模式的展开

进一步考虑运动方程与约束条件. 运动方程 eq. (2.5. 58)很容易求解. 我们在世界面上
引入光锥坐标 (lightcone coordinates) :

σ± = τ ± σ, ∂± = ∂

∂σ± = 1
2(∂τ ± ∂σ), ∂α∂

α = −4∂+∂− (2.6. 62)

在这种坐标系内, 度规 η 是非对角化的:

η++ =∂σα

∂σ+
∂σβ

∂σ+ ηαβ = 1
4 (η00 + η11) = 0

η+− =∂σα

∂σ+
∂σβ

∂σ− ηαβ = 1
4 (η00 − η11) = −1

2

η−+ = ∂σα

∂σ−
∂σβ

∂σ+ ηαβ = 1
4 (η00 − η11) = −1

2

η−− = ∂σα

∂σ−
∂σβ

∂σ− ηαβ = 1
4 (η00 + η11) = 0

即:

η±± =

 0 −1/2

−1/2 0

 (2.6. 63)

弦的运动方程为:
∂+∂−X

µ = 0

最一般形式的解为:
Xµ(σ) = Xµ

L(σ+) +Xµ
R(σ−)

其中 Xµ
L 与 Xµ

R 为彼此独立的函数, 自变量分别为 σ+ 和 σ−. 他们分别描述向左与向
右的波. 当然, 解必须遵守 eq. (2.5. 60)中给出的限制条件. 对于闭弦, 还应当满足周期
性边界条件 10:

Xµ(σ, τ) = Xµ(σ + 2π, τ) . (2.6. 64)

10对于开弦, 边界条件则不同, 具体将在开弦 4一章中详细说明.



24 振动模式的展开

对于一般的性质较好的周期性函数, 其导数必然也是周期性函数, 于是我们可以对周期
性函数 ∂+X

µ 和 ∂−X
µ 进行离散的傅里叶展开 (Fourier expansion) 11:

∂+X
µ = ∂+X

µ
L(σ+) = ls√

2

+∞∑
n=−∞

α̃µne
−inσ+

∂−X
µ = ∂−X

µ
R(σ−) = ls√

2

+∞∑
n=−∞

αµne
−inσ−

. (2.6. 65)

此处的
√

2 是为计算方便引入的常数, l2s = α′, ls 是为平衡量纲而引入的. 我们于是可
以得到 XL 和 XR 的展开式:

Xµ
L(σ+) =xµL + ls√

2
α̃µ0σ

+ + i
ls√
2
∑
n 6=0

1
n
α̃µne

−inσ+
,

Xµ
R(σ−) =xµR + ls√

2
αµ0σ

− + i
ls√
2
∑
n 6=0

1
n
αµne

−inσ−
,

Xµ(σ+, σ−) = (xL + xR)µ + ls√
2
(
αµ0σ

− + α̃µ0σ
+)

+ i
ls√
2
∑
n 6=0

1
n

(
αµne

−inσ−
+ α̃µne

−inσ+
)

(2.6. 66)

我们可以发现, Xµ
L, X

µ
R 作为独立的函数并不一定是 σ 的周期性函数, 而 Xµ 则必然是

关于 σ 的周期函数, 于是我们可以得到 αµ0σ
− + α̃µ0σ

+ = (αµ0 + α̃µ0 ) τ − (αµ0 − α̃
µ
0 )σ 是

Xµ 表达式中唯一与 σ 呈线性的项, 因此其系数一定为 0, 即:

αµ0 = α̃µ0

因此我们可以得到:

Xµ(σ+, σ−) = xµ +
√

2lsαµ0 τ + i
ls√
2
∑
n 6=0

1
n

(
αµne

−inσ−
+ α̃µne

−inσ+
)

我们期望 Xµ 为实函数, 因此从最后一项可以得到:

αµn = (αµ−n)? α̃µn = (α̃µ−n)? . (2.6. 67)

11我们选取导函数而非直接对 Xµ 展开的原因在后文有所体现
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我们可以进一步得到 δXµ = bµ 所对应的守恒流及守恒荷:

jµα = 1
2πα′ ∂αX

µ,

pµ =
∫

dσjµ0 = 1
2πα′

∫ 2π

0
dσ∂0X

µ =
√

2lsαµ0
α′ =

√
2
α′α

µ
0 ,

(2.6. 68)

其中最后一步用到了 l2s = α′. 最终我们得到了含 pµ 形式的 Xµ :

Xµ(σ+, σ−) = xµ + α′pµτ + i
ls√
2
∑
n 6=0

1
n

(
αµne

−inσ−
+ α̃µne

−inσ+
)

以上便是所谓振动模式展开. 它在我们考虑量子理论时非常重要.

2.6.1 再谈限制条件

能动张量取光锥坐标后的形式为:

T++ =∂σα

∂σ+
∂σβ

∂σ+Tαβ = 1
4 (T00 + 2T01 + T11) = − 1

4α′

(
(∂0X)2 + 2∂0X · ∂1X + (∂1X)2

)
=− 1

4α′

[
((∂+ + ∂−)X)2 + 2

(
(∂+X)2 − (∂−X)2

)
+ ((∂+ − ∂−)X)2

]
= − 1

α′ (∂+X)2

T+− =T−+ = ∂σα

∂σ+
∂σβ

∂σ−Tαβ = 1
4 (T00 − T11)

=− 1
4α′

(
(∂0X)2 − (∂1X)2 + 2∂αX · ∂αX+

)
= 0

T−− = ∂σα

∂σ−
∂σβ

∂σ−Tαβ = 1
4 (T00 − 2T01 + T11) = − 1

4α′

(
(∂0X)2 − 2∂0X · ∂1X + (∂1X)2

)
=− 1

4α′

[
((∂+ + ∂−)X)2 − 2

(
(∂+X)2 − (∂−X)2

)
+ ((∂+ − ∂−)X)2

]
= − 1

α′ (∂−X)2

而限制条件 eq. (2.5. 60)要求能动张量的每个分量都为 0, 在光锥坐标 σ± 下的形式为:

(∂+X)2 = (∂−X)2 = 0. (2.6. 69)

对 ∂±X 进行展开后, 限制条件在形式上会出现一些变化. 通过进行傅里叶展开 eq. (2.6.
66), 上式可以给出动量 pµ 与傅里叶系数 αµn 和 α̃µn 所满足的限制条件. 与 eq. (2.6. 68)
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一同代回限制条件 eq. (2.6. 69)便可得到:

(∂−X)2 =α′

2
∑
m,p

αm · αpe−i(m+p)σ−

=α′

2
∑
m,n

αm · αn−me
−inσ−

≡ α′
∑
n

Lne
−inσ−

= 0 .

(∂+X)2 =α′

2
∑
m,p

α̃m · α̃pe−i(m+p)σ−

=α′

2
∑
m,n

α̃m · α̃n−me
−inσ−

≡ α′
∑
n

L̃ne
−inσ−

= 0 .

其中我们分别在最后一步定义了:

Ln = 1
2
∑
m

αn−m · αm . (2.6. 70)

与
L̃n = 1

2
∑
m

α̃n−m · α̃m . (2.6. 71)

此处应用了 α̃µ0 = αµ0 =
√

α′

2 p
µ. 我们在上式中定义的 Ln 与 L̃n 则是限制的傅里叶展

开系数. 任何以 eq. (2.6. 66)形式出现的弦的经典解必须遵循下述的无限多的限制:

Ln = L̃n = 0 n ∈ Z .

在讨论共形场论时, 我们会更频繁地遇到 Ln 和 L̃n.

当 n = 0 时, 我们从 L0 和 L̃0 得到的限制条件存在一个特殊的解释, L0 和 L̃0 包含背
景时空中动量 pµ 的平方:

L0 =α′

4 p
2 +

∑
n>0

α−n · αn (2.6. 72)

L̃0 =α′

4 p
2 +

∑
n>0

α̃−n · α̃n (2.6. 73)

而背景时空中的动量平方对应于一个重要的物理量:粒子质量的平方:

pµp
µ = −m2

class .
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因此从 L0 和 L̃0 得到的限制条件可以将弦的有效质量表示为如下形式:

m2
class = 4

α′

∑
n>0

αn · α−n

m2
class = 4

α′

∑
n>0

α̃n · α̃−n (2.6. 74)

因为 αµ0 = α̃µ0 =
√
α′/2pµ, 我们可以从 αµn 与 α̃µn 入手分别给出弦的有效质量的表达

式, 且这两个表达式必须相等. 这便是所谓的能级匹配条件 (level matching condition).
它在我们进行量子化时会起到非常重要的作用, 但应当注意的是, 当我们进行量子化时,
αn 与 α̃n 会变为非对易算符, 那么能级匹配条件 eq. (2.6. 74)中就要额外多一项来进
行修正.
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Chapter 3

弦的量子化

我们在本章中的目标是将弦进行量子化, 我们已经看到弦的作用涉及规范对称性,我们
对规范理论进行量子化的方法通常有很多,一般归结为以下两种:

• 我们可以首先对物理体系进行量子化再引入由规范固定导致的限制条件,即作用于
物理态上的算符等式. 例如, 量子电动力学中在洛伦兹规范中所使用的的的古普塔-
布鲁勒 (Gupta-Bleuler)量子化方法.而在弦理论中,这实际上就是先将所有的场 Xµ

,包括时间分量 X0 当作算符处理再于物理态上引入限制方程 eq. (2.5. 60).这种方
法通常被称为协变量子化.

• 另一个方法便是首先求解系统的限制方程以得到物理上的经典解,再进行量子化.例
如,在量子电动力学中,这就是我们在库伦规范中应用的方法.本章中,我们会看到对
自由弦求解限制方程的方法.

当然,如果我们处理得当,这两种方法理应给出相同的结果.两种方法会有各自的困难,
并且会针对相同的问题给出不同的观点.在本章中我们会首先考虑协变量子化方法.

3.1 协变量子化基础

我们希望对 D 个自由标量场 Xµ 进行量子化,其动力学演化由 eq. (2.5. 57)描述.量子
化后再引入限制条件:

Ẋ ·X ′ = Ẋ2 +X ′ 2 = 0 . (3.1. 1)

29
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首先,利用关于 τ 的导数定义与 Xµ 互为共轭的正则动量 Πµ .在共形规范 gαβ = ηαβ

下, Πµ 定义为:

Πµ(τ, σ) = ∂LCG

∂Ẋµ

= 1
2πα′ Ẋ

µ (3.1. 2)

= pµ

2π + 1
2π
√

2α′

∑
n 6=0

(
α̃µne

−inσ+
+ αµne

−inσ−
)

(3.1. 3)

其中 σ± = τ ± σ ,由于我们将 τ 与 σ 彼此区分开来,世界面上的洛伦兹对称性受到破
坏,而时空洛伦兹对称性 (靶空间的洛伦兹对称性)则得到保留.且有等时对易关系:

[Xµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = iδ(σ − σ′)δµν ,

[Xµ(σ, τ), Xν(σ′, τ)] = [Πµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = 0.

分别代入 Xµ 与 Πµ 的展开式,我们可以得到傅里叶系数作为算符的对易关系:

[xµ, pν ] = iδµν

[xµ, xν ] = [pµ, pν ] = 0

[αµn, ανm] = [α̃µn, α̃νm] = nηµνδn+m, 0

[αµn, α̃νm] = 0 (3.1. 4)

xµ 与 pµ 为表征弦质心位置与动量的算符, 其对易关系与我们的期望一致. 而 αµn 和
α̃µn 的对易关系实际上是谐振子产生湮灭算符的对易关系.为了看出这一点,我们只需要
改记:

aµn = αµn√
n
, aν†

n =
αν−n√
n

n > 0 (3.1. 5)

于是,对易关系 eq. (3.1. 4)便可给出我们所熟知的 [an, a†
m] = δmn 关系.

考虑量子力学中的产生湮灭算符用以类比,我们可以构造哈密顿量 (hamiltonian):

HQM = 1
2
(
a†a+ aa†) = a†a+ 1

2 (3.1. 6)

此处我们对 a† 与 a 进行了正规排序, 湮灭算符 a 始终出现在左侧, 而产生算符 a† 出现
在右侧. 产生与湮灭这一称呼来自于以下关系:

[HQM , a
†] = a†, [HQM , a] = −a (3.1. 7)
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得到哈密顿量后,我们可以开始尝试构造福克 (Fock)空间 1.首先给出真空态 |0〉 ,满足:

a|0〉 = 0 n > 0 (3.1. 8)

而在弦理论中,每个标量场都会给出两组无穷多的产生湮灭算符. αn 在 n > 0 时作为
湮灭算符出现,在 n < 0 时作为产生算符出现.两组算符 αµn 表示向右的振动模式,而
α̃νn 则表示向左的振动模式.类比量子力学的计算过程,我们可以构造哈密顿量:

H =
∫ 2π

0
dσ
(

Πµ(τ, σ)Ẋµ(τ, σ)− LCG(τ, σ)
)

= 1
4πα′

∫ 2π

0
dσ
(
Ẋ2 + (X ′)2

)
=α′

2 p
2 + 1

2
∑
n>0

(α−n · αn + αn · α−n + (α↔ α̃)) , (3.1. 9)

我们可以引入正规排序 αn · α−n = α−n · αn + nD (其中 D 来自于 ηµνη
µν )得到:

H = α′

2 p
2 +

∞∑
n=1

(α−n · αn + α̃−n · α̃n) +D
∞∑
n=1

n (3.1. 10)

哈密顿量存在无穷大的零点能.而 αµn<0 与 α̃µn<0 是上升算符, αµn>0 与 α̃µn>0 是下降算
符.其与哈密顿量的对易子为:

[H,αµn] = −nαµn, [H, α̃µn] = −nα̃µn (3.1. 11)

引入满足如下条件的真空态 |0〉 :

αµn|0〉 = α̃µn|0〉 = 0 n > 0, (3.1. 12)

弦的真空态与量子场论中的真空态意义不同.弦的真空态并不是时空的真空态,而是单
个弦的真空态.出现这种现象的原因是算符 xµ 与 pµ 使真空态出现额外的结构.实际上
弦真正的基态则是上述的 |0〉 与波函数 Ψ(x) 的张量积.或者,考虑动量空间中重新考
虑这一问题,我们会发现弦的真空态额外附加了一个量子数 pµ ,因此真空态应当写为
|0; p〉 .这正是动量算符的本征值,本征方程为:

p̂µ |0; p〉 = pµ|0; p〉 (3.1. 13)

1所谓福克空间实际上就是每个粒子数对应的希尔伯特 (Hilbert)空间
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此处我们在左侧用 p̂µ 表示算符,用来区分右侧的本征值 pµ .

真空态仍然满足 eq. (3.1. 12),可以将其改写为:

αµn>0|0; p〉 = α̃µn>0|0; p〉 = 0 n > 0, (3.1. 14)

真空态归一化为:
〈p′; 0|0; p〉 = δD (p− p′) . (3.1. 15)

我们可以将生成算符 αµn<0 与 α̃µn<0 作用于真空态上以构造弦的福克空间:

|phys〉 ∈ {(αµ1
−1)nµ1 (αµ2

−2)nµ2 . . . (α̃ν1
−1)nν1 (α̃ν2

−2)nν2 . . . |0; p〉}

福克空间中的每个态均对应于弦的不同激发态.每个都对应于时空中的不同粒子种类.

3.2 协变量子化中的限制条件

我们前述的讨论还有两个问题没有解决:

• 如何在量子理论中引入世界面能动张量为零的经典限制条件:

Tαβ = − 1
α′

(
∂αX · ∂βX −

1
2ηαβ (ηρσ∂ρX · ∂σX)

)
= 0. (3.2. 16)

• 我们所构造的福克空间存在问题:存在模非正的态,这是因为我们的理论中存在标量
场 X0 ,它来自于 eq. (2.5. 57)中的动能项. X0 展开后的傅里叶系数对易子中存在
闵氏度规:

[αµn, αν †
m ] = n ηµν δn,m .

那么态
{
αλ−1α̃

ρ
−1|0; p〉

}
的模平方为:

〈p′; 0|αµ1 α̃ν1αλ−1α̃
ρ
−1|0; p〉 = ηµληνρδD(p− p′)

若对存在奇数个类时谐振子激发的态求模平方,例如:

〈p′; 0|α0
1α̃

3
1α

0
−1α̃

3
−1|0; p〉 = −δD(p− p′)

便会得到负的模平方,这显然是非物理的.
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有趣的是,限制条件的傅里叶系数有无穷多个,可以给出无穷多个限制方程.而由于弦的
激发态有无穷多,上述负模平方的态也有无穷多个.我们期望无穷多的限制方程刚好限
制掉无穷多的非物理自由度.这和我们在洛伦兹规范下考虑 QED时通过规范固定去除
负模平方非物理态的过程类似.

限制条件 Ln = L̃n = 0 中的 Ln 和 L̃n 分别定义为:

Ln = 1
2
∑
l∈Z

αn−l · αl

L̃n = 1
2
∑
l∈Z

α̃n−l · α̃l

当 n 6= 0 时, αn−l 与 αl 对易, α̃n−l 与 α̃l 对易,不存在歧义. Ln 和 L̃n 作用到物理态
上应当得到 0,实际上引入一半的方程即可:

Ln>0|phys〉 = L̃n>0|phys〉 = 0

这是因为 (Ln)† = L−n ,给出上式后对于任何 n 6= 0 均有:

〈phys′|Ln|phys〉 = 〈phys′|L̃n|phys〉 = 0

于是 Ln 和 L̃n 关于物理态的矩阵元为 0 .

而对于 L0 和 L̃0 ,我们并不知道 αn−l 与 αl 以及 α̃n−l 与 α̃l 正确的左右顺序.两种顺
序之间相差一个对易子,我们总可以取湮灭算符 αin , n > 0 出现在右侧的正规排序来
进行计算.:

L0 = α2
0

2 +
∞∑
n=1

α−n · αn

L̃0 = α̃2
0

2 +
∞∑
n=1

α̃−n · α̃n

其中
α2

0
2 = α̃2

0
2 = α′

4 p
2 = −α

′

4 m
2 (3.2. 17)

这一选择可能会引入一个反映对易子贡献的常数,但我们总可以在后续的计算中修改限
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制条件为: L0 与 L̃0 减去上述常数后 作用到物理态上为零 2:

(L0 − a)|phys〉 = (L̃0 − a)|phys〉 = 0 (3.2. 18)

此处 L0 与 L̃0 减去的常数是相同的,这实际上反映了能级匹配条件 (L0−L̃0)|phys〉 = 0.

与经典情况类似的是, L0 与 L̃0 均带有动量 αµ0 = α̃µ0 =
√
α′/2 pµ 的二次形式,因此在

计算弦的质量谱的过程中起到了非常大的作用.质量平方可以表示为:

m2|phys〉 = 4
α′

(
−a+

∞∑
m=1

α−m · αm

)
|phys〉 = 4

α′

(
−a+

∞∑
m=1

α̃−m · α̃m

)
|phys〉

我们引入的常数 a 存在非常直接的物理对应:它改变了弦的质量谱.

我们先前提到的第一种方法, 即首先进行量子化再引入限制条件的计算到此先告一段
落,这一方法后续的计算需要一些共形场论的工具,我们会在后面补充这一部分.接下来
我们会用限制条件下量子化的方法去除非物理态.而没有非物理态这一要求会导致上述
常数 a = 1 .此外,没有非物理态这一要求会给出更强的结论:我们所研究的理论中标量
场的数量,亦即靶空间的维数 D = 26 .

3.3 光锥规范

现在我们使用在本章开始时提到的第二种量子化方法,首先给出限制条件再对物理体系
进行量子化.我们首先尝试对弦的所有经典解找到合适的参数化.这与找到我们所研究
理论的经典相空间等价.具体的做法是在经典理论中求解限制方程 eq. (3.1. 1).这样便
仅有物理自由度出现.

注意到,进行了规范固定,世界面上的度规现在为:

gαβ = ηαβ .

规范固定后的体系仍有规范自由性, 正如 2.5一节中提到的, 体现在度规上的作用为

ηαβ → Ω2(σ)ηαβ , (3.3. 19)

形式的坐标变换 σ → σ̃(σ) 对度规的作用可以被适当的外尔变换抵消.这样的一系列坐
标变换配合适当的外尔变换都能得到相同的满足规范固定的度规. 我们将这一冗余称

2此处的 a 还有另外一种解释, 它反映了鬼场对 L0 的修正, 我们后面会具体说明这一点.
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为规范自由性, 用共形基灵群描述 (Conformal Killing Group) 简记为 CKG. 这样的坐
标变换利用光锥坐标:

σ± = τ ± σ , (3.3. 20)

更容易描述.世界面上的平直度规可以表示为:

ds2 = −dσ+dσ−

在这种坐标下,具有如下形式的坐标变换:

σ+ → σ̃+(σ+) , σ− → σ̃−(σ−) , (3.3. 21)

体现在度规上的作用便是增加了一个 eq. (3.3. 19)中的系数,如上述讨论可利用外尔变
换抵消.

规范自由性

• 在 2.5一节,我们利用三个规范变换不变性限制方程 (两个来自重参数化变换,一个
来自外尔变换)限制了世界面度规 gαβ 中的三个分量.而规范自由性对这一论述存在
影响吗?为什么我们在限制了三个参数后还会有规范自由性?实际上, σ̃± 在我们给定
eq. (3.3. 19)中的 Ω 后这两个函数便被完全确定,并不影响前面限制规范对称性的
过程.所以我们确实利用这三个限制方程固定了几乎全部的规范对称性.而剩余的规
范自由性相对于我们最开始考虑的全部规范对称性测度为 0 .

• 剩余规范自由性中形如 eq. (3.3. 21)的重参数化变换有重要的物理含义.注意到,运
动方程解的形式为 Xµ

L(σ+) +Xµ
R(σ−) ,这是 D 个函数的形式构成的解,并带有来自

于能动张量的限制方程.以 σ± 为变量,限制方程可以写为:

(∂+X)2 = (∂−X)2 = 0 , (3.3. 22)

这使得函数的个数降为 2(D − 1) .最后,规范自由性中的重参数化变换 eq. (3.3. 21)
表明 2(D − 1) 个自由度中有一些是来自于 σ± 重参数化自由性的假自由度.弦的真
正的物理解实际上被 2(D − 2) 个函数描述.这个数字代表弦的横向振动自由度.

• 我们在 2.5一节曾借限制方程提到过弦的振动没有纵向模式.在当时,我们选取了特
殊的静态规范: X0 = Rτ . 利用重参数化 eq. (3.3. 21),我们可以很容易地选取静态
规范.但是,为了完全解决弦的限制问题,下面将会讲到的光锥规范是相对更实用的
规范选择.
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我们希望固定剩余的重参数化 eq. (3.3. 21).这一操作由光锥规范实现.与世界面上选取
光锥坐标类似,我们在靶空间上也可以选取所谓的光锥坐标:

X± =
√

1
2(X0 ±XD−1) . (3.3. 23)

空间分量并不是一定要选取 D − 1 , 也可以是其他分量, 此处我们与其他文献保持一
致.注意到这种选取方式将时间坐标和一个特定的空间坐标特殊化,也就是说我们所做
的包含 X± 的任何计算都不是洛伦兹不变的.一个有趣的问题是,如果我们讨论的经典
物理体系是洛伦兹不变的,但量子化的过程会破坏洛伦兹不变性,那么我们计算的最后
结果是洛伦兹不变的吗?不一定是.这里的洛伦兹对称性实际上来自经典理论的对称性,
在进行量子化的过程中这一对称性的确有可能会消失,换言之,在我们进行了非协变的
量子化后得到的非协变形式结果可能并不只是形式上看起来非协变,而代表了其背后的
物理过程是非协变的.我们稍后会讨论在什么情况下量子理论会保留经典理论的洛伦兹
对称性.

经过简单的计算我们可以证明光锥坐标下的度规为:

ds2 = −2dX+dX− +
D−2∑
i=1

dXidXi

写为矩阵形式后 ± 分量对应的分块矩阵对角元为 0 ,非对角元为 −1 .于是,指标升降
的规则改为: A+ = −A−, A− = −A+ 以及 Ai = Ai .而任意两个矢量 A和 B 的缩并为:
A ·B = −A+B− −A−B+ +AiBi .

X+ 运动方程的解为:
X+ = X+

L (σ+) +X+
R (σ−) .

我们现在可以利用重参数化不变性将 σ± 进行重参数化来得到如下形式较为简单的 X+

注意到,我们对 σ+ 进行重参数化并不影响 σ− 对应的部分,因此可以分别变化 X+
L 与

X−
R

3:

X+
L = 1

2 x
+ + 1

2 α
′p+σ+, X+

R = 1
2 x

+ + 1
2 α

′p+σ−, X+ = x+ + α′p+ τ

我们希望 X+ 及先前提到的与 X 相关的函数仍是关于 σ 的周期函数,因此并没有让

3此处要注意区分世界面上坐标的 ± 选取与靶空间上的 ± 选取的区别.
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p+ 与 x+ 全部消失,而是保留了 X+ 的如下形式:

X+ = x+ + α′p+ τ. (3.3. 24)

这就是所谓的光锥规范.注意到,只要 p+ 6= 0 ,我们便可以利用 τ 的变动来变动 x+ .

光锥规范 eq. (3.3. 24)实际上是将世界面的一个类时坐标认同为一个类光的时空坐标.
因此 X− 中仍包含横向振动带来的贡献.我们也可以把光锥规范看作一种将振动部分
完全纳入 x+ 或 x− 中的特殊规范.

eq. (3.3. 24)的选取固定了重参数化不变性 eq. (3.3. 21).我们接下来会看到它同时也可
以使运动方程变得平凡.我们需要考虑的第一个问题便是新的规范固定会不会引入新的
限制条件.观察 X+ 的运动方程:

∂+∂−X
− = 0

与 X+ 相似,将 X− 分解

X− = X−
L (σ+) +X−

R (σ−) .

代回能动张量为零的限制条件 eq. (3.3. 22),可以得到:

0 = ∂+X · ∂+X = −2∂+X
−∂+X

+ +
D−2∑
i=1

∂+X
i∂+X

i (3.3. 25)

以及

0 = ∂−X · ∂−X = −2∂−X
−∂−X

+ +
D−2∑
i=1

∂−X
i∂−X

i (3.3. 26)

利用规范固定后的 eq. (3.3. 24),我们可以得到 X− 的如下表达式:

∂+X
−
L = 1

α′p+

D−2∑
i=1

∂+X
i∂+X

i . (3.3. 27)

相似地,

∂−X
−
R = 1

α′p+

D−2∑
i=1

∂−X
i∂−X

i . (3.3. 28)

因此, X−(σ+, σ−) 被其他场完全确定至仅差一个积分常数的程度.对 X−
L/R 振动模式
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展开

X−
L (σ+) = 1

2x
− + 1

2 α
′p− σ+ + i

√
α′

2
∑
n 6=0

1
n
α̃−
n e

−inσ+
,

X−
R (σ−) = 1

2x
− + 1

2 α
′p− σ− + i

√
α′

2
∑
n6=0

1
n
α−
n e

−inσ−
.

其中 x− 便是未定的积分常数,而 p− , α−
n 和 α̃−

n 由限制条件 eq. (3.3. 27)与 eq. (3.3.
28)进行固定.例如,谐振子振动模式 α−

n 为:

α−
n =

√
1

2α′
1
p+

+∞∑
m=−∞

D−2∑
i=1

αin−mα
i
m , (3.3. 29)

一个特例是等式 α−
0 =

√
α′/2 p− 代入上式得到:

α′p−

2 = 1
2p+

D−2∑
i=1

α′

2 p
ipi +

∑
n 6=0

αinα
i
−n

 . (3.3. 30)

相似地,我们可以从等式 eq. (3.3. 27)中得到 α̃−
0 的等式,进而得到 p− 的等式:

α′p−

2 = 1
2p+

D−2∑
i=1

α′

2 p
ipi +

∑
n 6=0

α̃inα̃
i
−n

 . (3.3. 31)

利用这两个等式,我们可以得到与 eq. (2.6. 74)略有不同的能级匹配条件:

m2 = 2p+p− −
D−2∑
i=1

pipi = 4
α′

D−2∑
i=1

∑
n>0

αi−nα
i
n = 4

α′

D−2∑
i=1

∑
n>0

α̃i−nα̃
i
n. (3.3. 32)

不同之处便是现在仅关于 αi 和 α̃i 进行求和,其中 i = 1, . . . , D − 2 .虽然我们把它们
叫做横向谐振子,但是弦实际上并不一定在 X0 - XD−1 平面内演化,因此这些算符不应
理解为字面意义上的横向激发,而应当理解为弦的物理激发. 此外, 我们在 eq. (2.6. 74)
后说明过, 在量子化过程中, 算符的非对异性会导致额外的常数修正, 也即 eq. (3.2. 18)
中的常数 a . 这里在量子化后也需要进行此修正. 我们之后会具体说明这一过程并固
定修正的数值.

总结:最一般的经典解由 2(D − 2) 个横向谐振模式 αin 和 α̃in 描述,此外还有一系列描
述弦质心与动量的零模式: xi, pi, p+ 和 x− .但 x+ 在 eq. (3.3. 24)中可以被 τ 吸收.而
p− 受到限制以满足 eq. (3.3. 30)和 eq. (3.3. 31).实际上, p− 可以被当作 (正比于)光锥
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哈密顿量.

3.4 光锥量子化

在上一节的经典计算中,我们利用冗余规范自由性将 p−, α−
n 和 α̃−

n 表示为 p+, pi, αin 和
α̃in (其中 i = 1, 2, . . . , D − 2 )的形式.再加上 x− 与 xi ,我们便有了全部独立变量构成
的集合.仿照其他的量子化过程,对这些变量定义对易关系:

[xi, pj ] = iδij (3.4. 33)

[x−, p+] = −i (3.4. 34)

[αin, αjm] = [α̃in, α̃jm] = nδijδn+m,0 (3.4. 35)

这一对易关系来自于我们在协变量子化中所用到的对易关系 eq. (3.1. 4)

我们如何看待 x+ 和 p− 呢?我们可以把 p− 视作作用于态上的哈密顿量算符. 实际上,
把 x+ 和 p− 都作为算符看待并引入对易关系:

[x+, p−] = −i . (3.4. 36)

的做法形式上更优美, 但实际是等价的. 相当于非相对论量子力学中的 [t,H] = −i . 也
就是说我们又可以如 eq. (3.1. 13)一样将态选为 pµ 的本征态了, 这里 µ = 0, . . . , D ,
但要注意, 关于 pµ 的两个限制条件 eq. (3.3. 30) 和 eq. (3.3. 31) 必须以物理态上的算
符等式的形式引入.我们以后会谈及这一细节.

态的希尔伯特空间和协变量子化中描述的态非常相似. 定义真空态 |0; p〉 使得:

p̂µ|0; p〉 = pµ|0; p〉 , αin|0; p〉 = α̃in|0; p〉 = 0 for n > 0 (3.4. 37)

我们通过将产生算符 αi−n and α̃i−n 作用到真空态 |0; p〉 构造福克空间 (Fock space):

{|phys〉} ∈ {αi1−1α
i2
−1 · · ·α

j1
−2 · · · α̃k1

−1α̃
k2
−1 · · · α̃l1−2 · · · |0; p〉}. (3.4. 38)

这里与协变量子化的区别就是我们只令带类空指标 i = 1, . . . , D − 2 的横向谐振子作
用于真空态, 于是有 ηij = δij ≥ 0 , 所以态的内积正定. 于是我们成功移除了模长负
定的态. 而由于 p− 在我们的理论中并非独立的变量, 我们此时需要手动引入限制条件
eq. (3.3. 30) 和 eq. (3.3. 31) 作为定义物理态的算符等式. 在经典理论中,我们看到这
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些限制条件的作用等同于质壳方程 eq. (3.3. 32). 而在我们现在讨论的量子化过程中,
我们需要在质量谱中引入 eq. (3.3. 32) 后提到的常数修正 a ∈ C

m2 = 2p+p− −
D−2∑
i=1

pipi = 4
α′

(
D−2∑
i=1

∑
n>0

(αi−nαin − a)
)

= 4
α′

(
D−2∑
i=1

∑
n>0

(α̃i−nα̃in − a)
)
.

(3.4. 39)

定义谐振子的能级数算符:

N =
D−2∑
i=1

∑
n>0

αi−nα
i
n , Ñ =

D−2∑
i=1

∑
n>0

α̃i−nα̃
i
n . (3.4. 40)

我们可以写出能级匹配条件:

N − Ñ =
D−2∑
i=1

∑
n>0

(αi−nαin − α̃i−nα̃in) = 0 (3.4. 41)

这是对于 αi1−1α
i2
−1 · · ·α

j1
−2 · · · α̃k1

−1α̃
k2
−1 · · · α̃l1−2 · · · 的谐振子数唯一的限制. 我们可以把

m2 简写为:
m2 = 4

α′ (N − a) = 4
α′ (Ñ − a). (3.4. 42)

我们接下来介绍固定常数 a 的两种途径:

物理学方法

所谓的物理学方法固定常数 a 实际上是应用洛伦兹不变性, 即要求引入光锥量子化后
洛伦兹不变性不被破坏. 首先注意到, 基态 |0; p〉 是 m2 = − 4a

α′ 的洛伦兹标量. 而满足
能级匹配条件的第一激发态为 αi−1α̃

j
−1|0; p〉 , 满足 m2 = 4

α′ (1− a) . i 与 j 的选取是彼
此独立的, 因此第一激发态的总个数为 (D − 2)2 , 再加上洛伦兹不变性便可得到 a = 1
的结论, 具体论证过程如下:

• 首先复习一些庞加莱群表示的基础内容. 对于 m 6= 0 的情况, 我们总可以找到一个
参考系使得经过洛伦兹变换后, 动量满足 pµ = (m, 0, . . . , 0) . 因此有质量粒子构成
小群 SO(D − 1) 的表示. 而对于无质量粒子, 我们通过参考系选取能够得到的动量
则只能满足 pµ = (E, 0, . . . , 0, E) . 因此无质量粒子构成小群 SO(D − 2) 的表示.

• αi−1α̃
j
−1|0; p〉中的 (D−2)2个态只能对应于 SO(D−2)的不可约表示,而非 SO(D−1)

. 这是因为 SO(D) 的不可约表示的维数分别为: (D+1)D
2 − 1 (对称无迹二阶张量),
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(D)(D−1)
2 (反对称二阶张量),和 1 (迹),共D2维,因此 (D−2)2一定对应于 SO(D−2)

的二阶张量表示, 其对应于无质量粒子. 于是有:

m2αi−1α̃
j
−1|0; p〉 ∼ (1− a) = 0. (3.4. 43)

因此, 常数 a 等于 1 .
• 无质量态 αi−1α̃

j
−1|0; p〉 本身并不是洛伦兹群的不可约表示. 前述的三个不可约表示

均有物理意义, 分别对应于玻色弦无质量能级的三个物理构成:

αi−1α̃
j
−1 = α

(i
−1α̃

j)
−1 −

1
D − 2δ

ijαk−1α̃
k
−1 ⊕ α

[i
−1α̃

j]
−1 ⊕

1
D − 2δ

ijαk−1α̃
k
−1 (3.4. 44)

第一部分是二阶张量的对称无迹部分 α
(i
−1α̃

j)
−1 − 1

D−2δ
ijαk−1α̃

k
−1 , 它对应于自旋为 2

的无质量粒子, 即引力子. 第二部分 α
[i
−1α̃

j]
−1 对应于反对称部分, 称为 B -场. 第三部

分 1
D−2δ

ijαk−1α̃
k
−1 不带洛伦兹指标,对应于迹, 称为伸缩子 (dilaton).

• 应用上述 a = 1 的选择后, 基态质量平方为负:

m2 = 4
α′ (0− 1) = − 4

α′ < 0. (3.4. 45)

具有这样特征的态称为快子 (tachyon), 记作 T.
• 由 a = 1 , 质量平方大于零的态是高于 αi−1α̃

j
−1|0; p〉 的激发态, 例如:

(αi−2 ⊕ αi−1α
j
−1)⊗ (α̃k−2 ⊕ α̃k−1α̃

l
−1)|0; p〉 (3.4. 46)

独立分量数是 (D− 2) + (D−2)(D−1)
2 − 1 + 1 = (D−1)D−1

2 , 对应于 SO(D− 1) 的二阶
对称无迹张量维数. 具体可以利用杨图杨表进行计算.

• 我们可以利用杨图杨表法计算不同能级对应的表示维数:

数学方法

为固定常数 a , 我们整理一下限制条件:

α′p− = 1
2p+

D−2∑
i=1

(
α′pipi + 2

∞∑
n=1

(αi−nαin + αinα
i
−n)
)

= 1
2p+

D−2∑
i=1

(
α′pipi + 2

∞∑
n=1

(αi−nαin + αi−nα
i
n + n)

) (3.4. 47)
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能级 α′(m)2 独立态数 对应杨图 小群 对应的小群表示

0 −1 |0〉
(1) • SO(D − 1) •

(1)

1 0 αi
−1 |0〉

(D − 2) SO(D − 2)
(D − 2)

2 +1

αi
−2 |0〉

(D − 2)
αi

−1α
j
−1 |0〉

1
2 (D − 2)(D − 1) − 1 + 1 + •

SO(D − 1)
( 1

2 [(D − 1)D] − 1)

3 +2

αi
−3 |0〉

(D − 2)

αi
−2α

j
−1 |0〉

1
2 (D − 2)(D − 3) + 1

2 (D − 2)(D − 1)
−1 + 1

αi
−1α

j
−1α

k
−1 |0〉

1
3×2 (D − 2)(D − 1)D
−(D − 2) + (D − 2)

+ + •

+

SO(D − 1)

( 1
3×2 [(D − 1)D(D + 1)]

−(D − 1))

+
( 1

2 (D − 1)(D − 2))

其中第一步我们按照如下方式改变了求和范围:

∑
n 6=0

αi−nα
i
n =

∑
n<0

αi−nα
i
n +

∑
n>0

αi−nα
i
n =

∑
n>0

(αinαi−n + αi−nα
i
n), (3.4. 48)

并在第二步代入 α 的对易关系. 注意到我们仍有对 i = 1, . . . , D − 2 的求和,

∑
n<0

(
D−2∑
i=1

αinα
i
−n − n(D − 2)

)
+
∑
n>0

D−2∑
i=1

αi−nα
i
n =

∑
n>0

D−2∑
i=1

αi−nα
i
n + D − 2

2
∑
n>0

n .

(3.4. 49)
于是得到:

m2 = 2p+p− −
D−2∑
i=1

pipi = 4
α′

[( ∞∑
n=1

D−2∑
i=1

αi−nα
i
n

)
+ D − 2

2

∞∑
n=1

n

]
. (3.4. 50)

最后一项
∑∞
n=1 n 显然是发散的, 一般有两种方法说明

∑∞
n=1 n 对应于 − 1

12 , 第一种是
洛朗展开法:

∞∑
n=1

ne−εn = − ∂

∂ε

∞∑
n=1

e−εn = e−ε

(1− e−ε)2 = 1
ε2 −

1
12 + ε2

240 +O(ε4) (3.4. 51)
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最后一步应用了洛朗展开. 在取 ε→ 0 极限后, 第一项是发散项, 第二项为有限, 第三项
及之后为无穷小量. 因此我们说这一求和对应于 − 1

12 . 于是, 关于常数 a , 我们得到:

a = −D − 2
2

∞∑
n=1

n = D − 2
24 , (3.4. 52)

于是在 D = 26 维下, 与我们对无质量态 αi−1α̃
j
−1|0; p〉 的分析得到的 a = 1 相符. 第二

种是 zeta函数的正规化 4. 对于 s 的实部大于 1 , 即 Re(s) > 1 时, 我们有求和关系:

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s . (3.4. 53)

而 ζ(s) 可以进行解析延拓, 尽管延拓至负整数 s 后认为其仍与无穷求和取等在数学上
并不严谨, 但延拓的结果给出我们期望的:

∞∑
n=1

n→ ζ(−1) = − 1
12 . (3.4. 54)

3.4.1 洛伦兹代数法

另一个可以得到 a = 1 和 D = 26 的方法来自于泊里雅科夫作用量的洛伦兹对称性的
守恒荷:

Jµν = pµxν − pνxµ + i
∞∑
n=1

1
n

(ανnα
µ
−n − αµnαν−n). (3.4. 55)

它们应当满足洛伦兹代数:

[Jµν , Jλρ] = ηνλJµρ − ηνρJµλ − ηµλJνρ + ηµρJνλ, (3.4. 56)

可以得到:

0 = [J i,−, J j,−] = 2
(p+)2

∞∑
n=1

[
αi−nα

j
n − α

j
−nα

i
n + (α↔ α̃)

]
×
{(

D − 2
24 − 1

)
n+

(
a− D − 2

24

) 1
n

} (3.4. 57)

对于 n = 1 , {· · · } 中的常数因子等于 a− 1 , 对于 n 6= 1 , 我们可以得到 D−2
24 = 1 , 这

与我们先前得到的 a 与 D 的结果相符. 总结: 我们从不同的方法出发,得到了关于玻色

4这种方法数学上实际并不严谨, ζ 函数可以进行解析延拓, 但无穷求和与 ζ 在延拓后不能取等.
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弦光锥量子化自洽的要求: a = 1 与 D = 26 .



Chapter 4

开玻色弦与 D 膜

我们现在将之前应用于闭弦的工具应用于开弦. 开弦的一个重要特征就是开弦具有两
个端点, 而本章的目的就是尝试理解这两个端点的物理含义.

4.1 迪利克雷 (Dirichlet)与纽曼 (Neumann)边界条件及
其对应的展开

开弦的类空坐标 σ 按如下方式进行参数化:

σ ∈ [0, π] .

弦上的点对应的动力学只由其所在的局域的物理性质确定, 也就是说, 任取弦上一个一
般的点, 它无法确定自己到底存在于开弦还是闭弦上. 因此开弦的动力学性质也应当由
泊里雅科夫作用量描述, 但应附加与闭弦不同的用于描述端点行为的边界条件. 这里我
们仍取共形规范来简化讨论:

SCG = − 1
4πα′

∫
d2σ ∂αX · ∂αX .

45
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与处理闭弦的过程一样, 我们通过对作用量进行变分来得到运动方程, 这一过程中我们
需要使用分部积分:

δSCG =− 1
2πα′

∫
Σ

d2σ ∂α(δXµ)∂αXµ

= 1
2πα′

{∫
Σ

d2σ δXµ∂α∂
αXµ −

∫
∂Σ

dnα δXµ∂αXµ

} (4.1. 1)

其中第一项与闭弦一致, 第二项是只对开弦存在的新出现的项. 这里我们考虑一段有限
的时间, 即弦从初始时刻 τ = τi 到最终时刻 τ = τf (均为有限, 且两时刻 X 固定, 即变
分均为 0.)之间的演化过程. 那么对于开弦, 由全导数项贡献的边界项可以写为:∫

∂Σ
dnα δXµ∂αXµ = −

[∫ π

0
dσ Ẋ · δX

]τ=τf

τ=τi

+
[∫ τf

τi

dτ X ′ · δX
]σ=π

σ=0
(4.1. 2)

由于我们要求在 τ = τi 和 τf 两时刻 δXµ = 0 所以第一项消失. 但第二项相对比较新
奇, 为了使它消失, 我们需要要求:

∂σX
µ δXµ|σ=0,π = 0 (4.1. 3)

这无非就是要求在 σ = 0, π 处 δXµ 或者 ∂σX
µ等于零. 于是有两种不同的边界条件可

以使这两种要求之一成立:

• 纽曼 (Neumann)边界条件:
∂σX

µ|σ=0,π = 0 (4.1. 4)

其中 0 ≤ µ ≤ D− 1, 由于我们没有对 δXµ 做出任何限制, 这一边界条件因此允许开
弦的端点自由地进行移动. 为了观察这一点带来的结果, 我们重复我们处理闭弦的
过程, 取静态规范, 即要求 X0 ≡ t = Rτ , 与闭弦的静态规范相同, 这里的 R 也是带
量纲常数. 于是, 与 eq. (2.5. 61) 同理, 限制条件为:

~̇x · ~x ′ =0

~̇x 2 + ~x ′ 2 =R2
(4.1. 5)

但在弦的端点, ~x ′ = 0. 因此第二个限制条件表明 |d~x/dt| = 1. 换句话讲, 弦的端点
以光速运动. 我们把取纽曼边界条件的坐标总个数记作 dN

• 迪利克雷 (Dirichlet)边界条件

δXI
∣∣
σ=0,π = 0 (4.1. 6)
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其中 1 ≤ I ≤ D − 1, 表明弦的端点处在空间中的固定位置:

XI(τ, σ = 0) = cI , XI(τ, σ = π) = dI , (4.1. 7)

需要注意的是此处 I 通常不能取 0, 否则弦的端点在时间上也固定, 即只存在于一个
瞬时, 我们稍后会说明时间上取迪利克雷边界条件的含义.

乍看上去, 迪利克雷边界条件似乎有些奇怪, 究竟为什么弦能够被固定在特定的点上?
这些点的特殊之处是什么? 在历史上人们因为这些问题很少考虑迪利克雷边界条件, 直
到上世纪九十年代中期泊尔钦斯基 (Polchinski)才对这些问题进行了解释.

现在令一些坐标带迪利克雷边界条件, 而另一些带纽曼边界条件. 于是在弦的两端点有
以下等式:

∂σX
i =0 i = 0, . . . , dN − 1

XI =cI I = dN , . . . , D − 1
(4.1. 8)

于是我们在 dN 维超曲面上固定了弦的端点,于是洛伦兹对称性 SO(1, D−1)被破坏为:

SO(1, D − 1)→ SO(1, p)× SO(D − p− 1) .

这一超平面称为 D 膜 (D-brane), 当我们需要指明其维数时, 也称之为 Dp 膜 (Dp-
brane). 此处 D 是迪利克雷的缩写, p 则是膜的空间维数. Dp 膜的总维数与纽曼边界
条件的维数一致, 一般是 dN = p+ 1, 因为时间维通常带有纽曼边界条件从而占据 D 膜
的一维 (我们稍后会提及例外情况). 为与动量的记号区分, 本书中只在 Dp 膜中使用 p,
而在其他部分均用 dN 来表示 D 膜维数. 我们也可以把 D0 膜视作点粒子, 把 D1 膜
本身视作弦, 以此类推. 膜的位置则由迪利克雷边界条件的常数 cI 确定. 那么, D 膜这
一超曲面的含义是什么?

事实证明, D 膜这一超曲面本身应被视为一个新的动力学对象. 这是一个概念上的飞跃.
事实上, 人们花了几十年时间才完全理解这一事实. 弦论实际上并不只包含弦本身: 它
也包含更高维的膜. 在 9.4, 我们将简要介绍 D 膜的一些性质. 此外, 还有一些事情是
值得注意的:

• 我们已经定义了空间中无限大的 D 膜. 不过, 我们也可以通过要求弦的端点落在封
闭表面上来定义有限的 D 膜.

• 在很多情况下, 我们需要描述在各个方向上都具有纽曼边界条件的弦, 这意味着弦可
以在整个时空中自由移动. 这种情况可以理解为 D 膜存在于全空间. 也就是说,没
有迪利克雷边界条件意味着 D 膜无处不在.
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• 我们上面提及过, Dp 膜在 X0 方向上总是具有纽曼边界条件. 那么在 X0 方向上具
有迪利克雷条件意味着什么呢? 根据定义, 这表明我们描述的对象现在被定位在一
个固定的时间点上. 但我们仍可以描述这样一个物体: 它被称为瞬子 (instanton). 这
种 "D-instanton" 通常被称为 D(−1)-brane. 它与量子理论中的隧道效应有关.

开弦的模展开

我们对弦进行与先前闭弦相似的模展开, 令 Xµ = Xµ
L(σ+) +Xµ

R(σ−), 于是有:

Xµ
L(σ+) = 1

2x
µ + α′pµL σ

+ + i

√
α′

2
∑
n 6=0

1
n
α̃µn e

−inσ+
,

Xµ
R(σ−) = 1

2x
µ + α′pµR σ

− + i

√
α′

2
∑
n 6=0

1
n
αµn e

−inσ−
.

(4.1. 9)

边界条件会得到作用于 xµ, pµL, p
µ
R, α

µ
n, α̃

µ
n 上的限制条件:

• 两端点 σ = 0 和 σ = π 均满足纽曼边界条件 ∂σX
a|σ=0,π = 0 (NN)时:

0 =∂σXµ(τ, σ)|σ=0,π = ∂+X
µ
L(σ+)− ∂−X

µ
R(σ−)|σ=0,π

=α′(pµL − p
µ
R) +

√
α′

2
∑
n6=0

(α̃µn − αµn)e−inτ ×

 1 σ = 0

(−1)n σ = π

(4.1. 10)

这一等式对任意 τ 始终成立的条件是对任意取纽曼边界条件的分量 µ 均满足:

pµL = pµR, α̃µn = αµn (4.1. 11)

代回 Xµ 的展开式, 我们得到:

Xµ(τ, σ)|NN = xµ + 2α′pµτ + 2i
√
α′

2
∑
n 6=0

1
n
αµne−inτ cos(nσ) (4.1. 12)

注意开弦和闭弦的一个区别就是闭弦第二项 pµτ 的因子是 α′ 而非 2α′. 这一修正是
为了保证守恒荷:

pµ = 1
2πα′

∫ π

0
dσ Ẋµ =

∫ π

0
dσ (P τ )µ (4.1. 13)

可以成为平移的生成元.
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• 两端点 σ = 0 和 σ = π 均满足迪利克雷边界条件 δXI |σ=0,π = 0 (DD)时:

cI = XI(τ, σ = 0), dI = XI(τ, σ = π) (4.1. 14)

这让我们得到了如下关系:

xI = cI , pIL = −pIR = dI − cI

2πα′ , α̃In = −αIn (4.1. 15)

于是得到如下的解:

XI(τ, σ)|DD = cI + σ

π
(dI − cI)− 2

√
α′

2
∑
n6=0

1
n
αIne−inτ sin(nσ) (4.1. 16)

我们注意到没有正比于 τ 的项, 即没有反映动量 pI 的项.

以上两种边界条件的选取. 当然, 我们也可以选取混合的边界条件. 例如, 在 σ = 0 处
取纽曼边界条件, 而在 σ = π 处取迪利克雷边界条件

最后要强调的一点是, 对于上述两种边界条件, 我们只有一组独立的谐振子 αn, α̃n 由
边界条件要求, 被 αn 固定. 这也就是说, 相对于闭弦, 开弦只有一半的谐振子自由度.

4.2 开弦量子化和质量谱

我们现在可以尝试对开弦进行量子化. 我们在 0 ≤ µ ≤ dN − 1 的两端点 σ = 0, π 取纽
曼边界条件, 并在 dN ≤ I ≤ D − 1 的两端点取迪利克雷边界条件. 于是, 我们一共有
dN 个纽曼方向和 D− dN 个迪利克雷方向. 于是我们把洛伦兹群 SO(1, D− 1) 分解为
SO(1, dN − 1)×SO(D− dN ). 此外, 有一个重要但很显然的点, 就是位置和动量自由度:
xµ 和 pµ, 都取纽曼边界条件. 这表示空间中的波函数只依赖于膜上的而非全空间的坐
标. 换句话讲, 对开弦进行量子化会得到被限制在膜上的态.

我们在纽曼方向取光锥规范:

X± =
√

1
2 (X0 ±XdN −1), (4.2. 17)

同样地, 利用冗余规范自由度可以固定 ∂±X
+ = α′p+, 与 eq. (3.3. 27) 和 eq. (3.3. 28)
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类似地, 我们可以得到:

∂±X
− = 1

2α′p+

(
dN −2∑
i=1

∂±X
i∂±X

i +
D−1∑
I=dN

∂±X
I∂±X

I

)
(4.2. 18)

其中 i 和 I 分别表示横向的纽曼方向与迪利克雷方向. 上式左侧等于 α′p− 加谐振
子, 而右侧等于第一项 (纽曼方向) 等于 α′pipi 加谐振子, 第二项 (迪利克雷方向) 等于

1
4π2

∑D−1
I=dN

(cI − dI)2 加谐振子.

于是, 总的动力学自由度为:

• 纽曼方向中横向部分 1 ≤ i ≤ dN − 2 的 xi, pi 和 αin

• 迪利克雷方向 dN ≤ I ≤ D − 1 的 αIn

对易关系与闭弦中的一致:
[xi, pj ] = iδij

[αin, α
j
k] = nδijδn+k,0

[αIn, αJk ] = nδIJδn+k,0

[αin, αJm] = 0

(4.2. 19)

物理态的福克空间由 pµ=0,1,...,dN −1 的本征态 |0; p〉 构建, 且满足 αi,In>0 |0; p〉 = 0. 有:

{|physopen〉} = {αi1−1α
i2
−1 . . . α

j1
−2 . . . α

I1
−1α

I2
−1 . . . α

J1
−2 . . . |0; p〉} (4.2. 20)

我们仍可以像闭弦一样定义能动张量的傅里叶系数 Ln, 并由能动张量为零给出经典限
制方程, 再由限制方程得到对应的质量谱 1 为:

m2 =2p+p− −
dN −1∑
i=1

pipi

= 1
(2πα′)2

D−1∑
I=dN

(cI − dI)2 + 1
α′


∞∑
n=1

p−1∑
i=1

αi−nα
i
n +

D−1∑
i=p+1

αi−nα
i
n

− a


(4.2. 21)

迪利克雷与纽曼方向都带有和闭弦一样的正规排序常数 a:

a = −1
2(D − 2)

∞∑
n=1

n = D − 2
24 (4.2. 22)

1注意到与闭弦的区别, 开弦的弦长参数被放缩为 α′ → 4α′
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以下几个小节补充了开弦的一些其他性质:

开弦与闭弦

在质量公式中, 我们再次遇到了正规排序常数 a. 与闭弦的处理方式一致, 纽曼方向 (此
处包含 X±) 的洛伦兹对称性 (这次是破缺后的对称性 SO(1, p)× SO(D− p− 1)) 可以
得到

D = 26 and a = 1 .

这与我们在闭弦中得到的值一致. 因此我们可以把开弦和闭弦的激发态看作同一种物
理理论中的态, 更确切地说, 开弦理论必然包含闭弦. 这是因为, 一旦我们考虑了相互作
用, 开弦就可以将端点连接成闭弦. 我们将在 8 一节讨论相互作用. 至于这是否会反过
来作用 (也就是闭弦理论是否需要开弦) 这个问题就比较复杂了. 实际上在超弦的语境
中最容易说清楚. 对于二型超弦 (type II super string) 来说, 开弦和 D膜是必要的组成
部分. 对于杂化弦, 则似乎不会出现开弦和 D 膜. 对于玻色理论来说, 尽管没有什么有
力的论据, 开弦仍似乎是必要的组成部分. 不过, 既然因为快子的缘故导致我们不确定
该理论是否真的存在, 那么考虑这一点可能就没有意义了. 在本书的余下部分, 我们将
以与二型超弦相同的方式来看待玻色弦, 并假设该理论既包括闭弦, 也包括开弦及其相
关的 D 膜.

开弦的基态

开弦的基态定义为在 αin>0 作用下消失的态, 即:

αin|0; p〉 = 0 n > 0

指标 i 的取值范围为 i = 1, . . . , dN − 2, dN , . . . , D − 1. 注意, 这是纽曼方向的横向部分
和迪利克雷方向的集合. 基态的质量:

M2 = − 1
α′ (4.2. 23)

这同样是一个快子, 它的质量是闭弦快子的二分之一. 正如我们在上文所说的, 这一次
的快子被限制在了膜上. 与闭弦的快子相对照, 开弦的快子便相当容易理解了. 它的一
个解释是, 膜并不稳定, 它会衰变, 就像场论中的共振态一样.

第一激发态: 光子态

开弦的第一激发态无质量, 它们分为两类:
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• 垂直于膜的谐振子:
αi−1|0; p〉 i = 1, . . . , dN − 2

时空指标 i 的取值范围在膜内, 因此这种态在膜的洛伦兹群 SO(1, dN − 1) 下进行变
换. 这是一个自旋为 1 的粒子, 换句话讲, 它是一个光子. 我们引入膜上的规范场 Ai,
其中 i = 0, . . . , dN − 1.

• 平行于膜的谐振子:
αI−1|0; p〉 I = dN , . . . , D − 1

这些态在膜的洛伦兹群 SO(1, dN −1)衡量下为标量. 我们可以把它们看成是膜上的
标量场 φI 产生的态. 这些标量场有一个很好的解释: 它们是膜在横向上的波动. 这
是我们第一次暗示 D 膜是一个动力学对象. 需要注意的是, 尽管 φI 在膜的洛伦兹
群 SO(1, dN − 1) 下作为标量场出现, 但它们确实在平行于膜的旋转群 SO(D − dN )
下以矢量形式变换. 它们作为膜的世界体 (worldvolume) (世界面的高维推广) 的全
局对称性出现.

更高激发态与雷吉轨迹 (Regge trajectory)

N 能级下, 弦态的质量为:
m2 = 1

α′ (N − 1)

这些态中的最高自旋态由对称张量生成, 这一自旋为:

Jmax = N = α′m2 + 1

这是一个线性关系. 如果我们把自旋和质量平方作为坐标轴将上式画出来, 我们会得到
一条直线, 假如把非最高自旋态也画在图中, 我们可以得到称为雷吉轨迹 (Regge tra-
jectories) 的多条直线. 现实世界里也存在类似的结构, 我们在介子和重子的能谱里可以
找到类似的线性关系. 这些自旋与质量平方的线性关系暗示了介子的结构可能是由弦
相连的夸克旋转形成的, 与强子谱相匹配所需的弦张力值是 T ∼ 1 GeV. (但实际上介
子的质量平方与自旋的线性关系已经被量子色动力学成功解释, 这也宣告了弦理论解
释重子结构的失败.), 强相互作用与开弦之间的这种关系是弦理论发展的最初动机之一.
也正是从这里开始, 参数 α′ 被命名为 "雷吉斜率 (Regge slpoe)" (尽管我们现在很少使
用这个名称). 在现代, 开弦与夸克之间的联系在 AdS/CFT对应关系中得以延续.



膜的动力学: 狄拉克作用量 (Dirac action) 53

4.3 膜的动力学: 狄拉克作用量 (Dirac action)

我们引入了 D 膜作为开弦的固定边界条件. 然而, 我们在前几节已经看到了 D 膜本身
包含了动力学演化. 即,无质量标量场的激发 φI 可以自然地解释为膜的横向波动. 事
实上, 如果一个理论既包括开弦又包括闭弦, 那么 D 膜就必须是动态的, 因为在引力理
论 (特指相对论) 中不存在刚体. 随着课程的深入, D 膜的动力学性质将变得更加清晰.

但是, 任何动态物体都应该有一个描述它如何运动的作用量, D 膜自然也不例外. 而且,
经过 2 节的讨论, 我们已经知道这一作用量的大致形式了. 仅从洛伦兹不变性和重参数
化不变性的角度来看, 这个作用量一定是南部-后藤作用量的高维推广.

SDp = −Tp
∫
dp+1ξ

√
−detγ (4.3. 24)

其中 Tp 是我们稍后将确定的 Dp 膜的张力, 而 ξa, a = 0, . . . p 是膜的世界体坐标. γab
是背景时空上度规拉回到世界体的结果:

γab = ∂Xµ

∂ξa
∂Xν

∂ξb
ηµν .

这被称为狄拉克作用量 (Dirac action). 它首次被狄拉克针对薄膜形式的物理体系写下,
之后才被南部和后藤在弦的背景下重新发现.

为了和 φI 场产生联系, 我们可以使用狄拉克作用量的重参数化不变性取静态规范. 例
如, 对于平直无限大 Dp 膜, 我们可以选取:

Xa = ξa a = 0, . . . , p .

横向运动的坐标与波动 φI 通过下式彼此认同:

XI(ξ) = 2πα′ φI(ξ) I = p+ 1, . . . , D − 1

然而, 狄拉克作用量描述的对象并不完整. 他可以描述 D 膜横向的波动, 但是与存在于
D 膜上的 U(1) 规范场 Aµ 无关. 因此也必须有一个作用量来描述规范场的运动规律.
我们会在 9 章说明这一问题.
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弦的特殊之处是什么?

我们可以用对弦的作用量进行量子化相同的方式对 D 膜的狄拉克作用量 eq. (4.3. 24)
进行量子化吗? 目前来看, 答案是不能. 困难存在于两方面: 技术上的困难与原理上的
困难. 技术困难很好解释, 就是难以处理. 比如, 外尔不变性在处理弦的过程中至关重
要. 但对于更高维的对象, 外尔不变性则不满足.

原理上的问题便是对二维膜或者更高维对象进行量子化无法得到态的分立能谱. 而分
立能谱是粒子所必须具有的性质. 因此, 膜和更高维对象与弦相比具有基本原理层面上
的不同.

我们可以用静态规范下且未进行量子化的经典类比来直观地了解一下为什么会出现这
种情况. 弦的能量与长度成正比. 也就是说弦的行为或多或少与我们熟悉的弹性绳相似.
那么 D2 膜呢? 它的能量很显然应当与其面积成正比. 于是人们可能会想到类似橡胶
片的弹性二维物体, 但受狄拉克作用量支配的膜和高维物体的行为实际上与我们想象
的橡胶片并不一样. 或者说, 它们的弹性要更好. 这是因为膜可以在保持面积不变的同
时形成多种不同的形状. 例如, 长度为 L, 半径为 1/L 的管状膜在所有 L 值下都具有相
同的面积: 无论它是粗短的, 还是细长的. 这意味着我们可以让膜形成细长的管, 而不
需要额外的能量成本. 特别地, 由细长管连接的物体, 无论它们之间的距离如何, 它们都
具有相同的能量. 而在量子化后, 这一特性会产生连续的状态谱. 量子化的膜或更高维
度的物体并不像我们在弦上看到的那样具有单粒子的解释, 因此我们期望量子膜能够
描述多粒子态.

4.4 D 膜与非阿贝尔规范场

考虑两个平行的 Dp 膜. 开弦现在有两种不同的边界选择: 要么两端落在同一个膜上,
要么两端分别落在两个不同的膜上. 我们首先考虑两端落在两个不同的膜上的情况:

XI(0, τ) = cI and XI(π, τ) = dI

其中 cI 和 dI 为两个膜的位置. 根据上节的模展开 eq. (4.1. 16), 我们有:

XI = cI + (dI − cI)σ
π

+ · · ·
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其中 · · · 略过的为谐振子部分. 由能动张量为零得到的经典限制方程与闭弦相似, 为:

∂+X · ∂+X = α′ 2p2 + |
~d− ~c|2

4π2 + · · · = 0

同样, 我们略写了谐振子部分. 质量谱为 eq. (4.2. 21), 简写为:

m2 = |
~d− ~c|2

(2πα′)2 + · · ·

第一项有一个显然的解释: 这是两个膜之间的弦在两个膜被拉远的过程中附加的能量,
与弹簧类似. 注意到 eq. (4.2. 21) 中存在正规排序常数 a, 我们便知道, 当 |~d − ~c|2 <
4π2α′ 弦的基态仍是类快子的. 或者换句话讲, 当膜与膜接近亚弦尺度, 膜之间的弦的
基态是类快子的.

这一点显然可以推广到 N 平行膜的情况, 弦的每个端点都有 N 个可能的位置. 我们可
以给每个端点标上一个数字 m,n = 1, . . . , N , 告诉我们它的端点在哪个膜上. 这个标记
有时被称为詹-佩顿系数 (Chan-Paton factor).

现在考虑一下所有膜都位于时空中相同位置的情况. 每个端点可以位于 N 不同膜中的
一个, 总共有 N2 种可能. 这些弦中的每一根都具有开弦的质量谱, 这意味着现在每种
类型的粒子都有 N2 个. 于是我们可以自然地把相关的场安排在 N × N 厄米矩阵中.
这样我们就有了开弦快子 Tm n 和两种如下无质量场:

(φI)m n , (Aa)m n (4.4. 25)

在这里, 矩阵的分量告诉我们场来自哪条弦. 对角线分量来自两端都在同一膜上的弦.

规范场 Aa 尤其有趣. 以这种方式书写, 它看起来像一个 U(N) 的规范联络. 我们稍后
会看到事实的确如此. 我们可以证明, 当 N 膜重合时, 膜的 U(1)N 规范对称性会增强
为 U(N). 而标量场 φI 在这一对称性的伴随表示中变换.
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Chapter 5

共形场论简介

这一章简要介绍弦论中常见的基本语言, 即二维共形场论 1. 除在弦论外, 共形场论在统
计物理中也十分常用. 近年来, 由于 AdS/CFT 的发展, 共形场论也逐渐地受到越来越
多的重视. 针对弦论学习而言, 我们学习二维共形场论的动机与目的是:

• 避免复杂的对易子运算, 例如 [Lm, Ln] ↔ [αm−pαp, αn−qαq] 而从复分析方法入手,
计算诸如

∮
Bε(0) dzn = δn,−1 的复积分.

• 利用共形场论的方法我们可以以一个无穷维对称性的形式表征并去除冗余的Diff×
Weyl 对称性 σ+ → f(σ+) σ− → g(σ−), 并最终应用于弦的协变量子化过程与相互
作用的计算中.

所谓共形变换实际上是一种坐标变换 σα → σ̃α(σ) 使得度规以如下形式变换:

gab(σ)→ Ω2(σ)gab(σ) (5.0. 1)

而共形场论 (Conformal Field Theory, 也常简写为 CFT) 是一种在上述变换下不变的
场论. 这意味着这一理论考虑的物理在所有尺度上都是一样的. 换句话讲, 共形场论关
心角度, 但不关心距离.

形如 eq. (5.0. 1) 的共形变换存在不同的物理解释, 这取决于我们考虑的是固定的背景
1这一章中说明的内容很多在 Belavin, Polyakov 与 Zamalodchikov 的文章 “Infinite Conformal Symmetry in

Two-Dimensional Quantum Field Theory", Nucl. Phys. B241 (1984) 中首次出现. 而其在弦论中的应用则由 Friedan,
Martinec 和 Shenker 在 “Conformal Invariance, Supersymmetry and String Theory", Nucl. Phys. B271 (1986) 一
文给出.
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度规 gab, 还是动态背景度规. 当度规是动态的, 这一变换本质上就是一个微分同胚变
换, 作为一种规范对称性出现. 而当背景是固定的时候, 这种变换则应该被确确实实地
看作一种物理上的对称性, 它把点 σα 转换为点 σ̃α . 现在这一变换是一个具有相应守
恒流的全局对称性.

在泊里雅科夫形式的弦理论中, 度规应被理解为是动态的, 而变换 eq. (5.0. 1) 则是冗余
的规范变换, 即可以通过外尔变换来消除的微分同胚变换 (即前述的 CKG).

与在本章中我们也会简要介绍定义在固定背景上的共形场论. 除了少数说明的例外, 我
们通常会考虑平直背景. 而这也是我们在研究量子场论时所习惯的情形.

当然, 我们也可以交替地认为理论定义在固定背景或波动背景上 (毕竟这只是物理理解
不同, 计算方式总是一致的). 首先, 当我们讨论的背景度规固定时, 我们可以发现: 任
何同时具有微分同胚不变性和外尔不变性的二维引力理论, 在固定背景度规时我们可
以去除规范冗余, 此时它将简化为一个保角不变理论. 而当我们讨论动态背景时, 任何
保角不变理论也都可以与动态的背景, 即二维引力耦合, 从而产生同时满足微分同胚和
外尔不变性的经典理论. 请注意 "经典 "一词! 在经典层面, 我们可以将微分同胚加外尔
不变性与保角不变性来回切换, 但在量子层面, 情况变得更加复杂. 量子效应可能破坏
外尔不变性, 即出现外尔反常 (Weyl anomaly). 例如, 在弦论中, 只有当维数为 26 (玻
色弦) 或 10 (超弦) 时, 外尔不变性才能在量子层面保持, 否则会出现外尔反常. 这种反
常直接影响了弦论的自洽性, 也是量子引力研究的核心问题之一. 从某种意义上说, 弦
理论这门课程的意义之一就在于理解最后这句话在量子层面何时也成立.

尽管共形场论是量子场论的一个子集, 但描述它们的语言却有些不同. 这是一定程度必
要的. 只有当理论没有优先考虑不同尺度的区别时, 变换 eq. (5.0. 1) 下的不变性才能
成立. 而这意味着理论中不可能存在质量或康普顿波长之类的东西. 换句话说, 共形场
论只支持无质量激发. 我们提出的这些问题不是粒子和 S 矩阵的问题. 相反, 我们关注
的是关联函数和不同算符在共形变换下的行为.

欧氏度规下的共形场论

虽然我们最终感兴趣的是带有闵氏号差的世界面, 但如果我们改用欧几里得世界面, 那
就会简单得多. 而我们所做的一切也都可以在闵科夫斯基空间中重新表述. 因此我们取
欧氏时间 σ0 = τ = it. 我们在前面光锥坐标引入了 σ±, 这里我们基于 σ± 定义欧氏世
界面的坐标.
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欧氏世界面的坐标为 (σ1, σ2) = (σ1, iσ0), 我们可以引入如下复坐标:

z = −σ− = σ1 + iσ2; z = σ+ = σ1 − iσ2

这是光锥坐标在欧氏空间中的类比. 并且, 我们通常将全纯函数称为左行 (left moving)
的, 而将反全纯函数称为右行 (right moving) 的

关于复坐标的导数为:

∂z ≡ ∂ = 1
2(∂1 − i∂2); ∂z ≡ ∂ = 1

2(∂1 + i∂2), (5.0. 2)

以及
∂z ≡ ∂ = 1

2(∂1 + i∂2); ∂z ≡ ∂ = 1
2(∂1 − i∂2), (5.0. 3)

并满足 ∂z = ∂z = 1 以及 ∂z = ∂z = 0. 我们默认在平直欧氏空间讨论问题, 于是度
规为:

ds2 = (dσ1)2 + (dσ2)2 = dz dz (5.0. 4)

写为分量形式为:
gzz = gzz = 0 and gzz = 1

2 (5.0. 5)

在这种约定下, 积分测度的系数为 dzdz = 2dσ1dσ2, 我们重定义 δ 函数, 使得下述积分
被归一化:

∫
d2z δ(z, z) = 1. 注意到我们同时有:

∫
d2σ δ(σ) = 1, 这表明在两个 δ 函数

之间存在一个系数 2 的区别. 协变矢量定义为: vz = (v1 + iv2) 和 vz = (v1 − iv2). 逆
变矢量则为: vz = 1

2(v1 − iv2) 和 vz = 1
2(v1 + iv2).

最后, 在处理很多问题时, 将 z 和 z 视为独立变量更为简单. 这实际上是将世界面从 R2

拓展为 C2. 进而允许我们使用复分析中的方法. 但是, 我们做这样的操作时应当牢记,
我们最终的结果一定是出现在由 z = z∗ 定义的实平面 R2 ⊂ C2 上的.

5.1 一般维数下的共形对称性

在讨论弦论时, 我们一般只对世界面上的二维共形场论感兴趣, 而二维相对于更高维也
的确是更加特殊的, 最主要的体现就在于二维共形场论中有无穷多种共形变换:

对于二维空间中的复欧氏坐标 z z, 平直时空的共形变换就是坐标的全纯与反全纯变换:

z → z′ = f(z); z → z′ = f(z)
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在这一变换下, ds2 = dzdz → |df/dz|2 dzdz, 的确会取到 eq. (5.0. 1) 的形式. 注意到
我们有无穷多个可能的共形变换 (任何能取 f(z) 形式的全纯变换均包含在内). 这只对
二维共形场论成立.

在更高维下, 共形变换张成的空间对应于有限维的群. 对于定义于 Rp,q 上的共形场论,
在 p+ q > 2 时, 共形群为 SO(p+ 1, q + 1). 我们在完成整章的内容之后可以从生成元
代数的角度证明这一点. 为简化讨论, 我们这里仅涉及 R1,d−1 作为我们考虑的 d 维流
形, 并在本节暂时不转化为欧氏号差. 于是共形变换被定义为在 R1,d−1 上保角的微分
同胚变换, 例如以如下形式放缩度规的 xµ → x′µ:

ηµν → gµν = ∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν ηλρ = Ω2(x)ηµν

其中, Ω(x) 被称为共形系数 (conformal factor). 以下是一些 d 维共形变换的例子:

变换种类 x′µ(x) Ω2(x)

平移 xµ + cµ 1

洛伦兹变换 Λµνxν , Λ ∈ SO(1, d− 1) 1

伸缩变换 (dilatation) λxµ 1
λ2

特殊共形变换 xµ+x2bµ

1+2b·x+b2x2 (1 + 2b · x+ b2x2)2

其中所谓特殊共形变换就是平移前后各进行一次取逆:

x′µ → xµ

x2 , Ω2(x) = (x2)2 (5.1. 6)

取逆是离散变换, 从群流形的角度与单位元处于不同连通分支. 我们现在可以开始构造
共形代数. 考虑无穷小共形变换:

x′µ = xµ + ωa
δx

δωa
(5.1. 7)

对应的群元作用于 x 上标量函数 F (x) 的效应:

δωF (x) ≡ F ′(x)− F (x) ≡ F (x− ωa
δx

δωa
)− F (x) ≡ −iωaGaF (x) (5.1. 8)

这里指标 a 相当任意, 我们可以令 ωa 带任意多个指标, 或规定其为标量. 于是有:

iGaF (x) = δxµ

δωa
∂µF (x) (5.1. 9)
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便可计算生成元 Gµ, 对于上述共形变换, 我们有:

变换种类 无穷小微分同胚 ωa 生成元

平移变换 cµ Pµ = −i∂µ
洛伦兹变换 m[µν] Jµν = −i(xν∂µ − xµ∂ν)

伸缩变换 λ D = −ixµ∂µ
特殊共形变换 bµ Kµ = −ix2∂µ + 2ixµx · ∂

于是我们得到了 R1,d−1 空间中的共形代数: span{Pµ, Jµν , D,Kµ}. 易证, R1,d−1 空间中
的共形群的维数即共形代数的维数为 1

2(d+ 1)(d+ 2), 我们也可以更进一步证明 R1,d−1

中的共形代数同构于 R2,d 中的洛伦兹代数, 即 SO(2, d), 留作习题.

5.2 经典层面

我们首先导出在共形变换 eq. (5.0. 1) 下保持不变的经典理论中的一些性质.

5.2.1 能动张量

在任一类场论中, 最重要的研究对象里总有能动张量 (energy-momentum tensor 或也称
为 stress-energy tensor). 通常定义为由平移不变性对应的守恒流构成的矩阵,

δσα = εα .

在上一节 5.1 中我们讲到, 在平直时空里, 平移变换就是一类特殊的共形变换

有一种得到能动张量的一般方法. 首先假设我们在平直时空 gαβ = ηαβ 进行讨论. 注意
到, 我们通常可以通过将对称性中出现的常数参数 ε 提升为时空坐标的函数来推导守
恒流, 这样作用量的变化必须取如下的形式:

δS =
∫
d2σ Jα ∂αε (5.2. 10)

对于场的任意函数 Jα, 上式表明当 ε 保持恒定时, 作用量的变分一定为 0. 当然, 这正
是对称性的定义. 而当运动方程成立时, 我们对 ε(σ) 做任意变分 (而不仅仅是固定 ε),
作用量都不变, 即: δS = 0. 这也就意味着当运动方程成立时, Jα 必须满足:

∂αJ
α = 0
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方程 Jα 成为这一对称性对应的守恒流

接下来考虑如何把上面这一套做法应用于平移不变性. 如果我们把 ε 提升为世界面变
量的函数, 那么作用量的变化必须取 eq. (5.2. 10) 的形式. 那么 Jα 是什么呢? 这里
我们类比于先前的过程. 考虑相同的理论, 但与度规耦合的部分则改视作与动态的度规
gαβ(σ) 相耦合. 换句话说, 与引力耦合. 那么我们可以把变换:

δσα = εα(σ)

视为微分同胚变换, 并且由微分同胚不变性, 只要我们对度规做出相应的变换:

δgαβ = ∂αεβ + ∂βεα .

该理论的作用量在这两个变换的作用下保持不变. 这意味着, 如果我们只对坐标进行变
换, 作用量的变化一定与只对度规进行变换的结果相反. (因为同时进行这两种变换, 作
用量是不变的, 可以视为两种变换分别的效应彼此抵消). 于是有:

δS = −
∫
d2σ

δS

δgαβ
δgαβ = −2

∫
d2σ Tαβ ∂αεβ

其中 δS
δgαβ

是作用量关于度规的泛函微商, 在这里它与 ∂S
∂gαβ

等价, 此后我们在不引起混
乱的情况下, 也常用 S

∂gαβ
的记号. 现在我们有了平移不变性产生的守恒流. 我们将再

添加一个弦理论中的标准归一化常数 (在其他语境下可能有其他归一化), 最后定义能
动张量为:

Tαβ = − 4π
√
g

δS

δgαβ
(5.2. 11)

如果世界面平坦, 我们在 gαβ = δαβ 上求解 Tαβ, 得到的表达式满足 ∂αTαβ = 0. 但
如果我们研究的对象在弯曲的世界面上, 那么能动量张量在协变导数作用下为 0, 即
∇αTαβ = 0, 这是从平直时空向弯曲时空自然的推广.

能动张量满足无迹条件

在共形场论中, Tαβ 有一个非常重要的性质: 它的迹为 0. 为了方便地表现这一点, 让我
们利用尺度变换来改变作用量, 尺度变换也是一种特定的共形变换:

δgαβ = εgαβ (5.2. 12)
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于是得到:
δS =

∫
d2σ

δS

δgαβ
δgαβ = − 1

4π

∫
d2σ
√
g ε Tαα

因为尺度变换是一种共形变换, 而作用量在共形变换下保持不变. 因此, 上式中的作用
量变分必须为 0, 所以:

Tαα = 0

这是无论任何维度下共形场论都具备的关键特征. 许多理论在经典层面都具有这一特
征, 包括四维时空中的麦克斯韦理论和杨-米尔斯理论. 然而, 在量子化后却往往很难保
持这一特征. (杨-米尔斯 (Yang-Mills) 理论在量子层面上无法成为共形场论). 我们可以
从理论本身的性质来理解: 杨-米尔斯理论的 β 函数在量子层面不为零, 这意味着其规
范耦合常数 g(µ) 随着重整化标度 µ 变化, 从而引入了一个物理尺度. 例如, 在 SU(N)
纯 Yang-Mills 理论中, 一圈 β 函数为:

β(g) = − b0

16π2 g
3, b0 = 11

3 N.

由于 b0 > 0, 理论具有渐近自由性 (asymptotic freedom), 即在高能极限下 g(µ) 变小,
而在低能极限下 g(µ) 变大, 最终导致一个动态生成的物理尺度:

ΛYM ∼ µ exp
(
− 1
b0g2(µ)

)
.

这个尺度 ΛYM 代表了低能 QCD中的禁闭效应,表明理论在量子层面不再共形不变. 因
此, 杨-米尔斯理论无法成为共形场论的根本原因, 是由于其 β 函数非零, 而不是因为计
算过程中人为地引入了一个正则化尺度. 在某些特殊情况下, 例如 N = 4 的超杨-米尔
斯理论 (super Yang-Mills, 通常简写为 SYM 理论), β 函数严格为零, 因而理论在所有
能标下保持共形不变. 但一般而言, 非超对称杨-米尔斯理论都不满足共形不变性. 本书
中, 我们将对在量子层面成功保持共形对称性的二维理论感兴趣. 而我们将在第 5.5.1
节看到, 即使共形不变性在二维量子理论中依然存在, 能动张量的无迹条件 Tαα = 0 也
只会在平坦时空中成立.

复坐标中的能动张量

在复坐标 z = σ1 + iσ2 中, 能动张量的无迹条件 Tαα = 0 变为:

Tzz = 0
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同时, 守恒方程 ∂αT
αβ = 0 变为 ∂T zz = ∂T zz = 0. 或者, 对带下标的 T 有:

∂ Tzz = 0 and ∂ Tzz = 0

换句话说, Tzz = Tzz(z) 是全纯函数, 而 Tzz = Tzz(z) 是反全纯函数. 我们经常使用如
下简化符号:

Tzz(z) ≡ T (z) and Tzz(z) ≡ T (z)

诺特流

能动张量 Tαβ 为平移对称性提供了诺特流. 那么, 与其他共形变换相关的流是什么? 考
虑如下无穷小变换:

z′ = z + ε(z) , z′ = z + ε(z)

其中,与上面两个例子相关的是,常数 ε对应于平移,而 ε(z) ∼ z 则对应旋转和伸缩. 为
了计算这两种对称性的流, 我们将使用之前看到的技巧: 将参数 ε 提升为世界面坐标相
关的函数. 但是我们注意到它已经是一对世界面坐标中一半的函数了, 所以现在这意味
着我们需要再次进行提升: ε(z)→ ε(z, z). 然后我们可以再次利用我们可以对度规进行
变换来补偿 ε 变换这一事实来计算作用量的变分:

δS =−
∫
d2σ

∂S

∂gαβ
δgαβ

= 1
2π

∫
d2σ Tαβ (∂αδσβ)

= 1
2π

∫
d2z

1
2

[
Tzz (∂zδz) + Tzz (∂zδz)

]
= 1

2π

∫
d2z [Tzz ∂zε+ Tzz ∂zε]

(5.2. 13)

首先注意到,如果 ε是全纯的,而 ε是反全纯的,那么我们马上就可以得到 δS = 0. 当然,
这其实就是在说我们找到了一个对称性. (其中在导出第三行的地方, 我们需要 Tzz = 0,
也即使用了理论是共形的这一事实).

现在, 我们将 z 和 z 视作独立变量分别进行分析. 也就是分别观察来自 z 和 z 移动的
流. 首先考虑如下对称性:

δz = ε(z) , δz = 0

我们可以利用上述让小量参数成为位置函数的标准技巧, 从 eq. (5.2. 13) 中读出守恒流.
由于 ε(z) 现在是坐标的函数, 这就意味着基于函数 f 进行推广: ε → ε(z)f(z), 然后观
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察 ∂f 在 eq. (5.2. 13) 中所在的项, 并得到如下的流

Jz = 0 and Jz = Tzz(z) ε(z) ≡ T (z) ε(z) (5.2. 14)

重要的是, 我们发现流本身也是全纯的. 我们可以验证这确实是一个守恒流: 它应该满
足 ∂αJ

α = ∂zJ
z + ∂zJ

z = 0. 但它实际上满足比这更强的条件: ∂zJz = 0.

同样, 我们可以看一下 δz = ε(z) 其中 δz = 0 的变换. 我们可以得到反全纯流 J :

J
z = T (z) ε(z) and J

z = 0 (5.2. 15)

对自由标量场的应用

让我们用自由标量场来说明其中一些普遍存在于经典共形场论中的性质. 自由标量场
的作用量

S = 1
4πα′

∫
d2σ ∂αX ∂αX

注意到这与我们先前给出的作用量 eq. (2.5. 57) 相比没有整体的负号. 这是因为我们
现在使用的是欧氏世界面度规. 当然, 自由标量场理论非常简单. 我们可以相对容易地
在这个理论中计算任何我们感兴趣的的对象. 但是它仍然会给出出足够的结构来为我
们在共形场论中遇到的所有抽象概念提供一个简单范例.

首先, 让我们确认一下这个自由标量场的确上是共形的. 比如, 我们可以观察放缩变换
σα → λσα. 从主动变换的意义上来看, 在这一变换下坐标保持不变, 但在 σ 处的场所
取的值会被移动到 λσ 点. 也就是说:

X(σ) → X(λ−1σ) and ∂X(σ)
∂σα

→ ∂X(λ−1σ)
∂σα

= 1
λ

∂X(σ̃)
∂σ̃

其中我们定义了 σ̃ = λ−1σ. 来自拉格朗日量中两个导数的 λ−2 因子抵消了来自积分测
度 d2σ = λ2 d2σ̃ 的雅可比因子 (Jacobian factor), 使得作用量整体不变. 需要注意的是,
任何关于 X 以多项式形式出现的相互作用项都会破坏共形不变性.

这个理论的能动张量是用 eq. (5.2. 11)定义的:

Tαβ = − 1
α′

(
∂αX∂βX −

1
2 δαβ(∂X)2

)
, (5.2. 16)

容易验证, 这一能动张量确实如同期望的一样, 满足 Tαα = 0. 在复坐标中, 能动张量看
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起来要简单得多. 易得 Tzz = 0. 其他两个分量为:

T = − 1
α′ ∂X∂X and T = − 1

α′ ∂X∂X

X 的运动方程为 ∂∂X = 0. 经典通解可以分解为:

X(z, z) = X(z) +X(z)

5.3 量子层面

到目前为止, 我们讨论的完全是经典理论. 现在我们转向量子理论. 我们要讨论的第一
个概念实际上是任何量子场论的一个特征. 但在 CFT 的背景下, 它才真正发挥了自己
的作用. 它就是算符乘积展开 (operator product expansion 简称 OPE).

5.3.1 算符乘积展开

让我们先描述一下我们所说的共形场论中的局域算符是什么意思. 我们今后也将把这
些对象称为场. 共形场论与更一般的量子场论在术语使用上略有不同. 通常在量子场论
中, "场"一词是指出现在作用量中并在路径积分时被积的对象 φ. 与之相对的, 在共形场
论中, "场"一词则指的是我们可以写下来的任何局域的表达式. 这里当然包括 φ, 也包括
导数 ∂nφ 或类似 eiφ 的复合算符. 所有这些都被视为共形场论中不同的场. 由此可以
看出, 共形场论中所有"场"的集合总是无限的. 如果你习惯于使用量子场论的语言, 你
只会谈论有限数量的基本对象 φ, 但这没什么可怕的, 这只是所用语言的变化, 并不意
味着我们的理论变得更难了.

我们现在定义算符乘积展开 (OPE). 它反映了局域算符相互接近时的效应. 其思想粗略
来说就是当两个局域算符所处的点相近时, 这两个算符可以被处于其中一点的一串算
符近似描述. 让我们用 Oi 表示共形场论的所有局域算符, 其中 i 取遍所有算符构成的
集合. 那么 OPE 为:

Oi(z, z)Oj(w,w) =
∑
k

Ckij(z − w, z − w)Ok(w,w) (5.3. 17)

这里, Ckij(z−w, z−w) 是一组函数. 基于平移不变性, 它们只取决于两个算符之间的距
离. 我们会写出很多形如 eq. (5.3. 17) 的算符方程, 但真正重要的是要明确它们的确切
含义: 它们始终应被理解为在时序关联函数中插入算符时成立的关系:
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〈Oi(z, z)Oj(w,w) . . . 〉 =
∑
k

Ckij(z − w, z − w) 〈Ok(w,w) . . . 〉

其中的 . . . 可以是我们选择的任何其他插入的算符. 显然继续写 〈. . .〉 非常繁琐, 所以
我们不写. 而将它隐含在表达式中. 此外, 还有一些关于 OPE 的注意事项值得强调:

• 关联函数总是假定是时序的. (或者类似的排序, 具体细节我们将在 5.6.1 节中讨论).
这意味着, 就 OPE 而言, 一切都对易, 因为算符的排序无论如何都是在关联函数内
部决定的. 所以我们一定有 Oi(z, z)Oj(w,w) = Oj(w,w)Oi(z, z) (这里需要注意的
是, 如果算符是格拉斯曼的 (Grassmann), 即反对易. 那么即使是在时间有序乘积内
部, 它们在交换时也总会多出一个负号.).

• 其他算符在关联函数中的插入 (上面用 . . . 表示) 是任意的. 只不过它们的距离应该
大于 |z−w|. 事实证明,在共形场论中, OPE是精确的陈述,其收敛半径等于与 OPE
处最近的其他算符插入处的距离. 我们将在 5.7 节详述这一点.

• 当 z → w 时, OPE 具有奇异行为. 而事实上, 这种奇异行为才是我们唯一关心的
问题. 它将包含与对易关系相同的信息, 并可以告诉我们算符如何在对称性下变换.
事实上, 在绝大多数情况下, 我们只需在 OPE 中写入奇异项, 并将非奇异项表示为
+ . . . 即可.

沃德 (Ward) 恒等式

量子场论中, 诺特定理的思想被保留在称为沃德恒等式 (Ward identity) 的算符方程中.
在此, 我们推导与共形不变性相关的沃德恒等式. 我们首先考虑具有对称性的一般理论,
并在稍后将讨论限制到共形对称的范畴内.

从路径积分开始

借此机会, 我们将熟悉一些使用路径积分的基本技巧. 路径积分的结构形式为:

Z =
∫
Dφ e−S[φ]

其中, 我们将所有场都统称为 φ (注意这里 φ 作为路径积分中泛函积分变量出现, 因此
这里的场指上文所说的路径积分意义上的场, 而非共形场论意义上的场.). 我们考虑的
量子理论的对称性体现在如下无穷小变换上:

φ′ = φ+ εδφ
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在这一变换下作用量与积分测度都保持不变:

S[φ′] = S[φ] and Dφ′ = Dφ

(事实上, 我们只需要组合 Dφ e−S[φ] 不变即可, 但这个微妙之处在本课程中并不重要).
我们使用之前在经典理论中使用的相同技巧, 推广 ε 为坐标的函数: ε→ ε(σ) 通常情况
下, 改写 ε 为坐标函数后, 作用量和测度都不是不变的, 但是, 在 ε 的领头阶, 变化必须
与 ∂ε 成比例. 我们有:

Z −→
∫
Dφ′ exp (−S[φ′])

=
∫
Dφ exp

(
−S[φ]− 1

2π

∫
Jα ∂αε

)
=
∫
Dφ e−S[φ]

(
1− 1

2π

∫
Jα ∂αε

)

其中 1/2π 只是一个约定, 而
∫
是
∫
d2σ
√
g 的简写. 需要注意的是, 现在的 Jα 也可能

有来自测度变换和作用量的贡献.

这里需要用到一点小技巧, 虽然积分变量发生了变化, 但配分函数 (partition function)
的实际值不可能有任何变化. 毕竟, 我们只是重新定义了一个虚拟的积分变量 φ. 所以
上面的表达式一定等于原来的 Z. 或者, 换句话说:∫

Dφ e−S[φ]
(∫

Jα ∂αε

)
= 0

更重要的是, 上式必须对所有 ε 都成立. 这就给出了诺特定理的量子版本: 流的散度必
须有为 0 的真空期望值：

〈∂αJα〉 = 0 .

我们可以重复这些技巧来推导出一些更有力的陈述. 现在推广到在路径积分中插入其
他内容时的情况. 时序关联函数为:

〈O1(σ1) . . .On(σn)〉 = 1
Z

∫
Dφ e−S[φ]O1(σ1) . . .On(σn)

我们可以把这些算符看作插入平面上特定点的算符. 如上所述, 算符 Oi 是我们可以从
φ 场中形成的任何一般表达式. 在我们感兴趣的对称性条件下, 算符会以某种方式发生
变化, 例如:

Oi → Oi + ε δOi
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我们再次推广 ε → ε(σ). 首先取一个简单的 ε, 让我们选择 ε(σ) 使它只有远离算符 Oi
插入处的贡献, 那么:

δOi(σi) = 0

与上述推导完全相同, 得到:

〈∂αJα(σ)O1(σ1) . . .On(σn)〉 = 0; σ 6= σi

因为上式对任何异于 σ 的算符插入都是成立的, 所以根据 5.3.1 节的讨论, 我们有可以
出算符方程:

∂αJ
α = 0

但如果有算符插入点与 Jα 位于同一点呢? 换句话说, 当 σ 接近其中一个插入点时, 会
发生什么? 由此得出的公式称为沃德恒等式. 要推导出沃德恒等式,让我们假设 ε(σ)在
某些包含点 σ1 但不含其他点的区域非零, 最简单的选择是将 σ1 某个不包含其他 σ 的
邻域内的 ε(σ) 取为常数, 而将阴影区域外的 ε(σ) 取为零. 现在使用与之前相同的程序,
我们发现原本的关联函数现在等于:

1
Z

∫
Dφ e−S[φ]

(
1− 1

2π

∫
Jα ∂αε

)
(O1 + ε δO1)O2 . . .On

ε 的领头阶给出:

− 1
2π

∫
ε

∂α〈Jα(σ)O1(σ1) . . .〉 = 〈δO1(σ1) . . .〉 (5.3. 18)

其中左侧的积分只涉及 ε 非零的区域. 这就是沃德恒等式.

共形变换的沃德恒等式

沃德恒等式对任何对称性都成立. 现在让我们来看看它们应用于共形变换时的结果. 在
推导过程中还需要两个步骤. 第一个步骤很简单, 因为我们是在二维空间中工作, 我们
可以使用斯托克斯定理将 eq. (5.3. 18) 左侧的积分转换为围绕边界的线积分. 让 n̂α 成
为边界的单位法向量.对于任意向量 Jα, 我们有:∫

ε

∂αJ
α =

∮
∂ε

Jαn̂
α =

∮
∂ε

(J1 dσ
2 − J2 dσ

1) = −i
∮
∂ε

(Jz dz − Jz dz)

其中我们分别用直角坐标 σα 和平面上的复数坐标给出表达式. 正如第 5 节所述, 带下
指标的矢量的复数分量定义为: Jz = 1

2(J1 − iJ2) 和 Jz = 1
2(J1 + iJ2). 那么, 第二步就
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是将这一定义应用于沃德恒等式 eq. (5.3. 18), 我们会发现对于二维理论有:

i

2π

∮
∂ε

dz 〈Jz(z, z)O1(σ1) . . .〉 − i

2π

∮
∂ε

dz 〈Jz(z, z)O1(σ1) . . .〉 = 〈δO1(σ1) . . .〉

到目前为止, 我们的推导适用于二维中的任何守恒流 J . 接下来, 我们专门研究共形变
换 eq. (5.2. 14) 和 eq. (5.2. 15) 产生的流. 我们有进一步的简化, 因为 Jz 是全纯的, 而
Jz 是反全纯的. 这意味着围道积分只需取如下留数:

i

2π

∮
∂ε

dz Jz(z)O1(σ1) = −Res[JzO1]

那么两个算符之间 OPE 的留数一定为:

Jz(z)O1(w,w) = . . .+ Res[JzO1(w,w)]
z − w

+ . . .

于是, 我们找到了一种相当不错的方法来给出共形变换的沃德等式. 如果我们再把 z 和
z 看作独立变量, 沃德恒等式就分成了两部分. 而从变化 δz = ε(z), 我们可以得到:

δO1(σ1) = −Res[Jz(z)O1(σ1)] = −Res[ε(z)T (z)O1(σ1)] (5.3. 19)

其中, 在第二个等式中, 我们使用了共形对称的流的表达式 eq. (5.2. 14). 同时, 从变化
δz = ε(z) 中. 我们可以得到:

δO1(σ1) = −Res[Jz(z)O1(σ1)] = −Res[ε(z)T (z)O1(σ1)]

这里的负号是由于
∮
dz 的边界积分取了相反的方向.

这个结果意味着, 如果我们知道一个算符与能动张量 T (z) 和 T (z)之间的 OPE, 那么
我们马上就能知道这个算符在共形对称下是如何变换的. 或者, 反过来说, 如果我们知
道算符如何变换, 那么我们至少知道它与 T 和 T 之间的部分 OPE.

5.3.2 主场 (primary field) 与 主算符 (primary operator)

根据沃德恒等式, 我们可以通过研究算符如何在共形对称下变换, 开始拼凑一些 OPE.
虽然我们还不知道一般共形对称的作用, 但我们可以通过研究两个最简单的例子开始:
平移: 如果 δz = ε, 一个常数, 那么所有算符都会以如下形式变换:

O(z − ε) = O(z)− ε ∂O(z) + . . .
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用于平移的诺特流就是能动张量 T . 形如 eq. (5.3. 19) 的沃德恒等式告诉我们, 任何算
符 O 的 T 的 OPE 必须取如下形式:

T (z)O(w,w) = . . .+ ∂O(w,w)
z − w

+ . . . (5.3. 20)

同样地, 与 T 的 OPE 为:

T (z)O(w,w) = . . .+ ∂O(w,w)
z − w

+ . . . (5.3. 21)

转动与放缩: 转动与放缩变换可以写为:

z → z + εz and z → z + εz (5.3. 22)

描述了 ε 纯虚数对应的旋转, 以及 ε 实数对应的的伸缩. 并非所有算符在这些变换下都
具有良好的变换特性. 这实际上类似于量子力学中的说法, 即并非所有态都能在哈密顿
量 H 和角动量算符 L 下具有良好变换性质. 然而, 在量子力学中, 我们知道可以选择
H 和 L 的本征态作为希尔伯特空间的基, 当然前提是 [H,L] = 0.

同样的说法也适用于共形场论中的算符: 我们可以选择一个在旋转和伸缩下具有良好
变换性质的局域算符作为基. 事实上, 我们将在 5.7 节中看到, 关于局域算符的说法实
际上是由关于态的说法推导出来的.

定义: 若算符 O 在 δz = εz 和 δz = εz 条件下以如下形式变换:

δO = −ε(hO + z ∂O)− ε(h̃O + z ∂O), (5.3. 23)

则该算符 O 被认为具有共形权 (h, h̃). 这个表达式中的 ∂O 项对于任何算符都是存在
的. 它们只是来自于 O(z − εz, z − εz) 的展开. 而需要注意的是 hO 和 h̃O 这两项对于
作为伸缩和旋转本征态的算符来说是特殊的. 下面是一些重要的事实：

• h 和 h̃ 都是实数. 在幺正共形场论中, 所有算符都满足 h, h̃ ≥ 0. 我们将在 5.6.2 节
说明这一点.

• 权并不像看起来那么陌生. 它们只是告诉我们算符在旋转和缩放时如何变换. 但我
们在本科量子力学就已经有了这些概念的名称. 旋转群的本征值通常称为自旋量子
数, 即 s, 用权值表示为:

s = h− h̃

同时, 算符的缩放量纲 (scaling dimension), 也称为共形量纲 (conformal dimension)
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∆ 是
∆ = h+ h̃

• 为了解释这些定义, 我们不妨回顾一下旋转和缩放变换是如何作用于坐标的. 旋转
由算符:

L = −i(σ1∂2 − σ2∂1) = z∂ − z∂

而产生缩放的伸缩算符 D 则是

D = σα∂α = z∂ + z∂

• 共形量纲是我们熟悉的 "量纲" 的推广, 我们通常通过量纲分析把它与场和算符的缩
放性质联系起来. 例如, 世界面导数总是把算符的量纲加一: ∆[∂] = +1. 然而需要注
意的是, 场在经典理论中呈现的缩放行为, 并不总是与量子理论中的缩放行为一致,
特别是当量子效应引入反常量纲时. 反常量纲本质上是一种重整化效应, 类似于质
量重整化, 但它描述的是算符的缩放性质.

让我们来比较一下变换定律 eq. (5.3. 23) 以及沃德恒等式 eq. (5.3. 19). 旋转和缩放产
生的诺特流 δz = εz 在 eq. (5.2. 14) 中给出: J(z) = zT (z). 这意味着 JO OPE 的留数
将决定 TO OPE 中的 1/z2 项. 当然, 类似的论证也适用于 δz = εz 和 T . 因此, 这样
做的结果是, 对于权为 (h, h̃) 的算符 O 来说, 带 T 和 T 的 OPE 的形式为:

T (z)O(w,w) = . . .+ h
O(w,w)
(z − w)2 + ∂O(w,w)

z − w
+ . . .

T (z)O(w,w) = . . .+ h̃
O(w,w)
(z − w)2 + ∂O(w,w)

z − w
+ . . .

主算符是指其与 T 和 T OPE 的截断分别为 (z −w)−2 阶或 (z −w)−2 阶的算子. 不能
存在更高的奇点:

T (z)O(w,w) =hO(w,w)
(z − w)2 + ∂O(w,w)

z − w
+ . . .

T (z)O(w,w) =h̃O(w,w)
(z − w)2 + ∂O(w,w)

z − w
. . .

由于我们现在知道了 TO OPE 中的所有奇点, 因此我们可以在所有共形变换下给出
具体的变换形式. 而所谓的主算符的重要性就在于它们具有特别简单的变换性质. 以
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δz = ε(z) 为中心, 我们有:

δO(w,w) = −Res[ε(z)T (z)O(w,w)] = −Res
[
ε(z)

(
h
O(w,w)
(z − w)2 + ∂O(w,w)

z − w
+ . . .

)]

第二步代入的正是 TO 的 OPE. 由于我们要研究平滑的共形变换, 因此要求 ε(z) 本身
在 z = w 处没有奇点. 于是我们可以进行泰勒展开:

ε(z) = ε(w) + ε′(w) (z − w) + . . .

将上式代回, 我们便得到了在一般共形变换 δz = ε(z) 下, 主算符的无穷小变化:

δO(w,w) = −hε′(w)O(w,w)− ε(w) ∂O(w,w) (5.3. 24)

这表明, 主算符的变化可拆解为如下两部分:

• 缩放项: −hε′(z)O(z, z), 它是不同主算符变换中的主要区别.
• 平移项: −ε(z)∂O(z, z), 这一项描述了主算符如何进行平移.

而反全纯变换也有类似的表达式 δz = ε(z).

eq. (5.3. 24) 一式对于无限小共形变换成立. 而要想知道主算符在有限共形变换下是如
何变化的, 只需积分即可. 具体来说, 观察无穷小共形变换 δz = ε(z) 下的 δO(w,w), 我
们现在关注第一项 (缩放项), 为了推广到有限变换, 我们引入变换参数 t, 并将 z 改记
为变量 ẑ(t), 为 t 的函数. 于是 t 成为一个描述物理体系演化的参数, 描述从初始坐标
ẑ(0) = z 到最终坐标 ẑ(T ) = z̃ 的变换. 由 z 的无穷小变换形式, ẑ 在参数 t 的小变换
下增长的小量 dẑ 为 ε(ẑ(t)), 于是 ε 此时反应 ẑ(t) 关于 t 的导数:

d

dt
ẑ(t) = ε(ẑ(t)). (5.3. 25)

而算符 O(ẑ(t)) 在这一参数描述下的变化率可以写为:

d

dt
O(ẑ(t)) = −hε′(ẑ(t))O(ẑ(t)). (5.3. 26)

进行变量分离:
dO
O

= −hε′(ẑ(t))dt. (5.3. 27)
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分别将等号两侧对参数 t 从 0 到 T 积分:

ln O(z̃)
O(z) = −h

∫ T

0
ε′(ẑ(t))dt. (5.3. 28)

我们希望将右侧的积分表达成 z 的函数. 具体的做法是利用链式法则：

d

dt

∂ẑ

∂z
= ∂

∂z

dẑ

dt
= ε′(ẑ) · ∂ẑ

∂z
. (5.3. 29)

对 t 积分，我们得到： ∫ T

0
ε′(ẑ(t))dt = ln ∂z̃

∂z
. (5.3. 30)

两侧同时取指数, 我们有:
∂z̃

∂z
= exp{

∫ T

0
ε′(ẑ(t))dt} (5.3. 31)

将其带回 eq. (5.3. 28), 我们便得到:

ln O(z̃)
O(z) = −h ln ∂z̃

∂z
. (5.3. 32)

最终得到:

O(z̃) =
(
∂z̃

∂z

)−h

O(z). (5.3. 33)

对于 z 方向的讨论与之类似, 于是:

O(z̃, z̃) =
(
∂z̃

∂z

)−h (∂z̃
∂z

)−h

O(z, z). (5.3. 34)

于是我们得到了主算符的一般变换:

O(z, z) → Õ(z̃, z̃) =
(
∂z̃

∂z

)−h (∂z̃
∂z

)−h̃

O(z, z) (5.3. 35)

事实将证明, 共形场论的主要关注对象之一就是主场的权 (h, h̃) 谱. 这相当于计算量
子场论中的粒子质量谱. 而在统计力学中, 主算符的权就是所谓的临界指数 (critical
exponents).
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5.4 以自由标量场为例

让我们来看看自由标量场是如何工作的. 首先熟悉一下使用路径积分的一些技巧. 作用
量是:

S = 1
4πα′

∫
d2σ ∂αX ∂αX (5.4. 36)

经典的运动方程是 ∂2X = 0. 让我们先看看如何用路径积分推导出量子理论中的类似
说法. 我们需要的关键事实是, 整体导数的路径积分为 0, 这就像整体导数在普通积分
中为 0 一样. 由此我们可以得出:

0 =
∫
DX δ

δX(σ) e
−S =

∫
DX e−S

[ 1
2πα′ ∂

2X(σ)
]

但这只不过是艾伦费斯特定理 (Ehrenfest theorem), 该定理认为算符的期望值服从经典
运动方程:

〈∂2X(σ)〉 = 0

传播子 (propogator)

接下来我们要做的是计算 X 的传播子, 也即两点关联函数. 我们当然可以用正则量子
化来做这件事, 但用路径积分来达成这一目标也是很有帮助的. 观察:

0 =
∫
DX δ

δX(σ)
[
e−S X(σ′)

]
=
∫
DX e−S

[ 1
2πα′ ∂

2X(σ)X(σ′) + δ(σ − σ′)
]

于是有:
〈∂2X(σ)X(σ′)〉 = −2πα′ δ(σ − σ′) (5.4. 37)

请注意, 如果我们用正则的方法来计算, 我们会发现相同的答案: 由于所有关联函数都
是有时间顺序的, 因此在计算中会出现 δ 函数.

现在我们可以把 eq. (5.4. 37) 看作传播子 〈X(σ)X(σ′)〉 的微分方程. 要解这个方程, 我
们需要下面的标准结果

∂2 ln(σ − σ′)2 = 4πδ(σ − σ′) (5.4. 38)

既然这很重要, 我们就来快速验证一下它的正确性. 这其实就是是斯托克斯定理的一个
简单应用. 取 σ′ = 0 并对

∫
d2σ 进行积分. 很明显, 我们可以从等号右侧得到 4π, 而等
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号左侧则会给出:∫
d2σ ∂2 ln(σ2

1 + σ2
2) =

∫
d2σ ∂α

( 2σα
σ2

1 + σ2
2

)
= 2

∮ (σ1 dσ
2 − σ2dσ

1)
σ2

1 + σ2
2

转换到极坐标 σ1 + iσ2 = reiθ, 我们可以将该表达式重写为:

2
∫
r2dθ

r2 = 4π

于是便证实了 eq. (5.4. 38). 再再将这一结果应用到 eq. (5.4. 37) 一式中, 我们就得到
了自由标量在二维空间的传播子, 也可以称为格林函数 (Green‘s function):

〈X(σ)X(σ′)〉 = −α
′

2 ln(σ − σ′)2

这里需要注意一点, 我们在推导过程中刻意忽略了常数项. 换言之, 这一格林函数允许
出现额外的常数项, 其对应于 X 的零模. 或者我们也可以通过对 X 做伸缩变换使得格
林函数多出一个常数项, 事实上这也是对数 CFT 的重要特征. 但这在物理上其实并不
重要, 因为真正有物理意义的传播子是产生湮灭算符给出的态之间的内积, 它们会对应
X 的导数项从而消去零模. 接下来我们观察这个对数函数, 其在 σ → σ′ 时有一个奇点.
这是一个紫外发散, 是所有场论的共性. 它还有一个奇点是 |σ − σ′| → ∞. 这告诉了我
们一些重要的性质, 我们将在 5.4.1 节中详细解释.

最后, 我们可以重复在路径积分中观察整体导数的技巧, 现在在路径积分中插入其他算
符 O1(σ1), . . .On(σn). 只要 σ, σ′ 6= σi, 那么整个分析的过程就和以前完全一致. 我们
通常使用这样的标准流程写出某些算符的乘积, 例如:

X(σ)X(σ′) = −α
′

2 ln(σ − σ′)2 + . . . (5.4. 39)

我们也可以在复坐标下表达上式. 经典运动方程 ∂∂X = 0 允许我们将算符 X 分解为
左行 (left moving) 和右行 (right moving) 部分:

X(z, z) = X(z) +X(z)

我们只关注左行这部分, 右行的部分则同理. 我们有算符乘积展开:

X(z)X(w) = −α
′

2 ln(z − w) + . . .
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对数型的 OPE 意味着 X(z) 在共形变换下性质很差. 因此, 在这个理论中最基本的构
成 X 反而并不是我们真正感兴趣的对象. 不过, 我们可以看看 X 的导数. 它有一个相
当漂亮的 OPE:

∂X(z) ∂X(w) = −α
′

2
1

(z − w)2 + non-singular (5.4. 40)

5.4.1 二维不存在戈德斯坦玻色子 (Goldstone boson)

传播子的红外发散具有重要的物理意义. 首先, 让我们指出量子力学和量子场论在 d =
3 + 1 维上的一个重大区别. 由于描述这两种理论的语言相当不同, 很多人可能甚至没
有意识到这种差异的存在.

考虑一维的量子力学. 这是一个自由标量场 X 的 d = 0 + 1 维理论. 让我们把粒子制
备在某种局域态, 例如高斯波函数 Ψ(X) ∼ exp(−X2/L2) 中. 然后随着时间推移, 波函
数开始向外扩散. 并且这种扩散不会停止. 实际上, 系统的基态之一正是一个无限宽的
均匀波函数, 也就是平面波. 但这不是希尔伯特空间中的态, 因为它不能被归一化, 但我
们在本科量子力学中的希尔伯特空间却将这一波函数作为基, 这一矛盾的解决依赖于
希尔伯特空间自伴算符 (self-adjoint operator) 的谱 (可以理解为本征值的推广) 分解
(spectrum decomposition), 我们在这里不再赘述.

现在, 让我们将上述一维量子力学与 d = 3 + 1 维场论中的自由标量场 X 的情况进行
比较. 现在我们把它看成是一个没有势的标量. 物理上的情况非常不同: 场论有无限多
的基态, 由期望值 〈X〉 决定. 围绕这个真空的小波动 (fluctuation) 是无质量的: 它们是
被打破平移不变性 X → X + c 的戈德斯坦玻色子.

我们看到, 在 d = 0 + 1 和 d = 3 + 1 维中, 物理学原理截然不同. 在量子力学中, 波函数
会扩散, 但在高维场论中没有这样的现象. 那么, 在 d = 1 + 1 和 d = 2 + 1 维中会发生
什么呢? 事实证明, d = 1 + 1维的场论更像量子力学: 波函数扩散. 而维度为 d = 2 + 1
或更高的理论则表现出相反的行为: 它们具有戈德斯坦玻色子. 传播子的计算中便可体
现这一点. 在任意 d 维时空里, 传播子的形式为:

〈X(r)X(0)〉 ∼

 1/rd−2 d 6= 2

ln r d = 2

上式只有在 d = 1 和 d = 2 时才会在较大 r 时发散. 如果我们用插入算符 X(0) 的方式
对真空进行轻微扰动, 那么这个关联函数直接反映了这种扰动是如何随着距离的增加
而变化的. 低维度时的这种红外发散告诉我们波函数想要扩散.



78 以自由标量场为例

由科尔曼-梅明-瓦格纳定理 (Coleman-Mermin-Wagner theorem), 波函数在低维度的扩
散意味着不存在自发对称破缺, 也不存在戈德斯坦玻色子. 这通常被称为科尔曼-梅明-
瓦格纳定理 (Coleman-Mermin-Wagner theorem). 不过需要注意的是, 它并不禁止二维
中的无质量激发, 它只是禁止类似戈德斯坦玻色子的无质量激发.

5.4.2 能动张量与主算符

我们想计算 T 与其他算符的 OPE. 关于 T , 我们先前是在 eq. (5.2. 16) 中用经典理论
计算过它:

T = − 1
α′ ∂X∂X (5.4. 41)

但是, 我们需要注意这在量子理论中的含义. 它涉及定义在同一点的两个算符的乘积,
如果我们不小心处理, 这势必意味着发散. 在正则量子化中, 我们会希望通过把所有湮
灭算子放到右边来进行正规排序. 这保证了真空能为零. 而在这里, 我们做了一些基本
等价的事情, 但没有提及产生和湮灭算符:

T = − 1
α′ : ∂X∂X : ≡ − 1

α′ limit
z→w

(∂X(z)∂X(w)− 〈∂X(z)∂X(w)〉) (5.4. 42)

这样构造便会自然地得到 〈T 〉 = 0.

有了 T 的这个定义, 我们现在可以开始计算 OPE, 用以确定理论中的主场. 首先要计
算的是几个重要的场的共形权:

首先是 ∂X, 这是一个共形权为 (h, h̃) = (1, 0) 的主场. 为证明这一点我们需要先确定如
何取正规排序算符的乘积.

T (z) ∂X(w) = − 1
α′ : ∂X(z)∂X(z) : ∂X(w)

其中等号左侧的算符是时序的 (因为这种类型的所有算符表达式都被认为存在于时序
关联函数中). 与之相反的是, 等号右边则是正规排序算符的乘积. 但是我们知道如何
将正规排序的乘积变为时间排序的乘积: 利用威克定理 (Wick theorem) 的内容. 尽管
我们在 eq. (5.4. 42) 中定义了正规排序, 而没有提及产生和湮灭算符, 但威克定理仍然
成立. 我们必须对算符对所有可能的缩并求和, 而这里的收缩是指我们用传播子代替算
符对:

∂X(z) ∂X(w)︸ ︷︷ ︸ = −α
′

2
1

(z − w)2
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利用这一点, 我们有:

T (z)∂X(w) = − 2
α′ ∂X(z)

(
−α

′

2
1

(z − w)2 + . . .

)

这里的 . . . 部分包括完全正规排序项 : T (z)∂X(w) : 的贡献. 而我们感兴趣的只有奇异
部分. 于是, 我们有:

T (z)∂X(w) = ∂X(z)
(z − w)2 + . . . = ∂X(w)

(z − w)2 + ∂2X(w)
z − w

+ . . .

这确实是权为 h = 1 的主算符的 OPE.

需要注意的是, 对于 n > 1 的更高阶导数来说, ∂nX 不是主算符. 例如, ∂2X 是权为
(h, h̃) = (2, 0) 的算符, 但不是主算符. 其实这一点我们可以通过简单的 OPE 计算看出:

T (z) ∂2X(w) = ∂w

[
∂X(w)

(z − w)2 + . . .

]
= 2∂X(w)

(z − w)3 + 2∂2X(w)
(z − w)2 + . . .

场 ∂nX 的共形权为 (h, h̃) = (n, 0) 这一事实符合我们的自然直觉: 每阶导数都提供了
自旋 s = 1 和量纲 ∆ = 1, 而场 X 似乎没有贡献, 或者说我们想当然地会认为这反映了
它具有经典意义下的零量纲, 事实的确如此, 在经典理论中, 我们如果按照算符的共形
权定义, 即观察算符与能动张量 OPE 来讨论 X 的共形权我们得到的确实是零, 这正是
[1] 中提到的结论. 然而, 在量子理论中, 说 X 的量纲为 0 则有待商榷: 其 OPE eq. (5.4.
39) 的对数行为表明它不像通常具有良定义的共形量纲的共形场那样相互作用, 因此不
能简单地赋予它一个固定的共形权, 或者不能简单将他作为权为零的场来看待, 这便是
为什么 [2] 与许多其他教材 (包括本书) 声称它有一个定义不清的共形量纲.

我们接下来可以进一步得到 : eikX : 的共形权为 (h, h̃) = (α′k2/4, α′k2/4), 且为主算符.
这两点都可以从 : eikX : 与 T 的 OPE 得到, 与先前步骤一样, 我们先计算 : eikX : 与
∂X 的 OPE. 有:

∂X(z) : eikX(w) :=
∞∑
n=0

(ik)n

n! ∂X(z) : X(w)n :

=
∞∑
n=1

(ik)n

(n− 1)! : X(w)n−1 :
(
−α

′

2
1

z − w

)
+ . . .

=− iα′k

2
: eikX(w) :
z − w

+ . . .

(5.4. 43)
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利用上式, 我们现在可以尝试计算与 T 的 OPE 了:

T (z) : eikX(w) :=− 1
α′ : ∂X(z)∂X(z) : : eikX(w) :

=α′k2

4
: eikX(w) :
(z − w)2 + ik

: ∂X(z)eikX(w) :
z − w

+ . . .

其中第一项是进行两次缩并的结果, 而第二项则对应于进行一次缩并, 1/2 消失是由于
对称性, 即选取任一 ∂X(z) 参与缩并都等价. 将最后一项中绕 w 展开, 我们得到带奇
点的项:

T (z) : eikX(w) := α′k2

4
: eikX(w) :
(z − w)2 + ∂w : eikX(w) :

z − w
+ . . . (5.4. 44)

表明 : eikX(w) : 确实是主算符. 我们以后会经常遇到这个算符, 但我们会选择简化符号,
去掉正规排序的冒号. 从现在起, 我们将默认使用正规排序.

最后, 让我们看看 T 与自身的 OPE. 这同样可以作为一个缩并的练习:

T (z)T (w) = 1
α′ 2 : ∂X(z) ∂X(z) : : ∂X(w) ∂X(w) :

= 2
α′ 2

(
−α

′

2
1

(z − w)2

)2

− 4
α′ 2

α′

2
: ∂X(z) ∂X(w) :

(z − w)2 + . . .

这里也存在上述对称性导致的系数, 第一项前面的系数 2 来自于两个缩并的两种方式.
第二项中的系数 4 则来自于单个缩并的多种方式. 于是:

T (z)T (w) = 1/2
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 −
2
α′
∂2X(w) ∂X(w)

z − w
+ . . .

= 1/2
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 + ∂T (w)
z − w

+ . . .

(5.4. 45)

我们由上述讨论知道, 在自由标量场理论中, T 并非主算符. 它是共形权为 (h, h̃) =
(2, 0) 的算符. 但由于其与 T 的 OPE 中有 (z −w)−4 项, 它不满足主算符的定义. 而事
实上, 能动张量的这一特性是所有 CFT的普遍特征, 我们现在对它进行更详细的探讨.

5.5 中心荷 (Central charge)

在任何共形场论的算符中, 最显然的不属于主算符的例子就是能动张量本身.

对于自由标量场, 我们已经看到 T 的共形权为 (h, h̃) = (2, 0). 但实际上这在任何共形
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场论中都正确. 原因很简单: Tαβ 的量纲为 ∆ = 2, 因为我们是通过对空间进行积分来
得到能量分量的. 并且它有自旋 s = 2, 这因为它是一个对称的二阶张量. 这两个信息等
价于 T 是共形权为 (2, 0) 的算符. 同理, T 的共形权为 (0, 2). 这表明 TT OPE 的形式
一定为:

T (z)T (w) = . . .+ 2T (w)
(z − w)2 + ∂T (w)

z − w
+ . . .

TT 的 OPE 与之类似. 在这个展开中还会有哪些项呢? 由于每个项的量纲都是 ∆ = 4,
所以出现在等号右侧的算符必须取如下形式:

On
(z − w)n (5.5. 46)

其中, ∆[On] = 4− n. 但是, 在共形场论中不存在 h, h̃ < 0 的算符 (我们稍后会证明这
一点). 因此, 我们能得到的最奇异的项是阶为 (z − w)−4 的项. 而与这样的项一同出现
的只能是常数. 于是:

T (z)T (w) = c/2
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 + ∂T (w)
z − w

+ . . .

同理,

T (z)T (w) = c̃/2
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 + ∂T (w)
z − w

+ . . .

常数 c 和 c̃ 被称为中心荷. (有时它们也被称为左行和右行中心荷). 它们也许是表征共
形场论的最重要的数字. 我们已经可以对这两个数字所包含的信息有一些直观的认识.
在自由标量场 eq. (5.4. 45) 的例子中, 我们发现自由标量场有 c = c̃ = 1. 而如果我们
换成考虑 D 个不相互影响的自由标量场, 那么我们则会得到 c = c̃ = D. 这给了我们一
个提示: c 和 c̃ 以某种方式描述了共形场论中的自由度数量. 这正是中心荷的深层含义,
不过 c 却不一定是整数.

此外, 还有一个问题没有解决: 为什么我们没有在 TT OPE 中加入 (z − w)−3 项? 原
因在于, OPE 必须满足 T (z)T (w) = T (w)T (z). 因为如前所述, 这些算符方程都是在时
序关联函数中成立的. 因此, 答案就是 (z − w)−3 项在 z ↔ w 下无法保持不变. 但是,
(z − w)−1 项是如何逃过这一限制的? 答案如下:

T (w)T (z) = c/2
(z − w)4 + 2T (z)

(z − w)2 + ∂T (z)
w − z

+ . . .

现在我们可以利用泰勒展开 T (z) = T (w)+(z−w)∂T (w)+ . . .和 ∂T (z) = ∂T (w)+ . . .,
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得到:

T (w)T (z) = c/2
(z − w)4 + 2T (w) + 2(z − w)∂T (w)

(z − w)2 − ∂T (w)
z − w

+ . . . = T (z)T (w)

于是, (z − w)−1 项被低一阶项的泰勒展开保护. 但对于 (z − w)−3 项, 低一阶项的常数
则不起作用.

能动张量的变换规则

因此, 除非 c = 0, 否则 T 就不是主算符. 我们很快就会看到, 对所有理论都有 c > 0. 这
对 T 的变换规则也存在着一定影响:

δT (w) =− Res[ε(z)T (z)T (w)]

=− Res
[
ε(z)

(
c/2

(z − w)4 + 2T (w)
(z − w)2 + ∂T (w)

z − w
+ . . .

)]

如果 ε(z) 不包含奇异项，我们可以展开

ε(z) = ε(w) + ε′(w)(z − w) + 1
2ε

′′(z − w)2 + 1
6ε

′′′(w)(z − w)3 + . . .

于是有:
δT (w) = −ε(w) ∂T (w)− 2ε′(w)T (w)− c

12ε
′′′(w) (5.5. 47)

这是无限小的变换. 我们想知道, 在有限共形变换 z → z̃(z) 的作用下, T 会以什么方式
变换. 答案是:

T̃ (z̃) =
(
∂z̃

∂z

)−2 [
T (z)− c

12 S(z̃, z)
]

(5.5. 48)

其中, S(z̃, z) 被称为施瓦兹导数 (Schwarzian derivative), 定义如下:

S(z̃, z) =
(
∂3z̃

∂z3

) (
∂z̃

∂z

)−1

− 3
2

(
∂2z̃

∂z2

)2 (
∂z̃

∂z

)−2

(5.5. 49)

这个所谓的施瓦兹导数的来源是什么呢? 倘若没有施瓦兹导数项, 我们可以验证 T 便
成为主算符, 这和我们先前得到的结论不符, 因此必须存在这一修正. 可以证明, 中心荷
不参与全局共形变换 (也叫莫比乌斯变换 (Möbius transformation).), 因此施瓦兹导数
在 z̃ 和 z 以莫比乌斯变换相互联系的情况下为 0. 再由连续共形变换的群乘法 (两个相
继的变换必然等价于一个变换), 便可以得到施瓦兹导数的具体形式. 我们可以很容易
地检验出施瓦茨式具有正确的无穷小形式, 从而得到 eq. (5.5. 47).
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5.5.1 外尔反常 (Weyl Anomaly)

弦理论的一个关键特征是, 它并非在所有时空背景下都自洽, 而仅在某些满足特定条件
的背景下成立. 例如, 我们曾在第 3 章讨论过: 平坦时空中的玻色弦理论要求时空维数
满足 D = 26. 而这一节让我们讨论另一个重要的现象: 外尔对称性的反常. 所谓外尔
反常指的是能动量张量的迹 Tαα 在经典理论中为零, 但在量子理论中不再为零的现象.
我们在量子场论中实际上已经接触过类似的反常现象, 尽管表述方式可能不同. 全局外
尔变换 (即 w(σ) 为常数的情况) 等价于对尺度的整体缩放. 我们在四维时空中的一些
熟悉的相互作用 (如无质量 φ4 理论和非阿贝尔规范理论) 在经典层面具有尺度不变性,
因为它们的拉格朗日量是尺度无关的, 所有参数均为无量纲参数 (例如耦合常数便是无
量纲的). 然而, 量子理论中的发散会导致非零的重整化群 β 函数, 表明有效耦合常数实
际上是与尺度有关的. 相应地, 能动量张量的迹在经典理论中为零, 但在量子效应下非
零且正比于 β 函数.

在弦理论中外尔反常的形式与之类似, 同时还与中心荷有所联系. 具体来说在经典理论
中, 共形场论的性质之一是能动张量的迹为 0.

Tαα = 0

然而, 量子理论中的情况更为微妙. 虽然 〈Tαα 〉 在平直空间中确实为 0, 但如果我们把理
论放在一个弯曲的背景上, 它就不再成立了. 而本节的目的便是要证明:

〈Tαα〉 = − c

12R (5.5. 50)

首先我们观察规范固定后的配分函数, 即真空路径积分 Z[g] 是否与基准度规 g 的选择
无关, 即需要验证

Z[g′] = Z[g] (5.5. 51)

其中 g′ 与 g 之间差一个外尔变换. 我们可以观察含任意插入算符的路径积分, 它们有
如下形式:

〈· · · 〉g =
∫

[dX db dc] e−S[X,b,c,g] · · · , (5.5. 52)

要求外尔不变性作为算符恒等式成立, 即

〈· · · 〉e2wg = 〈· · · 〉g. (5.5. 53)

我们暂时不关注插入项本身的细节, 因为外尔反常讨论的内容对任意态均成立, 是时空
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本身与弦的自身性质相关的内容, 与插入项无关. 也就是说, 我们要求外尔不变性作为
算符方程成立.

能量-动量张量 T ab 定义为路径积分关于度规的无穷小变分的响应, 即:

δ〈· · · 〉g = − 1
4π

∫
d2σ g1/2δgαβ〈Tαβ · · · 〉g. (5.5. 54)

经典理论中, T ab 完全由作用量的变分给出, 这与诺特定理中关于守恒流的定义一致:

T ab(σ) classical−→ 4π
g(σ)1/2

δ

δgab(σ)S (5.5. 55)

此时若将 δgab 取为坐标变换, 那么路径积分的微分同胚不变性对应的诺特流 T ab 守恒.
接下来, 我们将首先忽略边界效应, 对于外尔变换, T ab 的定义 eq. (5.5. 54) 表明:

δw〈. . .〉g = − 1
2π

∫
d2σ g(σ)1/2δω(σ)〈Tαα(σ) . . .〉g (5.5. 56)

因此, 包含一般插入项 . . . 的外尔不变性可表述为算符方程, 即能量-动量张量无迹:

Tαα
?= 0. (5.5. 57)

经典作用量具有外尔不变性, 但与我们本节开头提及的场论中的量子反常类似, 在量子
化之后我们对体系的描述可能存在修正, 而在这里的体现就是能动张量的迹可能不为 0.
由于已保留微分同胚与庞加莱对称性, 能动张量的迹便必须满足这两种不变性, 且在平
直情形下迹必须为零 (我们已知平直情形下共形不变, 因此不存在这一问题). 由此仅剩
一种可能性:

Tαα = a1R (5.5. 58)

其中 a1 为常数, R 为世界面里奇标量. 由于作用量中的量纲要求, 能动张量的迹中不能
出现超过两个导数的项. 而 gab 和 Xµ 均与世界面的尺度无关, 因此 eq. (5.5. 58) 中的
常数 a1 同样与之无关.

总结一下前面的讨论, 因为 〈Tαα〉 对任何态都具有相同的值, 所以它必须等于某种只取
决于背景度规的量, 且由量纲限制, 它应当是局域的量纲为 2 的量. 在这其中满足庞加
莱对称性和微分同胚对称性的唯一的候选者是里奇标量 R. 因此, 我们可以确定至仅差
一个系数: 〈Tαα〉 ∼ R. 那么, 系数是多少, 是否为 0? 在具体推导之前, 我们先介绍几
个基本事实:

• eq. (5.5. 50) 一式适用于理论中的任何态, 包括但不限于真空态. 这反映它来自于对
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整个理论的短程发散的调节, 而非针对某些态. 但是, 能量有限的态在短程下看起来
大致相同.

• 通过对坐标的适当选择, 我们总是可以将任何二维度规表示为 gαβ = e2ωδαβ 的形式.
在这样的坐标选取下, 里奇标量为:

R = −2e−2ω∂2ω (5.5. 59)

显然是 ω 的函数. eq. (5.5. 50) 一式告诉我们, 任何 c 6= 0 的共形理论都至少有一个
物理可观测量 〈Tαα 〉, 它在被外尔变换 ω 相互关联的背景上取不同的值. 这一结果被
称为外尔反常, 有时也被称为迹反常.

• 高维共形场论也存在外尔反常现象. 例如, 4d CFT 由 a 和 c 两个数字表征. 它们作
为系数出现在外尔反常中:

〈T µµ〉4d = c

16π2 CρσκλC
ρσκλ − a

16π2 R̃ρσκλR̃
ρσκλ

其中 C 是外尔张量, R̃ 是黎曼张量的对偶.
• 我们在 eq. (5.5. 50) 里只涉及左行中心荷 c, 但其实左行部分并不特殊. 我们也有

〈Tαα〉 = − c̃

12 R

而在平直空间, 共形场论允许 c 和 c̃ 不同. 而在固定的弯曲背景下, 如果我们希望这
些理论是一致的便需要要求 c = c̃. 这正是引力反常的结论之一.

• 外尔不变性最终会要求 c = 0. 而这一事实在弦理论中至关重要, 它给出了对物理理
论的限制条件, 我们只允许中心荷 c = 0 的理论存在. 我们将在 6 一章再次讨论这个
问题.

现在我们将证明外尔反常 eq. (5.5. 50). 首先, 我们需要推导一个中间步骤: Tzz Tww 的
OPE. 当然, 在经典理论中我们发现共形不变性要求 Tzz = 0. 而现在我们将证明, 在量
子理论中, 这一点是十分微妙的.

我们的出发点是能量守恒方程:
∂Tzz = −∂ Tzz

这样, 我们就可以用我们熟悉的 TT OPE 来表达我们所需的 OPE.

∂zTzz(z, z) ∂wTww(w,w) =∂zTzz(z, z) ∂wTww(w,w)

=∂z∂w
[

c/2
(z − w)4 + . . .

] (5.5. 60)
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等号右侧为全纯函数的反全纯导数. 但这并不意味着等于 0, 因为函数在 z = w 处存在
奇点. 这与下面的例子相似:

∂z∂z ln |z − w|2 = ∂z
1

z − w
= 2πδ(z − w, z − w) (5.5. 61)

上式的正确性已在 eq. (5.4. 38) 之后得到了验证. (与 eq. (5.4. 38) 相差系数 2 则来
自于 5 节中为复数坐标定义的约定). 而 eq. (5.5. 61) 的中间步骤正是全纯函数的反全
纯导数. 但我们已经看到结果不为 0. 由于奇点的存在, 这里有些微妙的事情. eq. (5.5.
61) 告诉我们, 函数 1/z 隐含关于 z 的依赖性. 利用这一结果，我们可以写出:

∂z∂w
1

(z − w)4 = 1
6 ∂z∂w

(
∂2
z ∂w

1
z − w

)
= π

3 ∂
2
z ∂w∂w δ(z − w, z − w)

将其插入关联函数 eq. (5.5. 60), 去掉两边的 ∂z∂w 导数我们就得到了想要的结果:

Tzz(z, z) Tww(w,w) = cπ

6 ∂z∂w δ(z − w, z − w) (5.5. 62)

因此, Tzz 和 Tww 的 OPE 几乎处处为 0, 但当 z → w 出现时, 会有一些奇怪的奇异行
为, 这通常被称为算符之间的接触项 (contact term). 我们已经看到, 它直接来源于能动
量守恒. 而我们将会看到, 这个接触项也正是导致外尔反常的原因.

平直空间中 〈Tαα〉 = 0. 现在尝试推导出接近平直空间的 〈Tαα〉 的表达式. 首先, 考虑
在度规 δgαβ 的一般变动下 〈Tαα〉 的变化. 根据能量-动量张量的定义 eq. (5.2. 11), 我
们可以得出:

δ 〈Tαα(σ)〉 =δ
∫
Dφ e−S Tαα(σ)

= 1
4π

∫
Dφ e−S

(
Tαα(σ)

∫
d2σ′√g δgβγ Tβγ(σ′)

)

如果我们现在将度规的变换限制为外尔变换, 那么平直度规的变化是 δgαβ = 2ωδαβ, 而
度规的逆的变化是 δgαβ = −2ωδαβ. 由此得出:

δ 〈Tαα(σ)〉 = − 1
2π

∫
Dφ e−S

(
Tαα(σ)

∫
d2σ′ ω(σ′)T ββ(σ′)

)
(5.5. 63)

现在我们知道 eq. (5.5. 62) 中的 OPE 决定了外尔反常的原因了. 因为我们需要在复数
坐标和笛卡尔坐标之间转换, 所以还要格外同时注意系数 2.

Tαα(σ)T ββ(σ′) = 16Tzz(z, z) Tww(w,w)
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同时, 使用 5 节中的约定, 我们有 8∂z∂wδ(z − w, z − w) = −∂2 δ(σ − σ′). 这样我们就
得到了直角坐标下的 OPE:

Tαα(σ)T ββ(σ′) = −cπ3 ∂2 δ(σ − σ′)

现在我们把它代回到 eq. (5.5. 63) 中, 利用分部积分把两个导数移到共形因子 ω 上, 剩
下的就是:

δ 〈Tαα〉 = c

6 ∂
2ω ⇒ 〈Tαα〉 = − c

12R

其中最后一步使用了 eq. (5.5. 59). 由于我们计算的是无穷小变换, 我们可以进行替换:
e−2ω ≈ 1. 这就 (至少对于无限接近于平直空间的空间) 完成了外尔反常的证明. 而对
于一般的二维世界面, 我们总可以利用重参数化不变性来得到共形平直的度规, 所以向
一般二维世界面的推广平凡.

5.5.2 中心荷的物理含义

注意到, T 的变换 eq. (5.5. 48) 中的额外项并不取决于 T 本身. 它的值对所有态都是
一样的, 只影响能量中的常数项, 即零模. 换句话说, 它就是系统的卡西米尔能 (Casimir
energy).

让我们来看一个稍后会被证明对弦有用的例子. 考虑欧几里得空间中的圆柱体, 以如下
形式参数化:

w = σ + iτ, σ ∈ [0, 2π)

我们可以通过以下共形变换将圆柱面变为复平面:

z = e−iw

事实上, 圆柱面和平面是通过共形映射联系在一起的. 这意味着如果我们在圆柱面上理
解了给定的共形场论, 那么在平面上我们也马上就能理解它, 反之亦然. 圆柱面上的等
时线被映射为平面上的等半径圆. 而原点 z = 0 则对应于无穷远过去 τ → −∞.

在这种变换下 T 会发生什么变化? 我们可以很容易地计算出施瓦茨导数为 S(z, w) =
1/2. 因此我们得到:

Tcylinder(w) = −z2 Tplane(z) + c

24 (5.5. 64)

假设当理论定义在平面上时, 基态能量消失: 〈Tplane〉 = 0. 那么在圆柱体上会发生什么
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呢? 计算哈密顿量:
H ≡

∫
dσ Tττ = −

∫
dσ (Tww + Tww)

共形变换告诉我们, 圆柱体上的基态能量为:

E = −2π(c+ c̃)
24

这就是圆柱体上的卡西米尔能. 对于自由标量场,我们有 c = c̃ = 1和能量密度 E/2π =
−1/12. 这与我们在 3.4 节中得到的结果是一样的, 但这次我们没有遇到无穷大的奇怪
问题.

卡西米尔效应和外尔反常现象有着相似之处. 在二者中, 中心荷都为能量提供了额外的
贡献. 我们现在展示中心荷的另一种含义: 它描述了高能态的密度.

我们将研究欧几里得环面上的共形场论. 保持先前定义 σ ∈ [0, 2π), 但现在我们也把 τ

看成是周期性的, 位于以下范围内:

τ ∈ [0, β)

欧氏时空中时间具有周期性的理论的配分函数有一个非常自然的解释: 它与温度 T =
1/β 时理论的自由能有关.

Z[β] = Tr e−βH = e−βF (5.5. 65)

在温度极低时 β → ∞, 自由能由能量最低的态主导. 所有其他态都会受到指数级的抑
制. 但我们在前文中看到, 圆柱体上的真空态具有卡西米尔能 H = −c/12. 因此, 在低
温极限下, 配分函数近似为:

Z → ecβ/12 as β →∞ (5.5. 66)

在欧几里得空间中, 环的两个方向是平等的. 我们完全可以改记 σ 为时间, 而 τ 是空间.
这不会改变配分函数的值. 交换之后与原来的配分函数相比, 我们希望空间方向的范围
是 [0, 2π). 而由于我们理论的共形性质, 我们可以通过如下缩放来实现这一点:

τ → 2π
β
τ , σ → 2π

β
σ

现在我们重新归一化空间的周期, 但时间方向的取值范围是 σ ∈ [0, 4π2/β). 这告诉我
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们, 高温和低温配分函数是相关的:

Z[4π2/β] = Z[β]

这被称为模不变性 (modular invariance). 我们会在 8.7 节再次提及这一问题. β′ =
4π2/β 告诉了我们配分函数的极高温特性:

Z[β′] → ecπ
2/3β′

as β′ → 0

但配分函数的极高温极限是对理论中所有态的采样. 而从熵的角度来看, 这种采样以高
能态为主. 因此, 这种计算相当于是在告诉我们有多少高能态.

为了更清楚地了解这一点, 让我们来复习一下统计力学. 任何系统都有一个状态密度
ρ(E) = eS(E), 其中 S(E) 是熵. 自由能的计算公式为:

e−βF =
∫
dE ρ(E) e−βE =

∫
dE eS(E)−βE

二维空间中的物理体系都有一个熵, 而它在能量极大时为

S(E)→ N
√
E (5.5. 67)

系数 N 表示自由度的数量. S ∼
√
E 等价于 F ∼ T 2, 这符合空间维度为 1 的理论的

能量密度. 要看到这一点, 我们只需要利用鞍点 S′(E?) = β 来对积分进行近似. 再利用
eq. (5.5. 67) 便可以得到自由能:

F ∼ N2T 2

现在我们可以把关于中心荷的部分说得更清楚了. 在共形场理论中, 高能态的熵由以下
公式给出:

S(E) ∼
√
cE

这就是所谓的卡迪公式 (Cardy‘s formula)

扎马洛奇科夫（Zamalodchikov）提出的 c 定理进一步加强了理论中中心荷与自由度之
间的联系. c 定理的思想是考察所有理论以及它们之间的重整化群流 (renormalization
group (RG) flows).

共形场论非常特殊, 它们是重整化群的定点, 在所有尺度上都相同. 我们可以考虑在共
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形场理论的作用量上增加一个额外项, 从而对其进行扰动:

S → S + α

∫
d2σ O(σ)

这里的 O 是理论的局域算符, 而 α 是某个系数. 这些扰动分为三类, 取决于 O 的量纲
∆.

• 相关扰动 ∆ < 2: 在这种情况下, α具有正量纲: [α] = 2− δ. 这种变形被称为相关的
(relevant), 因为它们在红外区非常重要. 重整化群流会偏离原本的共形场论, 直至到
达新的固定点, 即遇到一个新的共形场论 (可能是平凡的 c = 0) 时才会停止.

• 边际扰动 ∆ = 2: 常数 α 是无量纲的. 我们称其为边际变形 (marginal deformation).
但需注意, 仅当变形算符是严格边际 (即所有阶的 β 函数均为零) 时, 扰动后的理论
才能保持共形不变性并定义新的共形场论. 因此, 这里的 ∆ = 2 仅是保持共形对称
性的必要条件, 而非充分条件 2.

• 无关扰动 ∆ > 2: 常数 α 具有负量纲. 这些变形被称为不相关的 (irrelevant), 用来
表明这样的耦合常数在重整化群作用下最终为 0. 红外区的物理性质仍由原来的共
形场论描述, 但紫外线物理却被改变了.

在重整化群流中,当理论从紫外区流向红外区时,通常会伴随信息的所谓 "粗粒化"丢失.
这一现象可由 c 定理严格描述: 该定理指出, 在二维量子场论的理论空间上存在一个函
数 c, 其沿重整化群流单调递减, 且在共形场论的固定点处, c 的取值等于该共形场论的
中心荷. 需要注意的是, 尽管 c 定理最初针对共形场论提出, 但 c 函数的定义可扩展至
非共形场论, 这是因为连接两个共形场论的重整化群流本身不要求保持共形对称性, 即
中间理论可以是任意的量子场论. 而在连接两个共形固定点的中间理论 (可能非共形)
中 c 仍可定义并保持单调性.

5.6 维拉索罗代数 (Virasoro Algebra)

到目前为止, 我们的讨论仅限于共形场论的算符. 而没有详细介绍态. 现在我们来弥补
这一点, 首先观察圆柱体和平面之间的映射。

5.6.1 径向量子化 (Radial Quantization)

要讨论量子场论中的态, 我们需要思考它们所处的空间以及演化规律. 例如, 考虑一个
定义在平面上的二维量子场论. 在传统意义上, 在对这一理论进行量子化时, 我们用笛

2如某些情况下, 微扰可能导致非零 β 函数, 使出现的扰动实际为相关或无关的, 这种情形我们称之为边际相关 (mar-
ginally relevant) 和 边际无关 (marginally irrelevant)
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卡尔坐标 (t, x) 对平面进行参数化, 分别称为时间和空间. 态生活在类空截面上. 而哈
密顿量负责产生时间平移, 因而支配着态的演化.

然而, 圆柱体与平面之间的映射表明, 在平面上量子化共形场论有不同的方法. 圆柱体
上的复数坐标是 w, 而平面上的坐标是 z. 它们之间有如下关系:

w = σ + iτ , z = e−iw

在圆柱面上, 态存在于恒定 τ 的类空截面上, 并在哈密顿量的作用下演化:

H = ∂τ

映射到平面后, 哈密顿量变为伸缩算符:

D = z∂ + z∂

圆柱面的类空截面对应于平面上半径恒定的圆. 它们的演化受伸缩算符 D 的支配. 这
种构造方法被称为径向量子化.

通常在量子场论中, 我们对时序的关联函数感兴趣. 圆柱体上的时序变成了平面上按半
径排序, 此后简称径序. 关联函数中的算符插入处半径越大的位置越靠左. 我们在 5.2
节中提及的共形变换守恒流对应的诺特荷现在可以写为:

Tε(z) =
∮

0

dz

2πiε(z)T
m(z) (5.6. 68)

算符的共形变换由算符与共形变换对应的守恒荷给出:

δc
εφ(z) = − [Tε, φ(z)] . (5.6. 69)

维拉索罗生成元 (Virasoro Generators)

接下来观察平面上的能动张量 T (z). 依然是在圆柱面上，我们将用傅立叶展开法分解
T。

Tcylinder(w) = −
∞∑

m=−∞
Lme

imw + c

24
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经过平面变换 eq. (5.5. 64) 后, 就变成了洛朗 (Laurent) 展开式:

T (z) =
∞∑

m=−∞

Lm
zm+2

与往常一样, 右行部分也有类似表达式:

T (z) =
∞∑

m=−∞

L̃m
zm+2

我们可以反转这些表达式, 用 T (z) 表示 Lm. 我们需要求一个合适的围道积分:

Ln = 1
2πi

∮
dz zn+1 T (z) , L̃n = 1

2πi

∮
dz zn+1 T (z) (5.6. 70)

而如果我们只想得到 Ln 或 L̃n, 则必须确保在围道内没有其他算符.

在径向量子化中, Ln 是共形变换 δz = zn+1 对应的守恒荷. 这一点来自于 eq. (5.2. 14)
中给出的诺特流, 即: J(z) = zn+1T (z). 此外, 围道积分

∮
dz 映射为圆柱面上绕类空截

面的积分. 因此 Ln 是守恒荷. 这里的 "守恒" 是指它在圆柱面上的时间演化或平面上
的径向演化中保持不变. 同理, L̃n 是共形变换 δz = zn+1 对应的守恒荷.

在量子化后, 守恒荷就变成了变换的生成元. 因此, 算符 Ln 和 L̃n 生成共形变换 δz =
zn+1 和 δz = zn+1. Ln 和 L̃n 被称为维拉索罗生成元. 其中, 我们最感兴趣的三个共形
变换是:

• L−1 和 L̃−1 生成平移变换.
• L0 和 L̃0 则生成放缩与旋转.
• L+1 和 L̃+1 则生成 5.1 节介绍的特殊共形变换.

系统的哈密顿量 (衡量圆柱面上态的能量的算符) 被映射成平面上的伸缩算符. 当作用
于平面上的理论中的态时, 该算符表示为:

D = L0 + L̃0

此外, L−1,0,1 是定义在世界面全局的维拉索罗生成元, 相当于能动张量有全局定义的模.
于是, 与能动张量 OPE 不满足主算符要求的算符若与这三个生成元的对易子不存在高
于二阶的奇点, 进而满足主算符定义 eq. (5.3. 24) 则被称为准主算符 (quasi-primary
operator). 例如, 能动张量算符就是准主算符, 我们将 L−1,0,1 的定义代入 TT OPE
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eq. (5.4. 45), 不难发现, 能动张量与 L−1,0,1 的对易子中不出现中心荷项, 最高为二阶
奇点. 而既不是主算符也不是准主算符的例子也有很多, 例如反常鬼场流, 我们会在第
6 章详细讨论.

维拉索罗代数

如果我们有一定数量的守恒荷, 首先要做的就是计算它们的代数. 然后其表示可以对理
论的态进行分类. (这正是我们在量子力学里看到的氢原子中的角动量的作用). 对于共
形对称性, 我们要确定 Ln 生成元所满足的代数关系. 而一个好消息是 Ln 生成元的对
易关系实际上隐含在 TT 的 OPE 中.

我们希望计算对易子 [Lm, Ln]. 让我们把 Lm 写成围道积分
∮
dz, 而把 Ln 写成围道积

分
∮
dw, (注意到: 现在 z 和 w 都表示复平面上的坐标). 对易子现在完全写为如下积

分的形式:

[Lm, Ln] =
(∮

dz

2πi

∮
dw

2πi −
∮

dw

2πi

∮
dz

2πi

)
zm+1wn+1 T (z)T (w)

这具体是什么意思呢? 我们需要记住, 所有算符方程都应被视为存在于时序的关联函数
中. 而现在我们是在 Z 平面上观察, 于是这句话转化成径序关联函数: 平面上从外到内
的算符在关联函数里按从左到右排序.

计算对易子的方法是首先固定 w, 然后进行
∮
dz 积分, 对围道稍加变形就得到围绕定

点 w 进行 z 积分, 于是:

[Lm, Ln] =
∮

dw

2πi

∮
w

dz

2πi z
m+1wn+1 T (z)T (w)

=
∮

dw

2πi Res
[
zm+1wn+1

(
c/2

(z − w)4 + 2T (w)
(z − w)2 + ∂T (w)

z − w
+ . . .

)]

要计算 z = w 处的留数, 我们首先需要对 zm+1 围绕点 w 进行泰勒展开:

zm+1 =wm+1 + (m+ 1)wm(z − w) + 1
2m(m+ 1)wm−1(z − w)2

+ 1
6m(m2 − 1)wm−2(z − w)3 + . . .

然后, 三个项中的每一项都对留数提取一个贡献:

[Lm, Ln] =
∮

dw

2πi w
n+1

[
wm+1∂T (w) + 2(m+ 1)wm T (w) + c

12m(m2 − 1)wm−2
]
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最简单的方法是对第一项进行分部积分. 然后进行 w 积分. 对前两项加和, 得到形如
eq. (5.6. 70) 的表达式, 并给出 Lm+n. 而第三项由柯西定理, 仅在 m = −n 时存在贡献.
最后, 我们得到:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c

12m(m2 − 1)δm+n,0

这就是著名的维拉索罗代数. 与之对应的, L̃n 有完全相同的代数, 除了 c 需要改为 c̃.
当然, Ln 与 L̃n 的对易子 [Ln, L̃m] = 0. 在维拉索罗代数中，c 作为一个额外项出现, 这
就是它被称为 "中心荷" 的原因. 一般来说, 中心荷是指在一个代数中与其他所有项均
对易的额外项.

我们可以为维拉索罗代数构建一些形象的类比. 我们知道 Ln 生成共形变换 δz = zn+1.
与之相似地: 坐标变换 δz = zn+1, 它们由如下向量场生成:

ln = zn+1∂z (5.6. 71)

但是其对易子的计算比维拉索罗代数简单很多:

[ln, lm] = (m− n)lm+n

这正是维拉索罗代数的第一项, 那么中心荷对应的项从何而来? 关键点在于, 共形变换
不仅仅是经典的坐标重参数化: 在量子理论中, 经典对称性可能因反常被破坏. 具体而
言, 中心荷 c 是量子共形反常的体现, 它源于量子效应下无法完全保持坐标重参数化与
外尔放缩的组合对称性. 在经典理论中, 生成元的对易子不含中心荷项 (即 c = 0), 但量
子化后, 重整化效应或路径积分测度的非不变性会导致中心荷的出现. 因此, 中心荷的
物理根源是量子反常.

维拉索罗代数的表示

有了守恒荷的代数, 我们现在就可以开始了解共形对称性是如何依据表示将态分类的.

假设我们有一些 L0 和 L̃0 的本征态 |ψ〉, 那么:

L0 |ψ〉 = h |ψ〉 , L̃0 |ψ〉 = h̃ |ψ〉

回到圆柱面上, 上式相当于指态具有能量:

E

2π = h+ h̃− c+ c̃

24
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因此, 我们将本征值 h 和 h̃ 称为态的能量. 通过与 Ln 算符的作用, 我们可以进一步得
到更多本征态:

L0Ln |ψ〉 = (LnL0 − nLn) |ψ〉 = (h− n)Ln |ψ〉

这告诉我们, Ln 是上升还是下降算符依赖于 n 的符号. 当 n > 0 时, Ln 的作用是降低
态的能量. 而 L−n 则会提高态的能量. 如果能谱有下界, 就必须有一些态在 n > 0 时被
所有 Ln 和 L̃n 湮灭. 这种态被称为主态, 它们满足:

Ln>0 |ψ〉 = L̃n>0 |ψ〉 = 0 (5.6. 72)

在表示论的语言里, 它们也被称为最高权态, 是能量最低的态.

现在, 我们取 n > 0, 并令提升算符 L−n 作用于主态, 从而建立维拉索罗代数的表示.
这显然会产生一个无限大的态集合. 以这种方式得到的所有态称为子态 (descendants).
基于一个初始的主态 |ψ〉, 态集合可以写为:

|ψ〉

L−1 |ψ〉

L2
−1 |ψ〉 , L−2 |ψ〉

L3
−1 |ψ〉 , L−1L−2 |ψ〉 , L−3 |ψ〉

. . .

整个态的集合被称为维尔马模 (Verma module). 它们构成维拉索罗代数的不可约表示.
这意味着, 如果我们知道了主态的能谱, 那么我们就知道了整个理论的能谱.

一些性质:

• 真空态 |0〉 的 h = 0 。这种态满足:

Ln |0〉 = 0 for all n ≥ 0 (5.6. 73)

而这个态保留了最大数量的对称性: 像所有主态一样, 在 n > 0 时被 Ln 湮灭, 特殊
的是, 它也会被 L0 湮灭. 这与我们的直觉一致, 即真空态应该在尽可能多的对称性
下保持不变. 那么我们能要求真空态在所有 n 条件下都服从 Ln | 0〉 = 0 吗? 答案是
不行, 因为这与维拉索罗代数中的中心荷项矛盾. 实际上 eq. (5.6. 73) 已经是我们能
做的最强的要求了.

• 我们在弦的协变量子化 3 一章中看到了与本节非常类似的东西, 在那里我们施加了
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条件 eq. (3.2. 17) 作为约束, 与 eq. (5.6. 72) 一致. 而我们将在 6 节中看到主态与弦
的能谱之间的联系.

• 有一个应当注意的微妙问题: 在幺正共形场论中, 维尔马模中的态并不一定线性独
立. 某些特定态的线性组合可能为 0. 这种线性组合被称为空态 (null state). 空态的
存在取决于 h 和 c 的值. 例如, 假设我们令中心荷为 c = 2h(5− 8h)/(2h+ 1), 其中
h 是主态 |ψ〉 的能量, 那么很容易就能检验出下面的组合模平方为 0:

L−2 |ψ〉 −
3

2(2h+ 1) L
2
−1 |ψ〉 (5.6. 74)

• 主态与 5.3.2节中定义的主算符之间有着密切的关系. 事实上, 主态的能量 h和 h̃恰
好就是 5.3.2 节中主算符的权. 我们会在 5.7 节中详细描述这种联系.

5.6.2 幺正性的影响

有一个物理理论必须满足的性质我们至今都没有提到: 幺正性 (unitarity). 他的含义是
当我们处于闵氏号差时空时, 概率是守恒的. 如果我们有支配时间演化的哈密顿量, 那
么幺正性就会随之产生. 但到目前为止, 我们一直在讨论代数, 而没有引入这个条件, 现
在我们就来补齐它:

我们将欧几里得圆柱面的讨论转移到闵科夫斯基圆柱面, 以便提出关于时间演化的问
题. 在这里, 哈密顿量的形式是:

H = Tww + Tww =
∑
n

Lne
−inσ+

+ L̃ne
−inσ−

为保证哈密顿量是厄米的, 我们要求:

Ln = L†
−n

这一要求对 CFT 的结构施加了一些强有力的约束. 在此, 我们将探讨由于幺正性导致
的物理希尔伯特空间不含负模态的限制而产生的几个平凡但重要的要求:

• h ≥ 0: 这个要求可以从下面的模中看出:

|L−1 |ψ〉| 2 = 〈ψ|L+1L−1 |ψ〉 = 〈ψ| [L+1, L−1] |ψ〉 = 2h 〈ψ|ψ〉 ≥ 0

而唯一一个对应于 h = 0 的态是真空态 | 0〉.
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• c > 0: 这个要求来自于:

|L−n |0〉| 2 = 〈0| [Ln, L−n] |0〉 = c

12n(n2 − 1) ≥ 0 (5.6. 75)

因此, c ≥ 0. 如果 c = 0, 由真空态激发的一系列态中唯一的态就是真空本身. 这相
当于整个理论中唯一的态就是真空本身. 于是我们说, 任何非平凡的共形场论都有
c > 0.

类似这样的制约物理理论的要求还有很多. 但是对于 c < 1 的共形场论, 这些要求足
以对所有理论进行严格分类与解析求解. 此结论源于共形场论中 "极小模型 (minimal
models)" 的构造 [3], 其分类依赖于中心荷 c 和算符共形量纲的有理条件. 具体而言, 极
小模型对应离散的 c < 1 值, 其形式为:

c = 1− 6(p− q)2

pq
, (5.6. 76)

其中 p, q ∈ Z+, p > q ≥ 2. 且所有物理算符的共形量纲由维拉索罗代数的表示完全
确定.

5.7 态与算符之间的映射

本节我们将描述共形场论中态与局域算符之间的映射关系.

首先, 在量子场论中, 态和局域算符是截然不同的对象. 局域算符生活在时空中的一个
点上, 而态则生活在整个类空截面上. 如果我们写下一个波函数 (场论里其实更应该称
作波泛函), 便可以明白这一区别. Ψ[φ(σ)] 描述了在固定的时间, 空间中每个 σ 点出现
每个 φ(σ) 构型的场的概率.

鉴于态和局域算符是截然不同的两种东西, 在共形场论中, 它们之间存在同构关系就有
点令人惊讶了: 这就是态和算符之间的映射关系. 关键在于, 圆柱面上的无穷远过去被
映射到复平面上的原点 z = 0. 因此, 在圆柱面上指定一个无穷远过去的态, 就相当于在
复平面的原点指定一个局域的扰动.

为了准确说明这一点, 我们需要回顾一下如何使用路径积分来写波函数. 通过在泛函积
分上设置不同的边界条件, 可以计算出不同的态. 让我们先回到量子力学, 回顾几个简
单的事实: 描述粒子在时间 τi 时从位置 xi 移动到时间 τf 时的位置 xf 的传播子为

G(xf , xi) =
∫ x(τf )=xf

x(τi)=xi

Dx eiS
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这表明, 如果我们的系统一开始处于波函数 ψi(xi) 在时间 τi 时描述的某种态, 那么 (此
处忽略整体归一化) 它会演化为这样的态:

ψf (xf , τf ) =
∫
dxiG(xf , xi)ψi(xi, τi)

从中我们可以得到两个启示. 首先, 为了确定波函数在给定点 xf 的值, 我们要对满足
x(τf ) = xf 的路径进行路径积分. 其次, 初态 ψ(xi) 作为初始边界条件积分的系数出现,
为不同坐标点附加不同权重.

现在让我们在场论中写下同样的公式来处理波函数. 我们将在圆柱面上进行欧氏号差
的路径积分. 如果我们从 τi 时刻的某个态 Ψi[φi(σ)] 开始, 那么它将演化为态:

Ψf [φf (σ), τf ] =
∫
Dφi

∫ φ(τf )=φf

φ(τi)=φi

Dφ e−S[φ] Ψi[φi(σ), τi]

如何为映射到复平面后的态写出类似的表达式? 现在态定义在半径恒定的圆上, 比如
|z| = r, 态的演化受伸缩算符支配. 假设初始态定义在 |z| = ri. 在路径积分中, 我们对
边界条件固定为环形两边的 φ(ri) = φi 和 φ(rf ) = φf 所有场进行积分:

Ψf [φf (σ), rf ] =
∫
Dφi

∫ φ(rf )=φf

φ(ri)=φi

Dφ e−S[φ] Ψi[φi(σ), ri]

这是场论中定义态的传统方法, 不过因为我们是在径向量子化中考虑问题, 所以略有变
化. 我们看到, 初始态依然起到了对内环 |z| = ri 上的路径积分附加权重的作用

现在让我们看看, 当我们把初始态带回到遥远的过去, 并最终到无穷远 z = 0 处时的结
果. 现在我们必须对整个盘面 |z| ≤ rf 而不是两圆环所夹的环面进行积分. 初始态的唯
一影响是对 z = 0 点的路径积分加权. 而这正对应于我们所说的在该点插入局域算符.
这意味着每个局域算符 O(z = 0) 在理论中定义了不同的态:

Ψ[φf ; r] =
∫ φ(r)=φf

Dφ e−S[φ]O(z = 0)

我们现在对圆盘内的所有场构型进行积分, 包括在 z = 0 时场的所有可能值, 这类似于
在内圆上对边界条件

∫
Dφi 进行积分.

• 在共形场理论中, 我们可以把圆柱面映射到平面上, 而态和算符之间的映射关系因而
在幺正共形场论中成立. 这其中也涵盖更高维度的共形场论 (其中 R × SD−1 可以
映射到平面 RD). 而在非共形的一般场论中, 一个通常的局域算符会产生许多不同
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的态.
• 共形场论的态-算符对应表明, 每个局域算符可通过径向量子化唯一关联一个量子
态. 具体而言, 将算符插入原点并作用到真空态上便可生成对应的量子态 |O〉 =
limz→0O(z) |0〉. 但是需要注意这只适用于局域算符, 通常情况下理论中会存在其他
类型的非局域算符, 他们则不存在这样的对应关系.

• 我们需要做一个重要区分: 在自由场的正则量子化中, 我们曾通过产生算符在福克
空间中产生态. 但这里的情况并非如此. 产生算符与局域算符相去甚远, 它们是局域
算符的傅里叶变换.

• 我们可以用一种特殊方法创造真空态: 在路径积分中插入恒等算符 1 就会产生真空.
回到圆柱面的图像里, 这只是意味着我们将态传播回无穷远过去 τ = −∞. 这是欧氏
号差下的路径积分中投影除基态之外的所有态的标准技巧. 因此, 真空有时也用算
符符号表示为 |1〉.

一些简单结果

让我们利用态与算符的映射关系来解决我们在共形场论中遗留的几个问题.

首先, 我们定义了主态和主算符两个 "主" 对象. 态与算符的映射可以将两者联系起来.
考虑主场 φh,h, 我们可以借此渐进地在 z → 0 定义入射态 |h, h〉 态:

|h, h〉 = lim
z,z→0

φh,h(z, z) |0〉

利用主算符的模展开:

φh,h(z, z) =
∑
m,n∈Z

φm,nz
−m−hz−n−h

φm>−h,n |0〉 = φm,n>−h |0〉 = 0
(5.7. 77)

于是主算符的只有一个模对 |h, h〉 态存在贡献:

|h, h〉 = lim
z,z→0

∑
m,n∈Z

z−m−h︸ ︷︷ ︸
=0 for m<−h

z−n−h φm,n |0〉︸ ︷︷ ︸
=0 for m>−h

= φ−h,−h |0〉 (5.7. 78)

这里我们只对全纯部分进行了分析, 反全纯部分同理. 现在我们观察一下维拉索罗生成
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元对主态 |h, h〉 的作用, 为简化讨论, 我们还是仅关注全纯部分:

Lm |h〉 = lim
w→0

∮
BR(0)

dz

2πi z
m+1 T (z)φh(w) |0〉

= lim
w→0

∮
Bε(w)

dz

2πi

(
wm+1 + (m+ 1)(z − w)wm + . . .

)
×
( hφh(w)

(z − w)2 + ∂wφh(w)
z − w

+ . . .
)
|0〉

= lim
w→0

[(m+ 1)hwmφh(w) |0〉+ wm+1∂wφh(w) |0〉]

= lim
w→0

∑
n∈Z

[(m+ 1)hwm−n−h + wm−n−h(−n− h)]φn |0〉

(5.7. 79)

那么在这个表达式中, 路径积分
∫
Dφ e−S[φ] 变成了什么? 答案是它仍然隐含在这里.

虽然像 eq. (5.6. 70) 的算符表达式只在关联函数中成立, 但是把一个算符放在关联函数
中与把它放在路径积分中, 再用 e−S[φ] 加权实际上是一回事.

从 eq. (5.7. 79), 我们可以看到各种维拉索罗生成元对态的影响:

• L−1 |h〉 = ∂wφh(w) |0〉: 事实上, 不仅仅是主算符, 对所有算符我们都有这一性质. 这
是因为 L−1 对应平移生成元.

• L0 |h〉 = h |h〉: 对在放缩下有明确定义变换形式的任何算符都成立.并且, 根据前述
讨论, 这里主算符模展开中只有一个模 n = −h 存在贡献.

• Ln>0 |h〉 = 0: 这里 wm−n−h 在 n < m− h 时为零, 而 φn |0〉 在 n > −h 时为零, 因
此整体恒为零. 要注意这只对主算符 φh(w) 适用. 此外，我们要求 |h〉 是一个主态.

这就产生了一个重要的结果. 我们前面说过, 在共形场论中, 最重要的计算之一就是主
算符的权谱. 现在我们看到, 这有着更直接的物理意义. 它就是定义在圆柱面上的态的
能量谱和角动量谱.

另一个未解决的问题: 在定义具有特定权的算符时, 我们曾说过, 我们总是可以以在 D

和 L下具有特定本征值的算符作为基来研究问题. 这与我们总能在圆柱面上找到 H 和
L 的本征态作为基的说法是一脉相承的.

最后, 我们可以利用这种态与算符的映射关系的思想来理解为什么 OPE 在共形场论中
如此有效. 假设我们对某个关联函数感兴趣. OPE 告诉我们, 我们可以用 z = 0 处的算
符之和来替换积分围道内的两个算符, 而与围道外的情况无关. 这一关于算符的命题也
可以通过计算围道内的路径积分进行验证. 此时两个算符的唯一作用就是确定我们的
态. 由于相互等价的围道不能跨过奇点, 因此 OPE 在 CFT 中精确到收敛半径等于下
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一个最近的插入点距离.

5.7.1 再谈自由标量场

让我们再次回到自由标量场来说明态与算符的映射关系. 在欧氏圆柱面上, 我们可以做
如下模展开:

X(w,w) = x+ α′p τ + i

√
α′

2
∑
n 6=0

1
n

(
αn e

inw + α†
n e

inw
)

其中我们保留了闵氏空间的实值要求，也即 α?n = α−n 和 (α†)?n = α†
−n. 由于 X 始终

为 z 与 z 的二元函数, 我们今后用 X(z) 简记. 我们在 5.4 节中看到, X 的共形特性不
好, 在利用 z = e−iw 转换到复平面之前, 我们应该先处理圆柱面上的主场:

∂wX(w) = −
√
α′

2
∑
n

αn e
inw; α0 ≡ i

√
α′

2 p

由于 ∂X 是权重为 h = 1 的主场, 它向复平面的变换由 eq. (5.3. 35) 给出:

∂zX(z) =
(
∂z

∂w

)−1

∂wX(w) = −i
√
α′

2
∑
n

αn
zn+1

∂X 同理. 求上式逆过程就得到了围道积分形式的 αn:

αn = i

√
2
α′

∮
dz

2πi z
n ∂X(z) (5.7. 80)

正如在上一节中, TT OPE 让我们确定了 [Lm, Ln] 的对易关系, ∂X∂X 的 OPE 也包
含了关于 [αm, αn] 对易关系的信息:

[αm, αn] =− 2
α′

(∮
dz1

2πi

∮
dz2

2πi −
∮
dz2

2πi

∮
dz1

2πi

)
(z1)m(z2)n ∂X(z1) ∂X(z2)

=− 2
α′

∮
dz2

2πi Resz1=z2

[
(z1)m(z2)n

( −α′/2
(z1 − z2)2 + . . .

)]
=m

∮
dz2

2πi (z2)m+n−1 = mδm+n,0

(5.7. 81)
其中, 在从第二行到第三行的过程中, 我们进行了 z1 在 z2 处的泰勒展开. 最终结果与
我们用正则量子化方法在弦理论中推导出的对易关系 eq. (3.1. 4) 一致.
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自由标量场中态与算符的映射关系

现在让我们来看看态与局域算符之间的映射. 我们从正则量子化中知道, 福克空间是
由 m > 0 的产生算符 α−m 作用于真空 |0〉 而定义的. 真空态本身在 m > 0 时服从
αm|0〉 = 0. 最后, 零模 α0 ∼ p 为所有态提供了另一个量子数 p. 通常的态可以写为:

∞∏
m=1

αkm
−m |0; p〉

态与算符的对应关系表明我们可以通过在路径积分中插入算符来复现这些态.

首先观察真空态. 在共形场论中, 真空态 |0〉 被定义为满足以下条件的态:

αm|0〉 = 0 ∀m ≥ 0, (5.7. 82)

其中 αm 为场的模展开系数. 我们尝试通过在路径积分中插入单位算符构造此态, 即在
复平面上的圆 |z| = r 处, 将真空态的波函数写为:

Ψ0[Xf ] =
∫ Xf (r)

DX e−S[X], (5.7. 83)

其中泛函积分的对象是所有满足边界条件 X(|z| = r) = Xf 的场构型. 作用量 S[X] 为
自由标量场的作用量 eq. (5.4. 36). 这是我们基于态与算符映射关系所给出的的猜想,
接下来我们验证这的确满足真空态的定义.

我们将算符 αm 作用到波函数上, 这等价于在场构型中插入围道积分 eq. (5.7. 80)

αmΨ0[Xf ] =
∫ Xf

DX e−S[X]
∮

|w|<r

dw

2πiw
m∂X(w). (5.7. 84)

路径积分的权 e−S[X] 要求场构型在盘内 |z| < r 光滑且无奇点 (否则作用量发散). 因
此, 仅当 ∂X(w) 在盘内解析时, 积分才有非零贡献.

对于解析函数 ∂X(w), 其洛朗展开为:

∂X(w) =
∑
n∈Z

αnw
−n−1, (5.7. 85)

围道积分中出现的是 wm∂X(w) 的 w−1 项系数. 由于 m ≥ 0 时, wm ·w−n−1 的留数仅
当 n = m ≥ 0 时非零, 但对 n ≥ 0, ∂X 在圆盘内存在奇点, 已从讨论中去除. 因此, 盘
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内 |z| < r 光滑且无奇点的 ∂X 满足:∮
dw

2πiw
m∂X(w) = 0 ∀m ≥ 0. (5.7. 86)

表明我们通过态与算符对应关系猜想出的: 在路径积分中插入恒等算符 eq. (5.7. 83)中
构造的 Ψ0[Xf ] 满足真空态波函数的定义.

接下来讨论激发态. 例如 α−m|0〉, 这样的态对应在路径积分中插入什么算符呢? 一个
自然的假设便是: α−m|0〉 = |∂mX〉, 即 α−m|0〉 可以由如下路径积分进行构造:

α−m|0〉 =
∫
DX e−S[X] ∂mX(z = 0) (5.7. 87)

验证上式所给出的路径积分对应激发态实际上并不复杂, 我们可以用湮灭算符 αn 作用
于 |∂mX〉 来验证这一点.

αn |∂mX〉 ∼
∫ Xf (r)

DX e−S[X]
∮

dw

2πi w
n ∂X(w) ∂mX(z = 0)

利用 OPE eq. (5.4. 40) 进行化简, 先考虑算符围道积分的部分, 稍后再讨论路径积分.
我们可以得到:∮

dw

2πi wn ∂m−1
z

1
(w − z)2

∣∣∣∣
z=0

= m!
∮

dw

2πi w
n−m−1 = 0 unless m = n

这和 αn 直接作用于 α−m|0〉 得到的结果一致. 即 eq. (5.7. 87) 成立.

最后, 看一下前述对应于动量的零模 α0 ∼ p. 利用前述含 OPE eq. (5.4. 43) 在内的一
套方法易证, 态的动量是通过插入主算符 eipX 产生的. 例如:

|0; p〉 ∼
∫
DX e−S[X] eipX(z=0) .

在第 6 章我们会看到, 这里的主算符 eipX 实际上是顶角算符 (vertex operator) 中的一
种, 这是弦理论中一个非常重要的研究对象. 它的具体性质我们会逐步地进行分析.

5.8 带边界的共形场论

开弦定义在空间坐标为 σ ∈ [0, π] 的无限长条带上. 我们在这里简述这种共形场论.
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和之前一样, 我们定义复坐标 w = σ + iτ 并考虑共形映射:

z = e−iw

这次的映射给出上半平面: Imz ≥ 0. 弦的两端则被映射到实轴 Imz = 0.

很多我们之前讨论的方法仍可沿用, 但现在我们需要处理 Imz = 0 处的边界条件. 首先
讨论 Tαβ, 能动张量的存在是因为平移不变性. 在平行于边界的方向上, 我们仍然具有
平移不变性, 我们称相关的切向量为 tα. 而垂直于边界的平移不变性被破坏了, 我们称
其为法向量 nα. 这样做的结果仍能导出 Tαβt

β 是一个守恒流的结论

由于物理只存在于上半平面, 我们要求不能出现任何穿过边界的流:

Tαβn
αtβ|Imz=0 = 0

在复坐标下, 上式改写为:
Tzz|Imz=0 = Tzz|Imz=0

有一种简单的方法可以实现这一点: 我们将 Tzz 的定义从上半平面扩展到整个复平面.
方法是, 定义:

Tzz(z) = Tzz(z)

上述条件也被称为粘接条件 (gluing condition). 对于闭弦, 在全平面上同时存在 T 和
T 这两个函数. 但对于开弦, 在全平面上, T 和 T 只有一个独立, 不失一般性, 取 T . 这
与仅含上半平面但存在两个独立函数 T 与 T 所包含的信息是一样的. 但是取全平面并
且只关注 T 研究问题会更简单. 我们定义 T op:

T op =

T (z) : Im z ≥ 0

T (z) : Im z < 0
(5.8. 88)

相应地, 我们现在也只有一组维拉索罗生成元, 同样用上标 op 表示, 于是有:

Lopn =
∮ dz

2πi z
n+1 T op(z)

而当谈及世界面上的自由标量场 X 时, 不同的边界条件选取则开始出现影响. 为了满
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足前述粘接条件, ∂zX(z) 与 ∂zX(z) 在 z ∈ R 的关系有两种可能:

∂zX
µ(z) =

+∂zXµ(z ∈ R) : N

−∂zXµ(z ∈ R) : D
(5.8. 89)

上式中的 N 与 D 分别表示纽曼边界条件与迪利克雷边界条件. 我们可以和之前一样
组合上半平面的 ∂zXµ(z) 与 ∂zXµ(z), 对于开弦定义处在全平面上的 ∂zX

op
µ (z), 并进行

模展开, 给出 αopµ .

在计算开弦上自由标量场的传播子时需要用到闭弦的结果. 我们先前对于闭弦定义了
如下格林函数:

〈Xµ(z)Xν(w)〉 = ηµνGcl(z，w)

其中 cl 的指标是临时的, 为了与开弦进行区分. 格林函数 Gcl(z，w) = −α′

2 ln |z − w|2

满足 ∂2Gcl = −2πα′ δ(z − w). 开弦的特殊之处就是边界条件, 我们分别定义 GNop 和
GDop 表示纽曼与迪利克雷边界条件下的格林函数. 它们分别的边界条件为:

(∂z − ∂z)GNop(z，w) = 0 = (∂z + ∂z)GDop(z，w), z ∈ R (5.8. 90)

解决方式就是我们在电磁学中所用到的电像法. 技巧就是在下半平面引入像电荷. 于
是:

GNop(z，w) =Gcl(z，w) +Gcl(z，w) = −(α
′

2 ln |z − w|2 + α′

2 ln |z − w|2)

GDop(z，w) =Gcl(z，w)−Gcl(z，w) = −α
′

2 ln |z − w|2 + α′

2 ln |z − w|2
(5.8. 91)

当 z 和 w 均在边界上时, 通过上讨论, 经过简单计算我们可以得到开弦与闭弦格林函
数之间的关系 GNop|R = 2Gcl|R, 我们后面会看到, 这个系数 2 反映了开弦闭弦质量谱之
间的关系: m2

cl = (2mop)2, 而这也是我们在光锥量子化 3.4 节的结论之一. 关于 CFT
的其余讨论大部分可以沿用, 只是细节略有不同. 不过, 有一点虽然简单, 但后面会有
作用, 所以需要强调: 态与算符映射的映射关系是将某个时间的态传播回无穷远过去
τ → −∞, 即复平面上的原点. 开弦的物理图像也是这样, 但要注意的是, 半平面的原点
位于边界上. 换句话讲, 对于开弦, 态与算符的映射关系会将态与定义在边界上的局域
算符联系起来.

这一事实保证了条带上的理论比圆柱面上的理论具有更少的态. 例如, 对于自由标量场,
纽曼边界条件要求在 Imz = 0 时, ∂X = ∂X (这源于在条带上 σ = 0, π 时, ∂σX = 0 的
要求). 在圆柱面上, 算符 ∂X 和 ∂X 会产生不同的态, 而在条带上，它们则会产生相同
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的态. 这也就反映了我们在开弦的量子化中看到的情况: 在开弦上, 边界条件意味着我
们只有一半的模可以使用.



Chapter 6

泊里雅科夫路径积分与 b, c 鬼场

在上一章的开头, 我们曾强调共形对称有两种截然不同的解释. 取决于我们考虑的背景
时空是固定的还是动态的. 在统计物理学中, 背景是固定的, 共形对称是全局对称. 相
反, 在弦理论中, 背景是动态的. 共形对称是规范对称, 表现为微分同胚不变性和外尔不
变性的冗余.

但要注意的是, 所谓的规范对称性并不是真正的对称性, 它们只是我们对系统描述的冗
余. 因此, 我们不但不能去掉他们, 还必须确保它们不会在量子理论中出现反常. 存在
规范反常的理论在最坏的情况下可能没有任何意义 1. 但即便是最好的情况下, 我们或
许可以构造一个量子理论, 但几乎可以肯定的是, 它与我们最开始考虑的理论也是毫无
关系的.

综合上一章的一些结果, 我们似乎遇到了麻烦. 我们看到, 外尔对称性带有反常, 因为在
由外尔对称关联的的背景上能动张量的期望值不同:

〈Tαα〉 = − c

12 R

在背景固定的情况下,这是十分有趣的性质. 但在动态的背景下,这是个致命的问题. 那
么我们怎么解决这一问题呢? 似乎唯一的办法就是要求我们的理论满足 c = 0. 但我们
已经看到, 对于所有非平凡的幺正 CFT, 我们总有 c > 0. 我们在这里似乎遇到了矛盾,
但是在本节中, 我们会解决这个问题. 事实证明, 我们确实需要让 c = 0, 有一种方法可

1例如, 由于这个原因我们不能构造仅与左手的基本费米子耦合的杨-米尔斯理论.

107
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以合理地实现这一点.

6.1 自由玻色子关联函数的路径积分方法

首先考虑取定共形规范后的泊里雅科夫作用量 eq. (2.5. 57), 简记为 S:

S[X] = 1
πα′

∫
d2z∂zXµ(z)∂zXµ(z) (6.1. 1)

我们以此为例介绍关联函数的路径积分方法. 首先引入配分函数 Z:

Z =
∫
D[X]e−S[X] (6.1. 2)

令 φi(zi) 表示任意由 Xµ(z, z) 及其导数构造的场 (并不一定是主场). 于是我们可以利
用路径积分给出 n 点关联函数的定义:

〈φ1(z1)φ2(z2) . . . φn(zn)〉 = 1
Z

∫
D[X]φ1(z1)φ2(z2) . . . φn(zn)e−S[X] (6.1. 3)

其中 Z−1 起到了归一化的作用, 用以保证 〈1〉 = 1. 而 ∂zX
µ 和 ∂zX

µ 分别的共形权
(h, h) 为: (1, 0) 和 (0, 1). 路径积分

∫
D[X] 应当被视为对所有的 Xµ(z, z) 场构型进行

积分. 在真正计算 〈φ1(z1)φ2(z2) . . . φn(zn)〉 之前我们需要另外的两条计算规则. 首先,
偏导数 ∂zj

与路径积分可交换. 第二, 泛函微商的路径积分为零:

0 =
∫
D[X] δ

δXµ(z)(. . . e−S[X]) (6.1. 4)

接下来, 我们通过在上式泛函微商的 . . . 处添加一些特定的内容便可以得到一些有趣的
推论:

• 埃伦费斯特定理: 真空期望满足经典运动方程. 我们在 eq. (6.1. 4) 的 . . . 中插入单
位 1, 得到:

0 =
∫
D[X] δ

δXµ(z)e
−S[X] =

∫
D[X]

( δS[X]
δXµ(z)

)
︸ ︷︷ ︸

= 2
πα′ ∂z∂zX

µ(z)

e−S[X] (6.1. 5)

于是我们得到:
〈∂z∂zXµ(z)〉 = 0 (6.1. 6)
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• 可以复现我们先前利用算符计算得到的两点关联函数的拉普拉斯方程:

0 =
∫
D[X] δ

δXµ(z)

(
Xν(w)e−S[X]

)
=
∫
D[X]

(
ηµνδ2(z − w) + 2

πα′ ∂z∂zX
µ(z)Xν(w)

)
e−S[X]

(6.1. 7)

于是我们得到
∂z∂z〈Xµ(z)Xν(w)〉 = −α

′

2 πδ
2(z − w)ηµν (6.1. 8)

我们接下来可以利用路径积分计算顶角算符 Vp(z, z) =: eip·X(z,z) :的 n点关联函数. 我
们已经知道, : eip·X(z,z) : 是共形权为 (h, h) =

(
α′

4 p
2, α

′

4 p
2
)
的主场.

由于泊里雅科夫作用量是 X 的二次型函数, 于是包含 eip·X(z,z) 的关联函数路径积分形
式的有限维微积分类比便是一个高斯型函数:∫

Rn

dnx e~x·A~x+i~b·~x = e
1
4
~b·A−1~b

∫
Rn

dnx e~x·A~x (6.1. 9)

其中矩阵 A 可逆 (若要积分结果有限, A 的特征值则必须负定). 而由于矩阵 A 的路径
积分类比是 ∂z∂z, A−1 的路径积分类比则是格林函数. 即, ∂z∂zg(z−w) = δ2(z−w) 的
解. 于是我们可以将 g(z − w) = 1

π
ln(|z − w|2) 视为 (∂z∂z)−1 的矩阵元.

我们接下来便可以用它来计算平面波顶角算符 Vpj
(zj , zj) =: eip·X(z,z) : 的 n 点关联函

数, 但需要注意的是, 关联函数中的每个顶角都以正规排序的形式出现, 而连续化推广
的方法只能用来直接处理指数函数, 于是我们可以先考虑普通指数函数构成的关联函
数随后再将正规排序带来的效应带回到关联函数中:

〈 n∏
j=1

ei pj ·X(zj)
〉

= 1
Z

∫
D[X] exp

(
i
n∑
j=1

pj ·X(zj) +
∫ d2z

πα′Xµ(z)∂z∂zXµ(z)
)

= 1
Z

∫
D[X] exp

{∫
d2z
[
Xµ(z)∂z∂z

πα′ X
µ(z) + iXµ(z)Jµ(z)

]}
其中 Jµ(z) =

∑n
j=1 p

µ
j δ

2(z− zj). 我们注意到,
∫
D[X] 要对 X 的所有构型进行积分, 而

我们知道, X 的模展开第一项是常数 x0 , 对于常数项, ∂z∂z

πα′ 得到 0, 因此不可逆. 于是,
常数项对路径积分的贡献为 δD

(∑n
j=1 pj

)
. 其余部分可以按照先前高斯型积分的连续
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化推广计算, 这里的 Jµ 便是 ~b 的连续化推广. 我们最终便得到:

〈 n∏
j=1

ei pj ·X(zj)
〉

= δD
( n∑
j=1

pj
)

exp
(α′

4

n∑
i,j=1

pi · pj ln(|zi − zj |2)
)

= δD
( n∑
j=1

pj
) n∏

1≤i≤j
|zi − zj |α

′pi·pj

(6.1. 10)

现在我们可以考虑顶角算符的关联函数:

〈 n∏
j=1

: ei pj ·X(zj) :
〉

(6.1. 11)

其中的差别就在于正规排序. 在关联函数中, 正规排序内部的算符缩并为 0. 于是, 此处
考虑正规排序带来的效应便是去掉 eq. (6.1. 10) 中 i = j 的部分. 于是有:

〈 n∏
j=1

: ei pj ·X(zj) :
〉

= δD
( n∑
j=1

pj
)

exp
(α′

4

n∑
i,j=1
i 6=j

pi · pj ln(|zi − zj |2)
)

= δD
( n∑
j=1

pj
) n∏

1≤i<j
|zi − zj |α

′pi·pj

(6.1. 12)

其中
∏n

1≤i<j |zi− zj |α
′pi·pj 被称为科巴-尼尔森因子 (Koba-Nielsen factor), 简称 K-N 因

子. 三点的 K-N 因子与我们先前得到的共形权为 (hj , hj) =
(
α′

4 p
2
j ,
α′

4 p
2
j

)
的三个共形

主算符 (用 j = 1, 2, 3 表示) 的关联函数是一致的. 首先, 我们有:

〈 3∏
j=1

: eipj ·X(zj) :
〉

= C123

(
z

α′
4 (p2

3−p2
1−p2

2)
12 z

α′
4 (p2

3−p2
1−p2

2)
12 × cyc(1, 2, 3)

)
(6.1. 13)

令 C123 = δD(p1 + p2 + p3) 再利用动量守恒得到:

p2
3 − p2

1 − p2
2 = (p1 + p2)2 − p2

1 − p2
2 = 2p1 · p2 (6.1. 14)

我们便得到这两者等价的结论了.
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6.2 泊里雅科夫路径积分与 b c 鬼场

在欧几里得空间中, 泊里雅科夫作用量为:

SP = 1
4πα′

∫
d2σ
√
h gαβ ∂αX

µ ∂βX
ν δµν

我们将用路径积分来分析弦. 对所有嵌入坐标 Xµ 和所有世界面度规 gαβ 进行积分. 具
体来说, 路径积分的计算公式为:

Z = 1
Vol

∫
D[g]D[X] e−SP[X,g]

其中 Vol 表示, 我们不应该对所有场构型进行积分, 而只应该对那些物理上不等价, 即
彼此之间不能被微分同胚和外尔变换相互转换的构型进行积分. 由于路径积分对所有
场求和, 因此 Vol 项意味着我们需要除以等价部分的贡献.

具体示意图如 6.1 所示, 我们需要将所有场构型的积分分成两部分: 与物理上不同的构
型相对应的部分在图中用虚线表示. 而与规范变换相对应的部分则实线表示了出来. 实
线上的点之间都可以利用 diff ×Weyl 彼此联系, 实线便描述了规范变换的轨道, 简称
规范轨道 (gauge orbit). 因此除以 Vol 实际上就是去掉沿规范轨道积分的那部分配分
函数.

diff ×Weyl orbits

gauge

fixings

Figure 6.1: (X,h) 的场构型空间

在普通的积分中, 坐标变换会生成一个雅可比行列式因子:∫
dnxφ(x ) =

∫
dny

∣∣∣∣det∂x
µ

∂yν

∣∣∣∣φ(x(y)) (6.2. 15)
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路径积分也不例外. 我们这里的坐标变换就是把积分变量分解成物理场和规范轨道. 最
棘手的部分是找出这个变换对应的雅可比行列式. 实际上我们有一种标准方法解决这
个问题. 这种方法最早是由法捷耶夫 (Faddeev) 和波波夫 (Popov) 提出的. 这种方法适
用于包括杨-米尔斯在内的所有规范对称性, 在量子场论中也涉及这一方法.

6.2.1 法捷耶夫-波波夫方法

我们有两种规范对称性: 微分同胚和外尔变换. 我们将用 ζ 来标记这两种对称性:

ζ = {σ̃, φ} = {diff : σα → σ̃α(σ); Weyl : gαβ → e2φ(σ)gαβ} (6.2. 16)

度规最一般的规范变换记为 g → g ζ . 完整形式为:

gαβ(σ) −→ g ζαβ(σ̃) = e2φ(σ) ∂σ
γ

∂σ̃α
∂σδ

∂σ̃β
gγδ(σ)

在二维中, 通过选取合适的 ζ = {σ̃} 这些规范对称性允许我们在 g = 0 的世界面把度
规变成任何我们期望的形式. 比如 ĝαβ = ηαβ. 我们称其为基准度规 (fiducial metric),
代表了我们对规范固定 ζ 的选择. 这里有两点需要注意:

• 首先, 我们并不能在任意的世界面上将任何 2d 度规变成我们所选择的 ĝ 形式. 这个
操作对任意的世界面只在局域内可行. 若世界面具有圆柱面或球面的拓扑结构才可
以在全局进行这一操作. 我们将在第 8 章重新讨论这个问题.

• 其次, 局域地将度规固定为 ĝ 并不能固定所有的规范对称性. 我们还有共形对称要
处理. 我们同样将在第 8 章中讨论这个问题.

我们的目标是只对物理上不相等的构型进行积分. 首先要考虑对 ĝ 规范轨道的积分. 对
于某些规范变换 ζ 的值, 构型 gζ 将与我们的原始度规 g 重合. 我们可以在积分中加入
δ(g − ĝζ), 从而得到: ∫

Dζ δ(g − ĝζ) = ∆−1
FP [g] (6.2. 17)

这个积分不等于一, 因为我们需要考虑雅可比行列式. 相当于对:∫
dnxδn(y(x)) =

∑
y(x)=0

1∣∣∣det∂yµ

∂xν

∣∣∣ (6.2. 18)

做连续化推广.

我们把这个雅可比行列式连续推广的逆写成 ∆−1
FP . 它的倒数, 即 ∆FP , 称为法捷耶夫-
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波波夫行列式 (Faddeev-Popov determinant). 我们稍后对其进行明确计算, 首先让我们
观察一下 ∆FP :

• 整个过程就是我们在试图定义路径积分时遇到了常见的困难. 与杨-米尔斯理论一样,
我们最终会发现它可以给出合理的结果.

• 我们假定我们的规范固定定义良好, 即图 8.7.1 中的虚线正好穿过每个物理上不同的
构型一次. 与之等价地, 对规范变换的积分 Dζ 中 δ 函数恰好出现一次.

• 积分测度与李群在群元左右作用下不变的哈氏测度类似, 满足:

Dζ = D(ζ ′ζ) = D(ζζ ′)

• ∆FP [g] 是规范不变的, 即:
∆FP [g] = ∆FP [gζ ]

这一点的证明依赖于上一条性质, 具体的过程为:

∆−1
FP [gζ ] =

∫
Dζ ′ δ(gζ − ĝζ

′
)

=
∫
Dζ ′ δ(g − ĝζ

−1ζ′
)

=
∫
Dζ ′′ δ(g − ĝζ

′′
) = ∆−1

FP [g]

其中, 我们在第二行应用了 gζ = ĝζ
′
与 h = ĝζ

−1ζ′
等价 而在第三行中, 我们利用了

测度规范不变这一事实.

现在,我们可以引入法捷耶夫-波波夫方法. 我们今后提及法捷耶夫-波波夫均简写为 FP,
例如 FP 方法和 FP 行列式. 我们首先在路径积分中插入一个单位元:

1 = ∆FP [g]
∫
Dζ δ(g − ĝ ζ)

我们把得到的路径积分表达式称作 Z[ĝ], 因为它取决于基准度规 ĝ 的选择. 我们要做的
第一件事是利用 δ 函数 δ(g − ĝζ) 处理度规的路径积分:

Z[ĝ] = 1
Vol

∫
D[ζ]D[X]D[g]∆FP [g]δ(g − ĝζ)e−SP[X,g]

= 1
Vol

∫
D[ζ]D[X]∆FP [ĝζ ]e−SP[X,ĝζ ]

= 1
Vol

∫
D[ζ]︸ ︷︷ ︸

=1

∫
D[X]∆FP [ĝ]e−SP[X,ĝ]
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其中在最后一行,我们利用了作用量规范不变这一性质. 即 S[X, g] = S[X, gζ ],同时,我
们也用到了前述的 FP 行列式规范不变的性质.

于是现在没有任何东西依赖于规范变换 ζ. 而这正是我们想要隔离的对规范轨道的积
分. 与 Vol 刚好抵消.

Z[ĝ] =
∫
DX ∆FP [ĝ] e−SP[X,ĝ] (6.2. 19)

这就是对不同物理构型, 即图 6.1 中虚线的积分. 我们可以看到, FP 行列式正是我们需
要的雅可比行列式.

6.2.2 FP 行列式

我们仍然需要计算 ∆FP [ĝ]. 它的定义式为 eq. (6.2. 17). 首先观察趋近于恒等变换的规
范变换 ζ. 在这种情况下, 当度规 h 接近基准度规 ĝ 时, δ 函数 δ(g − ĝ ζ) 非零. 这等价
于 δ(ĝ − ĝ ζ) 在 ζ = 0 时非零. 考虑以 φ(σ) 为参数的无穷小外尔变换和一个无穷小微
分同胚 σ̃α = σα − ηα(σ) 作用于度规导致的变化:

δĝαβ = 2φĝαβ +∇αηβ +∇βηα

将其插入 δ 函数. 同时, 我们有 D[ζ] = D[φ]D[η] FP 行列式的表达式变为:

∆−1
FP [ĝ] =

∫
D[φ]D[η]δ[2φĝαβ +∇αηβ +∇βηα] (6.2. 20)

其中, 由于我们考虑无穷小变换, 我们将规范群上的积分 D[ζ] 替换为单位元切空间, 即
的李代数上的积分 D[φ]D[η].

现在, 我们利用 δ 函数的傅里叶形式的连续推广, 即 δ(x ) =
∫

dnβexp(2πiβ · x) 的连续
推广, 这是因为 eq. (6.2. 20) 中的 δ 函数实际上是一个 δ 泛函. 它限制了一个完整的函
数. 相应地, 我们要将其替换为泛函积分:

∆−1
FP [ĝ] =

∫
D[φ]D[η]D[β] exp

(
2πi

∫
d2σ

√
−ĝβαβ(2φĝαβ +∇αηβ +∇βηα)

)
其中 βαβ 为世界面上的对称二阶张量.

现在我们只需做
∫
D[φ] 积分. 这里没有任何导数, 因此只作为拉格朗日乘子出现. 我

们令
βαβ ĝαβ = 0

换句话说, 在进行
∫
D[φ] 积分之后, βαβ 是对称无迹的. 从现在起, 我们将把这个性质
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纳入 βαβ 的定义中. 所以, 最后我们有:

∆−1
FP [ĝ] =

∫
D[η]D[β] exp

(
4πi

∫
d2σ

√
−ĝβαβ∇αηβ

)
(6.2. 21)

6.2.3 鬼场与格拉斯曼变量 (Grassmann variables)

通过前面的操作, 我们得到了 ∆−1
FP . 但我们需要的是 ∆FP . 值得庆幸的是, 有一种简单

的方法可以实现这个目的. 我们首先观察有限维微积分中的例子:∫
d2nze−z B z = πn

detB (6.2. 22)

这里的 z 与 z 是复矢量及其共轭 B 是矩阵, z B z 为矩阵乘积. 而 z 是普通的复变量,
满足对易性. 但当我们将 z 替换为反对易的格拉斯曼变量 (Grassmann variable) χ 后 2

则有: ∫
dnχdnχeχBχ = detB (6.2. 23)

为理解这一事实, 接下来我们简要介绍格拉斯曼变量及其积分.

格拉斯曼变量实际上就是反对称变量, 记为 ψ, 有:

{ψi, ψj} = 0, ψ2
i = 0 (6.2. 24)

其中 i, j ∈ {1, 2, . . . , n} 注意到, 一般的实数或复数为对称变量, 对实数 c 或复数 z

均有:
[ci, cj ] = 0, [zi, zj ] = 0 (6.2. 25)

这是格拉斯曼变量与普通的实或复变量的根本区别. 我们也将格拉斯曼数称为 g 数, 将
普通数称为 c 数 我们首先定义 n = 1 的格拉斯曼变量的一元函数 f(ψ), 它可以展开为:

f(ψ) = a+ ψb (6.2. 26)

由于 ψ2 = 0, 展开一定不含 ψ 平方以上阶次, 因而只能有以上两项. 而函数作为映射,
其像为普通的实或复变量, 因此函数一定是对易的. 这等价于 a 为 c 数, b 为 g 数, 且
满足:

{b, b} = {b, ψ} = 0 (6.2. 27)

2也可以将 z 称为偶格拉斯曼变量 (Grassmann-even variable) 而将 χ 称为奇格拉斯曼变量 (Grassmann-odd vari-
able), 原因我们稍后会解释.
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于是有:
f(ψ) = a+ ψb = a− bψ (6.2. 28)

我们接下来考虑格拉斯曼变量的积分. 类比于实变量 x 的函数 g(x) 关于 x 从负无穷到
正无穷的积分, 我们可以分析出格拉斯曼变量积分的结果. 具体来说, 关于实变量 x 的
收敛积分满足两条重要性质:

• 线性性 (linearity): ∫ +∞

−∞
dx c g(x) = c

∫ +∞

−∞
dx g(x) (6.2. 29)

• 平移不变性 ∫ +∞

−∞
dx g(x+ d) =

∫ +∞

−∞
dx g(x) (6.2. 30)

对
∫

dψf(ψ), 唯一满足上述两条性质的非平凡结果 3 为:∫
dψf(ψ) = b (6.2. 31)

现在我们考虑 n > 1 的多元函数, 有:

f(ψ) = a+ ψibi + 1
2ψ

i1ψi2ci1i2 + · · ·+ 1
n!ψ

i1 · · ·ψindi1···in (6.2. 32)

所有的系数 a, bi, ci1i2 , . . . 均为全反对称. 于是我们可以进行分解:

di1···in = dεi1···in (6.2. 33)

与一元情况类似, 为了保证 f(ψ) 满足对易性, 我们对 d 需要提出要求. d 的性质与 n

的奇偶有关. 当 n 为奇数时, d 为 g 数, 当 n 为偶数时, d 为满足对易性的 c 数. 我们
可以检验一下: 任取 f(ψ) 中的两项,它们彼此对易:

ψi1 . . . ψindi1...inψ
j1 . . . ψjmej1...jm

= ψj1 . . . ψjmej1...jm
ψi1 . . . ψindi1...in

接下来我们可以定义格拉斯曼多元函数的积分, 与一元的情况类似, 我们有:∫
dnψf(ψ) = d (6.2. 34)

3可能存在一个对每个 f(ψ) 都相同的平凡数值因子.
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这里我们规定积分测度为 dnψ = dψn . . . dψ1, 且满足:

{dψi,dψj} = 0, {dψi, ψj} = 0,
∫

dψj = 0,
∫

dψi ψj = δij (6.2. 35)

接下来我们考虑对 ψ 进行线性变换, 由 c 数构成的雅可比矩阵 J i j 描述. 我们有:

ψi = J i jψ
′j (6.2. 36)

于是 f(ψ) 可以写为:

f(ψ) = a+ · · ·+ 1
n! (J

i1
j1
ψ′j1) . . . (J inj1

ψ′jn)εi1...ind (6.2. 37)

我们再利用行列式的定义:

εi1...inJ
i1
j1
. . . J injn

= (detJ)εj1...jn
(6.2. 38)

将 f(ψ) 化为:
f(ψ) = a+ · · ·+ 1

n!ψ
′i1 . . . ψ′inεi1...in(detJ)d (6.2. 39)

仿照
∫

dnψf(ψ) = d, 我们有
∫

dnψ′f(ψ) = (detJ)d, 因此:∫
dnψf(ψ) = (detJ)−1

∫
dnψ′f(ψ) (6.2. 40)

这就是 g 数积分中坐标变换的形式. 与 c 数积分中坐标变换:∫
dntf(t) = (detJ)+1

∫
dnt′f(t) (6.2. 41)

对比, 我们发现两者雅可比行列式的阶数不同. g 数坐标变换出现雅可比行列式的负一
次方.

现在让我们来考虑指数上形如 ψTMψ = ψiMijψ
j 的函数, 其中 M 为 c 数构成的反对

称矩阵 4. 它的积分
∫

dnψ exp( 1
2ψ

TMψ) 是一个类高斯型积分. 以 n = 2 为例:

M =

 0 +m

−m 0

 (6.2. 42)

4我们当然可以考虑一个任意的矩阵 M , 但易证, 最终存在贡献的只有 M 的反对称部分.
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且有 ψTMψ = 2mψ1ψ2, exp( 1
2ψ

TMψ) = 1 +mψ1ψ2, 因此:∫
d2ψ exp(1

2ψ
TMψ) = m (6.2. 43)

对于更大的 n, 利用尤拉分解 (Youla decomposition) 我们总可以用幺正矩阵 U 将复的
反对称矩阵 M 分块对角化:

UTMU =


0 m1 · · ·

−m1 0 · · ·
...

... . . .

 (6.2. 44)

其中 m1 为正实数. 此处若 n 为奇数, 我们必然有一行一列为零, 因为反对称矩阵的秩
必为偶数. 因此我们今后取 n 为偶数即可. 令 ψi = U i

jψ
′j , 我们有:

∫
dnψ exp(1

2ψ
TMψ) =(detU)−1

n/2∏
I=1

∫
d2ψI exp(1

2ψ
T
I MIψI)

=(detU)−1
n/2∏
I=1

mI

(6.2. 45)

其中我们在第二步将 ψ′ 全部改写为 ψ, MI 为 M 分块对角化后出现的 2 × 2 矩阵

MI =

 0 mI

−mI 0

 而 ψI 则表示 ψ 中对应于 MI 的分量. 注意到:

(detU)2(detM) =
n/2∏
I=1

m2
I (6.2. 46)

因此我们得到: ∫
dnψ exp(1

2 ψ
T M ψ) = (detM)1/2 (6.2. 47)

区别于 c 数 t 的高斯积分:∫
dnt exp(1

2 t
T M t) = (2π)n/2(detM)−1/2 (6.2. 48)

带来这一区别的根本原因是 eq. (6.2. 40) 中雅可比行列式对 g 数与 c 数的不同. 此外,
不同于 g 数, c 数高斯型积分指数上矩阵 M 为对称矩阵 5.

5与 g 数情况类似, 我们同样可以取任意矩阵, 但最终对 c 数高斯型积分存在贡献的只有这一矩阵的对称部分.
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接下来我们引入复的格拉斯曼变量:
χ = 1√

2
(ψ1 + iψ2)

χ = 1√
2

(ψ1 − iψ2)
(6.2. 49)

我们可以将 (χ, χ) 视作 ψ′ 他对应的雅可比行列式为 detJ = −i, 因此:

d2ψ = dψ2dψ1 = (−i)−1dχdχ (6.2. 50)

同时, ψ1ψ2 = −iχχ, 因此:∫
dχdχχχ = (−i)(−i)−1

∫
dψ2dψ1ψ1ψ2 = 1 (6.2. 51)

考虑对函数 f(χ, χ) = a+ χb+ χc+ χχd 进行积分, 有:∫
dχdχf(χ, χ) = d (6.2. 52)

我们同样可以定义高斯型积分: ∫
dχdχ exp(mχχ) = m (6.2. 53)

下面再讨论一下多元复格拉斯曼数, 令 χα 和 χα̇ 为多元格拉斯曼数. 它们的乘积定
义为:

χχ := χα χα χχ := χα̇ χ
α̇

=⇒ χα χβ = −1
2 εαβ χχ χα̇ χβ̇ = 1

2 εα̇β̇ χχ .

导数则为:
∂χβ

∂χα
= δα

β =⇒ ∂χβ̇

∂χα̇
= δα̇

β̇

最后让我们考虑 n 个复格拉斯曼变量 χ 及其复共轭 χ:

dnχdnχ = dχndχn . . . dχ1dχ1 (6.2. 54)
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我们同样可以再进行一次变换, 有 χi = J i jχ
′j 与 χi = Ki

jχ
′j , 于是:

dnχdnχ = (detJ)−1(detK)−1dnχ′dnχ′ (6.2. 55)

注意到, 我们无需要求 K = J , 这是因为就积分而言 χ是否为 χ的复共轭无关紧要. 现
在我们可以考虑含 n 个 χ 的高斯型积分

∫
dnχdnχ exp(χ†Mχ), 需要注意的是, 这里的

M 可以为任意矩阵, 不再有对称性上的要求. 我们总可以找到幺正矩阵 U 和 V 对 M

进行对角化得到对角矩阵 VMU , 矩阵元为正实数 mi. U 和 V 对应于 χ 变换 χ = Uχ′

与 χ† = χ′†V , 于是:

∫
dnχdnχ exp(χ † M χ ) =(detU)−1(detV )−1

n∏
i=1

∫
dχidχi exp(mi χi χi)

=(detU)−1(detV )−1
n∏
i=1

mi = detM
(6.2. 56)

与之相对的 c 数高斯型积分为:∫
dnzdnz exp(−z† M z) = (2π)n(detM)−1 (6.2. 57)

此外, 格拉斯曼变量的高斯型积分还有一个主要应用是量子场论中费米子配分函数的
路径积分形式. 我们对 eq. (6.2. 47) 进行变换 ψ → ψ −M−1θ, 利用积分的平移不变性
eq. (6.2. 30) 可以得到:∫

dnψ exp(1
2ψ

TMψ + ηTψ − 1
2θ

TM−1θ) = (detM)1/2 (6.2. 58)

于是有: ∫
dnψ exp(1

2ψ
TMψ + θTψ) = (detM)1/2 exp(1

2θ
TM−1θ) (6.2. 59)

同理, 我们对 eq. (6.2. 56) 做变换 ψ → ψ −M−1θ 与 ψ† → ψ† − θ†M−1 可以得到:∫
dnχdnχ exp(χ†Mχ+ θ†χ+ χ†θ) = (detM) exp(−θ†M−1θ) (6.2. 60)

于是, 为了利用 eq. (6.2. 21) 得到 ∆FP , 我们需要将 eq. (6.2. 21) 中的 η 与 β 替换为
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格拉斯曼变量 b 与 c:
βαβ −→bαβ
ηα −→cα

格拉斯曼数 b 和 c 被称为鬼场 (ghost fields). 这样我们就得到了 FP 行列式的最终表
达式:

∆FP [ĝ] =
∫
D[b]D[c] e−Sgh[b,c,ĝ]

鬼场作用量定义为:
Sgh = 1

2π

∫
d2σ

√
−ĝ bαβ∇αcβ (6.2. 61)

我们在最后一步对 b 和 c 场进行了缩放, 以便在作用量前面加上 1/2π 的因子. (这只是
出于配分函数归一化的要求, 实际上并不重要). 利用旋转回到欧几里得空间后, i 因子
就消失了. 完整配分函数 eq. (6.2. 19) 的表达式为:

Z[ĝ] =
∫
D[X]D[b]D[c] exp (−SP[X, ĝ]− Sghost[b, c, ĝ])

我们看到了非常有趣的物理效应, 虽然鬼场是作为一些辅助构造引入的, 但现在它们与
动力学场 X 同等重要. 这就是我们先前所说的, 规范固定是有代价的: 我们的理论有了
额外的鬼场.

这些鬼场的作用是消除非物理的规范自由度, 只留下 Xµ 的 D− 2 个横向模. 与光锥量
子化不同的是, 它们实现这一点的过程中保留了洛伦兹不变性.

简化鬼场作用量

鬼场作用量 eq. (6.2. 61) 已经看起来相当简单了. 但如果我们使用共形规范, 看起来就
更简单了、就可以进一步简化:

ĝαβ = e2φηαβ

行列式为
√
ĝ = e2φ. 回顾一下, 在复坐标中，测度为 d2σ = 1

2d
2z，而我们可以使用

∇z = ĝzz∇z = 2e−2φ∇z 降低协变导数的指标. 我们有:

Sgh = 1
2π

∫
d2z

(
bzz∇zcz + bzz∇zcz

)
在推导过程中不存在场 bzz. 这是因为 bαβ 无迹. 此外, 这里的协变导数实际上只是普
通导数. 观察:

∇zcz = ∂zc
z + Γzzαcα
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由克氏符 (Christoffel symbol) 定义, 我们有:

Γzzα = 1
2 ĝ

zz (∂z ĝαz + ∂αĝzz − ∂z ĝzα) = 0 α = z, z

因此, 在共形规范中鬼场作用量变为:

Sghost = 1
2π

∫
d2z bzz ∂zc

z + bzz ∂zc
z

作用量不依赖于共形因子 φ, 我们无需对 b 和 c 进行任何操作就可以保证作用量外尔
不变的. 因此这两个变量不受外尔变换影响.

值得注意的是, bαβ 和 cα 在外尔变换下不变, 但如果我们升降指标, 那么这些场就会额
外携带度规的因子, 因此 bαβ 和 cα 随外尔变换而变换.

最后要注意的是, 我们利用法捷耶夫-波波夫方法固定了 diff ×Weyl, 但微分同胚中
存在可以被外尔变换抵消的微分同胚变换, 即冗余的共形变换. 这部分没有被消除, 但
是好消息是, 它可以直接被表示出来, 这一变换群称为共形基灵群 (conformal Killing
group) 我们会在第 8 中进行具体计算.

6.3 鬼场的共形场论

在固定外尔和微分同胚的规范对称性的过程中, 我们引入了两个新的动力学变量: 鬼场
b 和 c. 它们都是格拉斯曼变量 (即反对易变量). 简记:

b = bzz , b = bzz

c = cz , c = cz

鬼场作用量便可以写为如下简单的形式:

Sgh = 1
2π

∫
d2z

(
b ∂c+ b ∂c

)
(6.3. 62)

得出运动方程:
∂b = ∂b = ∂c = ∂c = 0

因此我们看到 b 和 c 是全纯场, 而 b 和 c 是反全纯场. 且由作用量无共形权, 我们可以
得到 b 和 c 的共形权加和为 1. 因此我们将 b 和 c 的共形权分别记为 λ 和 (1− λ)

在进行量子化之前, 我们还需要利用经典理论完成最后一点计算: b c 鬼场的能动张
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量. 计算有点繁琐. 我们使用能动张量的一般定义, 这就要求我们回到一般背景下的
eq. (6.2. 61) 理论, 并对度规 gαβ 求泛函微分. 最终结果来自于两部分: 首先, 我们会
从协变导数 ∇α 中的克氏符中获取贡献. 其次, 我们还有限制条件 bαβ 无迹. 但这个条
件本身取决于度规: bαβ ĝαβ = 0. 为了考虑到这一点, 我们应该在作用量中加入一个描
述无迹限制的拉格朗日乘子 (Lagrange multiplier). 在对度规进行正确的变分之后, 我
们可以回到平直空间. 最终结果形式上相当简单, 且满足我们对能动张量的一般要求:
Tzz = 0. 而能动张量的全纯和反全纯部分为:

T = 2 : (∂c) b : + : c ∂b : , T = 2 : (∂c) b : + : c ∂b : . (6.3. 63)

以下是具体的推导过程:

6.3.1 b c 鬼场的能动张量

我们首先用拉格朗日乘子法导出 b c 鬼场的能动张量. 由于能动张量的定义为作用量
关于度规的泛函微商, 我们需要基于含度规的 eq. (6.2. 61) 求出能动张量后再取共形
规范.

我们已经知道, b 满足无迹条件 ĝαβbαβ = 0, 我们有:

δ(ĝαβbαβ) = 0 (6.3. 64)

因此对 ĝ 的泛函微商也会存在来自 b 的贡献:

ĝαβδbαβ = −δĝαβbαβ (6.3. 65)

我们利用拉格朗日乘子法在作用量中引入无迹限制, 于是有:

S = 1
2π

∫
d2σ

√
−ĝ(bαβ∇αcβ + l ĝαβbαβ) (6.3. 66)

其中
√
−ĝ l ĝαβbαβ 便是拉格朗日乘子法新引入的项,系数

√
−ĝ 的出现只是为了使形式

看起来更简单, 我们当然也可以将其吸收进 l. 现在我们只需要考虑 ĝ 变分引起的 S 变
化, 因为 b 场的无迹条件由拉格朗日乘子自动进行限制, 我们无需再考虑它的贡献. 接
下来我们利用 b 场的运动方程:

ĝαδ∇δcβ = l ĝαβ
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确定 l 的值, 得到:
l = 1

2∇αc
α

代回 eq. (6.3. 66), 注意到, 这里的克氏符并不为零, 我们有:

S = 1
2π

∫
d2σ

√
−ĝ
[
bαβ ĝ

αδ(∂δcβ + Γβδγcγ) + 1
2bαβ ĝ

αβ(∂δcδ + Γδδγcγ)
]

(6.3. 67)

对于任意度规 h, 克氏符定义为:

Γαβγ = 1
2g

ασ(∂βgγσ + ∂γgσβ − ∂σgβγ) (6.3. 68)

作为度规的函数, 当我们求作用量关于度规的泛函微商时, 克氏符也必然存在贡献. 因
此我们需要考虑克氏符的变分 6:

δΓαβγ = 1
2g

ασ(∇βδgγσ +∇γδgσβ −∇σδgβγ) (6.3. 69)

注意到: δgαβgβν + gαβδgβν = 0, 于是我们有:

δgµν = −gαµgβνδgαβ (6.3. 70)

代回克氏符变分, 我们可以进一步得到:

δΓαβγ = −1
2g

ασ(gµγgνσ∇β + gµσgνβ∇γ − gµβgνγ∇σ)δgµν (6.3. 71)

现在我们将上面的讨论代回作用量关于度规的泛函微商,由 b的无迹条件以及格拉斯曼
变量的反对称性, 我们得到:

δS = 1
4π

∫
d2σ

√
−ĝ
{
− ĝαβ(bσγ∇σcγ)

+ (bαγ∇βcγ + bβγ∇αcγ − bαβ∇γcγ)

+ [∇δ(bδαcβ) +∇δ(bαβcδ)−∇δ(bδβcα)]
}
δĝαβ

(6.3. 72)

这样我们便可以得到作用量对度规求泛函微商的完整结果. 由度规的对称性, 我们可以

6有趣的是, 如果我们将克氏符的变换规则写下来, 我们会发现两项, 第一项按照张量的方式变换, 而第二项只与坐标彼
此求导有关, 克氏符不是张量正是第二项带来的后果. 但由于它只是坐标之间彼此的导数, 我们会发现两个克氏符的差第
二项抵消, 因而克氏符之差属于张量, 克氏符的变分可以理解为两个彼此靠近的克氏符之差, 也是张量.
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得到:

Tαβ = − 4π√
−ĝ

δS

δĝαβ
= ĝαβbσγ∇σcγ − bαγ∇βcγ + cγ∇γbαβ − bβγ∇αcγ (6.3. 73)

我们可以在复坐标系 (z, z) 中求出能动张量的每个分量, 不难发现:

T = 2 : (∂c) b : + : c ∂b : , T = 2 : (∂c) b : + : c ∂b : . (6.3. 74)

我们同样可以用诺特流的方法推导出 b c 鬼场的能动张量. 但要注意的是, 这种方法依
赖于 b 和 c 的共形权, 我们会在下一节给出具体的共形权. 虽然会用到能动张量, 但利
用共形权计算能动张量实际上不属于循环论证, 因为共形权是 b 和 c 自身的性质, 其定
义并不依赖于能动张量.

诺特流法便不再需要对度规做泛函微商, 因此我们可以直接取共形规范下复坐标系内
作用量的形式, 即 eq. (6.3. 62). 进行共形变换 z → z + ε(z), 注意到共性变换中的 ε(z)
是全纯函数, 因而有 ∂ε = 0. 我们曾在 eq. (6.3. 62) 后提及 b 和 c 的共形权分别为 λ

和 (1− λ) 于是有:

b(z)→
(

1 + ∂ε

∂z

)λ
b(z + ε(z)) = b(z) + λ∂ε(z)b(z) + ε(z)∂b(z) +O(ε2) (6.3. 75)

对 c 的变换同理, 只需将 λ 改为 (1− λ), 于是, 作用量的变分可以写为:

δS = 1
2π

∫
d2z
[
λ∂εb+ ε∂b

]
∂c+ b∂

[
(1− λ)∂εc+ ε∂c

]
= 1

2π

∫
d2z
[
(1− λ)b∂∂εc+ b∂ε∂c

]
= 1

2π

∫
d2zε∂

[
− λb∂c+ (1− λ)∂bc

]
∼ 1

2π

∫
d2zε(z)∂zT (z)

(6.3. 76)

于是我们现在有:
T (z) = −λ : b∂c : +(1− λ) : (∂b)c : (6.3. 77)

我们会在下一节说明 λ = 2, 于是:

T (z) = 2 : (∂c)b : + : c(∂b) : (6.3. 78)

对 T , 同理, 只需考虑反全纯共形变换 ε 即可.
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我们还有第三种计算方式, 同样是依赖于 b 和 c 的共形权的方法, 这同样是在不讨论 b

c 鬼场与引力耦合的情况下确定应力张量. 注意到作用量关于 b 和 c 呈线性, 因此能动
张量必须关于 b 和 c 呈线性. 此外, 能动张量是一个共形权为 (2, 0) 的算符, 因此应力
张量的最一般形式是

T = α(∂c) b+ βc ∂b (6.3. 79)

又因为 b 和 c 的共形权分别为 (2, 0) 和 (0,−1), 我们便可以利用 T 与 b 和 c 的 OPE
列出方程求解 α 和 β. 这同样是并不构成循环论证的, 因为 b 和 c 的共形权并不依赖
于能动张量的具体形式, 而是 b 和 c 本身的性质.

算符的乘积展开

我们可以使用前面讲过的标准路径积分技术计算这些场的 OPE. 接下来, 我们将只关
注共形场论的全纯部分, 反全纯部分的计算几乎完全相同. 例如, 我们有:

0 =
∫
DbDc δ

δb(σ)
[
e−Sghost b(σ′)

]
=
∫
DbDc e−Sghost

[
− 1

2π ∂c(σ) b(σ′) + δ(σ − σ′)
]

这表明:
∂c(σ) b(σ′) = 2π δ(σ − σ′)

同样, 观察 δ/δc(σ) 可以得到:

∂b(σ) c(σ′) = 2π δ(σ − σ′)

我们可以利用 ∂(1/z) = 2πδ(z, z) 对这两个方程进行积分. 我们可以知道, 场之间的
OPE 为:

b(z) c(w) = 1
z − w

+ . . .

c(w) b(z) = 1
w − z

+ . . .
(6.3. 80)

事实上,第二个方程是根据第一个方程和费米统计得出的. b(z) b(w)的OPE和 c(z) c(w)
的 OPE 没有奇异部分. 它们都在 z → w 时消失.
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主场

现在我们将证明 b 和 c 都是主场, 共形权分别为 h = 2 和 h = −1. 我们先来看看 c. 它
与能动张量的 OPE 为:

T (z) c(w) =2 : ∂c(z) b(z) : c(w)+ : c(z) ∂b(z) : c(w)

=2∂c(z)
z − w

− c(z)
(z − w)2 + . . . = − c(w)

(z − w)2 + ∂c(w)
z − w

+ . . .

于是 c 的权重为 −1. 而在计算带有 b 的 OPE 时, 我们需要对负号特别小心. 我们得到:

T (z) b(w) =2 : ∂c(z) b(z) : b(w)+ : c(z) ∂b(z) : b(w)

=− 2b(z)
( −1

(z − w)2

)
− ∂b(z)
z − w

= 2b(w)
(z − w)2 + ∂b(w)

z − w
+ . . .

这表明 b 的共形权为 2. 我们在前面提到, 场 b 和 c 在外尔变换下不变. 这反映在它们
的共形权上的结果就是, 它们的共形权完全是由微分同胚决定的. 我们从 bzz 和 cz 的
指标数量就可见一斑.

作为主场, 由于 b 和 c 带有的共形权分别为: (hb, hc) = (2,−1), 我们可以按照主场的模
展开的一般方法对 b 和 c 进行展开, 得到:

b(z) =
∑
n∈Z

bnz
−n−2, bn≥−1 |0〉 = 0

c(z) =
∑
n∈Z

cnz
−n+1, cn≥2 |0〉 = 0

(6.3. 81)

其中的展开系数的厄米共轭为 b†
n = b−n 和 c†

n = c−n. 它们作为谐振模存在代数:

{cn, bm} = δn+m,0, {cn, cm} = {bn, bm} = 0 (6.3. 82)

而这可以从 b 和 c 的 OPE eq. (6.3. 80) 得到. b 和 c 的 OPE 为:

c(z)b(w) = 1
z − w

(6.3. 83)

而 1
z−w 可以写为

1
z

∑∞
n=0(w

z
)n, 而算符 OPE 与算符 (反) 对易子互成正比, 现在我们展
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开 {c(z), b(w)}, 得到:

{c(z), b(w)} =
∑
m,n

{cn, bm}z−n+1w−m−2

= 1
z

∑
m,n

{cn, bm}
w−m−2

zn−2

(6.3. 84)

这两个结果成正比的要求便导致我们必然有:

{cn, bm} = δn+m,0 (6.3. 85)

同理, 我们可以从 eq. (6.3. 80) 后的讨论得到:

{cn, cm} = {bn, bm} = 0 (6.3. 86)

我们接下来便可以基于能动张量定义鬼场的维拉索罗生成元:

Ln =
∑
m

(m+ n) : bn−mcm : (6.3. 87)

同样, 零模有正规排序常数, 于是:

Lb,c0 =
∑
m≥1

m(b−mcm + c−mbm)− 1 =
∑
m

m ?
?
b−mcm ?

?
− 1 (6.3. 88)

这里的 ?
?
b−mcm ?

?
是正规排序, 符号 ?

?
表示对反对易算符进行正规排序, 与普通的正规

排序相差负号 7. 需要注意的是, 这里对应于 Lb,c0 中的正规排序常数 −1 出现在 Lb,c0 内
部. 而在 eq. (3.2. 18) 中我们见到的则是 Lm0 内不含正规排序常数, 并用正规排序常数
对限制条件进行修正. 这是因为 eq. (3.2. 18) 的完整形式是物质部分与鬼场部分整体
的维拉索罗代数零模湮灭物理态, 对限制条件而非对维拉索罗代数引入修正 a 就是因
为这一修正实际是在鬼场中出现的. 在 eq. (3.2. 18) 的只是 Lb,c0 的真空期望. 此处我们
也可以通过计算 Lb,c0 关于真空态 c1 |0〉 的真空期望, 即真空态 c1 |0〉 的共形权来得到正
规排序常数 −1.

7注意与其他参考文献的区别, Polchinski 书中 : 称为共形排序, 实际上就是时序, 在复平面内被映射为半径排序. ◦
◦ 表

示一般的正规排序, 产生在左湮灭在右. 而 ?
?
则表示带边界的共形排序, 存在像荷的作用, 以保证边界处有限.
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中心荷

最后, 我们可以通过计算 TT 的 OPE 来确定 b c 鬼场体系的中心荷.

T (z)T (w) =4 : ∂c(z)b(z) : : ∂c(w)b(w) : +2 : ∂c(z)b(z) : : c(w)∂b(w) :

+ 2 : c(z)∂b(z) : : ∂c(w)b(w) : + : c(z)∂b(z) : : c(w)∂b(w) :

对于其中的每一个项,进行两次缩并就能为 OPE带来 (z−w)−4 的贡献. 还有两种不同
的单次缩并方式,根据导数作用对象的的不同,这几种单次缩并分别可以得到 (z−w)−1,
(z − w)−2 或 (z − w)−3. 最终结果是:

T (z)T (w) = −4
(z − w)4 + 4 : ∂c(z)b(w) :

(z − w)2 − 4 : b(z)∂c(w) :
(z − w)2

− 4
(z − w)4 + 2 : ∂c(z) ∂b(w) :

z − w
− 4 : b(z)c(w) :

(z − w)3

− 4
(z − w)4 −

4 : c(z)b(w) :
(z − w)3 + 2 : ∂b(z)∂c(w) :

z − w

− 1
(z − w)4 −

: c(z)∂b(w) :
(z − w)2 + ∂b(z)c(w) :

(z − w)2 + . . .

再利用泰勒展开, 将函数 f(z) 转化为函数 f(w) 函数. 合并同类项后, 我们经过化简
得到:

T (z)T (w) = −13
(z − w)4 + 2T (w)

(z − w)2 + ∂T (w)
z − w

+ . . .

首先要注意的是, 它确实与我们期望的 TT OPE 形式一致. 第二, 也是最重要的一点,
是 bc 鬼场系统的中心荷:

c = −26

6.3.2 鬼场对真空态的影响

完成之前的讨论后, 我们发现现在我们仍有两个问题没有解决:

• 分析 b 和 c 的模展开 eq. (6.3. 81) 中出现的谐振模:

b(z) =
∑
n∈Z

bnz
−n−2, bn≥−1 |0〉 = 0

c(z) =
∑
n∈Z

cnz
−n+1, cn≥2 |0〉 = 0

(6.3. 89)

我们发现, c1 和 b−2 是第一个不湮灭 |0〉 的模. 然而, 由于 [L0, c1] = −c1 它仍然会



130 鬼场的共形场论

起到降低共形权的作用. 相应地, |0〉 在 b c 的谐振模代数 eq. (6.3. 82) 下不是基态,
尽管它的确是维拉索罗代数的最高权态.

• 在考虑 b 和 c 的两点关联函数时, 我们可能会想当然地写出 〈c(z)b(w)〉naive = (z −
w)−1 而我们先前曾给出过, 对于共形权分别为 h1 与 h2 的主场, 其关联函数满足
〈φh1(z)φh2(w)〉 ∼ δh1,h2 . 注意到, (hb, hc) = (2,−1) 因此, 这种想当然的两点关联函
数由于 δ 函数的原因应当消失.

这两个问题的解决方案是紧密相关的:

首先注意到, 我们可以基于鬼场谐振子模构造两个可能的 L0 基态:

|c〉 = c1 |0〉 , |(∂c)c〉 = c0c1 |0〉 (6.3. 90)

我们可以检查, 这两个态确实满足最高权条件:

cn≥1 |c〉 = cn≥1 |(∂c)c〉 = 0 (6.3. 91)

这里利用了格拉斯曼变量平方为零的条件: c2
1 = 0 这两个态的厄米共轭也是特殊的, 他

们在厄米共轭下彼此交换:
(c1 |0〉)† = 〈0| c−1c0 (6.3. 92)

于是有:
〈0| c−1c0c1 |0〉 = 1 (6.3. 93)

我们可以验证 c 的三点关联函数与我们期望的三个 h = −1 的主算符关联函数一致:

〈c(z1)c(z2)c(z3)〉 =
∑

n1,n2,n3∈Z
〈0|

3∏
j=1

c
njz

−nj +1
j

|0〉

= 〈0| c−1c0c1 |0〉 (z2
1z2 − z1z

2
2 + cyc(z1, z2, z3))

=z12z13z23 = z−h1−h2+h3 × cyc(z1, z2, z3)

(6.3. 94)

我们先前想当然地给出的两点关联函数具体的值为:

〈b(z)c(w)〉 =
∑
m≤1
n≥2

〈0| bnz−n−2cmw
−m+1 |0〉

=〈0|0〉w
z2

∑
n≥2

(w
z

)n
= w3

z3
〈0|0〉
z − w

(6.3. 95)
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正如本节开头所说, 这和对主场关联函数的一般性要求相悖, 除非我们要求 〈0|0〉 = 0.

实际上, 真正有意义的两点关联函数要额外插入 cn 然后形式上写成五点关联函数:

〈0| c−1c0c1b(z)c(w) |0〉 = 1
z − w

= 〈0| c−1c0c1c(z)b(w) |0〉 (6.3. 96)

我们可以将 bm 一步步地移到最左侧. 首先展开关联函数中的 b 和 c

〈0| c−1c0c1c(z)b(w) |0〉 =
∑
m,n

〈0| c−1c0c1cnbm |0〉 z−n+1w−m−2

注意到, 我们有:
bm≥−1 |0〉 = 0, 〈0| bm≤1 = 0

cn≥2 |0〉 = 0, 〈0| cn≤−2 = 0
(6.3. 97)

而由于 eq. (6.3. 82), 我们知道, c 谐振模之间反对易子为零, 因此我们对 cn 的限制首
先有 n ≥ −1, 而又因为 c2

i = 0, 我们有 n 6= −1, 0, 1, 因此 cn 的限制为 n ≥ 2. bm 的限
制比较简单, m ≤ −2 即可. 于是我们有:

〈0| c−1c0c1c(z)b(w) |0〉 =
∑
m≤−2
n≥2

〈0| c−1c0c1(δn+m,0 − bmcn) |0〉 z−n+1w−m−2

=
∑
m≤−2

w−m−2

z−m−1 −
∑

m≤−2,n≥2
〈0| c−1c0c1bm cn) |0〉︸ ︷︷ ︸

=0

z−n+1w−m−2

=
∑
m≤−2

w−m−2

z−m−1 = 1
z − w

我们当然也可以从 〈0| c−1c0c1b(z)c(w) |0〉 出发, 讨论 m,n 范围并得到四项求和, 最终
结果完全一致:

〈0| c−1c0c1b(z)c(w) |0〉 = w3

z3
1

z − w
+ w2

z3 + w

z2 + 1
z

= 1
z − w

(6.3. 98)

计算过程留作习题.

在路径积分语言中,
∫
D[c] 包含三个如下积分:∫

dc−1dc0dc1c
x
−1c

y
0c
z
1 = δx,1δy,1δz,1 (6.3. 99)

这正是我们在想当然的两点关联函数 〈b(z)c(w)〉naive = (z − w)−1 中所忽略的.
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接下来我们给出 〈0|0〉 = 0 和 〈0| c−1c0c1 |0〉 = 1 形式上的来源, 首先给出反常鬼场流:

j(z) = − : b(z)c(z) : (6.3. 100)

这实际上就是鬼场 b 和 c 的 U(1) 对称性 c → eiαc 和 b → e−iαb 对应的诺特流 8

δS = − i
2π
∫

d2zj∂α. 我们同样可以进行展开:

j(z) =
∑
n

(∑
m

: cn−mbm :
)
z−n−1 =

∑
n

jnz
−n−1 (6.3. 101)

反过来也有:
jn =

∮
Bε(0)

dz
2πiz

nj(z) (6.3. 102)

计算反常鬼场流与鬼场能动张量的 OPE, 得到:

T (z)j(w) ∼ −3
(z − w)3 + j(w)

(z − w)2 + ∂wj(w)
z − w

+ . . . (6.3. 103)

这实际上等价于下面的对易子:

[Ln, j(z)] = −3n(n+ 1)
2 zn−1 + (n+ 1)znj(z) + zn+1∂j(z) (6.3. 104)

其中 Ln 的定义为 eq. (6.3. 87) 于是得到:

[Ln, jm] = −3n(n+ 1)
2 δn+m,0 −mjm+n (6.3. 105)

我们可以对 Ln 分别取 n = −1, 0, 1, 并观察上述对易子. 不难发现中心荷项对于 L−1

与 L0 消失, 但对 L1 仍然存在. 因此反常鬼场流不是准主算符. 反常鬼场流的厄米条件
是 j†

n = −j−n,∀n 6= 0 与维拉索罗算符零模 L0 中出现正规排序常数的原因相似, 我们
n = 0 的厄米共轭存在一个常数修正:

j†
0 = −[L−1, j1]† = −[L1, j−1] = −j0 + 3 (6.3. 106)

再考虑态与算符的对应关系, 对于满足:

j(z)Oq(w) ∼ qOq(w)
z − w

+ . . . ,

 Oq=1(w) = c(w)

Oq=−1(w) = b(w)
(6.3. 107)

8经典意义下流守恒, 但在量子理论中存在反常. 这也正是反常二字的来源.
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的算符 Oq, 我们称之为鬼数 (ghost number) 为 q 的算符, b 和 c 分别的鬼数为 −1 和
1. 进一步, 我们可以得到 j0 的本征态:

|q〉 = lim
z→0
Oq(z) |0〉 (6.3. 108)

本征方程为:
j0 |q〉 = q |q〉 (6.3. 109)

而由于 j†
0 的反常, 除非 q + q′ = 3, 否则 〈q′|q〉 为零:

q〈q′|q〉 = 〈q′| j0 |q〉 = (j†
0 |q′〉)† |q〉

=[(3− j0) |q′〉]† |q〉 = (3− q′)〈q′|q〉
(6.3. 110)

我们于是就得到了两对互为厄米共轭的态:

q = 0 : |0〉 ↔ q = 3 : c−1c0c1 |0〉

q = 1 : c1 |0〉 ↔ q = 2 : c0c1 |0〉
(6.3. 111)

在带里奇标量 R 的弯曲世界面上, 反常鬼场流遵循反常守恒律:

∂zj(z) = −3
4
√
−hR (6.3. 112)

等式的右侧在积分后会得到反映世界面拓扑性质的量:

χ = 1
4π

∫
Σ

d2σ
√
−hR = 2(1− g) (6.3. 113)

其中 χ 就是 Σ 的欧拉示性数 (Euler characteristic), g 是 Σ 的亏格数 (genus), 我们会
在第 8 章详细介绍这些概念.

最后, b 和 c 出现的个数 Nc 和 Nb 与亏格数 g 有关:

Nc −Nb = 3− 3g (6.3. 114)

这与黎曼-罗赫定理 (Riemann-Roch theorem) 有关. 具体来说, 路径积分
∫
D[c] 中出现

的
∫

dc−1dc0dc1 便是 g = 0 的特例.
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6.4 弦理论的维数限制

现在我们总结一下. 我们知道, 对微分同胚和外尔规对称性进行规范固定会引入鬼场,
从而产生中心荷 c = −26. 我们也知道, 除非 c = 0, 否则物理体系关于外尔对称会出现
反常. 由于外尔对称是一种规范对称, 因此我们必须将其保留. 因此我们不得不在弦上
添加合适的自由度以抵消鬼场在中心荷上的贡献.

最简单的方法是添加 D 自由标量场. 我们前面看到, 每个自由标量场对中心电荷的贡
献都是 c = 1, 因此整个体系的一致性要求我们选择:

D = 26

这与我们在第 3 章末尾发现的结果一致. 这正是我们先前对弦理论维数的要求.

然而, 我们没有理由必须使用自由标量场. 一致性要求仅仅是弦的自由度由 c = 26 的
共形场论来描述. 任何满足此条件的共形场论都可以. 每个共形场论都描述了弦可以传
播的不同背景. 如果我们愿意, 我们也可以把 c = 26 的不同 CFT 张成的空间看作弦理
论的经典解空间.

实际上, 弦理论的维度要求更准确来讲是中心荷要求. 只有对于相当特殊的 CFT, 这种
中心荷才能被视为时空维度.

例如, 如果我们想描述在四维闵氏时空中运动的弦, 我们可以把 D = 4 自由标量 (其中
一个类时) 与其他一些 c = 22 CFT 放在一起. 这个共形场论可能有几何解释, 也可能
更抽象. 具有 c = 22 的 CFT 有时被称为理论的内部 (internal sector). 这就是人们常
说的弦理论的额外隐藏维数的含义. 我们将在第 9 章中看到一些这样的例子.

接下来我们简要介绍超弦维数限制为 D = 10 这个著名结论. 超弦在世界面上还有另一
种规范对称: 超对称. 这就产生了更多的鬼场, 称为 β γ 鬼场. 其中心荷为 +11. 因此,
一致性要求弦的自由度贡献中心荷 c = 26− 11 = 15. 然而, 超弦的 CFT 本身必须在超
对称性下是不变的. 这意味着玻色子要与费米子相匹配. 如果存在 D 个玻色子, 那么我
们同样需要在体系中包含 D 个费米子. 每个自由玻色子贡献中心荷 c = 1, 而每个自由
费米子则贡献 c = 1/2. 因此, 我们需要添加的自由玻色子总数为 D(1 + 1/2) = 15, 于
是就得到了著名的超弦维数限制:

D = 10

最后还有一个微妙的问题: 我们最终需要回到闵氏时空. 一种思路是把 X0 视为自由标
量场, 而用某个 c = 25 的 CFT 来描述其余自由度. 但这似乎不太令人满意, 因为这
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样不存在随时间演化的时空. 当然, 如果我们想了解一些诸如早期宇宙学的问题, 这些
时空的演化肯定是必要的. 要理解含时演化背景下的弦世界面, 目前还存在一些技术障
碍. 为了在这个问题上取得进展并讨论弦宇宙学, 我们通常会通过低能有效作用量来绕
过这个问题, 我们将在第 9 章中推导出这个作用量.

6.4.1 泊里雅科夫非临界弦 (non-critical strings)

虽然这与我们的主线略有偏离, 但还是值得停下来提一下泊里雅科夫的主要贡献之一,
他主要关注的不是 D = 26 的临界弦, 而是 D 6= 26 的非临界弦 (non-critical strings).
通过上面的讨论, 我们知道这类弦存在外尔反常. 但事实证明, 有一种方法可以解释这
种情况.

我们的出发点是从一开始就放弃外尔不变性. 我们从与动态世界面度规 gαβ 耦合的 D

个自由标量场开始. (更一般地说, 我们可以有任意的共形场论). 我们希望保持重参数
化不变性, 但忽略外尔不变性的约束. 当然, 这样的物理理论很可能与我们熟知的南部-
后藤弦没有太大关系, 但我们接受这一点继续讨论. 在没有外尔不变性的情况下, 有一
个额外的项可以很自然地添加到二维理论中: 世界面宇宙常数 µ 项:

Snon−crit = 1
4πα′

∫
d2σ
√
−h

(
gαβ∂αX

µ∂βXµ + µ
)

于是我们可以尝试理解配分函数在外尔变换下的变换规律. 这来自于两方面的贡献: 一
个来自于对 µ 依赖性, 一个来自外尔反常. 我们考虑两个通过外尔变换相关的度规:

ĝαβ = e2φhαβ

在我们变动 φ 的值时, 配分函数 Z[ĝ] 以如下方式变换:

1
Z

∂Z

∂φ
= 1
Z

∫
Dφ e−S

(
− ∂S

∂ĝαβ

∂ĝαβ
∂φ

)
= 1
Z

∫
Dφ e−S

(
− 1

2π
√
ĝ Tαα

)
= c

24π
√
ĝ R̂− 1

2πα′ µe
2φ

= c

24π
√
h(R− 2∇2φ)− 1

2πα′ µe
2φ

其中, 在最后两行中, 我们使用了外尔反常 eq. (5.5. 50) 和里奇曲率在外尔变换下的变
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换规律 eq. (2.5. 56). 这些公式中出现的中心荷自然也包括来自鬼场的贡献:

c = D − 26

现在我们可以把它当作配分函数 Z 的微分方程来处理并求解. 这样, 我们就可以用定
义在另一个世界面上的 Z[g] 来表达定义在一个世界面度规上的配分函数 Z[ĝ]. 两者之
间的关系是:

Z[ĝ] = Z[g] exp
[
− 1

4πα′

∫
d2σ
√
g

(
2µe2φ − cα′

6
(
gαβ ∂αφ∂

βφ+Rφ
))]

我们看到外尔变换对应的 φ 继承了一个动力学项. 它现在作为一个新的标量场出现在
理论中. 由于乘以 µ 的指数势项, 它通常被称为刘维尔场 (Liouville field). 对这个理论
求解是相当困难的 9. 需要注意的是, 我们新引入的标量场 ω 与里奇标量 R 以乘积的
形式出现在最后一项中. 我们将在 9.2.1 节解释这一项的含义.

9可以参考塞伯格的文章 Notes on Quantum Liouville Theory and Quantum Gravity, Prog. Theor. Phys. Supl.
102 (1990) 319.



Chapter 7

BRST 量子化与顶角算符

我们在本章会用更系统化的方法来分析弦的能谱. 我们曾在第 3 章利用光锥进行非协
变的量子化, 将 X 的零分量与一个空间分量分离, 并证明了所有的自由度都来自于分
离之后的 (D-2) 个分量的激发态. 而协变量子化过程中我们保留了所有的 X 分量, 并
在规范固定时引入 b, c 鬼场, 现在我们需要找到一个途径来区分这样构造的态中哪些
是物理的,哪些非物理. 此外,光锥量子化对 Xµ 与 gαβ 进行限制的方法并不完善. 为了
得到最一般的规范变换, 我们也需要要求 δgαβ 成为算符, 即依赖于路径积分中出现的
场. 这两件事都与一个新的对称性相关: 贝基-鲁埃-斯道拉-秋金对称性 (Becchi-Rouet-
Stora-Tyutin symmetry), 简称 BRST 对称性.

7.1 BRST 对称性

首先, 介绍本节使用的符号约定. 一方面, 为了得到完整的对称性, 我们需要从更一般
的角度重新审视问题. 另一方面, BRST 对称性在弦论以外也有非常广泛的应用. 所以,
我们在最初介绍 BRST 对称性的时候采用更一般化的符号约定, 稍后考虑对弦的应用
时我们会回到我们更熟悉的写法.:

• 我们将路径积分中出现的场统一记为 φi, 指标 i 同时一个或多个标记场的种类以及
坐标 σ 分量. 例如在弦论中的 Xµ(σ) 和 gαβ(σ) 均由 φi 表示, 他们的指标均由 i 进
行标记.

137
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• 规范变换记为 εαTα, 规范变换生成元为 Tα, 满足代数:

[Tα, Tβ] = fγαβTγ (7.1. 1)

由于我们总可以将复参数分解为实部和虚部两个实参数, 此处规范变换中的参数 εα

不妨直接取为实参数.
• 我们考虑的物理体系中存在规范对称性, 我们利用函数 FA(φ) 固定规范:

FA(φ) = 0 (7.1. 2)

指标同样是坐标分量, 为做区分, 此处用 A 标记.

我们现在可以利用第 6 章中的 FP 方法固定规范, 并用拉格朗日乘子法将 FP 方法得到
的规范固定方程引入路径积分, 于是作用量现在可以被写为三项求和的形式:

S = Sgi + Sgf + Sgh (7.1. 3)

这三项也常直接简写为 S = S1 + S2 + S3. 他们分别的含义是:

• Sgi: 下标表示规范不变 (gauge invariant) 的原作用量, 例如可以是杨米尔斯作用量
或泊里雅科夫作用量.

• Sgf : 下标表示规范固定项 (gauge fixing term) 我们引入拉格朗日乘子 BA 将规范固
定条件 FA(φ) = 0 包含在路径积分中. Sgf 于是可以写为:

Sgf = −i
∫
BAF

A(φ) (7.1. 4)

其中 −i 是方便计算引入的常数, 我们当然可以将其吸收进 BA 中. 由于本节我们希
望讨论一般的 BRST 对称性而非局限于弦的世界面, 我们此处略去积分测度.

• Sgh: 下标表示鬼场 (ghost) 作用量, 即我们利用 FP 方法固定规范时引入的新作用
量. 我们将 Sgh 可以写为:

Sgh =
∫
bAc

αTαF
A(φ) (7.1. 5)

此后我们用 S1 + S2 + S3 简写. 于是我们可以将配分函数的路径积分形式写为:∫ D[φi]
Vgauge

exp(−S1)→
∫
D[φi]D[BA]D[bA]D[cα] exp(−S1 − S2 − S3) (7.1. 6)

观察整体作用量 S, 我们可以发现如下两条性质:
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• 首先, 作用量整体在所谓的 BRST 变换 δB 下不变:

δBφi =− iεcαTαφi
δBBA =0

δBbA =εBA

δBc
α = i

2εf
α
βγc

βcγ

(7.1. 7)

需要注意的是, 我们将 c 数与 g 数互相变换, 因此变换中出现的参数 ε 必须是 g 数.
由于 b 和 c 的鬼数分别为 −1 和 1, 而 c 数算符的鬼数一定为 0, 我们对等号两侧分
别与反常鬼场流求 OPE, 不难得到, ε 的鬼数一定为 −1.
原作用量 S1 本身在 BRST 变换下不变. 这是因为, φ 的 BRST 变换无非就是它的
规范变换 Tαφi 乘以参数 εcα. 而 S2 和 S3 的 BRST 变换相互抵消, 具体来说, 对 S2

的 BRST 变换与 S3 中 bA 的 BRST 变换抵消, 而 S3 中 δαF
A 与 cα 的 BRST 变换

抵消, 具体计算留做习题.
• 第二, 对 bAF

A 的 BRST 变换为:

δB(bAFA) = iε(S2 + S3) (7.1. 8)

现在, 考虑规范固定方程中的无穷小变化 δF . 我们知道, S1 本身是规范不变的, 因
此不出现 F , 而在 S2 与 S3 中, F 均呈线性. 于是, 在关联函数中变化 δF 导致的无
穷小变化可以写为:

εδ〈f |i〉 = i〈f |δB(bAδFA)|i〉

= −ε〈f |{QB, bAδF
A}|i〉

(7.1. 9)

我们在量子场论中学过, 算符的变换实际上等价于变换对应的诺特流守恒荷与算符
的对易子或反对易子 (取决于算符本身是 c 数还是 g 数). 此处最后一步同理, 我们
用与 BRST 守恒荷的反对易子的形式给出了 BRST 变换. 此外存在物理意义的关联
函数不依赖于 F , 换言之对于初态末态均为物理态的情况, 上式为 0.
因此, 物理态必须满足:

〈ψ|{QB, bAδF
A}|ψ′〉 = 0 (7.1. 10)

为使这一条件对任意 δF 均成立, 上式等价于要求物理态必须满足:

QB|ψ〉 = QB|ψ′〉 = 0 (7.1. 11)

这是一条非常重要的性质: 物理态必须是 BRST不变的. 需要注意的是, 我们默认了
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QB 是厄米的, 即 Q†
B = QB. 这其实不难看出, 倘若 Q†

B 是另一个荷, 那么它一定对
应于另一个不同的对称性, 而我们无法找到这样备选的对称性. 我们后面也会对于
弦论的例子直接从 BRST 对称性计算出 QB, 届时也可以直接看到弦论中 QB 的厄
米性质.

以上是作用量满足的两条性质. 接下来, 考虑 BRST 荷的一些性质. 当我们选取不同的
规范固定, BRST 荷必须仍然守恒. 这也就等价于 BRST 荷必须与哈密顿量中的变化
对易, 即:

0 =[QB, {QB, bAδF
A}]

=Q2
BbAδF

A −QBbAδF
AQB +QBbAδF

AQB − bAδFAQ2
B

=[Q2
B, bAδF

A]

(7.1. 12)

同样地, 我们要求上式对任意的变化均成立, 因此这等价于要求:

Q2
B = 0 (7.1. 13)

这是一个幂零算符 (nilpotent operator). 我们可能会有疑问, 若 Q2
B 取非零常数, 上述

对易子也为 0, 这部分被排除的原因是什么? 通过观察 eq. (7.1. 9) 得知, QB 的鬼数为
1, 因此 Q2

B 的鬼数为 2, 因此 Q2
B 只能为 0. 我们当然也可以尝试进行两次 BRST 变换

eq. (7.1. 7), 所有的场在两次变换后都是不变的. 例如, 我们可以利用结构张量 fαβγ 的
雅可比恒等式证明:

δB(δ′
Bc

α) = −1
2εε

′fαβγf
γ
δτc

βcδcτ = 0 (7.1. 14)

证明过程利用了鬼场的反对易性, 即指标 β, δ, τ 反对称.

需要注意的是, 如果 eq. (7.1. 1) 中的结构张量依赖于场, 或者等号右侧存在正比于
运动方程的修正项, 那么我们需要将 BRST 荷需要推广为 巴塔林-维尔可维斯基形式
(Batalin-Vilkovisky formalism). 它与我们课程主线关系不大, 因此不深入介绍.

幂零性 eq. (7.1. 13)是非常重要的性质,它保证了 QB 可以湮灭掉任何取如下形式的态:

QB|χ〉 (7.1. 15)

这对任意的 |χ〉 均成立. 因此 QB|χ〉 是物理态. 但需要注意的是, 它与所有物理态 (包
括 QB|χ〉 本身) 正交:

〈ψ|(QB|χ〉) = (〈ψ|QB)|χ〉 = 0 (7.1. 16)
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其中最后一步我们利用了对物理态的要求: QB|ψ〉 = 0. 倘若两个物理态之间仅差一
个 QB|χ〉, 那么他们与任何物理态的内积都一定是相同的, 因此他们属于同一个等价类
(equivalence class). 这实际上类似于光锥量子化中, 两个物理态若仅相差物理赝态则属
于同一等价类的论述类似. 我们这里便是要求出全部物理态相对等价类的商空间. 这是
通过 QB 的上同调 (cohomology) 做到的. 即, 每个等价类都由去掉 QB|χ〉 的态来表征.
换句话讲, 我们如果找到所有能被 QB 湮灭 (物理态要求) 而不能写为 QB 作用于某个
态的结果 (去掉同一等价类的其他元素) 的所有态, 我们便找到了这个商空间. 用上同
调的语言来描述, 若态能被 QB 湮灭则称其为 QB 闭的 (closed), 若态能被写为 QB 作
用于某个态的结果则称其为 QB 恰当的 (exact). 由 QB 的幂零性, 我们知道. 恰当的一
定是闭的, 而 QB 闭关于 QB 恰当的商空间称为 QB 的上同调.

一个与之类似的例子是外微分算符, 这同样是一个幂零算符. 我们可以定义 n 形式场,
在外微分作用下, n 形式场会变为 n+ 1 形式场, 此时再用外微分进行作用则会得到 0.

7.2 弦的 BRST 量子化

我们现在可以给出一个不依赖于光锥的方法来协变地描述玻色弦的能谱.

现在作用量除泊里雅科夫作用量与鬼场作用量以外还应当附加规范固定项:

i

4π

∫
d2σ
√
gBαβ(ηαβ − gαβ) (7.2. 17)

我们首先写下对于弦的 BRST 变换:

δBX
µ =iε(c∂ + c∂)Xµ

δBb =iε(TX + T g)

δBb =iε(TX + T
g)

δBc =iεc∂c

δBc =iεc∂c

(7.2. 18)

我们发现, b 的 BRST 变换原本应该给出 δBbab = εBab, 但对拉格朗日乘子 Bab 进行积
分再将度规的运动方程代入便可以得到 eq. (7.2. 18) 中的形式. 在有了具体的语境之
后, 我们就可以具体计算 BRST 流 jB 和守恒荷 QB. 首先是 jB, 上述 BRST 变换对应
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的守恒流为:
jB = c Tm + 1

2 : c T g : +3
2∂

2c

= c Tm+ : b c ∂ c : +3
2∂

2c
(7.2. 19)

相应地, BRST 流也有反全纯部分, 计算同理. 需要注意的是, 最后一项作为全导数项,
在计算守恒荷时不产生贡献. 这实际上是人为添加用以保证 BRST 流成为主场. 接下
来我们计算 BRST 流与鬼场以及与一般形式的物质场之间的 OPE:

jB(z)b(w) ∼ 3
(z − w)3 + jg(w)

(z − w)2 + Tm+g(w)
z − w

jB(z)c(w) ∼c∂c(w)
z − w

jB(z)O(w) ∼h cO
m(w)

(z − w)2 + 1
z − w

[h(∂c)Om(w) + c∂Om(w)]

(7.2. 20)

其中的一阶奇点反映了这些场对应的 BRST 变换 eq. (7.2. 18). 接下来我们可以给出
BRST 荷 QB:

QB = 1
2πi

∮
(d z jB − d z jB) (7.2. 21)

将 eq. (7.2. 19) 代入上式, 令 QB 展开为鬼场模的形式, 我们便得到:

QB =
∞∑

n=−∞
(cnLmn + cnL

m

n )

+
∞∑

m,n=−∞

(m− n)
2 : (cmcnb−m−n + cmcnb−m−n) : −(c0 + c0)

(7.2. 22)

其中最后一项来自于排序常数, 即当 n 或 m 等于 0 时, 第个求和中 c 和 b 不再反对易,
这本质上和 eq. (3.3. 32) 后提到的常数修正是一件事. 与之同理, 这里需要附带排序常
数 a, 再求出常数 a 的值, 由此给出最后一项. 进一步, 利用围道积分 eq. (7.2. 21), 我
们可以得到:

{QB, bn} = Lmn + Lgn = Ltotn (7.2. 23)

将 n 取为 0, 我们有:
{QB, b0} = Lm0 + Lg0 = Ltot0 (7.2. 24)

我们可以利用 QB, QB, bn 的雅可比恒等式证明在总中心荷为 0 时, {QB, QB} = 0, 即
物质场中心荷 cm = 26 时有:

{QB, QB} = 0 (7.2. 25)
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我们当然也可以从 BRST 流的 OPE 看出这一点:

jB(z)jB(w) ∼ − cm − 18
2(z − w)3 c∂c(w)− cm − 18

4(z − w)2 c∂
2c(w)− cm − 26

12(z − w)c∂
3c(w) (7.2. 26)

上式的一阶奇点对应于 {QB, QB}, 我们自然可以看到, 在物质场中心荷 cm = 26 时
{QB, QB} = 0. 同样, 观察能动张量与 BRST 流的 OPE:

T (z)jB(w) ∼ − cm − 26
2(z − w)4 c(w) + 1

(z − w)2 jB(w) + 1
z − w

∂jB(w) (7.2. 27)

我们同样得到 cm = 26 时 jB 才为主场.

此外, 由定义, 我们有:

Ltotn = Lmn + Lgn =
∞∑

m=−∞

(1
2 : αn−mαm : +(n+m) : bn−mcm :

)
(7.2. 28)

零分量为:

Ltot0 =Lm0 + Lg0 =
∑
m>0

(
α−mαm +m(b−mcm + c−mbm)

)
+ α′p2 − 1

=N tot + α′p2 − 1
(7.2. 29)

而 N tot − 1 正是对应能级的质量, 因此我们可以将 Ltot0 (以后简写为 L0) 写为 L0 =
α′(pµpµ +m2), 于是对满足质壳方程的物理态 |ψ〉, 我们有:

L0 |ψ〉 = {QB, b0} |ψ〉 = 0 (7.2. 30)

而由于我们已经要求物理态为 QB 闭的, 因此上述条件等价于要求 b0 |ψ〉 = 0.

总结一下对弦进行 BRST 量子化的过程:

• 首先利用物质场与鬼场构造出所有可能的态
• 将 b0 作用于其上, 剔除得到非零结果的态.
• 找出所有 QB 闭的态.
• 最后剔除所有 QB 恰当的态, 我们就找到了满足质壳方程的全部物理态.

关于 BRST, 的其他细节可以在 [4, 1, 5] 中找到.

我们接下来会具体计算开弦无质量态的例子作为练习.
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7.2.1 无质量开弦态

接下来我们举一个简单的例子, 利用 BRST 量子化计算无质量开玻色弦态, 即开玻色弦
的第一激发态.

我们可以先从无质量态的三点关联函数入手 1, 这实际上是三个顶角算符的关联函数,
由于关联函数本身必须是 diff ×Weyl 不变的, 因此关联函数的共形权必须为 (h, h) =
(0, 0). 三个顶角算符平权, 因此顶角算符共形权也为 (h, h) = (0, 0). 所以我们接下来利
用物质场, 鬼场以及平面波尝试构造顶角算符, 如果我们能够筛选出无质量开弦态的所
有顶角算符我们便筛选出了所有无质量开弦物理态. 首先, 列出顶角算符全部组成部分
的共形权:

Operator eip·X(z) ∂zX
µ b c ∂zc ∂2

zc λ

h α′

4 p
2
∣∣∣
p2=0

1 2 −1 0 1 0

其中 λ 为常数, 共形权为 0. 注意到平面波必须在顶角算符中出现且只出现一次, 我们
可以对上述对象进行重组, 构造所有共形权为 0 的备选, 将他们线性组合起来, 便得到:

ψgeneral =:
(
α∂c+ βc∂2c+ γc∂c∂2c+ εµc∂X

µ + ζµc∂c∂X
µ + λ

)
eip·X : (7.2. 31)

这便是我们能构造出的全部备选态. 其中 λ 是常数项, 我们接下来逐步从中筛选出符合
要求的态即可.

我们令 b0 作用于 ψgeneral, 得到:

b0ψgeneral =
∮ dz

2πizb :
(
α∂c+ βc∂2c+ γc∂c∂2c+ εµc∂X

µ + ζµc∂c∂X
µ + λ

)
eip·X :

=
∮ dz

2πi :
(α
z

+ β∂2c− 2βc
z2 + γ∂c∂2c− γc∂2c

z
+ 2γc∂c

z2

+ εµ∂X
µ + ζµ(∂c∂Xµ)− ζµ(c∂Xµ)

z
+ zbλ

)
eip·X :

=
∮ dz

2πi :
(α
z
− γc∂2c

z
− ζµ(c∂Xµ)

z

)
eip·X :

(7.2. 32)
其中第二步应用了 eq. (6.3. 80) 处理 b 和 c 的 OPE. 第三步则应用了柯西积分公式.
我们知道, 物理态满足质壳方程等价于物理态会被 b0 湮灭, 对于 α, γ, ζµ, 其对应的态

1这里取三点关联函数是有原因的, 我们后面会在第 8 章看到, 对于四点及以上, 我们需要对顶角算符进行积分, 而积
分的测度

∫
d2z 存在共形权 (h, h) = (−1,−1), 会影响讨论, 三点则不需要考虑这一问题.
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若满足质壳条件则这三个系数必然为 0, 态消失. 因此我们筛选后的结果为:

ψgeneral → ψ1 =:
(
βc∂2c+ εµc∂X

µ + λ
)
eip·X : (7.2. 33)

接下来我们要筛选出满足物理态要求的态, 即 QB 闭的态

我们将 QB 作用于 ψ1, 可以得到:

QBψ1 =
∮ dz

2πi : cT + bc∂c ::
(
βc∂2c+ εµc∂X

µ + λ
)
eip·X :

=
∮ dz

2πi

[1
z
βc(z) : ip∂Xeip·Xc∂2c : +1

z
βc(z)∂c(z) : eip·X∂2c :

− 2
z3βc(z)∂c(z) : eip·Xc : + 1

z2 c(z) : ε · ∂Xeip·Xc :

+ 1
z
c(z)∂

(
: ε · ∂Xeip·Xc :

)
− iα′

2z3 c(z)ε · p : eip·Xc :

+ α′

4z2 c(z)p
2εµ : ∂Xµeip·Xc : +1

z
εµ : ∂Xµeip·Xc∂c :

+ λ

z
c(z) : ∂eip·X : +λb(z)c(z)∂c(z) : eip·X :

]

(7.2. 34)

对上式 z 的函数进行泰勒展开, 再利用柯西积分公式, 我们得到:

QBψ1 =
∮ dz

2πi

[ β
z

(: c∂ceip·X∂2c : − : ∂c∂2ceip·Xc :)︸ ︷︷ ︸
=0

+εµ
z

(: ∂ceip·Xc∂Xµ : +c∂ceip·X∂Xµ :)︸ ︷︷ ︸
=0

− iα′

4z ε · p : ∂2ceip·Xc : +λ

z
c∂eip·X

]
(7.2. 35)

我们对物理态的要求是被 QB 作用等于 0, 这等价于 λ = 0 且 ε · p = 0. 于是我们现
在有:

ψ1 → ψ2 =:
(
βc∂2c+ εµc∂X

µ
)
eip·X : ε · p = 0 (7.2. 36)

其中 ε · p = 0 正是我们在量子场论中见到的横场极化条件.

最后, 我们来剔除 ψ2 中所有 QB 恰当的态. 这件事实际上有一点小技巧. 通过上面的
计算, 我们发现 QB 的作用是不改变共形权的, 态 ψ2 中的 QB 恰当部分 QBφ 中的 φ

共形权一定也为 0. 又由于 ψgeneral 已经涵盖了我们能构造的所有 h = 0 态, 我们于是
知道 φ 一定是 ψgeneral 中的一部分. 因此我们令 QB 作用于 ψgeneral, 得到的任何出现
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在 ψ2 中的非零结果便是待求的 QB 恰当部分. 将 QB 作用于 ψgeneral, 有:

QBψgeneral =
∮ dz

2πi : cT + bc∂c :

:
(
α∂c+ βc∂2c+ γc∂c∂2c+ εµc∂X

µ + ζµc∂c∂X
µ + λ

)
eip·X :

=
∮ dz

2πi

[α
z
c(z) : ip · ∂Xeip·X∂c : + α

z2 c(z)∂c(z) : eip·X :

+ β

z
c(z) : ip · ∂Xeip·Xc∂2c : +β

z
c(z)∂c(z) : eip·X∂2c :

− 2β
z2 c(z)∂c(z) : eip·Xc : +γ

z
c(z) : ip · ∂Xeip·Xc∂c∂2c :

+ γ

z
c(z)∂c(z) : eip·X(∂c∂2c− 1

z
c∂2c+ 2

z2 c∂c) :

− iα′

2z3 c(z)ε · p : eip·Xc : + α′

4z2 c(z)p
2εµ : ∂Xµeip·Xc :

+ εµ
z
c(z) : ip · ∂Xeip·X∂Xµc : + εµ

z2 c(z) : ∂Xµeip·Xc :

+ εµ
z
c(z) : ∂2Xµeip·Xc : +εµ

z
c(z)∂c(z) : ∂Xµeip·X :

+ ζµ
z
c(z) : ip · ∂Xeip·X∂Xµc∂c : +ζµ

z2 c(z) : ∂Xµeip·Xc∂c :

+ ζµ
z
c(z) : ∂2Xµeip·Xc∂c : +ζµ

z
c(z)∂c(z) : ∂Xµeip·X(∂c− c

z2 ) :

+ λ

z
c(z) : ∂eip·X : +λb(z)c(z)∂c(z) : eip·X :

]
同样地, 对上式 z 的函数进行泰勒展开, 再利用柯西积分公式, 我们得到:

QBψgeneral =iα : c∂c∂Xeip·X : +α : c∂2ceip·X :

+ iλ : cp · ∂Xeip·X : +ε · p : c∂2ceip·X :
(7.2. 37)

于是, 通过对照 ψ2, 我们找到 QB 恰当的部分为:

ψexact = α : c∂2ceip·X : +iλ : cp · ∂Xeip·X : (7.2. 38)

第一项表明 ψ2 中的 βc∂2c部分是 QB 恰当的,因此应整个剔除. 第二项表明 εµ = iλpµ

的部分是 QB 恰当的, 应当剔除, 即 εµ 不能与 pµ 成正比, 在量子场论中这部分被称
为纵向极化, 在极化矢量上增加任意倍的动量不会导致物理效应的变化反应的就是 QB

恰当的性质, 因为他们处在同一等价类中.
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于是我们最后找到的物理态为:

ψphys =: εµc∂Xµeip·X : (7.2. 39)

附带的两个条件是 ε · p = 0 且极化不能与动量成正比. 这是两条限制条件, 于是我们
现在有 D − 2 个自由度. 以上讨论针对开弦, 而对于闭弦补齐反全纯部分即可, 共有
(D − 2)2 个自由度.

7.3 顶角算符

在了解了共形场论工具与 b, c 鬼场后, 我们现在可以引入一个弦论中非常重要的讨论对
象: 顶角算符 (vertex operator). 我们前面已经数次提及这一概念, 本节我们便详细介
绍它的一些性质.

我们先前对物理态的限制条件是:

Ln>0 |phys〉 = L̃n>0 |phys〉 = 0

(Ln>0 − a) |phys〉 = (L̃n>0 − ã) |phys〉 = 0
(7.3. 40)

而由态与算符的对应关系, 物理态可以被表示为一个主算符作用于真空态再取 z → 0
极限的形式, 记为:

|phys〉 = lim
z→0

Vphys(z) |0〉 (7.3. 41)

由物理态限制条件, 主算符 Vphys(z) 的共形权为 (a, ã). 而在关联函数中的结果一定是
diff ×Weyl 不变的, 与 z 无关. 因此顶角算符与 c 鬼场的乘积整体:

ccVphys(z) (7.3. 42)

满足 diff ×Weyl 不变性, 因而共形权为 (0, 0). 又由于鬼场 cc 的共形权为 (−1,−1),
我们得到 (a, ã) = (1, 1). 此外, 易证平面波 : eip·X(z) : 对应的物理态是动量算符:√

2
α′α

µ
0 = 2

α′

∮
Bε(0)

dz
2πii∂zX

µ(z) (7.3. 43)

的本征态 (我们只需考虑 ∂zX
µ(z) 与 : eip·X(z) : 的 OPE 再进行积分即可.). 对于物理

态的顶角算符, 我们自然希望其是动量本征态, 因此将其拆成两部分:

Vphys(z) =: Wphys(z)eip·X(z) : (7.3. 44)
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其中的 Wphys(z) 对应于物理态中的 αµ−n 与 α̃µ−n, 其中 n > 0. 由态与算符的对应关系,
这实际上就表示 Wphys(z) 由 ∂nzX

µ(z) 与 ∂nzX
µ(z) 构成 2. 我们知道, 平面波 : eip·X(z) :

的共形权是 (α
′p2

4 , α
′p2

4 ), 且有 p2 = −m2, 因此 Wphys(z) 的共形权必须为:

(hW , hW ) =
(

1 + α′m2

4 , 1 + α′m2

4

)
(7.3. 45)

我们在下面的讨论中先不考虑鬼场, 我们有 hW , hW ≥ 0, 因此 m2 下界为 − 4
α′ , 而这又

对应于闭弦的快子态:
VT (z) =: eip·X(z) :, p2 = 4

α′ (7.3. 46)

而利用 ∂n≥1
z X, 我们可以令 hW 的值产生变化, 即变动 m2. 具体来说, 我们有:

m2 = 4
α′ (N − 1)↔Wphys ∼:

r∏
j=1

∂nj
z X

µj : (7.3. 47)

其中
∑r
j=1 nj = N . 这样, 我们就构造出了激发态, 并找到了其对应的质量谱. 而由于

我们变动的始终是 m2 的值, 顶角算符整个的共形权自然是不变的, 这些新构造出来的
顶角算符共形权依然是 (1, 1). 于是, 第一激发态即无质量态对应的顶角算符为:

Vm2=0(z) = ζµν : ∂zXµ∂zX
νeip·X :, p2 = 0 (7.3. 48)

但这里存在一个潜在的问题, 当我们将这一顶角算符与能动张量进行 OPE, 我们会发
现正比于 ζµνp

µ 的三阶奇点, 这不满足主算符的定义, 因此仅当:

pµζµν = ζµνp
ν = 0 (7.3. 49)

时, 顶角算符 Vm2=0(z) 才是共形权为 (1, 1) 的主算符. 具体计算留作习题

此外, 可以被写为全导数形式的顶角算符虽然也是主算符, 但对应非物理的赝态 (spuri-
ous states), 具体来说:

Vsp(z) = d
dzDsp(z) = d

dzDsp(z) (7.3. 50)

中的 Vsp(z) 便是赝态的顶角算符, 其中 Dsp(z) 与 Dsp(z) 任意. 我们可以举一个例子,
对无质量态, 我们可以将 Dsp(z) 取为:

Dm2=0(z) = −iξµ : ∂zXµeip·X(z) :, ξ · p = 0 (7.3. 51)

2这是玻色弦的情况. 而对于超弦, Wphys(z) 的组成部分中也会出现 ∂n
z X

µ(z) 与 ∂n
z
Xµ(z) 的超对称伙伴.
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它给出的 Vsp(z) 便是:

Vsp,m2=0(z) =: pµξν∂zXµ∂zX
νeip·X(z) : (7.3. 52)

再加上 Dsp(z):
Dm2=0(z) = −iξµ : ∂zXµeip·X(z) :, ξ · p = 0 (7.3. 53)

的贡献, 我们于是可以知道, 无质量态的极化张量中属于赝态的部分是:

ζµν → pµξν , ζµν → ξµpν (7.3. 54)

于是我们发现, 赝态正是上一节中的 BRST 恰当态. 现在我们可以再数一次自由度:

• 主算符要求 pµζµν = ζµνp
ν = 0, 于是剩余 (D − 1)2 个态.

• 去掉赝态对应的全导数部分, 将 ξµ 和 ξµ 替换为动量得到的赝态各 (D − 1) 个.
• 上一步中 pµpν : ∂zXµ∂zX

νeip·X : 被减掉了两次, 我们需要加回 1.

于是我们最终得到 (D − 2)2 个态, 与 BRST 的计算一致.

这里我们可能会注意到一个疑点, 作为世界面上的坐标, z 不应当出现在有物理含义的
关联函数中. 那么我们应该考虑的是

∫
d2zV 而非 ccV . 但事实上, 当我们利用法捷耶

夫-波波夫方法固定 diff ×Weyl 时在分母上遗留下了冗余的共形变换, 即共形基灵群.
在关联函数的计算中我们最后需要把这部分也去除, 因此我们可以自由固定几个参数,
反映在这里便是可以自由固定几个 z 的值. 对应于 ccV , 未固定的则对应于

∫
d2zV . 具

体的计算以及固定 z 值的过程我们会在第 8 章计算弦的关联函数时具体分析. 并且我
们知道,

∫
d2z 的共形权也是 (−1,−1), 因此上述对顶角算符的讨论也适用于这些被积

分的顶角算符.

对于开弦, 讨论是类似的. 区别就在于开弦的顶角算符定义在以 R 为边界的 CFT 上,
并将积分改为实数轴上的积分:∫

C
d2zV cl

phys(z)↔
∫
R

d2zV op
phys(z) (7.3. 55)

其中开弦顶角算符 V op
phys] 中的 ∂X 满足我们在第 5 章给出的如下边界条件:

∂zXµ(z ∈ R) =

+∂zXµ(z ∈ R) : N

−∂zXµ(z ∈ R) : D
(7.3. 56)
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也可以用 C 上的单个 ∂zX
op
µ (z) 场表示. 此外, 由开弦格林函数:

GNop(z, w) =Gcl(z, w) +Gcl(z, w)

GDop(z, w) =Gcl(z, w)−Gcl(z, w)
(7.3. 57)

每一个 ∂zX
op 参与的 OPE 都会有额外的因子 2, 例如:

i∂zX
op
µ (z) : eip·Xop(w) :∼α

′pµ
2

( 1
z − w

+ 1
z − w

)
: eip·Xop(w) : + · · ·

T opµ (z) : eip·Xop(w) :∼α
′p2

4

( 1
z − w

+ 1
z − w

)2
: eip·Xop(w) : + · · ·

(7.3. 58)

于是:
T opµ (z) : eip·Xop(w) :∼ α′p2

(z − w)2 : eip·Xop(w) : + · · · (7.3. 59)

对应的开弦顶角算符:
V op
phys(z) =: W op

phys(z)eip·Xop(z) : (7.3. 60)

其中 W op
phys 由 ∂nτX

op
µ 组成, 这里的导数 ∂τ = ∂z + ∂z 是沿着边界方向的导数, 对于

z ∈ R, 则有 ∂τ = 2∂z. 我们可以看到, 为了让顶角算符共形权为 1, 质量为 m 的 W op
phys

相应的共形权则必须是 1 + α′m2. 即, 共形不变的
∫
R dzV op

phys 对应的质量谱为:

m2
op = N − 1

α′ , N ∈ N0 (7.3. 61)

最低态 m2
op → − 1

α′ 仍然对应快子. 而第一激发态可以类比上面闭弦的讨论构造出来:

V op
m2=0(z) = ζµ : ∂zXop

µ e
ip·Xop(z) : (7.3. 62)

与闭弦同理, 主算符要求 ζ · p = 0, ζµ → pµ 依然对应赝态, 可以写为全导数的形式
(此处便是 ∂τ : eip·Xop(z) :). 我们可以再数一下开弦的自由度, 不难看到, 总的自由度是
D − 2, 与 BRST 的结论一致.

与闭弦类似, 我们这里也可以将积分与 c 鬼场相互替换, 分别对应非固定与固定 z 值的
顶角算符: ∫

R
dzV op

phys(z)↔ c(z)V op
phys(z) (7.3. 63)

最后, 正如我们先前所说, 我们可以利用所谓的内部 CFT 构造维数 D < 26 的弦, 内部
CFT 对应的中心荷为 cint = 26−D. 内部 CFT 中的主算符 φinth 作为顶角算符的基本
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组成部分出现, 例如:

V op
phys(z)→


: φinth (z)eip·Xop(z) : m2

op = h− 1
α′

ζµ : ∂zXop
µ φ

int
h (z)eip·Xop(z) : m2

op = h

α′

(7.3. 64)

于是, 每一个共形权为 h 的内部主算符 φinth 均会将开弦与闭弦的能谱移动为:

m2
op = 1

α′ (h− 1 +N), m2
cl = 4

α′ (h− 1 +N), N ∈ N0 (7.3. 65)
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Chapter 8

弦的相互作用

到目前为止, 我们只讨论了自由弦. 现在, 我们希望考虑相互作用. 如果我们用量子场
论进行类比, 那么我们可能会认为相互作用需要我们在作用量中加入各种非线性项. 然
而, 事实并非如此. 任何为弦添加额外非线性项的尝试都不符合我们要求的规范对称性.
实际上弦与量子场论的另一个主要区别就是, 所有关于弦相互作用的信息都已经包含
在泊里雅科夫作用量所描述的自由理论中. 但是, 技术上场振幅仍对弦振幅的计算存在
参考价值. 我们对弦振幅的计算思路也是对所有给定的外态计算路径积分.

我们可以在弦相互作用的物理图像上看出这一点. 如图 8.1 所示的世界面是光滑的. 与
量子场论不同, 在量子场论的费曼图中, 有关相互作用的信息被插入顶点, 即不同的外
线交汇的地方. 而对于弦, 这里没有这样的点. 从局域上看, 图的每一部分都像一根自
由传播的弦. 而只有在整体上观察, 我们才能看到该图描述了相互作用.

在这里我们可以首先给出几个弦振幅关于拓扑结构展开得到的世界面图与量子场论中
费曼图的区别:

• 单个世界面图对应于同圈数的所有费曼图. 如上图所示, 对于 n 点树级振幅 (tree
level amplitude), 所有 (n− 5)!! 个三顶角费曼图均来自单个闭弦的球世界面或开弦
的盘世界面的某个特定的 α′ → 0 极限.

• 弦世界面中相互作用发生的区域存在空间尺度, 这与费曼图中以点的形式出现的相
互作用顶角不同. 我们在后面的讨论中会看到, 这种特殊的结构会让我们能以指数
形式消除量子场论中因为点相互作用的物理图像带来的紫外发散.

153
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闭弦

开弦

树级 一圈 二圈

α′ → 0

α′ → 0

+ +

++

+ + +· · · +· · ·

+ · · ·

+ · · ·

+ · · ·

更高圈

Figure 8.1: 弦振幅的物理图像

以下是我们学习弦振幅的几个出发点:

• 通过比较开弦振幅和闭弦振幅, 我们可以发现引力振幅可以由特定的规范理论的平
方给出. 因此, 弦振幅给出了通向微扰引力理论与规范理论的所谓叠合结构 (double-
copy structure) 的一条路径. 而它已经发展成为一个充满活力的研究领域, 在引力理
论之外也有着各种应用和扩展. 综述见 [6]

• 弦振幅的 α′ 展开可以给出不同弦理论的低能有效作用量, 而应当注意的是, 低能有
效理论的路径积分会去掉的有质量态的贡献, 因此参与相互作用的是无质量态. 低
能有效作用量是检验弦对偶性的关键对象.

• 弦振幅 α′ 展开中的系数和基本构成包含很多数论中的特殊函数结构: 例如多重 ζ 函
数 (multiple zeta values), 多重对数函数 (polylogarithms), 及两者的椭圆推广和模形
式. 这些特殊函数也出现在高能物理的其他各个领域, 例如，椭圆多重对数函数是量
子场论中费曼积分的重要研究对象.

8.1 弦振幅的基本思想

那么如果弦相互作用的信息已经包含在泊里雅科夫作用量中, 那我们便可以直接进行
计算. 首先应当明确我们计算的对象, 我们可以尝试计算弦在早期的特定构型经过演化
在后期演变成特定新构型的概率. 实际上弦振幅的基本计算方式就是对世界面上所有
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在 (diff ×Weyl) 下不等价且来自给定外态的场构型 (X, h, . . . ) 进行路径积分. 我
们来一点一点进行说明:

当谈及具体计算, 我们可以首先看一下量子场论中的计算方法. 量子场论中我们会首先
给出关联函数 (correlation function):

〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 (8.1. 1)

它们经过傅立叶变换后的结果描述了外腿携带任意动量的费曼图 (Feynman diagram).
因此, 这些外腿也被称为离壳的 (off-shell). 为了得到散射振幅, 我们需要让外腿在壳
(on-shell), (并执行 LSZ 约化公式 (LSZ reduction formula) 中给出的其他一些小技巧).

而当我们讨论的问题涉及引力, 就需要对上述讨论进行一定修正. 引力是一种规范理论,
它的规范对称性是微分同胚对称性. 在规范理论中, 只有规范不变的可观测量才有意义.
但关联函数 eq. (8.1. 1) 并不是规范不变的, 因为微分同胚作用会把点 xi 映射到另一
点, 于是它的值在微分同胚作用下会发生变化. 这就告诉我们: 在引力规范理论中不存
在离壳的局域规范不变可观测量.

还有另一种说法. 根据因果律, 我们知道, 被类空间隔分开的算符在量子场论中应该对
易. 但在引力中, 算符之间的间隔是否类空的问题变成了一个动力学问题, 因果结构会
因量子效应而波动. 这就提供了我们无法在任何量子引力理论中定义局域规范不变可
观测量的另一个依据. 这一事实与所谓温伯格-威腾定理也紧密相关：

8.1.1 温伯格-威滕定理 (Weinberg-Witten theorem)

温伯格-威滕定理是局域场论与量子引力存在根本矛盾的又一有力论证. 该定理表明局
域能动张量算符 Tµν(x) 的存在与自旋大于 1 的无质量粒子 (如引力子) 的存在不相容.

以四维为例, 考虑无质量单粒子态 |~p, h〉, 动量取为 pµ = (p0, ~p), 则螺旋度为 h = p̂ · ~L.
其中 p̂ 为 ~p 方向上的单位矢量. 而 ~L 是角动量矢量, 我们有归一化条件:

〈~p ′, h|~p, h〉 = δ3( ~p ′ − ~p )

在态中间插入守恒流, 可以得到:

〈~p ′, h| Jµ(x) |~p, h〉 = expi(p−p ′)·x 〈~p ′, h| Jµ(0) |~p, h〉

注意到，这里我们应当保证存在连续的 ~p ′ → ~p 极限. 这其实可以理解为真正的物理态



156 弦振幅的基本思想

应当以波包 |phys〉 =
∫

d3~pg(~p) |~p, h〉 的形式出现, 而这一物理态的守恒流也应当局域
地存在定义, 这便等价于要求上式存在连续的 ~p ′ → ~p 极限. 对守恒流的零分量进行空
间积分计算守恒荷, 可以得到:

〈~p ′, h|
∫

d3~x J0(x) |~p, h〉 = Qδ3( ~p ′ − ~p )

其中 Q 为守恒菏. 而从归一化条件, 我们有:

〈~p ′, h|
∫

d3~x J0(x) |~p, h〉 = 〈~p ′, h|
∫

d3~x expi(p−p ′)·x J0(0) |~p, h〉

=(2π)3δ3( ~p ′ − ~p ) 〈~p ′, h| J0(0) |~p, h〉

而由于 δ 函数会将 ~p ′ = ~p 以外的贡献压缩为 0, 因此我们有:

lim
~p ′→~p

〈~p ′, h| J0(0) |~p, h〉 = Q

(2π)3 (8.1. 2)

而当 ~p ′ 6= ~p, 我们总可以找到一个参考系使 ~p 和 ~p ′ 分别朝向 z 轴正反方向. 此时对
〈~p ′, h| Jµ(0) |~p, h〉 操作绕 z 轴的旋转可以得到:

Rρµ(θ) 〈~p ′, h| Jµ(0) |~p, h〉 = 〈~p ′, h|U †(θ)Jρ(0)U(θ) |~p, h〉 (8.1. 3)

其中 U(θ) 是旋转算符, 作用于态上, 满足幺正性. 而 Rρµ(θ) 是洛伦兹群矢量表示中的
旋转矩阵, 其本征值为 1, expiθ, exp−iθ. 而 |~p, h〉 是 U(θ) 的本征矢, 对应的本征值则为:

U(θ) |~p, h〉 = expihθ |~p, h〉

U(θ) |~p ′, h〉 = exp−ihθ |~p ′, h〉
(8.1. 4)

于是:
Rρµ(θ) 〈~p ′, h| Jµ(0) |~p, h〉 = expi2hθ 〈~p ′, h| Jρ(0) |~p, h〉 (8.1. 5)

因此 h = 0,±1/2 或者 Jµ(0) = 0, 而后者意味着守恒流平凡, 即 eq. (8.1. 2) 中的荷为
0. 而我们期望讨论非平凡情况, Q 6= 0. 这就表明, 若存在局域的守恒流, 则无质量物理
态的螺旋度小于等于 1/2.

而若是考虑能动张量, 我们可以自然地从上述情形进行推广. 在态中间插入能动张量算
符, 可以得到如下矩阵:

〈~p ′, h|T µν(x) |~p, h〉 = expi(p−p ′)·x 〈~p ′, h|T µν(0) |~p, h〉
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此时将能动张量视为守恒流, 对等号左侧守恒流的零分量进行空间积分计算守恒荷, 可
以得到:

〈~p ′, h|
∫

d3~xT µ0(x) |~p, h〉 = pµδ3( ~p ′ − ~p )

再从归一化条件, 得到:

lim
~p ′→~p

〈~p ′, h|T µ0(0) |~p, h〉 = pµ

(2π)3 (8.1. 6)

从洛伦兹协变性出发可以推广得到 T µν 的矩阵元:

lim
~p ′→~p

〈~p ′, h|T µν(0) |~p, h〉 = pµpν

(2π)3p0 (8.1. 7)

其余讨论与守恒流讨论一致, 最终我们会得到:

RρµR
σ
ν(θ) 〈~p ′, h|T µν(0) |~p, h〉 = expi2hθ 〈~p ′, h| Jρ(0) |~p, h〉 (8.1. 8)

两个旋转矩阵分别带有本征值 1, expiθ, exp−iθ,于是 h的取值范围变为 h = 0,±1/2,±1
于是, 我们得到结论, 无质量自旋为 2 的粒子与局域的能动张量不能同时出现.

现在让我们回到弦理论. 计算弦构型在有限时间内的演化类似于计算 QFT 中的离壳关
联函数. 但弦理论是引力理论, 所以这种关联函数可能没有意义. 为此我们退回到 S 矩
阵的起点考虑问题.

弦的 S 矩阵

我们在弦理论中计算的对象是 S 矩阵. 它的来源是把关联函数中的点取到无穷大:
xi → ∞. 区别于不可接受的有限区域内的关联函数, S 矩阵可以接受是因为就像在
量子电动力学中一样, 系统的冗余由那些在趋近无穷大时消失的规范变换组成. 换一
种说法, 在量子引力中, 微分同胚在趋于边界时也会逐渐消失，即边界上的点不会波动.
因此我们计算的对象所有外腿都出现在无穷远上, 每条腿都可以对应于自由弦的某种
态, 并被赋予一定的靶空间上的动量 pµi . 由此得到的表达式就是弦的 S 矩阵.

利用态与算符的映射关系, 我们知道在无限远处的这些态中, 每一种态都等价于在世界
面上插入一个适当的顶点算符. 而为了计算这个 S 矩阵的矩阵元, 我们使用共形变换
将无穷远处的每条腿都拉到有限的距离. 最终的结果是闭弦的树图被映射为一个具有
球面拓扑结构的世界面, 其上带有一些顶角算符的插入点 (puncture), 用于代表顶角算
符的位置. 而这些算符的位置原本是外腿的位置. 开弦及两者的圈图也有对应的推广,
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得到如下的各种世界面:
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Figure 8.2: 各种世界面举例

而我们在前面几章已经看到, 外尔不变性的约束意味着顶角算符必然是在壳的算符. 从
技术上讲, 这也是我们在弦理论中只能计算在壳关联函数的原因. 最后, 在计算世界面
上顶角算符的关联函数要对顶角算符在世界面上的坐标进行积分.

8.1.2 对拓扑结构的求和

泊里雅科夫路径积分表明我们对所有度规求和. 但是具有不同拓扑结构的世界面呢?
事实上, 如图 8.1, 我们也应该对这些世界面求和. 正是这个和给出了弦理论的微扰展开.
我们接下来唯一的问题是如何对这些不同的世界面加权. 我们注意到, 弦上有一个我们
尚未考虑的非常自然的耦合可以实现这一目的. 我们将泊里雅科夫作用量修正为:

Sstring = SP + λχ (8.1. 9)
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这里 λ 为实数, 而 χ 是所谓的欧拉示性数, 这是一个直接与世界面整体拓扑结构相关
的量.

我们发现 λ, 或者更准确地说, eλ 为弦耦合加权：

∑
topologies

metrics

e−Sstring ∼
∑

topologies
e−λχ

∫
D[X]D[g] e−SP [X,g] (8.1. 10)

在 eλ � 1 时, 微扰展开的性质很好, 我们对所有拓扑求和. (这种渐近展开与量子场论
中的微扰展开一样). 进行展开的标准程序要定义耦合常数, 对于弦, 耦合常数定义为:

gs = eλ

现在我们考虑最一般的具有 n 条外腿的弦振幅:

Mn =
∞∑
g=0
Mg−loop

bos

∼
∞∑
g=0

CΣg

∫
D[X]D[g]

∫
d2z1 . . . d2znV1(z1, z1) . . . Vn(zn, zn)e−SP [X,g]

(8.1. 11)

其中 CΣg
为求和的加权系数, 我们接下来就尝试利用欧拉示性数确定这一加权系数.

欧拉示性数

欧拉示性数的定义是偶数维同调群阶数与奇数维同调群阶数之差, 它与柄 (handle), 洞
(hole) 以及交叉帽 (crosscap) 的依赖关系为:

χ = 2− 2h− b− c (8.1. 12)

其中 h, b, c分别是柄,洞以及交叉帽的数量. 在弦理论中,可定向世界面不存在交叉帽 1,
因此在分析可定向世界面时我们常将 c 取为 0. 而欧拉示性数也常常基于高斯-博内定
理 (Gauss-Bonnet theorem) 进行计算 2:

χ = 1
4π

∫
M
d2σ
√
gR+ 1

2π

∫
∂M

ds k (8.1. 13)

1不可定向世界面包括莫比乌斯带, 克莱因瓶等等, 与之相对的环面与平环则是可定向世界面.
2如果 M 分段连续, 则需要加上修正项 1

2π

∑
i
(π − θi). 其中求和取遍所有不连续点的内角.
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其中 R 是世界面的里奇标量, k 是边界的测地曲率. 为定义测地曲率, 我们在世界面上
引入两个单位向量: tα 是边界的切向单位向量, 而 nα 则是指向边界外侧的法向单位向
量, 测地曲率定义为:

k = −tαnβ∇αtβ

我们先前曾提及, 在作用量上加入额外项进行修正时, 修正项不能影响重参数化不变性
与外尔不变性. 边界项显然不会影响, 不含边界的部分为:

χ = 1
4π

∫
d2σ
√
hR (8.1. 14)

这一项形式上与世界面上的爱因斯坦-希尔伯特作用量类似, 在重参数化和外尔变换下
也不变.

在四维时空, 爱因斯坦-希尔伯特作用量使引力具有动力学演化. 但在二维下, 情况就很
不一样了. 事实上, 我们已经看到, 度规的所有分量都可以被规范掉, 因此不存在与 gαβ

相关的传播子自由度. 因此, 在二维中, eq. (8.1. 14) 并不能使引力成为动力学问题: 事
实上, 它在经典情况不起任何作用, 但会影响量子修正的部分, 即圈图的权重. 原因在
于 χ 是拓扑不变量. 这意味着它实际上不依赖于度规 gαβ, 而只依赖于世界面的拓扑结
构 3. 这就是高斯-博内定理的内容: 里奇标量 R 在世界面上的积分给出了一个整数 χ,
即世界面的欧拉示性数.

在物理中我们通常不使用柄数, 而使用亏格数来反映闭弦的圈数: 对于无边界的可定向
世界面 (即可定向闭弦), 由 eq. (8.1. 12), 我们有:

χ = 2− 2h = 2(1− g) (8.1. 15)

其中 g 称为世界面的亏格数, 可以理解为闭弦圈的个数. 球面满足 g = 0, χ = 2; 环面
满足 g = 1, χ = 0. 而对于更高的 g > 1, 欧拉示性数 χ 取负值. 想当然地, gχs 便应当
是 eq. (8.1. 11) 中的加权系数 CΣg

, 但实际上当粒子参与散射, 即黎曼面上有顶角算符
插入点时, eq. (8.1. 11) 中的加权系数会收到插入点个数影响, 变为:

g
−2+2g+b+c+nc+ 1

2no
s = g

χ+nc+ 1
2no

s (8.1. 16)

其中 nc 与 no 分别表示闭弦与开弦的插入点个数, 插入点个数的影响其实可以这样理
解: 考虑对任意世界面增加一个柄, 这会导致 g → g + 1, 物理上这相当于是释放又吸
收了一个闭弦态, 即增加了两个闭弦态参与相互作用, 这使得 nc 增加了 2, 于是我们知

3更准确地说, χ 只依赖于度规的全局属性, 而这些全局属性本身又依赖于世界面的拓扑, 即各维同调群.
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道, 每增加一个闭弦态, 在加权系数上的影响便相当于增加了 1/2 的亏格数. 对于开弦
同理, 增加一条边界等价于增加两个开弦插入点再将其相连. 而由于我们通常考虑的情
况是外态不变, 而对世界面拓扑求和, 我们也常常将 g

nc+ 1
2no

s 视为公因子, 而只考虑世
界面拓扑结构带来的效应, 因此后文如无强调则只考虑 χ 对加权系数的影响.

在共形映射之后, 树级散射对应于具有球面拓扑结构的世界面: 振幅正比于 1/g2
s . 单圈

散射对应于环状世界面, 在前述归一化下 gs 的阶数为 0 (即, 相对于树级散射, 单圈 g2
s

的两阶.). 最终的结果是, 在图 8.1 中世界面的求和变成了递增亏格的黎曼面的求和, 其
中初态和末态插入了顶角算符. 而亏格为 g 的黎曼曲面的权为:

(g2
s)g−1

虽然我们看似在理论中引入了一个新的参数 gs, 并手动添加了耦合项 eq. (8.1. 9), 但我
们稍后会看到为什么这个耦合项是必要的组成部分, 并为 gs提供解释.

此外, 度规的共形规范: gαβ → exp2φ ηαβ 对于 g = 0, 即树级振幅可以在全局选取. 但
对于一般的情况, g 6= 0 时, 上述共形规范只能在局域选取 (世界面上给定点的某个开邻
域内), 我们在 8.7 节会详细说明这一点.

最后, 为了正确计算关联函数, 我们应该在计算中引入在上一章中看到的 b, c 鬼场.
然而, 如果我们只计算树级振幅, 那么我们可以忽略鬼场. 原因可以从鬼场的作用量
eq. (6.2. 61) 中看出. 我们看到鬼场只与世界面度规耦合, 而不与其他世界面上的场
耦合. 这意味着, 如果我们完全固定了世界面的度规, 那么我们就可以忘掉鬼场了. (实
际上, 只要我们确保外尔反常抵消了便无需考虑它们). 然而，正如前述讨论, 对于更
高亏格的世界面, 规范固定并不能完全固定度规. 度规还有遗留的动力学模, 即模态
(moduli), 它将鬼场和物质场耦合在一起. 这类似于场论中的说法, 即我们只需要在圈
级问题中考虑鬼场.

8.2 闭弦的树级振幅

现在我们已经掌握了解释如何计算弦散射振幅所需的全部信息. 这一节我们将计算树
级闭弦振幅来作为我们的第一个例子. 闭弦树级振幅的示意图如下: 假设我们要计算带
有 n 个态的 S 矩阵: 我们将赋予每个态靶空间动量 pi, 并将运动学变量 (包括极化与
动量) 合写为 Φi. 每个态都有一个相应的顶角算符 VΦi

(zi). 然后通过计算二维共形场
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Figure 8.3: 闭弦树级振幅示意图

论中顶角算符的关联函数来计算 S 矩阵的矩阵元:

∑
topologies

g−χ
s

n∏
j=1

∫
d2zj
Vol

∫
D[X]D[g] e−SP

m∏
i=1

VΦi
(zi)

其中 Vol 对应于我们因为冗余规范对称性 (diff ×Weyl) 重复计算的部分, 因此要去
掉. 树级散射振幅对应于上式中对拓扑求和的第一项, 由带有二维球面拓扑的世界面上
的关联函数给出:

Mtree
cl−bos({Φi}, α′) = 1

g2
s

n∏
j=1

∫
d2zj
Vol

∫
D[X]D[g] e−SP

m∏
i=1

VΦi
(zi)

其中 VΦi
(zi) 是与态对应的顶角算符. M 的上标 tree 表示树级振幅, 下标 cl − bos 表

示闭波色弦 (closed bosonic string)

现在因为我们考虑树级振幅, 在球面上我们不存在度规不能全局平直的麻烦问题, 因此
对所有度规进行积分便可以利用微分同胚和外尔变换的规范对称性来解决. 球面上的
任何度规都与平面上的平直度规共形等价. 例如, 半径为 R 的球面上的圆形度规可以
利用投影映射写为:

ds2 = 4R2

(1 + |z|2)2 dzdz

8.2.1 冗余规范对称性: SL(2;C)

我们讨论的物理体系有一个冗余的规范对称性, 如同我们在第 5 章中看到的, 由可以通
过外尔变换来消除的微分同胚产生, 被共形群描述, 而这种共形变换有无数种.

然而, 实际的冗余的规范对称性比我们想象的要少. 在第 5 章中, 我们只研究了由维拉
索罗算符 Ln, n ∈ Z 生成的无穷小共形变换。我们并没有研究这些变换在全空间中是
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否定义明确和可逆. 现在让我们来看看这个问题. 回想一下, 与 Ln 相关的坐标变化是
由 eq. (5.6. 71) 的矢量场生成的:

ln = zn+1∂z

从而产生移动 δz = εzn+1. 这只有在 n ≥ −1 时才在 z = 0 非奇异. 而如果我们只考虑
光滑映射, 就能立刻摆脱一半的变换. 但由于我们最终关注的是球面, 所以我们也需要
关注 z =∞ 处的点, 即球面的北极. 我们改用如下坐标:

u = 1
z

u 坐标变换的生成元为:

ln = zn+1∂z = 1
un+1

∂u

∂z
∂u = −u1−n∂u

仅在 n ≤ 1 时, 在 u = 0 非奇异.

结合这两个结果，共形群中在整个黎曼球上非奇异的生成元只有 l−1、l0 和 l1，它们的
无限小形式为:

l−1 : z → z + ε

l0 : z → (1 + ε)z

l1 : z → (1 + ez)z

而有限形式为:
l−1 : z → z + α

l0 : z → λz

l1 : z → z

1− βz

结合起来可以得到变换的一般形式:

z → az + b

cz + d
(8.2. 17)

有 a, b, c, d ∈ C. 我们这里有四个复数参数, 但只有三个变换, 这是因为有一个参数是假
的，因为同时按相同方式缩放参数不会改变 z. 利用这样的放缩, 我们可以始终认为参
数满足:

ad− bc = 1
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满足上述要求的变换 eq. (8.2. 17) 带有群结构 SL(2;C), 这是行列式为 1 的 2 × 2 复
矩阵群. 事实上, 由于对所有参数反转符号后变换本身不变, 因此全局共形变换群实际
上是 SL(2;C)/Z2, 有时也被写成 PSL(2;C) (这个 Z2 的微妙之处在下文中对我们并不
重要).

球面上的冗余全局变换被称为共形基林向量 (conformal Killing vector), 简称 CKV. 而
群 SL(2;C)/Z2 则称为共形基林群 (conformal Killing group), 简称 CKG. 这个群允
许我们在世界面上任意取三个顶角算符的插入点, 并将它们移动到我们所选择的三个
固定的坐标. 我们很快就会利用这一事实来进行规范固定, 但目前先保留 SL(2;C) 对
称性.

8.2.2 维拉索罗-夏皮罗振幅 (Virasoro-Shapiro Amplitude)

现在我们将计算闭弦快子 (tachyon) 的 S 矩阵. 这是一个相对平凡的例子. 毕竟, 我们
最终感兴趣的是不含快子态的超弦振幅. 但事实证明, 快子的散射振幅比其他振幅都要
简单得多, 主要是因为我们不用担心态上的大量额外指标. 此外, 我们从快子散射中学
到的经验也适用于其他态的散射. 闭弦快子振幅有一个固定的称谓: 维拉索罗-夏皮罗
振幅.

n 点快子散射振幅由平直时空关联函数给出:

Mtree
cl−bos({Ti}, α′) = 1

g2
s

∫ d2z1d2z2 . . . d2zn
Vol(SL(2;C))

∫
D[X] e−SP

n∏
i=1

VTi
(zi, pi)

也可以将路径积分写为关联函数形式:

Mtree
cl−bos({Ti}, α′) = g−2

s

Vol(SL(2;C))

∫ n∏
i=1

d2zi 〈VT1(z1, p1) . . . VTn
(zn, pn)〉

其中快子顶角算符为:
VTi

(zi, pi) = eipi·X(zi) (8.2. 18)

期望值 〈. . . 〉 是用规范固定的泊里雅科夫作用量计算的。但是，规范固定的泊里雅科
夫作用量只是一个自由理论, 于是关联函数的计算非常简单, 这正是高斯积分的连续化
推广:

〈VT1(z1, p1) . . . VTn
(zn, pn)〉 =

∫
DX exp

(
− 1

2πα′

∫
d2z ∂X · ∂X

)
exp

(
i
m∑
i=1

pi ·X(zi, zi)
)
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这里需要注意, 泊里雅科夫作用量前面的归一化现在是 1/2πα′, 而不是 1/4πα′. 因为我
们这里使用的是复坐标, 规定的归一化为: ∂α∂α = 4∂∂ 和 d2z = 2d2σ. 代入高斯积分
连续化推广的结果, 我们可以得到:

Mtree
cl−bos({Ti}, α′) ∼ 1

Vol(SL(2;C))δ
26(
∑
i

pi)
∫ n∏

i=1
d2zi exp

α′
∑
j<l

pj · pl ln |zj − zl|


其中的 δ 如上一章讨论, 来自于高斯积分指数上不可逆部分的贡献. 上式可以化简为:

Mtree
cl−bos({Ti}, α′) ∼ 1

Vol(SL(2;C))δ
26(
∑
i

pi)
∫ n∏

i=1
d2zi

∏
j<l

|zj − zl|α
′pj ·pl (8.2. 19)

接下来我们将 n 取为 3 和 4, 给出快子振幅的两个例子

三快子振幅

我们现在计算一个具体的例子: 快子的三点振幅: 利用动量守恒 p1 + p2 + p3 = 0 与质
壳条件 p2

j = −m2
j = 4

α′ , 我们可以得到 K-N 因子的指数为：

α′p1 · p2 = α′

2 [(p1 + p2)2 − p2
1 − p2

2] = α′

2 (m2
1 +m2

2 −m2
3) = −2

因此, 被积函数中快子顶角算符 VTa
∼: eipa·X(za) : 的关联函数为:〈 3∏

a=1
: eipa·X(za) :

〉
=

3∏
1≤i<j

|zij |α
′pi·pj = 1

|z12z13z13|2
(8.2. 20)

再带上固定 SL2(C) 引入的 c 鬼场关联函数 < cc(z1)cc(z2)cc(z3) >= |z12z13z13|2, 经过
化简, 我们最终抵消了所有关于插入点坐标的依赖, 并得到:

Mtree
cl−bos({T1, T2, T3};α′) ∼

∫ d2z1d2z2d2z3

Vol(SL(2;C))

〈 3∏
a=1

VTa
(za)

〉

∼
〈 3∏
a=1

cc(za) : eipa·X(za) :
〉∣∣∣∣∣

(z1,z2,z3)→(0,1,∞)

=1

(8.2. 21)
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这与我们先前说的三个插入点可以被固定到任意坐标相吻合 4, 由于这一任意性, 我们
最终的结果一定是不含任何插入点坐标的形式.

四快子振幅

现在我们尝试推广到四点.

四点散射振幅通常用曼德尔施塔姆变量 (Mandelstam variable) 表示. 区别于量子场论,
这里我们定义无量纲曼德尔施塔姆变量:

s = α′(p1 + p2)2 , t = α′(p1 + p4)2 , u = α′(p1 + p3)2

满足动量守恒
∑4
j=1 pj = 0, 于是对于快子, 我们有:

s+ t+ u = α′
∑
i

p2
i = −α′

∑
i

M2
i = 16

其中, 我们在最后一步代入了快子质量 eq. (3.4. 45). 此外, 我们注意到还有一个
Vol(SL(2;C)) 因子没有处理, 即我们仍然有一个冗余的规范对称性没有固定, 现在我
们来解决这个问题. 正如我们之前提到的, 它提供的自由度让我们可以把平面上的任意
三点移动到其他任意三点, 不失一般性, 我们取:

z1 = 0 , z3 = 1 , z4 =∞

那么关于这三个坐标在复平面上的积分退化, 而积分本身有共形权, 为了保持共形权
不变, 我们将 zi → a 坐标的顶角算符的复积分改写为非积分顶角算符 (unintegrated
vertex operator): ∫

dziVΦi
(zi, pi)→ c(a)c(a)VΦi

(a, pi) (8.2. 22)

其中, 对 i = 1, n − 1, n 分别有 a = 0, 1,∞. 于是振幅中会出现三个非积分顶角算符,
他们引入的 c 鬼场的关联函数 〈c(zi)c(zj)c(zk)〉 = zijzikzjk 可以被视作将复坐标固定这
一坐标变换的雅可比行列式, 我们前面要求这是一个全局定义的的共形变换, 即有六个
生成元, c 与 c 的关联函数各对应三个, 我们以 c 为例, 这一共形变换的无穷小形式为
δza = −η−1 − η0za − η1z

2
a, 由此得到这一变换的雅可比行列式:

det
(
∂(δzi, δzj , δzk)
∂(η−1, η0, η+1)

)
= zijzikzjk (8.2. 23)

4我们这里只出现了三个插入点, 他们可以被固定至 C 中的任意三个坐标.
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代回 n 点快子振幅 eq. (8.2. 19), 取 n = 4, 我们有:

〈cc(z1)cc(z3)cc(z4)〉 = |z13z14z34|2 (8.2. 24)

而四点的 K-N 因子为:

4∏
1≤i<j

|zij |α
′pi·pj = |z12z34|s/2|z14z23|t/2|z13z24|u/2

|z12z13z14z23z24z34|4
(8.2. 25)

固定复坐标 (z1, z3, z4) → (0, 1,∞) 后, 我们首先要检查的就是振幅是否会因为 z4 的
无穷出现发散问题. 所有与 z4 相关的因子只有两个: K-N 因子与 c 鬼场关联函数,
(z1, z3, z4)→ (0, 1,∞) 时, 我们有:

|z12z34|s/2|z14z23|t/2|z13z24|u/2

|z12z13z14z23z24z34|4
→|z

(s+t+u)/2
∗4 |
|z∗4|12 = 1

|z∗4|4

|z13z14z34|2 →|z∗4|4
(8.2. 26)

剩下的部分就是单变量积分:

Mtree
cl−bos({T1, T2, T3, T4}, α′) ∼

∫
d2z2 |z2|s/2−4 |1− z2|t/2−4 (8.2. 27)

这个积分的结果是伽马函数, 参见附录 B, 具体来说: 对于 a+ b+ c = 1, 我们有:∫
d2z |z|2a−2|1− z|2b−2 = 2πΓ(a)Γ(b)Γ(c)

Γ(1− a)Γ(1− b)Γ(1− c) (8.2. 28)

于是四快子振幅 eq. (8.2. 27) 可以写为:

Mtree
cl−bos({T1, T2, T3, T4}, α′) ∼

2πΓ( s4 − 1)Γ( t4 − 1)Γ(u4 − 1)
Γ(2− s

4)Γ(2− t
4)Γ(2− u

4 ) (8.2. 29)

这就是闭玻色弦的四快子振幅.

历史上, 维拉索罗-夏皮罗振幅与弦理论的第一个等式关系密切, 而它也是弦理论早期
发现的的方程之一 (弦理论中的第一个等式实际上是韦内齐亚诺振幅 (Veneziano amp-
litude), 它是描述开弦快子的振幅, 我们将在 8.3.1 节中得到). 早在人们知道这些振幅
与弦有关之前, 这些振幅就已经被发现了. 它们表现出了各种有趣而惊人的性质. 经过
几年的研究, 人们才意识到它们实际上描述的是弦的散射. 现在, 我们将开始说明维拉
索罗-夏皮罗振幅的一些特性.
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那么, 散射振幅 eq. (8.2. 29) 背后隐含着什么物理规律? 显然, 它关于 s, t 和 u 对称.
这是非常好的性质, 我们稍后再讨论这个问题. 现在, 我们先从固定 t 开始, 观察在我们
改变 s 时振幅的特性.

首先要注意的是, Mtree
cl−bos({T1, T2, T3, T4}, α′) 有很多极点. 它们来自分子中的 Γ( s4 − 1)

因子. 第一个极点出现在:
s

4 − 1 = 0 ⇒ s = 4

这意味着, 当快子质量的平方接近 −4/α′ 时, 振幅的形式是量子场论中我们熟悉的三顶
角的散射振幅: 1

(p1+p2)2+M2 . 其中 M 是传播子的质量, 在这里就是快子的质量.

振幅的其他极点出现在 s = 4(1− n), 其中 n ∈ Z+. 这正是闭弦激发态态的质量谱. 我
们便了解到, 树级弦振幅是无数树级场论振幅的和, 而其中传播子对应于自由弦的所有
不同态.

而振幅中还隐藏着更多关于态的能谱的信息. 我们可以观察 n = 0, 1, . . .处 s = 4(1−n)
极点的留数. 这些留数是 t 的相当复杂的函数, 但每个极点出现的动量的最高幂是:

Mtree
cl−bos ∼

∞∑
n=0

t2n

s−M2
n

(8.2. 30)

动量的幂次包含 n 能级的粒子的最高自旋态的信息. 考虑一个与自旋 J 粒子相对应的
场. 它有多个洛伦兹指标: Φµ1...µJ

. 在三顶角相互作用中, 这些指标都必须与导数缩并.
因此, 我们在每个顶角都有 J 个导数, 在费曼图的分子中贡献了 2J 次的动量. 与上述
弦散射振幅相对照, 便能得到: 弦在 n 能级上粒子的自旋最高为 J = 2n. 这的确是我
们在第 3 章中从弦的量子化中看到的结果.

最后, 振幅 eq. (8.2. 29) 有一个与场论中的振幅截然不同的性质. 上述讨论中, 我们通
过固定 t 并对 s 展开来进行讨论. 但我们完全可以反其道而行之: 固定 s, 观察 t 中的
极点. 现在弦振幅可以解释为无数个 t 道的散射振幅求和.

我们知道, 在场论中我们通常会把 s 道和 t 道的散射振幅相加. 弦理论则不然, 对无数
个 s 道振幅的求和等价于无数个 t 道振幅的求和. 对于弦来说, 它们是重复的. 因此我
们不会对其重复求和 (类似的说法也适用于 u 道). 同一个振幅既可以写成 s 道极点之
和, 又可以写成 t 道极点之和, 这一事实有时被称为 "对偶性". 在人们还不知道弦理论
是弦的理论时, 这个问题就已经由振幅的这种对偶性得名, 被称为对偶共振模型 (dual
resonance model).
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两快子和单引力子的振幅

当我们利用场论方法尝试直接从爱因斯坦希尔伯特作用量给出引力振幅时, 我们会发
现, 费曼图中的三顶角与四顶角都会使得四引力子树级振幅呈现 E2 的行为, 这也就导
致 E →∞ 极限下四引力子树级振幅会出现平方形式的发散问题. 我们后面会看到, 弦
理论可以一定程度上解决这一问题. 因此, 研究弦理论中包含引力子的散射振幅至关
重要. 本节我们计算两快子和单引力子的三点闭弦振幅, 而三点纯引力子振幅我们会在
8.4.1 节用所谓 KLT 关系构造. 此外, 从 m 粒子散射建立爱因斯坦希尔伯特作用量并
不是研究广义相对论的最佳方法. 相反, 我们将在第 9 章以更好的方式讨论爱因斯坦希
尔伯特作用量.

接下来我们考虑两个质量为 m2
2 = m2

3 = − 4
α′ 的快子与引力子的散射过程, 引力子无质

量, 满足 p2
1 = −m2

1 = 0. 引力子的顶角算符为:

Vζ1(z1) ∼ ζµν1 : i∂zXµi∂zXν(z1)eip1·X(z1) : (8.2. 31)

再固定 SL2(C):

M(3)({ζ1, T2, T3};α′) ∼ζµν1

〈
cc(z1) : i∂zXµi∂zXν(z1)eip1·X(z1) :

3∏
a=2

cc(za) : eipa·X(za) :
〉∣∣∣∣∣

(z1,z2,z3)→(0,1,∞)

=|z12z13z23|2ζµν1

〈
: i∂zXµi∂zXν(z1)eip1·X(z1) :

3∏
a=2

: eipa·X(za) :
〉∣∣∣∣∣

(z1,z2,z3)→(0,1,∞)

利用 2pi·j = (pi + pj)2 − p2
i − p2

j 以及三个外腿分别的质壳条件, 我们可以得到 K-N
因子:

∏3
1≤i<j |zij |α

′pi·pj = |z23|−4. 注意到, 相对于快子振幅, 我们这里出现额外的
i∂zXµi∂zXν(z1), 它们的贡献一般有两种方法得到, 第一种是展开指数, 将其写为 X 的
幂函数求和的形式，再令 ∂X 与 X 进行 OPE, 得到:

∂Xµ(z)eip·X(w) = ∂Xµ

(
1 +

∑
n=1

(ip ·X)n

n!

)
= pµ

z − w
eip·X (8.2. 32)

第二种是推广我们先前利用沃德恒等式从平面波关联函数得到 K-N 因子的计算, 考虑
如下生成函数:

Gn(pj , ξj , zj) :=
〈

n∏
j=1

: eipj ·X(zj)+iξj ·∂X(zj) :
〉

(8.2. 33)

与平面波关联函数计算类似, 利用高斯积分便可得到含导数 i∂zXµi∂zXν(z1) 的关联函
数, 值得注意的是, 这里的源 J 也被推广, 应写为 Jµ(z)

∑n
j=1[pµj δ2(z− zj)− ξµj ∂zδ2(z−
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zj)]. 其中关于 δ 的求导利用分部积分处理即可. 这里利用这一例子, 我们再介绍一个
闭弦振幅计算过程中的一个常用技巧: 我们可以先忽略 i∂zXν 部分, 得到:

ζµν1

〈
: i∂zXµ(z1)eip1·X(z1) :

3∏
a=2

: eipa·X(za) :
〉

=α′

2

(
p2
µ

z12
+
p3
µ

z13

)
ζµν1 |z23|−4

=α′

2
z23

z12z13
p2
µζ

µν
1 |z23|−4

这里动量的上标是外腿指标, 我们在第三步使用了动量守恒 p1 + p2 + p3 = 0 及横场极
化条件 p1

µζ
µν
1 . 在得到来自 i∂zXµ 的贡献后, 利用对称性, 交换 (µ↔ ν) 与 zj ↔ zj 便

可以得到 i∂zXν 的贡献. 于是两快子与一引力子的闭弦振幅为:

M(3)({ζ1, T2, T3};α′) ∼
(α′

2

)2
|z12z13z23|2

z23

z12z13
p2
µζ

µν
1

z23

z12z13
p2
ν |z23|−4

∣∣∣∣
(z1,z2,z3)→(0,1,∞)

=
(α′

2

)2
p2
µζ

µν
1 p2

ν

(8.2. 34)
这是最简单的含引力闭弦振幅.

8.3 开弦的树级振幅

到目前为止, 我们讨论的都是闭弦. 开弦的讨论与闭弦非常类似. 我们将再次计算 S 矩
阵元. 区别是共形对称现在将树级散射映射到盘面, 并在圆盘边界上插入顶角算符.

对于有 b 个边界亏格为 g 的可定向世界面, 由 eq. (8.1. 12), 欧拉示性数为

χ = 2− 2g − b

相应地, 对于开弦, 我们添加到泊里雅科夫作用量中的弦耦合常数需要添加一个高斯-博
内定理 eq. (8.1. 13) 中的边界项.

在广义相对论中, 有边界的流形也需要形如 eq. (8.1. 13) 的边界项: 即吉本斯-霍金-约
克项 (Gibbons-Hawking-York terms).
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χ = 1 χ = 0 χ = −1

g = 0 g = 0 g = 0

b = 1 b = 2 b = 3

Figure 8.4: 开弦黎曼面

一些例子如图 8.4 所示. 与闭弦添加柄对应, 开弦散射的展开则是在世界面上添加整条
的边界. 盘面的权为 1/gs, 而平环的权则为 gs 的 0 阶, 以此类推. 在计算闭弦散射振幅
时的关键步骤之一是考虑共形基灵群 (conformal Killing group) 的影响, 它被定义为在
球面上有全局定义的冗余规范对称. 而对于开弦, 我们同样有一个类似的冗余规范对称
性. 不失一般性, 考虑上半平面. 边界是 Imz = 0. 共形基灵群由如下变换组成:

z → az + b

cz + d

同样的, 我们要求 ad − bc = 1. 但这次还有一个条件: 边界 Imz = 0 必须映射到边界
自身. 这就要求 a, b, c, d ∈ R. 由此得到的共形基灵群为 SL(2;R)/Z2. 现在, 由于顶角
算符的插入点在边界上, 因此它们有固定的排序, 如图 8.5 所示. 开弦顶角算符在盘面
边界上的顺序会导致所谓的循环排序 (cyclic ordering), 例如这里的 2 腿与 1, 3 腿相邻,
而不与 4, 5, . . . , n 腿相邻. 循环排序的选取对于开弦振幅与詹-佩顿系数 Ta (即非阿贝
尔规范自由度) 的关系也至关重要: 从图 8.5 的左侧可以看到, 两个相邻开弦态的插入
点由盘面边界段连接, 这相当于缩并了各自的规范群生成元 (T aj )mjnj 的 (反) 基本表示
指标 mj 与 nj . 在这里的循环排序中, 来自边界段的缩并最终得到规范群生成元的迹
Tr(T a1T a2 . . . T an), 我们需要将其与图 8.5 右侧 zj ∈ R 的积分区域相关联.

对于 n 个开弦态, 我们一共可以找到 (n− 1)! 个在循环下不等价的排序. 我们只需固定
n 的位置 5, 那么其余 n − 1 的置换 ρ ∈ Sn−1 两两不等价, 因此共有 (n − 1)! 个循环
不等价排序. 路径积分中我们要对所有共形不等价的构型求和, 因此在计算散射振幅时,

5我们总可以这样做,因为循环不等价仅取决于相对位置,我们总可以在 n个点中任取一个固定后依次写出其他所有点.
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∏n

j=1

∫
dzj

V ol(SL(2;R))

1
2

3

4n

1

2

3

4n

(T a1)m1
n1

(T a2)m2
n2

(T a3)m3
n3

(T a4)m4
n4

δn1
m2 δn2

m3

δn3
m4

Figure 8.5: 开弦树级振幅示意图

我们必须对所有排序求和. 利用 T aj 的迹表示循环排序, 我们有所谓的色分解 (color
decomposition):

Mtree
op−bos({ϕi, ai};α′) =

∑
ρ∈Sn−1

Tr(T aρ(1)T aρ(2) . . . T aρ(n−1)T an)

×Atreebos (ϕρ(1), ϕρ(2), . . . , ϕρ(n−1), ϕn;α′)
(8.3. 35)

与闭弦类似, 我们仍然将所有的运动学自由度信息 (例如极化与动量, 但要注意不含色
指标.) 包含在 ϕi 中. 与前述讨论类似, 不失一般性, 我们这里将每一个循环不等价的
迹中的 n 固定在最后. 而整个的开弦树级振幅 Mtree

op−bos 则与伴随表示指标 aj 和运动
学自由度 ϕj 均有关. 于是, 色排序振幅 Atreebos 只是循环排序的 ϕj 的函数. 此外, 詹-
佩顿系数与顶角算符中谐振模在世界面的宇称变换下, 即 σ1 → −σ1 变换下本征值为
±1 (正负号的选取与顶角算符能级有关, 无质量态顶角算符谐振模的本征值是 −1), 因
此有:

Atreebos (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1, ϕn) = (−1)nAtreebos (ϕn, ϕn−1, . . . , ϕ2, ϕ1) (8.3. 36)

上式说明参与散射的粒子顺序整个颠倒前后的振幅线性相关, 这个关系称为色排序振
幅的反转对称性 (reflection ). 即 (n− 1)! 个循环不等价排序中不等价排序的个数被减
少到了 (n−1)!

2 . 那么, 这是不是意味着我们总需要计算 (n−1)!
2 个色排序振幅来得到整个

开弦振幅呢? 答案是不需要. 我们在 8.4.2 节会证明, 来自同一个开弦振幅的不等价色
排序振幅之间也有正比关系, 最终我们会发现 n 点色排序振幅中独立的个数是 (n− 3)!.

每一个排序都对应于一个 zj 的不同积分区域. 利用共形映射将开弦世界面映射为上半
复平面后, 开弦的边界为实轴 R, 以图 8.5 中的排序为例, 它对应的积分区域为:

Atreebos (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)↔ −∞ < z1 < z2 < · · · < zn <∞ (8.3. 37)



开弦的树级振幅 173

最后, 冗余规范对称性 SL(2;R) 允许我们固定三个插入点. 与闭弦类似, 我们依然固
定 (z1, zn−1, zn)→ (0, 1,∞), 但目前先形式上保留 SL(2;R), 在具体计算时再进行固定.
于是, 开弦的树级色排序振幅为:

Atreebos (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn;α′) ∼
∫

−∞<z1<z2<···<zn<∞

dz1dz2 . . . dzn
V ol(SL(2;R))

〈
n∏
a=1

V op
ϕa

(za)
〉

(8.3. 38)
接下来就是具体的计算, Xop

µ 与 Xµ 的区别就是 α′ 中的放缩因子 2, 我们之后的计算中
为简化符号都不再使用 Xop

µ .

8.3.1 韦内齐亚诺振幅 (Veneziano amplitude)

韦内齐亚诺振幅是弦理论的第一个式子, 与闭弦的维拉索罗-夏皮罗振幅类似, 它们都是
描述快子散射的振幅, 不同的是韦内齐亚诺振幅是开弦快子振幅. 快子的顶角算符为:

VTi
(zi, pi) = eipi·X(zi)

在振幅中要对顶角算符进行积分
∫
dz 现在积分沿开弦边界, 而开弦快子满足在壳条件:

p2 = −m2 = 1/α′.

通过与闭弦相同的步骤, 我们发现振幅由以下公式给出

Atreebos (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn;α′) ∼
∫

−∞<z1<z2<···<zn<∞

dz1dz2 . . . dzn
V ol(SL(2;R))

∏
j<i

|zi − zj |2α
′pi·pj

(8.3. 39)
注意到, K-N 因子的指数中有一个系数 2, 与 eq. (8.2. 19) 的闭弦表达式不同. 这是因
为带边界世界面上的传播子 eq. (5.8. 91) 由于像荷而多了一个系数 2. 由于三点平凡,
可以直接由闭弦推广. 接下来我们计算四快子振幅.

四快子振幅

我们仍然用曼德尔施塔姆变量 s, t, u 表示四点振幅.

现在我们利用 SL(2;R) 的冗余规范对称性来固定边界上的三个插入点. 在取定排序后,
令 z1 = 0, z3 = 1 和 z4 →∞. 由于算符排序的限制, 插入点 z2 必须位于区间 [0, 1] 中.
于是有积分:

Atreebos (T1, T2, T3, T4;α′) ∼
∫ 1

0
dz2|z2|2α

′p1·p2 |1− z2|2α
′p2·p3
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这个积分, 如附录 B 所示, 就是欧拉 β 函数.

B(a, b) =
∫ 1

0
dx xa−1(1− x)b−1 = Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

因此, 色排序开弦快子振幅为:

Atreebos (T1, T2, T3, T4;α′) ∼ Γ(s− 1)Γ(t− 1)
Γ(2− u)

这就是著名的韦内齐亚诺振幅 (Veneziano Amplitude), 它于 1968 年被首次提出, 人们
当时并没有意识到这是弦论中的振幅.

开弦四快子振幅满足如下几条性质:

• 开弦散射振幅包含了我们在闭弦时看到的相似特征. 例如, 它的极点位于

s = n− 1 t = n− 1 n = 0, 1, 2, . . .

这正对应于开弦质量谱.
• 与闭弦不同的是, 这里没有 u 道的极点, 四快子振幅分母上的伽玛函数 Γ(2 − u) 只
会得到在 u = α′(p1 + p3)2 = 2, 3, 4, . . . 处振幅存在零点. 这实际上来源于振幅的色
排序性质, 即詹-佩顿因子的迹 Tr(T a1T a2T a3T a4) 中 T a1 与 T a3 不相邻.

• 由于在 s 和 t 道的极点中出现了所有的负整数, 因此每个能级都至少有一个态与
两快子耦合. 接下来, 我们通过计算这些极点的留数尝试得到更多信息: 首先展开
(1 − z2)t−2 =

∑∞
n=0(−z2)n

(
t−2
n

)
, 且有

(
t−2
n

)
= Γ(t−1)

n!Γ(t−n−1) , 于是我们可以将四快子振
幅写为:∫ 1

0
dz2z

s−2
2 (1− z2)t−2 =

∫ 1

0
dz2z

s−2
2

∞∑
n=0

(−z2)n
(
t−2
n

)
=

∞∑
n=0

(−1)n
(
t−2
n

)
s+ n− 1

= 1
s− 1 −

t− 2
s

+ (t− 2)(t− 3)
2(s+ 1) + . . .

(8.3. 40)

这其实就是开弦版本的 eq. (8.2. 30). 但开弦将分子 t 的阶数改为 n. 于是我们有相
似的讨论得到开弦 n 能级上粒子自旋 J 最高为 J = n.

• 此外, 与闭弦振幅类似的是, 这里 s 道与 t 道也不重复相加, 需要注意与场论 s 道 t

道求和的区别.
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8.3.2 三胶子振幅

考虑开弦无质量态顶角算符, 满足 p2
j = 0 与 εj · pj = 0, 于是有:

Vεj
(zj) ∼ εµj : i∂zXµe

ipj ·X(zj) : (8.3. 41)

再进行色分解并固定 SL(2;R), 与 Tr(T a1T a2T a3) 相关联的色排序振幅为:

Atreebos (ε1, ε2, ε3;α′) ∼ < cVε1(z1)cVε2(z2)cVε3(z3) >

=|z12z13z23|εµ1
1 εµ2

2 εµ3
3

〈 3∏
j=1

: i∂Xµj
eipj ·X(zj) :

〉

=(2α′)2|z12z13z23|
3∏

1≤i≤j
|zij |2α

′pi·pjεµ1
1 εµ2

2 εµ3
3

×
{

2α′ p
2
µ1
z23

z12z13

p3
µ2
z31

z23z21

p1
µ3
z12

z31z32
+
[
ηµ1µ2

z2
12

p1
µ3
z12

z31z32
+ cyc(1, 2, 3)

]}

再利用动量守恒与质壳条件, 我们可以得到 K-N 因子的指数 α′pi · pj 均为 0, 于是有:

Atreebos (ε1, ε2, ε3;α′) ∼ [(ε1 ·ε2)(ε3 ·p1)+cyc(1, 2, 3)]+2α′(ε1 ·p2)(ε2 ·p3)(ε3 ·p1) (8.3. 42)

c 鬼场关联函数给出的 |z12z13z23| 依然和闭弦鬼场关联函数一样可以被理解为固定三
个插入点过程中引入的雅可比行列式. 与闭弦有区别的的是, 这里没有平方, 因此导致
了下面两个色排序之间相差的负号:

Atreebos (ε1, ε2, ε3;α′) = −Atreebos (ε3, ε2, ε1;α′) (8.3. 43)

因此, 我们可以将相差的负号写在与之相应的迹上, 于是在Mtree
op−bos 中出现的就是一个

色排序振幅乘以包含生成元对易子的迹: Tr([T a1 , T a2 ], T a3) ∼ fa1a2a3 . 这正是规范群
的结构常数, [T a1 , T a2 ] = ifa1a2a3T a3

我们可以从三点胶子振幅 eq. (8.3. 42) 中发现一些有趣性质:

• 三胶子振幅 eq. (8.3. 42) 中 α′ 的领头阶正是场论中杨-米尔斯理论 (Yang-Mills
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theory) 拉氏量:

L = −1
4Tr(F µνFµν) ∼ Tr(A∂2A+A2∂A+A4) (8.3. 44)

给出的三胶子杨-米尔斯振幅. 其中 F 是规范场的非线性场强:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − gYM [Aµ, Aν ] (8.3. 45)

场论杨-米尔斯作用量中 A4 对三顶角没有贡献, 因此形如 Tr(A2∂A) 项的费曼规则
(Feynman rule) 如下图所示:

a2 p2 µ2

a1 p1 µ1 a3 p3 µ3

Feynman rule of A2∂A

fa1a2a3 [ηµ1µ2 (pµ3
1 − p

µ3
2 )

+ηµ2µ3 (pµ1
2 − p

µ1
3 ) + ηµ3µ1 (pµ2

3 − p
µ2
1 )]

Figure 8.6: 场论杨-米尔斯拉氏量中形如 Tr(A2∂A) 项三顶角的费曼规则

• 三胶子振幅 eq. (8.3. 42) 中 α′ 的次领头阶则对应于更高量纲算符 α′Tr(F 3) 的费曼
规则, 示意图如下:

a2p2µ2

a1p1µ1 a3p3µ3

Feynman rule of F 3

fa1a2a3 [(pµ3
2 − p

µ3
1 )

× (pµ1
3 − p

µ1
2 ) (pµ2

1 − p
µ2
3 )]F 3

Figure 8.7: Tr(F 3) 三顶角的费曼规则

• 因此, 三点振幅的 α′ 展开可以被下述有效拉氏量的低能展开描述:

Lop−bos = LYM + α′Tr(F µνF νλF λµ) +O(α′2) (8.3. 46)

并且我们后面会在四点振幅中看到从 α′2Tr(F 4) 开始的 α′ 展开中更高阶的项
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8.3.3 D-膜的张力

我们曾介绍过 D-膜, 它是可以连接开弦端点空间曲面. 并声明最终会发现这些 D-膜本
身就是动力学对象. 我们将在下一章更仔细地研究这个问题, 但现在我们可以做一个简
单的计算来确定 D-膜的张力.

Dp-膜的张力 Tp 定义为单位空间体积内的能量. 它的量纲为 [Tp] = p+ 1. 张力反映了
膜与引力之间耦合的大小. 用这一章的语言来说, 就是闭弦态与开弦态之间相互作用的
强度. 最简单的示意图如下图所示:

Figure 8.8: 开弦闭弦相互作用示意图

图中圆盘内插入了引力子顶角算符, 边界上则是开弦态顶角算符. 虽然我们不计算这个
图, 但仍能看出它最重要的性质: 它具有圆盘的拓扑结构, 因此与 1/gs 成正比. 利用 α′

配出量纲, 我们得出结论: Dp-膜的张力必须有如下形式:

Tp ∼
1
lp+1
s

1
gs

(8.3. 47)

其中弦长 ls 定义为 ls =
√
α′. 张力 1/gs 的形式是 D-膜的主要特征之一.

这里的讨论是非常粗略的, 有很多地方被略过了. 尽管如此, 最终结果 eq. (8.3. 47) 是
正确的. 关于更全面的讨论, 可以参阅波尔钦斯基弦论教材上册的第 8.7 节.

8.4 利用开弦的叠合 (double copy) 重构闭弦

这一节会在树级利用开弦的叠合复现闭弦振幅. 首先是被积函数, 我们会发现, 闭弦树
级振幅的被积函数可以通过开弦关联函数在放缩 α′ 后进行叠合实现. 此外, 在积分后
我们也仍然可以观察到树级振幅存在叠合关系, 即所谓的 KLT 关系 (Kawai-Lewellen-
Tye relation). KLT 关系使得我们可以将球面上的积分

∫
d2zj 替换为沿实轴 (盘面边

界) 上线段相互独立的积分
∫

dzj 与
∫

dzj .
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被积函数层面上的叠合

我们首先将闭弦关联函数因子化为全纯与反全纯部分. 闭弦顶角算符 : (∂zXµ)n(∂zXν)neip·X :
的关联函数与相对应的开弦顶角算符 : (∂zXop

ν )neip·Xop : 的关联函数之间的联系可以从
生成函数中看出:

开弦关联函数可以从其生成函数
〈∏n

j=1 : eip·Xop+iξ·(∂z+∂z)Xop :
〉
关于 ξµj 的展开得到:

〈
n∏
j=1

: eip·Xop+iξj ·(∂z+∂z)Xop

:
〉

=
n∏

1≤i<j
|zij |2α

′pi·pjexp

2α′
n∑

1≤i<j
[ξi · ξj
z2
ij

+ ξi · pj
zij

+ pi · ξj
zji

]


其中 (∂z + ∂z) 是沿边界的导数.

与之对应的闭弦生成函数包含 ξj 用以区分左行模 ∂zX
µ 与右行模 ∂zX

µ:

〈
n∏
j=1

: eip·X+iξj ·∂zX+iξj ·∂zX :
〉

=
n∏

1≤i<j
|zij |α

′pi·pjexp

α′

2

n∑
1≤i<j

[ξi · ξj
z2
ij

+ ξi · pj
zij

+ pi · ξj
zji

]


×exp

α′

2

n∑
1≤i<j

[
ξi · ξj
z2
ij

+ ξi · pj
zij

+
pi · ξj
zji

]


通过比较比较两种生成函数, 我们得到, 对应于 Xµ 与 Xop

µ 一阶导数的顶角算符的关联
函数满足: 〈

n∏
j=1

VΦj
(zj)

〉
=

∣∣∣∣∣∣
〈

n∏
j=1

V op
ϕj

(zj)
〉
α′→α′/4

∣∣∣∣∣∣
2

(8.4. 48)

这里的绝对值实际上是作用于 zj 与 ξj 的函数上, 满足 |f(z, ξ)|2 = f(z, ξ)f(z, ξ). 闭弦
的极化也可以因子化为两个开弦极化 Φj = ϕj ⊗ ϕj . 我们可以将相似的讨论应用于更
高阶导数 ∂n≥2

z X, 同样能得到关联函数的叠合关系. 这时就需要用到 ξ 的推广, 为每阶
导数配备 ξ(2), ξ(3), . . . 与 ξ

(2)
, ξ

(3)
, . . . .

对无质量闭弦态的应用

对无质量闭弦态, 极化张量可以利用胶子极化的叠合给出:

ζµνj = εµj ⊗ ενj (8.4. 49)
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根据洛伦兹群不可约表示, 我们可以将它拆成引力子, B 场和伸缩子. 在场论极限下, B-
场与伸缩子总是成对与引力子耦合. 例如, 对应于广义相对论微扰展开的树级振幅完全
不含 B-场与伸缩子的贡献.

利用闭弦关联函数的叠合关系, 我们得到下述三点振幅的因子化形式:

Mtree
cl−bos({ζ1, ζ2, ζ3};α′) ∼

〈 3∏
j=1

ccVζj
(zj)

〉

=

∣∣∣∣∣∣z12z13z23ε
µ
1ε
ν
2ε
λ
3

〈 3∏
j=1

: i∂zXop
µj
eipj ·X(zj) :

〉
α′→α′/4

∣∣∣∣∣∣
2

=(2α′)4 |[(ε1 · ε2)(ε3 · p1) + cyc(1, 2, 3)] + 2α′(ε1 · p2)(ε2 · p3)(ε3 · p1)|2

对照前文开弦三胶子振幅, 我们发现:

Mtree
cl−bos ∼ Atreebos (ε1, ε2, ε3;α′)Atreebos (ε1, ε2, ε3;α′) (8.4. 50)

在 α′ 的领头阶, 张量积中自旋 2 的部分对应于微扰引力. 即在爱因斯坦-希尔伯特作用
量中将度规关于闵氏度规展开

gµν = ηµν + κhµν , κ =
√

32π2GNewton (8.4. 51)

所给出的费曼规则. 展开后的爱因斯坦-希尔伯特作用量为:

LEH ∼
√
|detg|R

=h∂2h+ κh2∂2h+ κ2h3∂2h+O(κ3)
(8.4. 52)

在写出所有洛伦兹指标后, 对应于 κh2∂2h的三顶角与对应于 κ2h3∂2h的四顶角分别有
171 与 2850 项, 但是利用叠合关系, 带有 171 项的三引力子振幅则可以写为如下相对
简单的形式:

Mtree
EH ({ζ1, ζ2, ζ3}) ∼[(ε1 · ε2)(ε3 · p1) + cyc(1, 2, 3)]

× [(ε1 · ε2)(ε3 · p1) + cyc(1, 2, 3)]|ζµν
j

=εµ
j

⊗εν
j

(8.4. 53)

而引力的高阶 α′ 修正则是以 R2 和 R3 为首的含高阶导数的算符:

Lcl−bos = LEH +
√
|detg|

(
α′R2 + α′2R3 +O(α′3)

)
(8.4. 54)
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实际上, 三点振幅的上述平方关系对于所有闭弦态 Φj = ϕj ⊗ϕj 均成立, 因为这里涉及
的只是被积函数中关联函数的因子化性质:

Mtree
cl−bos({Φ1,Φ2,Φ3};α′) ∼ Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3; α

′

4 )Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3; α
′

4 ) (8.4. 55)

8.4.1 四点 KLT 关系 (Kawai-Lewellen-Tye relation)

在给出了三点闭弦振幅的因子化形式后, 一个自然的问题便是: 相似的性质在四点及以
上出现非退化球面和盘面积分时是否仍然存在? 本节的目的就是说明, 我们的确可以将
复积分因子化: ∫

sphere

d2zj ↔
∫

disk boundary

dzj
∫

disk boundary

dzj (8.4. 56)

这一过程与 KLT 关系 (Kawai-Lewellen-Tye relation) 联系密切.

在四点, KLT 关系可以将任意的闭弦树级振幅约化为色排序开弦振幅的乘积:

Mtree
cl−bos({Φ1,Φ2,Φ3,Φ4};α′) ∼− sin

(πα′

2 p1 · p2

)
Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4; α

′

4 )

×Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ4, ϕ3; α
′

4 )
(8.4. 57)

注意到, 左行模与右行模的第三条腿和第四条腿位置相反. 这是 KLT 关系的一条重要
性质. 四点 KLT 关系的证明依赖于对非固定点 (这里就是 z2.) 的球面积分中的围道变
换, 具体过程如下:

仍然固定 (z1, z3, z4)→ (0, 1,∞), 考虑对于 z2 的积分, 我们取:

z2 = x+ iy, z2 = x− iy; x, y ∈ R (8.4. 58)

|zij |sij 在下述位置出现分支奇点:

|z1 − z2| = 0; |z2 − z3| = 0 (8.4. 59)

分支奇点在 x 和 y 的坐标下为:

y = ±ix; y = ±i(1− x) (8.4. 60)

倘若将 y 视作复数, 这正是 y 复平面虚轴上的点, 使得我们可以将 y 逆时针旋转至奇
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点附近:
y ∈ R→ y = iω ∈ iR (8.4. 61)

这一变形虽然对后续计算有利, 但会带来原先没有的麻烦. 如果直接按照 eq. (8.4. 61)
旋转, y 积分会经过上述分支奇点所在的坐标. 这时我们需要令 y 移动 ±ε 来绕过分支
奇点:

y = i(ω − iρ(ω)ε) ∈ iR± ε; ρ(ω) =

> 0 ω > 0

< 0 ω < 0
(8.4. 62)

其中 ρ(ω) 是光滑函数, 示意图如下:

ix

−ix

−i(1− x)

i(1− x)

y

Figure 8.9: y 的积分围道

我们之所以选择这样的方向绕过分支奇点是因为 y 积分的围道最开始是沿着实数轴,
因此, eq. (8.4. 62) 的移动和 eq. (8.4. 61) 的变形应当理解为同一个围道变换的两步,
自然不能跨过奇点. 于是我们将 z2 与 z2 化为了 x 与 ω 的形式:

z2 = x− ω + iρ(ω)ε, z2 = x+ ω − iρ(ω)ε; x, ω ∈ R (8.4. 63)

这里 ρ(ω) 与前述要求相同.

做了这些铺垫之后我们可以开始观察闭弦振幅中与 z2 积分有关的部分:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼

1
2πα′

∫
C

d2z2|z2|2s12 |1− z2|2s23 (8.4. 64)

其中 (4pt) 表示四点振幅. 我们要求移动的 ε 为小量, 因此 y ∈ iR ± ε 接近纯虚, 因此
z2 和 z2 接近纯实. 然后我们将 z2 和 z2 视为独立变量进行积分, eq. (8.4. 64) 中的积
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分于是可以化为:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼

1
4πα′

∫ ∞

−∞
dz2

∫ ∞

−∞
dz2z

s12
2 (1− z2)s23zs12

2 (1− z2)s23e±iπs12±iπs23

(8.4. 65)
这里的相因子 e±iπs12±iπs23 的来源是 eq. (8.4. 64) 中的绝对值, 换句话讲是来源于
我们将绝对值打开并独立处理 z2 和 z2 的积分后的值不变, 即需要一个相位来保证
zs12

2 zs12
2 e±iπs12 和 (1− z2)s23(1− z2)s23e±iπs23 为正. 接下来考虑积分, 我们固定 z2 考虑

对 z2 的积分, 根据 Re z2 ∼ z2 的值分以下三类讨论 ρ(ω) 并给出积分围道 6:

• 第一类: Re z2 ∼ z2 ∈ (−∞, 0), 即 x− ω < 0. 在 Re z2 = 0 处, x− ω = 0, 于是得到
ω > 0, 因此 ρ(ω) > 0, 而在 Re z2 = 1 处同理, 有 ρ(ω) > 0. 代回 z2 基于 x 和 ω 的
表达式 eq. (8.4. 63), 得到:

z2|Re z2=0 = −iε z2|Re z2=1 = −iε (8.4. 66)

于是 z2 的积分围道如图所示:

z2

0 1

可以缩为一点, 因此这个围道对应的积分为 0.
• 第二类: Re z2 ∼ z2 ∈ (0, 1), 即 x− ω ∈ (0, 1). 与第一类同理:

z2|Re z2=0 = iε z2|Re z2=1 = −iε (8.4. 67)

于是 z2 的积分围道如图所示:

6我们为推导简单, 这里只保留 ρ 的符号, 并且由于三种情况推导类似, 我们在后两种情况中不再重复
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z2

0
1

不可缩为一点, 即积分有奇点留数的贡献.
• 第三类: Re z2 ∼ z2 ∈ (1,∞), 即 1 < x− ω. 与第一类同理:

z2|Re z2=0 = iε z2|Re z2=1 = iε (8.4. 68)

于是 z2 的积分围道如图所示:

z2

0 1

可以缩为一点, 因此这个围道对应的积分为 0.

综上, 三类 z2 取值给出的 z2 积分中非零的只有 0 < Rez2 < 1, 我们将 z2 的围道左
半部分称为 C−, 右半部分称为 C+, 分别对应于实轴的两半, 将围道中的 C+ 部分变形,
得到:
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z2

0 1
C−

C+

且显然有, 在 C± 上分别有: zs12
2 zs12

2 eiπs12 和 zs12
2 zs12

2 e−iπs12 于是, 我们最终得到:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼

1
2πα′

∫
C

d2z2|z2|2s12 |1− z2|2s23

= 1
4πα′

∫ ∞

−∞
dz2

∫ ∞

−∞
dz2z

s12
2 (1− z2)s23zs12

2 (1− z2)s23e±iπs12±iπs23

= 1
4πα′

∫ 1

0
dz2|z2|s12 |1− z2|s23

×
(
eiπs12

∫
C+

dz2 + e−iπs12

∫
C−

dz2

)
|z2|s12 |1− z2|s23

= 1
4πα′

∫ 1

0
dz2|z2|s12 |1− z2|s23

×
(
e−iπs12 − e+iπs12

) ∫ 0

−∞
dz2|z2|s12 |1− z2|s23

=− sin(πs12)
2πα′ Atreebos (1, 2, 3, 4)Atreebos (2, 1, 3, 4)

又由于振幅的反转对称 eq. (8.3. 36), 我们得到: Atreebos (2, 1, 3, 4) = Atreebos (1, 2, 4, 3) 因
此有:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼ −

sin(πs12)
2πα′ Atreebos (1, 2, 3, 4)Atreebos (1, 2, 4, 3) (8.4. 69)

接下来我们将四点 KLT 关系应用于快子四点振幅. 开弦的四点快子振幅, 即韦内齐亚
诺振幅在将 α′ 放缩为闭弦的 α′

4 后有如下形式:

Atreebos (T1, T2, T3, T4; α
′

4 ) ∼
∫ 1

0
dz2|z2|

s
4 −2|1− z2|

t
4 −2

=
Γ( s4 − 1)Γ( t4 − 1)

Γ(2− u
4 )

(8.4. 70)

而 Atreebos (T1, T2, T4, T3;α′) 可以直接通过在 Γ 函数中交换 t↔ u 而四点 KLT 关系中的
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正弦函数也可以被表示为 Γ 函数的形式:

sin
(πα′

2 p1 · p2

)
= sin

[
π
(s

4 − 2
)]

= −π
Γ( s4 − 1)Γ(2− s

4) (8.4. 71)

这里使用了 p2
j = 4

α′ . 代回 KLT 关系, 我们得到:

Mtree
cl−bos({T1, T2, T3, T4};α′) ∼ −π

Γ( s4 − 1)Γ(2− s
4) ×

Γ( s4 − 1)Γ( t4 − 1)
Γ(2− u

4 )

×
Γ( s4 − 1)Γ(u4 − 1)

Γ(2− t
4)

=
πΓ( s4 − 1)Γ( t4 − 1)Γ(u4 − 1)
Γ(2− s

4)Γ(2− t
4)Γ(2− u

4 )

(8.4. 72)

这正是我们在闭弦快子振幅一节中得到的闭弦四快子振幅 eq. (8.2. 29) 在技术层面,
KLT关系给出了一个计算球面积分的有效方式. 而在物理含义层面,我们可以从极点的
角度理解 KLT关系中分子上的正弦函数. 色排序分别为 ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 和 ϕ1, ϕ2, ϕ4, ϕ3

的开弦振幅均含有无穷多个 s 道极点, 在 α′ 放缩后这些极点位于: s = 4, 0,−4,−8, . . .
因此, 分子上的正弦函数 sin(πα′

2 p1 · p2) 的零点 s ∈ 4Z 的作用便是将 |Atreebos |2 中的极点
平方抵消到Mtree

cl−bos 所要求的一次的极点形式. 即 (s+ t) + (s+ u)− s = s+ t+ u. 而
u 来自于 KLT 关系中右行模将 3, 4 翻转为 4, 3 的操作.

从快子向更一般的四点 KLT 关系的推广也很简单, 对于有理的亚纯 (meromorphic) 与
反亚纯 (anti-meromorphic) 函数 f(z) 和 g(z), 有:

∫
C

d2z|z|2s|1−z|2tf(z)g(z) = − sin(πs)
( ∫ 1

0
dz|z|s|1−z|tf(z)

)( ∫ 0

−∞
dz|z|s|1−z|tg(z)

)

KLT 关系的场论极限

我们这里介绍 KLT 最重要的应用之一, 无质量振幅 KLT 关系的场论极限. 由于 B-场
与伸缩子总是成对与引力子耦合, 因此他们不会出现在微扰引力的树图传播子中.

因此, 弦论中的 KLT 取 α′ → 0 极限可以给出:

Mtree
EH ({ζ1, ζ2, ζ3, ζ4}) ∼ −(p1 + p2)2AtreeYM (ε1, ε2, ε3, ε4)AtreeYM (ε1, ε2, ε4, ε3) (8.4. 73)

其中 (p1 +p2)2 因子来自于正弦函数的 α′ 领头阶,即 sin(πα′

2 p1 ·p2) = πα′

2 p1 ·p2 +O(α′3).
这个 (p1 + p2)2 因子正是传播子的逆, 与先前的讨论相似, 起到了在 |AtreeYM |2 中抵消一
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个 s 道奇点的作用.

更高点的 KLT 关系

我们可以在更高点利用相似的围道变形处理 d2zj = dzjdzj , 得到五点的结果:

Mtree
bos ({Φ1,Φ2,Φ3,Φ4,Φ5};α′) ∼

{
Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5; α

′

4 ) sin
(πα′

2 p1 · p2

)
×
[

sin
(πα′

2 (p1 + p2) · p3

)
Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ5, ϕ4; α

′

4 )

+ sin
(πα′

2 p1 · p3

)
Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ5, ϕ4; α

′

4 )
]}

+ (2↔ 3)

其中 +(2 ↔ 3) 表示加上其之前的所有内容交换 2 和 3 的结果, 即加上花括号内的
三行交换 (p2, ϕ2, ϕ2) ↔ (p3, ϕ3, ϕ3) 后的结果. 通过与三点和四点 KLT 比较, 我们发
现正弦函数的数量与外腿数线性相关. 相应地, n 点 KLT 关系中每一项都包含形如
[sin(πα′

2 pi · pj)]n−3 的因子, 整体上有如下形式:

Mtree
bos ({Φ1,Φ2,Φ3,Φ4,Φ5};α′) ∼

∑
ρ,τ∈Sn−3

Atreebos (ϕ1, ρ(ϕ2, . . . , ϕn−2), ϕn−1, ϕn; α
′

4 )

× Sα′(ρ|τ)Atreebos (ϕ1, τ(ϕ2, . . . , ϕn−2), ϕn, ϕn−1; α
′

4 )
(8.4. 74)

我们发现,上式形式上类似于用 2, 3, . . . , n−2外腿的排序 ρ和 τ 标记的 (n−3)!×(n−3)!
矩阵的矩阵元

8.4.2 置换不变性 (permutation invariance) 与单值关系 (monodromy
relation)

外态为相同玻色态的闭弦振幅必须是关于 (pi, ϕi, ϕi) 置换不变的, 其中 i = 1, 2, . . . , n.
但是上述 KLT 关系只保证了外腿子集 i = 2, 3, . . . , n − 2 的置换不变性. 包含剩余三
条腿 1, n − 1, n 的置换不变性则来自于色排序开弦振幅的所谓单值关系 (monodromy
relation) 以四点为例, (p2, ϕ2, ϕ2)↔ (p4, ϕ4, ϕ4) 的对称性来自于如下单值关系:

sin(2πα′p1 · p2)Atreebos (ϕ1, ϕ2, ϕ4, ϕ3;α′) = sin(2πα′p2 · p3)Atreebos (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′)

实际上, 四点所有的色排序振幅彼此都成正比, 我们接下来证明这件事:
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首先要说明的是, 单值关系并不只对玻色弦成立, 超弦也同样有单值关系. 我们接下
来的证明过程中不区分玻色弦与超弦, 将色排序树级振幅记为 Atree∗ (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn;α′),
下标的星号表示此处既可以是玻色弦也可以是超弦. 外态取为无质量态, 满足 s =
2α′p1 · p2 与 t = 2α′p2 · p3. 我们的目的便是将不同的色排序, 即不同的 z2, z3, . . . , zn−2

积分区域相互关联. 我们会通过利用顶角算符关联函数除 K-N 因子 |zij |2α
′p1·p2 外全部

为亚纯函数的性质来实现这一点.

先考虑四点的情况:

四点的色排序振幅满足:

Atree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′) =
∫ 0

−∞
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

Atree∗ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4;α′) =
∫ 1

0
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =
∫ ∞

1
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

(8.4. 75)

包含极化的有理函数 f∗(z2) 由顶角算符的缩并给出. 我们后面并不需要用到它的具体
形式, 即不需要用到顶角算符的具体形式. 这也是单值关系对玻色弦与超弦都成立的
原因.

我们接下来考虑 F∗(z2) = (z2)s(1− z2)tf∗(z2) 在图 8.4.2 所示的围道 C 上的积分.

z2

0 1

C∞

−∞ +∞

C1324C1234C2134

这里我们缩写如下 7：

C2134 = (−∞, 0), C1234 = (0, 1), C1324 = (1,∞) (8.4. 76)

7实际上严格来讲, Cijkl 应当带一个无穷小的虚部 iε 从而离开实轴以规避在 z2 = 0 和 z2 = 1 可能出现的奇点问题.
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应用柯西定理: ∮
C

dz2F∗(z2) = 0 (8.4. 77)

可以证明, 围道中无穷远处的半圆 C∞ 对积分
∮

C dz2F∗(z2) 无贡献. 与 KLT 的讨论类
似, F∗(z2) 与 f∗(z2) 有如下关系:

F∗(z2) =


eiπs|z2|s|1− z2|tf∗(z2); z2 ∈ C2134

|z2|s|1− z2|tf∗(z2); z2 ∈ C1234

e−iπt|z2|s|1− z2|tf∗(z2); z2 ∈ C1324

(8.4. 78)

我们引入相位来抵消去掉绝对值前后相差的负号. 于是柯西定理
∮

C dz2F∗(z2) = 0 可以
改写为:

(
eiπs

∫ 0

−∞
+
∫ 1

0
+e−iπt

∫ ∞

1

)
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2) = 0 (8.4. 79)

而色排序振幅的积分形式为:

Atree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′) =
∫ 0

−∞
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

Atree∗ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4;α′) =
∫ 1

0
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =
∫ +∞

1
dz2|z2|s|1− z2|tf∗(z2)

(8.4. 80)

代回 eq. (8.4. 79), 我们于是有:

eiπsAtree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′)+Atree∗ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4;α′)+e−iπtAtree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) = 0
(8.4. 81)

这就是四点开弦振幅的单值关系. 若振幅为实值, 我们可以进一步给出上式的实部和虚
部为 0, 得到如下两个等式:

cos(πs)Atree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′) +Atree∗ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4;α′) + cos(πt)Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =0

sin(πs)Atree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′)− sin(πt)Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =0
(8.4. 82)
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取 α′ 的领头阶, 我们可以得到:

AtreeYM (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′) +AtreeYM (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4;α′) +AtreeYM (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =0

(p1 + p2)2AtreeYM (ϕ2, ϕ1, ϕ3, ϕ4;α′)− (p2 + p3)2AtreeYM (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4;α′) =0
(8.4. 83)

这两个等式中的第一个是场论四点色排序振幅的 K-K关系 (Kleiss-Kuijf relation),第二
个是 BCJ 关系 (Bern-Carrasco-Johansson relation). 将积分围道 C 和被积函数 F∗(z2)
推广至 n 点 F∗(z2)→ F∗(zρ(2), zρ(3), . . . , zρ(n−2)), 这里以 F∗(z2, z3, . . . , zn−2) 为例. 我
们可以得到 n 点开弦振幅的如下单值关系:

0 =ei2πα
′p1·p2Atree∗ (ϕ2, ϕ1, ϕ3, . . . , ϕn;α′) +Atree∗ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn;α′)

+ e−i2πα′p2·p3Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ2, ϕ4 . . . , ϕn;α′)

+ e−i2πα′p2·(p3+p4)Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ4, ϕ2, . . . , ϕn;α′)

+ · · ·+ e−i2πα′p2·(p3+p4+···+pn−1)Atree∗ (ϕ1, ϕ3, ϕ4, . . . , ϕn−1, ϕ2, ϕn;α′)

(8.4. 84)

因此我们可以得到独立的色排序 n 点振幅共有如下 (n− 3)! 个:

{Atreebos (ϕ1, ρ(ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn−2), ϕn−1, ϕn;α′), ρ ∈ Sn−3} (8.4. 85)

对单值关系取场论极限, 便可以得到 n 点的 BCJ 关系：

p1 · p2AtreeYM (ϕ2, ϕ1, ϕ3, . . . , ϕn;α′) =
n−1∑
j=3

p2 · (p3 + p4 + · · ·+ pj)

×AtreeYM (ϕ1, ϕ3, ϕ4, . . . , ϕj , ϕ2, ϕj+1, . . . , ϕn;α′)
(8.4. 86)

最后补充一点: 我们需要注意, KLT关系和单值关系都是对任何外态 Φi = ϕi⊗ϕi 的组
合均成立的关系, 这是因为它们的推导不依赖于外态, 只和 K-N 因子的解析性质相关.

8.5 弦振幅的低能展开

这一节的目标是:

• 利用弦振幅的 α′ → 0 极限重构杨-米尔斯与引力并通过 α′ 展开构造包含诸如
Tr(D2mFn) 和 D2mRn 的含高阶导数算符的有效拉氏量 8.

• 利用有效场论 (effective field theory) 与幺正性将顶角算符进行归一化
8这里 Dµ 表示非线性规范变换与微分同胚变换对应的协变导数算符.
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我们在之前的三点振幅中有提及, 无质量弦振幅的 α′ 展开可以复现费曼规则, 从而得
到再现其表达式的低能有效拉氏量. 在复现 D 维时空中的杨-米尔斯和广义相对论的耦
合 gYM 与 κ2 = 32π2GNewton 时, 对三点振幅存在贡献的低能有效拉氏量为:

Lop−bos =− Tr(FµνF µν)
4 + 2α′

3 gYMTr(F µνF νλF λµ) +O(α′2)

Lcl−bos = 2
κ2

√
det|g|

{
R+ α′

4 (RµνλρRµνλρ − 4RµνRµν +R2)

+
(α′

4

)2
(Rµν αβR

αβ
λρRλρ µν −

4
3R

µναβRνλβρRλ ρ
µ α)

+ (B − field; dilaton)
}

+O(α′3)

(8.5. 87)

这里的场强是所谓的非线性场强:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − gYM [Aµ, Aν ] (8.5. 88)

而引力场绕闵氏背景展开如下:

gµν = ηµν + κhµν (8.5. 89)

含更高质量纲的算符形如 α′Tr(F 3) 与 α′R2, 不包含快子或其他质量非零态. 这是我们
利用路径积分处理掉所有质量非零态导致的结果. 从对 α′ 泰勒展开的角度, 无量纲曼
德尔施塔姆变量 α′pi · pj � 1, 所有质量非零的态均反比于 α′, 因而变得级大. 对应于
弦振幅 α′ 展开的低能有效作用量可以在路径积分中将 ϕ̂ 代表的有质量自由度积掉来
得到: ∫

D[ϕ̂m2 6=0]D[ϕm2=0]e−Sexact
bos [ϕ,ϕ̂] =

∫
D[ϕm2=0]e−Seff

bos
[ϕ] (8.5. 90)

有效场论的一般思想是把精确拉格朗日量 (这里指 Sexactbos [ϕ, ϕ̂]) 看作是目前无法验证
的, 而把确定精确到能量尺度固定阶次的有效拉格朗日量 Seffbos [ϕ] 设定为研究对象. 有
效场理论方法允许我们基于量子场论方法在大型强子对撞机能量尺度上进行预测. 因
此, 人们无法根据大型强子对撞机实验来探测普朗克尺度物理学. 因为这些实验只能用
来逐阶固定有效拉格朗日中的参数. 考虑这种限制在弦振幅中的一个例子: 韦内齐亚诺
振幅中的因子 Γ(1 + s) 的 α′ 展开无法感知 Γ 函数整体在 s ∈ −N 处的极点.
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8.5.1 四点 α′ 展开

除去前述三点的例子以外, 开玻色弦与闭玻色弦的有效相互作用可以利用黎曼 ζ 值
(Riemann ζ value) 表示. 权 (weight) 为 n 的 ζ 值定义为:

ζn =
∞∑
k=1

1
kn
, n ≥ 2 (8.5. 91)

无质量四胶子振幅是洛伦兹不变量 (εi · εj)(εi · pj) 和 sij = 2α′pi · pj 的有理函数. 关于
极化的依赖性可以直接由顶角算符 OPE 进行确定, 这与三点是一致的. 而每一项都会
包含积分, 并最终得到欧拉 β 函数, 可以基于黎曼 ζ 值展开为如下形式:

Γ(1 + s)Γ(1 + t)
Γ(1 + s+ t) =1− ζ2st− ζ4st(s2 + 1

4st+ t2) + ζ2ζ3s
2t2u

− ζ5stu(s2 + st+ t2) +O(α′6)
(8.5. 92)

无论被积函数中 z2 与 (1− z2) 的阶次如何, 我们总可以通过反复利用 Γ(x+ 1) = xΓ(x)
从 Γ函数中提取 1+s, 1+t以及 1+s+t,并得到 s和 t的有理函数. 欧拉 β函数的 α′展
开中 α′ 的阶数与 ζ 的阶数相等, 这种性质被称为均匀超越 (uniformly transcendental).
与之相似地, 四引力子振幅的球面积分也有类似的展开:

Γ(1 + s
4)Γ(1 + t

4)Γ(1 + u
4 )

Γ(1− s
4)Γ(1− t

4)Γ(1− u
4 ) = 1− 2ζ3stu− 2ζ5stu(s2 + st+ t2) +O(α′6) (8.5. 93)

这一展开同样是均匀超越的, 但不存在 ζ2 与 ζ4.

在将四胶子振幅中的欧拉 β 函数作为因子提取出来后, 剩余的部分会自然成为 α′ 的
级数, 由顶角算符 OPE 得到, 是 s 和 t 的有理函数, 并可能包含几何级数 (geometric
series) (1− s)−1 =

∑∞
k=0 s

k. 但这其中一定不含 ζ. 于是有:

Atreebos (ε1, ε2,ε3, ε4;α′) = Γ(1 + s)Γ(1 + t)
Γ(1 + s+ t)

×
{
AtreeYM (ε1, ε2, ε3, ε4) + α′AtreeYM+F 3(ε1, ε2, ε3, ε4) +O(α′2)︸ ︷︷ ︸

no ζ

} (8.5. 94)

与我们期望的一致, 领头阶的确可以复现色排序四点杨米尔斯振幅 AtreeYM . 次领头阶的
AtreeYM+F 3 则来自于 α′gYMTr(F 3) 项对应的费曼图, 而这其中既包含两个三顶角分别为
α′∂3A3 和杨-米尔斯相互作用项 A2∂A 的四点图, 也包含直接来自于 Tr(F 3) 中非线性
场强贡献的四顶角的四点图. 所以我们称其为 YM + F 3.
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而 +O(α′2) 项则对应始于 α′2Tr(F 4) 的更高阶算符, 且系数中均没有 ζ. AtreeYM 中的交
叉项与 Γ 函数展开的次领头阶 −ζ2st 会共同贡献 α′2Tr(F 4), 但要注意这里存在 ζ, 因
此两种 α′2Tr(F 4) 并不会彼此混杂. 由 ζ2 = π2

6 , 我们得到, 这一项对应的低能有效拉氏
量为:

Lop−bos = · · ·+ (πα′)2

2 STr(F ν
µ F λ

ν F ρ
λ F µ

ρ −
1
4FµνF

µνFλρF
λρ) + . . . (8.5. 95)

其中 STr 指求迹并对称化, 具体来说便是在求迹的基础上对四个詹-佩顿矩阵 T a ∈
U(N) 的顺序做对称化. 此外, 注意到两个三顶角均为 α′Tr(F 3) 的四点振幅同样对 α′2

阶存在贡献.

8.5.2 更高阶

对于 Γ 函数来说, 对 α′ 的展开可以直接写为:

Γ(1 + s)Γ(1 + t)
Γ(1 + s+ t) = exp

( ∞∑
n=2

ζn
n

(−1)n[sn + tn − (s+ t)n]
)

(8.5. 96)

我们在上一节给出的 eq. (8.5. 92) 实际上是上式的泰勒展开. 我们可以从这里得到无
穷多个有效相互作用:

(α′)wζw1ζw2 . . . ζwm
Tr(D2(w−2)F 4),

m∑
j=1

wj ≤ w (8.5. 97)

其中 Dµ 为协变导数算符, (α′) 的阶数有两个来源: 既可以来自于 eq. (8.5. 94) 中的
黎曼 β 函数, 也可以来自于提取出黎曼 β 函数因子后花括号中场振幅的 (α′) 非零阶.
因此,

∑m
j=1 wj = w 时, 所有的 (α′) 均来自于黎曼 β 函数, 对应于 eq. (8.5. 94) 花括

号中的 AtreeYM , 此时 α′ 的阶数与 ζ 的权之和相等. 而花括号中的更高阶则对应于满足∑m
j=1 wj < w 的算符.

包含 Fn≥5 的算符一定对四点振幅无贡献. 因此这样的算符只能从高点振幅确定. 这些
算符形如 (α′)wTr(D2(w−3)F 5) 和 (α′)wTr(D2(w−4)F 6) 等. 例如, 有效作用量中 ζ3α

′3

和 ζ4α
′4 的完整系数为下述算符:

ζ3α
′3Tr(D2F 4 + F 5), ζ4α

′4Tr(D4F 4 +D2F 5 + F 6) (8.5. 98)

如前述讨论, 这些都是对应于 AtreeYM 的相互作用.
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我们可以用同样的方法分析闭弦有效作用量中的引力. 黎曼 β 函数展开的次领头阶属
于如下形式的有效算符:

ζ3α
′3R4, ζ5α

′5(D4R4 +D2R5 +R6) (8.5. 99)

一般来说, (n ≥ 5) 点振幅的 α′ 展开会包含所谓的多元 ζ 值 (multiple ζ values), 常常
简记为 MZV, 定义如下:

ζn1,n2,...,nr
=

∑
0<k1<k2<···<kr

k−n1
1 k−n2

2 . . . k−nr
r , nr ≥ 2 (8.5. 100)

这是将黎曼 ζ 值推广至多个参数 nj ∈ N 的结果, ζn1,n2,...,nr
的权为

∑r
j=1 nj , r 称为

深度 (depth).

8.5.3 顶角算符与振幅的归一化

我们前面的归一化系数可以归结为:

• 只与世界面拓扑有关而与态无关的归一化系数 (例如对盘面与球面分别有 ND2 和
NS2).

• 对每种顶角算符 VΦ(z) 均存在的不同归一化系数 gΦ

这些系数在振幅中出现的方式相同, 这里以 m 快子和 n−m 引力子的 n 点树级闭弦振
幅为例:

Mtree
cl−bos({T1, . . . , Tm, ζm+1, . . . , ζn};α′) = NS2(gT )m(gζ)n−m

×
∫ d2z1 . . . d2zn
V ol(SL(2;C))

〈 m∏
j=1

: eipj ·X(zj) :
n∏

k=m+1
ζµkνk

k : i∂zXµk
i∂zXνk

eipj ·X(zj) :
〉

我们可以从胶子与引力子振幅中确定所有归一化系数, 具体的方法是: 对正确归一化的
弦振幅, 在取 α′ → 0 极限后应当复现场论振幅的结果. 例如对开弦:

lim
α′→0

ND2(gε)3(2α′)2[(ε1 · ε2)(ε3 · p1) + cyc(1, 2, 3)] = AtreeYM (ε1, ε2, ε3) (8.5. 101)

上式与上式四点类比联立求解, 我们便得到了 gε 和 ND2 的具体形式:

gε = gYM， ND2 = 2
(2gYMα′)2 (8.5. 102)

我们可以用同样的方法给出 gζ 和 NS2 关于弦长参数 α′ 和引力耦合常数 κ的依赖关系.
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但是对于有质量物理态 Φ 的顶角算符 VΦ, 我们便不能再用场论极限的方法进行归一化.
这里我们需要用到幺正性来确定 gΦ. 如图 8.5.3 所示, 左侧的无质量四点振幅已归一化,
它在 s + N, N ≥ −1 处存在极点. 由幺正性, 振幅在这些极点处的留数必然为三点振
幅的乘积. 每一个极点对应于右侧求和中的一项. 例如, 我们可以通过分析 N = −1 处
的极点来确定闭弦快子态的归一化系数 gT .

Res(s=−4N)

1
s+m2

int
/α′

1

2

3

4

=
∑

m2
Φ= 4N

α′

1

2

3

4

ΦN

ΦN

×

8.6 弦振幅的高能极限

下面我们基于闭弦快子振幅来讨论振幅在高能极限下的有趣性质. 我们首先讨论 s/t

不变, 但 s, t → ∞ 的极限. 在这个极限中, 所有交换的动量都变得很大. 它对应于入
射和出射粒子之间的角度 θ 不变的高能散射. 我们稍后会给出关于 θ 的依赖关系.

为了便于理解, 我们考虑无质量粒子 (虽然我们前述给出的振幅是针对快子的, 但同样
的讨论对无质量粒子也适用). 我们将入射和出射的动量分别取为:

p1 =
√
s

2 (1, 1, 0, . . .) , p2 =
√
s

2 (1,−1, 0, . . .)

p3 =
√
s

2 (1, cos θ, sin θ, . . .) , p4 =
√
s

2 (1,− cos θ,− sin θ, . . .)

图示如下:

p1

p2

p3

p4

θ

我们可以清楚地看到, 在 s/t 固定的情况下, 取极限 s → ∞ 和 t → ∞, 散射角 θ 也保
持不变.

我们可以用:
Γ(1 + x) ∼ exp(x ln x) (8.6. 103)
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来计算这个极限下的散射振幅. 我们绕过极点取 s→∞ (我们可以通过将 s→∞ 向虚
部稍微偏转一点的方向取极限来实现这一点). 我们很容易就能发现, 在趋向高能极限
的过程中, 振幅会以指数形式被迅速压低:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼ exp

(
−1

2(s ln s+ t ln t+ u ln u)
)

s→∞ (8.6. 104)

而同样的结论也可以通过球面积分的鞍点 (saddle-point) 近似得到.

鞍点近似法 (saddle point approximation)

所谓的鞍点近似是一种利用被积函数鞍点值替代复积分的方法, 是积分近似众多手段
中相当强大的一种.

准确来说, 我们以复平面内的如下积分为例:

I(λ) =
∫

C
dz eλg(z) (8.6. 105)

鞍点近似法适用的要求是 λ 为正的大实数, 且 g(z) 解析. 我们考虑的就是上面的积分
在这种极限下的渐进行为 (asymptotic behavior). 首先, 作为解析函数 g(z) 一定是复值
的, 我们无法定义 g(z) 的极值点, 因此只能定义被积函数的鞍点 z = z0:

∂

∂z
eλg(z)

∣∣∣∣
z=z0

= 0 (8.6. 106)

接下来我们将积分路径做变形,使 C 经过鞍点,并且沿着最速下降 (the steepest descent)
的方向离开鞍点. 所谓最速下降的方向实际上指的是 g(z) 实部减小最快的方向, 可以
利用复数的极坐标形式:

g′′(z0) ≡ |g′′(z0)|eiα; z − z0 ≡ ρeiθ (8.6. 107)

进行定义. 首先沿最速下降的方向将被积函数 eλg(z) 展开为:

exp[λg(z)] = exp[λg(z0) + 1
2λg

′′(z0)(z − z0)2 + . . . ] (8.6. 108)

其中一阶导数项由于鞍点的性质为 0. 保留至二次项的形式近似为一个高斯函数.
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接下来我们可以将上式化为极坐标形式:

λg(z) =λg(z0) + 1
2λg

′′(z0)(z − z0)2 + . . .

=λg(z0) + 1
2λ|g

′′(z0)|ρ2ei(α+2θ) + . . .

=λg(z0) + 1
2λ|g

′′(z0)|ρ2[cos(α+ 2θ) + i sin(α+ 2θ)] + . . .

(8.6. 109)

观察实部, 我们得到, g(z) 的实部在 α+ 2θ = 2nπ 时增长最快, 在 α+ 2θ = (2n+ 1)π
时减小最快, 由此给出最速下降的方向为:

θ = (2n+ 1)π − α
2 (8.6. 110)

其中 α 为 g′′(z0) 的辐角 (argument) , 记作 arg(g′′(z0)).

所谓的鞍点近似便是将整个积分的值用 eq. (8.6. 108) 高斯函数形式的近似取代. 利用
高斯函数的定义, 高斯函数的宽量级为 O(1/

√
λ), 因此 λ 越大, 高阶修正的影响越小,

这也就是我们先前给出的近似成立要求 λ 极大的来源. 最后, 将 eq. (8.6. 108) 代回
eq. (8.6. 105), 我们便得到:

I(λ) = eiθ
√

2π
λ|g′′(z0)|e

λg(z0)[1 +O(1/λ)] (8.6. 111)

我们可以对 Γ 函数的复积分形式应用鞍点近似法得到斯特林近似 (Stirling approxima-
tion) :

lim
x→∞

Γ ∼ e−xxx−1/2 (8.6. 112)

这是一个略强于 eq. (8.6. 103) 的近似. 计算留作习题接下来我们将鞍点近似应用于闭
弦振幅的被积函数. 首先, 鞍点 z2 = z∗ 满足:

∂

∂z2
|z2|s/2|1− z2|t/2

∣∣∣∣
z2=z∗

= 0 (8.6. 113)

解得 z∗ = − s
u
代回振幅的积分形式并应用鞍点近似, 有:∫

C
d2z2|z2|s/2|1− z2|t/2 → |z2|s/2|1− z2|t/2

∣∣∣
z2=z∗

= |s|s/2|t|t/2|u|−s/2−t/2 (8.6. 114)

于是我们又得到了指数压低形式的高能极限.
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弦振幅高能极限的角度依赖

前面我们的讨论固定了动量之间的夹角,即固定了 s/t接下来我们将利用 eq. (8.6. 103)
中的参数化讨论弦振幅高能极限对夹角的依赖. 我们可以将 s, t, u 均表示为 s 与 θ 的
形式:

t = α′(p1 + p4)2 = α′
(
− s

α′

)(
0, 1 + cos(θ)

2 ,
sin(θ)

2 , 0, . . .
)2

= −s cos2
(θ

2

)
u = −s− t = −s cos2

(θ
2

) (8.6. 115)

代回闭弦振幅的高能极限, 我们得到:

Mtree
cl−bos(4pt) ∼ exp

(
− s

2

[
cos2

(θ
2

)
ln
(

cos2
(θ

2

))
+ sin2

(θ
2

)
ln
(

sin2
(θ

2

))])
(8.6. 116)

这便是高能极限下弦振幅关于动量夹角的依赖关系.

弦振幅高能极限的性质

我们发现 eq. (8.6. 104) 中的指数式衰减比任何场论振幅都快得多, 因为场论振幅在
趋近高能极限时充其量是以幂函数的方式衰减, 糟糕的甚至会发散. 例如, 单独考虑
eq. (8.2. 30) 中涉及自旋 2n 粒子交换的 s 道过程的项. 我们可以看到, 自旋 2 粒子的
交换会导致高能极限下的发散. 这对应于我们已经知道的引力相互作用: 四维中的无量
纲耦合为 GNE

2 的形式, 当趋向高能极限时, 它会趋于无穷. 高自旋粒子的交换则会导
致更严重的发散. 如果我们在任何有限的 n 处截断 eq. (8.2. 30) 中的无限求和, 得到的
结果都会发散. 但是无限求和可以做到有限求和做不到的事情, 而且振幅 eq. (8.6. 104)
的最终行为比求和中的任一项都要好得多. 因此, 弦理论中无限多种粒子的出现使得某
一种粒子引起的任何发散都弱化为有限的结果.

从粒子的 s 道交换的角度来看, 弦理论的高能行为似乎有些不可思议. 但从另一个角度
来看, 这一切都非常显然. 散射振幅的幂函数行为是点粒子 (例如电动力学中的点电荷)
的特征. 但是,弦当然不是点状物体,它的尺度与

√
α′ 相当,在

√
α′ 的尺度观察弦,我们

会看到一个模糊的具有空间尺度的对象. 这可以定性地解释振幅在高能下表现良好的
原因. 事实上, 这种认为有一定尺度的光滑物体在高能下给出呈指数衰减的散射振幅的
观点在非相对论量子力学中便出现过. 例如, 考虑高斯势对粒子的散射作用. 我们可以
利用玻恩近似 (Born approximation) 求解非齐次亥姆霍兹方程 (Helmholtz Equation).
而在玻恩近似中, 微分截面是由傅立叶变换给出的, 变换的结果仍是高斯函数, 其在动
量趋于无穷大时以指数形式衰减, 这里的高斯势就是带有一定空间尺度分布的对象.
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指数衰减行为与幂函数行为的讨论可以追溯至原子结构的汤姆逊模型 (Thomson model)
和卢瑟福模型 (Rutherford model) 的争论. 盖革 (Geiger), 马斯顿 (Marsden) 和 卢瑟
福 (Rutherford) 所做的 α 粒子轰击金箔散射实验最终得到的结果是幂函数形式, 于是
得到正电荷出现在点状的原子核上而非弥散于原子内的结论. 我们不妨假设我们用于
轰击的能量极大, 以致于观察到的相互作用尺度小于质子中子, 甚至夸克, 此时如果弦
理论可以正确描述物理规律, 那么我们应当可以观察到指数形式的衰减行为, 即出现了
带有空间尺度, 不能被视为点粒子的散射对象.

我们在前面已经看到, 量子引力理论应该有一个 "最小长度". 这个长度有时被认为是普
朗克尺度, 这在弦理论中大体上是正确的, 这一最小长度在不同问题中以不同的方式出
现. 上面的讨论就是其中一个例子: 弦无法探测短于 ls =

√
α′ 的距离尺度, 原因很简单,

弦在这个尺度上本身就是模糊的. 事实证明, D-膜能更好地探测亚弦尺度的物理, 并为
时空的短距离结构提供不同的视角. 我们还将在 9.8 节看到弦理论最小尺度的另一种
表现形式.

8.7 一圈弦振幅

现在我们回到闭弦, 讨论单圈的弦振幅. 如上所述, 这相当于一个具有环面拓扑结构的
世界面, 我们需要对环面上的所有度规进行积分.

对于树级过程, 我们使用微分同胚和外尔变换将球面上的任意度规映射为平面上的平
直度规. 而这次, 我们利用这些变换将环面上的任意度规映射为环面上的平直度规. 但
这其中又出现了一个新的问题: 并非所有环上的平直度规都是等价的.

8.7.1 环面的模空间 (moduli space)

这里让我们来解释一下: 如图所示, 我们可以通过以合适的方式粘接 z 复平面上的一个

Im(z)

Re(z)2π

2πτ

a

b

b
a
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区域的边来构造一个环面, 这里我们把两条对边分别同向粘和, 便可得到环面. 一般来
说, 这种粘接由一个的复数参数确定, 即 τ ∈ C。

z ≡ z + 2π, z ≡ z + 2πτ

这里注意, 不要将 τ 与世界面时间坐标混淆: 我们在引入共形场论工具之后就不再使用
这一坐标了. 这里涉及到的都是带欧氏度规的世界面, τ 只是一个参数, 告诉我们环面
对应的复平面中区域的倾斜程度. 现在, 平直环面上的度规简单来说就是对:

ds2 = dzdz

进行上述粘和之后的结果

对于某个固定的 τ 值, 环上的一般度规总是可以转化为平直度规. 但我们感兴趣的问题
是, 以不同的 τ 为参数的两个环是否共形等价? 一般来说, 答案是否定的. 以 τ 为参数,
互相不满足共形等价的环面构成的的空间被称为模空间 (moduli space), 记作M.

然而, 有一些 τ 值确实对应于相同的环面. 并且, 有几种显然的方法可以在不改变环面
的前提下改变 τ . 它们分别被称为 S 和 T 变换:

• T : τ → τ + 1: 这显然会得到同一个环面, 因为现在的粘接是:

z ≡ z + 2π; z ≡ z + 2π(τ + 1) ≡ z + 2πτ

• S : τ → −1/τ : 例如, 如果 τ = ia 是纯虚的, 那么变换为 τ → i/a. 这一变换后的环
面与原环面的等价性并不显然, 我们接下来说明这件事.

环面可以沿如 8.7.1 图所示的 a, b 切开得到左侧的平行四边形. 于是, 将平行四边形任
一组对边的其中一条边平移与其长度相等的距离, 得到新平行四边形后以与之前相同
的方式重新粘接, 这等价于将环面的切口旋转一周后重新粘接 9, 如下图所示. 而对于
平行四边形的两条对边我们都可以进行这样的扭转, 其中对 b 边的扭转, 由上述讨论,
显然由 T 变换生成, 而对 a 边的扭转则等价于 TST 变换 τ → τ/τ + 1. 这是因为 τ 实
际上是两个复变量的比值, 这两个复变量分别描述 a 与 b 边在复平面上的方向. 而两环
面等价与否只取决于 a 与 b 的夹角, 于是我们始终要求 b 边落在实轴上以简化讨论. 因
此当我们再对 a 扭转进行共形变换使之满足 b 边落在实轴上的要求时, 不难发现, a 扭
转等价于 τ → τ/τ + 1 变换, 即 TST 变换. 环面只有两种扭转方式, 由于 T 生成 b 扭

9注意这里与克莱因瓶 (Klein bottle) 的区别, 克莱因瓶要求对边反向粘接, 即改变箭头方向, 这与我们的操作完全
无关.
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转, 我们用 S 来表征对应于 a 扭转的 TST 变换.

Im(z)

Re(z)2π

2πτ

a

b2π(τ + 1)

b
a

Im(z)

Re(z)2π

2πτ

a

b

2π(τ + 1)

b
a

T :

TST :

Figure 8.10: 两种变换

于是我们知道, 只有两种变换 S 和 T 变换能使环面保持不变. 它们有时也被称为模变
换 (modular transformations). 而 S 和 T 经过组合可以生成一般形式的模变换, 其形
式如下:

τ → aτ + b

cτ + d
; ad− bc = 1 (8.7. 117)

其中 a, b, c, d ∈ Z. 这正是 SL(2;Z) 群 10 . 环面的模空间M 为:

M∼= C/SL(2;Z)

10与我们先前提及的 SL(2;C) 群一样, 我们这里也有一个实际上无害的 Z2, 这个群实际上是 PSL(2;Z) =
SL(2;Z)/Z2.
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那么这个空间有什么特征? 利用 T : τ → τ + 1, 我们总可以将 τ 移动至下面的区域中:

Re τ ∈ [− 1
2 ,+

1
2 ]

且这一区间的边缘已被粘合. 同时, S：τ → −1/τ 将 τ 的模长 |τ | 取倒数, 因此我们可
以用它把圆内的点 |τ | < 1 映射到圆外的点 |τ | > 1. 我们可以证明, 通过 S 和 T 的相
继作用, 我们总可以将任意点映射到 8.11 图中所示的阴影区域内, 其定义为:

|τ | ≥ 1; Re τ ∈ [− 1
2 ,+

1
2 ]

这就是 SL(2;Z) 的基本域 (fundamental domain).

1/2 1 3/2 2−1/2−1−3/2−2

i

Figure 8.11: SL(2;Z) 的基本域

我们完全可以相当任意地选择 8.11 图中所示的其他基本域, 但取阴影区域是标准取法.

模空间上的积分

在弦理论中, 我们要对所有度规求和. 而在利用规范固定微分同胚和外尔不变性之后,
我们仍然需要对所有不等价环面进行积分. 换句话说, 我们要对整个基本域进行积分.
基本域上的 SL(2;Z) 不变积分测度是:∫

d2τ

(Im τ)2



202 一圈弦振幅

为证明这是 SL(2;Z) 不变的, 我们用形如 eq. (8.7. 117) 的一般变换进行作用, 得到:

d2τ → d2τ

|cτ + d|4
; Im τ → Im τ

|cτ + d|2

这些相当数学化的陈述中其实隐藏着一些物理学原理. 弦理论中对基本域的积分类似
于量子场论中对动量的圈积分, 以 Re τ = 0 的方形区域粘接的环面为例, 满足 Im τ →
∞ 的环面形状扁平, 它们对应于费曼图中圈动量的红外区域. 而 Im τ → 0 对应的环面
则是又细又长的. 它们对应于费曼图中紫外极限下的圈动量. 然而, 正如我们在基本域
示意图中所看到的, 我们不应该对圈的这些紫外线区域进行积分, 因为基本域并没有向
下延伸到原点附近. 或者, 更确切地说, 在 S 映射和 T 映射的交替作用下, 形状细长的
环面最终总会被映射为形状相对扁平的环面. 换句话讲, 弦的紫外性质与红外性质总是
紧密关联的. 这是弦理论良好紫外性质的又一说明. 我们将在 8.7.2 节的例子中更清楚
地看到这一点.

最后, 在弦理论中计算圈振幅时，我们还需要考虑我们尚未固定的冗余规范对称性, 即
描述冗余规范对称性的共形基灵群. 在球面上的树级振幅中, 共形基灵群是 SL(2;C).
而对于环面, 共形基灵群是 U(1)× U(1), 显然由生成元 ∂z 和 ∂z 生成.

更高圈的世界面

可以证明亏格 g > 1 的黎曼面的模空间Mg 的维数为:

dimMg = 3g − 2

当 g > 1 时, 不存在共形基灵向量. 这些事实可以通过应用黎曼-罗赫定理 (Riemann-
Roch theorem) 来证明.

8.7.2 一圈配分函数

我们不会具体计算弦理论中的一圈散射振幅, 而是给出一些更简单的东西: 真空的一圈
修正, 也可以认为是真空到真空的一圈振幅, 即一圈配分函数. 具有周期性时间的欧氏
世界面对应于柱面上的物理理论的有限温度配分函数. 在 D = 26 维时空中, 它则与玻
色弦理论中的宇宙常数有关.

首先考虑一个理论在由方形粘合的环面上的配分函数, 即 Re τ = 0. 对欧氏时间取周期
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为 (Im τ) 的紧致化, 这相当于考虑温度为 T = 1/(Im τ) 的物理理论.

Z[τ ] = Tr e−2π(Im τ)H

其中的 Tr 是对理论中所有态求迹. 对于定义在圆柱面上的共形场论, 哈密顿量由以下
公式给出:

H = L0 + L̃0 −
c+ c̃

24
其中最后一项正是 5.5.2 节中计算的卡西米尔能.

那么在 Re τ 6= 0 的环面上计算出的真空振幅又该如何解释呢? 从图 8.2 中我们可以看
到, τ 的非零实部的作用是将圆柱面的接口平移 Re τ 后再粘接. 而实现这种平移的算
符是: exp(2πi(Re τ)P ), 其中 P 是圆柱面上的动量算符. 在映射到平面后, 就变成了旋
转算符:

P = L0 − L̃0

因此, 环面上的真空振幅有对所有态以如下形式加权求和的物理解释:

Z[τ ] = Tr e−2π(Im τ)(L0+L̃0) e−2πi(Re τ)(L0−L̃0) e2π(Im τ)(c+c̃)/24

我们改记:
q = e2πiτ , q = e−2πiτ

于是配分函数可以简写为:

Z[τ ] = Tr qL0−c/24 qL̃0−c̃/24

接下来对自由弦计算一圈配分函数. 我们知道, 每个标量场 X 都会分解成一个零模和
无数个谐振模 α−n, 这些振动模式会产生能量为 n 的态. 我们很快就会讨论零模, 但现
在, 我们把重点放在谐振模上, 用算符 α−n 作用 d 次会产生能量为 dn 的态. 这就为
TrqL0 产生了形式如下的贡献:

∞∑
d=0

qnd = 1
1− qn

但单个标量场的福克空间是由所有 n ∈ Z+ 的谐振模的作用构造的. 因此, 再包括中心
荷 c = 1 的贡献, 单个标量场振荡模的贡献为:

Tr qL0−c/24 = 1
q1/24

∞∏
n=1

1
1− qn
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qL̃0−c̃/24 部分也有类似的表达式. 我们接下来考虑来自标量场零模 p 的贡献: 它对世界
面上态的能量 H 的贡献是:

1
4πα′

∫
dσ (α′p)2 = 1

2α
′p2

配分函数中的迹要求我们对所有态求和, 即:∫
dp

2π e−πα′ (Im τ)p2
∼ 1√

α′Im τ

因此, 综合考虑零模和谐振模, 我们可以得到单个自由标量场的配分函数:

Zscalar[τ ] ∼ 1√
α′Im τ

1
(qq)1/24

∞∏
n=1

1
1− qn

∞∏
n=1

1
1− qn (8.7. 118)

所有常系数都包含在 ∼ 中.

要建立弦的配分函数, 我们原则上应该在协变量子化下处理, 并将鬼场考虑在内. 但在
这里, 我们为方便起见使用光锥规范, 这会带来一些问题, 因为如果我们老老实实地推
理, 很多物理现象都会被推到光锥动量的 p+ = 0 极限, 而规范选择会在这一极限下崩
溃. 因此, 我们只能放宽我们的要求.

在光锥规范中, 我们有 24 个谐振模和 26 个零模 11. 最后, 还有几步需要完成. 我们需
要除以共形基灵群的体积, 即 U(1) × U(1) 的体积, 反映粘接处的平移. 于是群的体积
就是 Vol = 4π2 Im τ . 最后, 再对环面的模空间进行积分. 我们忽略所有常数因子, 最终
得到:

Z1−loop =
∫

d2τ
1

(Im τ)
1

(α′Im τ)13
1
qq

( ∞∏
n=1

1
1− qn

)24( ∞∏
n=1

1
1− qn

)24

(8.7. 119)

有些文献与教材也将 eq. (8.7. 119) 称为一圈真空振幅, 并认为配分函数是 τ 积分的被
积函数, 在这种定义下, 配分函数为:

Z ′
1−loop = 1

(Im τ)12
1
qq

( ∞∏
n=1

1
1− qn

)24( ∞∏
n=1

1
1− qn

)24

(8.7. 120)

11这里我们没有要求能级匹配条件, 而实际上这正是计算中不严格的部分. 我们很快就会看到它的来源.
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模不变量

标量场配分函数 eq. (8.7. 118) 中出现的函数实际上是如下戴德金 η 函数 (Dedekind η

function) 的逆:

η(q) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn)

19 世纪, 对模变换 T : τ → τ + 1 和 S : τ → −1/τ 下函数性质感兴趣的数学家对戴德
金 η 函数进行了研究, η 函数满足以下等式:

η(τ + 1) = e2πi/24η(τ) and η(−1/τ) =
√
−iτη(τ)

这两个条件确保了标量配分函数 eq. (8.7. 118) 是一个模不变函数. 当然, 标量配分函
数也必须满足模不变性: 这是物理理论必须满足的性质.

将弦的配分函数 eq. (8.7. 119) 写为 η 函数的形式, 我们有:

Zstring =
∫ d2τ

(Im τ)2

( 1√
Im τ

1
η(q)

1
η(q)

)24

=
∫ d2τ

(Im τ)2 Im τ−12|η(q)|−48 (8.7. 121)

积分测度和被积函数都单独满足模不变性.

8.7.3 弦配分函数的含义

本节我们尝试用一些更简单的概念来理解弦的配分函数 eq. (8.7. 119) 的物理含义.

我们知道, 自由弦描述了无数个质量为 m2
n = 4(n− 1)/α′, n = 0, 1, . . . 的粒子. 弦的配

分函数应当等于对这些粒子构成的真空圈求和. 现在我们将证明它的确有这样的物理
解释.

首先, 让我们分辨出单个粒子的贡献. 我们将考虑 D 维有质量的标量场 φ. 根据量子场
论的讨论, 我们知道其配分函数为:

Z =
∫
Dφ exp

(
−1

2

∫
dDx φ(−∂2 +m2)φ

)
∼det−1/2(−∂2 +m2)

= exp
(1

2

∫
dDp

(2π)D ln(p2 +m2)
)

上式包含所有粒子数对应的真空圈. 而为了与弦的配分函数进行比较, 我们需要从中提
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取单个粒子的真空振幅. 为做到这一点, 我们可以把场论配分函数写成:

Z = exp (Z1) =
∞∑
n=0

Zn1
n!

总和中的每项都对应于在真空圈中传播的 n 个粒子, 其中的 n! 因子来自于玻色统计.
因此, 有质量的单个自由粒子的真空振幅简单来说就是:

Z1 = 1
2

∫
dDp

(2π)D ln(p2 +m2)

显然, 它在积分的紫外区, 即 p → ∞ 发散. 我们可以用施文格参数化来重写这个积分.
利用下述等式: ∫ ∞

0
dl e−xl = 1

x
⇒

∫ ∞

0
dl
e−xl

l
= − ln x

然后, 单粒子配分函数便可以写为:

Z1 =
∫

dDp

(2π)D
∫ ∞

0

dl

2l e
−(p2+m2)l (8.7. 122)

值得一提的是, 还有另一种视角可以看出这是单粒子配分函数, 从原理上来说, 这实
际上更接近我们在弦理论中的讨论. 我们可以从相对论点粒子作用量的一标架形式
eq. (2.2. 17) 开始. 将规范固定为 e = 1 之后, eq. (8.7. 122) 中的指数就是穿越长度为 l

的圈的粒子带有的能量. 积分测度 dl/l 表示对圈的所有可能尺寸的求和.

我们可以在 eq. (8.7. 122) 中首先进行
∫
dDp 积分. 忽略数值因子, 我们有:

Z1 =
∫ ∞

0
dl

1
l1+D/2 e

−m2l (8.7. 123)

值得注意的是, 这里 p→∞ 带来的紫外发散已经变为与 l→ 0 对应的小圈相关的发散.

方程 eq. (8.7. 123) 给出了质量为 m 的单个粒子的配分函数. 而在弦理论中, 我们预期
质量为 mn 的粒子会有无数种. 特别地, 考虑 D = 26, 配分函数为:

Z =
∫ ∞

0
dl

1
l14

∞∑
n=0

e−m2
nl

但我们知道自由弦的质量谱: 它由算符 L0 和 L̃0 给出:

m2 = 4
α′ (L0 − 1) = 4

α′ (L̃0 − 1) = 2
α′ (L0 + L̃0 − 2)



一圈弦振幅 207

能级匹配条件要求: L0 = L̃0. 要满足能级匹配条件很容易: 我们只需在积分中加入一
个克罗内克 δ (Kronecker delta):

1
2π

∫ +1/2

−1/2
ds e2πis(L0−L̃0) = δL0,L̃0

(8.7. 124)

即可.

用受限于能级匹配条件的能谱的迹取代对粒子种类的求和, 配分函数就变成了:

Z =
∫ ∞

0
dl

1
l14

∫ +1/2

−1/2
ds Tr e2πis(L0−L̃0) e−2(L0+L̃0−2)l/α′

(8.7. 125)

我们再次使用定义 q = exp(2πiτ), 但这次的复参数 τ 是圈长度 l 和我们为实现水平匹
配而引入的辅助变量的组合:

τ = s+ 2li
α′

对弦的能谱进行一次求迹, 就能得到 η 函数. 剩下的就是配分函数的结果了:

Zstring =
∫

d2τ

(Im τ)2

( 1√
Im τ

1
η(q)

1
η(q)

)24

这看起来正是 eq. (8.7. 121). 但实际上有不同之处. 这个不同之处就是 d2τ 的积分范
围, 这可以在原始表达式 eq. (8.7. 123) 和 eq. (8.7. 124) 中找到. 与我们在弦理论中看
到的一样, Re τ 的取值范围是边界粘合的区间 [− 1

2 ,+
1
2 ]. 从上述讨论中可以清楚地看

到, 正是这个积分保证了能级匹配条件. 而不同之处在于 Im τ 的范围, 在上述讨论中,
它的取值范围是 [0,∞). 这与弦理论不同, 在弦理论中, 我们只对基本域进行积分.

这一定程度上佐证了我们之前的论述: 这里的讨论基于场论的配分函数, 而我们之前提
及, 场论中潜在的紫外发散是在 Im τ ∼ l → 0 极限下遇到的. 在上述分析中, 这相当于
粒子穿越小圈. 但在正确的弦理论计算中, 这个区域根本不存在. 通过模不变性, 它被
映射到了大圈的红外区域.

有一种说法是, 在 gs → 0 极限, 弦理论会变成无限多自由粒子构成的理论. 这在能谱上
是正确的. 但上述计算表明, 当我们计算圈时, 这个说法并不正确, 因为模不变性意味着
我们在弦理论中积分的动量范围与在简化的场论方法中积分的动量范围不同.

那么, 在配分函数的红外区域会发生什么呢? 观察积分 eq. (8.7. 125) 的 l → ∞ 极限,
我们可以看到, 积分被最轻的态所支配. 而对于玻色弦来说, 最轻的态就是快子. 它满
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足 m2 = −4/α′, 或者说 (L0 + L̃0 − 2) = −2. 于是快子为配分函数贡献了:∫ ∞ dl

l14 e+4l/α′

这明显发散. 这种一圈配分函数的红外发散是快子带来问题的另一种表现. 而在超弦
中, 不存在快子, 且超弦的红外区域表现良好.

讨论到这里, 一个自然的问题便是: 弦的任意圈是否一直保持有限? 而这是一个我们尚
不能回答的问题. 我们在上面看到的紫外有限性对所有一圈振幅都是成立的. 这意味
着, 我们有一个在更高维度上与物质相互作用的引力理论在单圈仍保持有限. 这已经很
了不起了. 并且, 我们还可以证明, 在两圈时紫外有限依然满足. 近年来, 对超弦使用纯
旋量形式的讨论表明, 某些对象在五圈以内仍然是有限的. 此外, 当所有动量交换都很
大时, 我们看到的指数抑制 eq. (8.6. 104) 在所有振幅上都仍然成立.

然而, 关于有限性的一般性讨论尚未完成. 主要问题出现在亏格为 3 及以上的黎曼面积
分的奇异点上.

8.7.4 非微扰弦论简介

通过本节的讨论, 我们应该清楚弦微扰理论完全类似于场论中的费曼图展开. 正如在场
论中一样, 我们可以证明 gs 中的展开是渐近的. 这意味着数列并不收敛, 但我们仍然可
以理解它的意义.

我们知道量子场论中有许多现象是费曼图无法描述的, 包括强耦合机制中的约束以及
弱耦合机制中的瞬子 (instantons) 和孤子 (solitons). 那么, 这是否意味着我们在弦理论
中也遗漏了类似的有趣现象? 答案是肯定的. 在本节中, 我将非常简要地提及几个更复
杂的问题, 它们已经超越了弦理论中微扰展开的范畴.

首先是所谓的弦场论 (string field theory). 它以量子场论为指导, 尝试用路径积分来建
立弦理论的非微扰定义. 我们已经看到, 世界面上的泊里雅科夫路径积分等价于费曼图.
因此, 我们需要更进一步. 回想一下, 在量子场论中, 一个场会产生一个粒子. 而在弦理
论中, 我们现在要寻找的是一个能创造弦的场. 这表示我们应该为弦的每一种构型提供
不同的场. 换句话说, 我们的场本身应该是一个函数的函数: Φ(Xµ(σ)). 这是一个相当
复杂的对象. 我们可以考虑这个场的路径积分:

Z =
∫
DΦ eiS[Φ(X(σ))]

对于某个合适的作用量 S[Φ], 我们希望这个路径积分能够重现弦的微扰展开, 并定义了
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理论的非微扰完备性. 这是沿着物理学发展进程的下一步: 粒子 → 场 → 弦场. 我们也
可以沿用历史上常用的说法, 称场论是 "二次量子化"12, 那么弦场论就是 "三次量子化".

弦场论在开弦方面取得了相当大的成功, 并以这种方式获得了一些有趣的非微扰结果.
然而, 对于闭弦, 这种方法的作用就小得多了. 人们通常认为, 闭弦场论的失败背后有深
层原因, 这与我们在本节开头提到的问题有关: 引力理论中没有离壳量. 但是, 我们先
前提到过, 相互作用的开弦理论必然包含闭弦, 因此, 开弦场论应该已经隐含了引力和
闭弦. 这一矛盾的深层次原因我们仍知之甚少.

还有其他方法可以讨论非微扰弦论, 通常情况下, 这些技术依赖于超对称来提供一个讨
论强耦合机制的方法, 因此只对超弦有效. 这些方法非常成功, 以致于现如今几乎任何
关于超弦理论的课程都会专门讲解诸如对偶性和M理论.

最后, 在渐近 AdS 时空, AdS/CFT 对应给出了弦理论和量子引力的非微扰定义. 即:
边界上的杨-米尔斯理论或与之类似的规范理论. 从某种意义上说, 边界上的场论就是
弦场论.

12这里的称谓其实是不正确的, 所谓的二次量子化过程并不是真正意义上的量子化, 但是由于历史原因人们通常沿用这
一称谓.
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Chapter 9

非平凡靶空间中的弦

到目前为止, 我们只讨论了在平直时空中传播的弦. 这一章我们将考虑在不同背景下传
播的弦. 这相当于在弦的世界面上考虑不同的 CFT.

为描述在弯曲时空中运动的弦, 泊里雅科夫作用量有一个自然的推广:

S = 1
4πα′

∫
d2σ
√
g gαβ ∂αX

µ ∂βX
ν Gµν(X) (9.0. 1)

与之前一样, 这里的 gαβ 是世界面度规. 这个作用量描述了从弦的世界面到具有度规
Gµν(X) 的靶空间的映射 (尽管同样记作 G, 但我们要注意这不是爱因斯坦张量).

形如 eq. (9.0. 1) 的作用量被称为非线性 σ 模型 (non-linear σ models). 这个名字源于
π 介子 (pion). 这类理论在物理学的许多方面, 从 QCD 到凝聚态理论都很重要.

虽然很明显 eq. (9.0. 1) 描述的是在弯曲时空中运动的弦, 但仅仅把它写下来还是不
足的. 问题在于, 闭弦的量子化已经出现了引力子. 那么如果我们想建立某种背景度规
Gµν(X), 它应该是由这些引力子构成的. 就像电磁场是由光子构成的一样. 我们如何看
到 eq. (9.0. 1) 中的度规与弦的量子化所产生的引力子之间的联系呢?

答案就在于顶角算符. 首先让我们把靶空间度规关于平直度规展开, 得到:

Gµν(X) = δµν + hµν(X)

211
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那么, 我们从作用量 eq. (9.0. 1) 建立的配分函数与平直空间中弦的配分函数的关系是:

Z =
∫
DXDg e−SPoly−V =

∫
DXDg e−SPoly(1− V + 1

2V
2 + . . .)

其中, SP 是 eq. (2.4. 44) 中给出的平直空间中弦的作用量, V 满足:

V = 1
4πα′

∫
d2σ
√
g gαβ∂αX

µ ∂βX
ν hµν(X) (9.0. 2)

这正是我们先前给出的引力子态对应的顶角算符. 为看出这一点, 我们只需引入对称无
迹张量 ζµν 和动量 pµ, 并要求:

hµν(X) = ζµν e
ip·X

通过这样的选取, 表达式 eq. (9.0. 2) 与顶角算符 eq. (7.3. 48) 一致. 但在一般情况下,
我们可以用上述平面波的任意线性组合叠加出一般的 hµν(X).

我们知道, 在路径积分中插入一个 V 相当于引入一个引力子态. 在路径积分中插入 eV

则对应于引力子的相干态, 这使度规从 δµν 变为 δµν + hµν . 这样我们就能看到 eq. (9.0.
1) 的背景弯曲度规确实是由我们在第 3 中第一次见到的引力子所构建的.

9.1 爱因斯坦方程

在共形规范下, 平直靶空间的泊里雅科夫作用量以自由理论的形式出现, 这使我们能够
计算理论的能谱. 但在弯曲背景下, 情况则存在差别. 共形规范下, 世界面理论是由相
互作用的二维场论描述的:

S = 1
4πα′

∫
d2σ Gµν(X) ∂αXµ ∂αXν (9.1. 3)

为理解这些相互作用, 我们将 Xµ 围绕一个经典解 xµ 进行展开:

Xµ(σ) = xµ +
√
α′ Y µ(σ)

这里的 Y µ 是小波动.
√
α′ 因子的存在是为了平衡量纲: 因为 [X] = −1, 所以 [Y ] = 0,

这样, Y � 1 才是有意义的. 将这一展开代入拉格朗日量, 我们可以得到:

Gµν(X) ∂Xµ∂ Xν = α′
[
Gµν(x) +

√
α′Gµν,ω(x)Y ω + α′

2 Gµν,ωρ(x)Y ωY ρ + . . .

]
∂Y µ ∂Y ν
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其中泰勒展开中的每个系数 Gµν,... 都是波动 Y µ 参与的相互作用的耦合常数. 该理
论有无数个耦合常数, 它们的来源都是 Gµν(X). 而 Gµν,... 逗号后的指标表示对应的
Gµν(X) 导数, 例如 Gµν,ω(x) = ∂ωGµν(x)

一个重要的问题是, 既然这一相互作用耦合常数如此之多, 那这个场论在什么情况下才
是弱耦合的? 显然, 我们的第一反应是弱耦合便要求这无限多个耦合常数都很小. 但
是有没有更简单的方法来描述这一点? 我们可以假设靶空间具有特征曲率半径 rc, 这
表示:

∂G

∂X
∼ 1
rc

曲率半径带有长度量纲, 因此 [rc] = −1. 根据度规的展开, 我们可以看到低能有效的无
量纲耦合系数为: √

α′

rc
(9.1. 4)

这说明, 如果时空度规只在远大于 √ap 的尺度上变化, 我们就可以用微扰理论来研究
形如 eq. (9.1. 3) 的 CFT. 关于

√
α′/rc 的展开通常被称为 α′ 展开, 用以区别于我们在

上一章中看到的 gs 展开. 弦理论中计算的量通常由两方面的微扰展开给出: 一个是 α′

展开, 一个是 gs展开.

如果考虑的曲率半径与弦长度尺度 rc ∼
√
α′ 相当, 那么世界面 CFT 就是强耦合的, 我

们就需要开发新的方法来处理. 需要注意的是 α′ 中的强耦合虽然是很困难的问题, 但
这个问题至少在世界面路径积分上是定义明确的. 这与 gs 中的强耦合问题有本质区别,
正如 8.7.4 节所讨论的, 我们对 gs 中的强耦合问题还知之甚少.

9.1.1 β 函数

在经典意义下, 由 eq. (9.1. 3) 定义的理论是共形不变的. 但这在量子理论中却并不一
定成立. 为了处理发散, 我们需要引入紫外截断, 通常, 在重正化之后, 物理量取决于截
断给定的尺度 µ. 在这种情况下, 理论就不再是共形不变的了. 有很多理论在经典上具
有尺度不变性, 但在量子化后不满足尺度不变性, 例如杨-米尔斯.

正如我们多次讨论过的, 在弦理论中, 共形不变性是一种规范对称性, 我们必须保留这
一对称性. 我们本节的目标是理解在什么情况下 eq. (9.1. 3) 能在量子层面上保持共形
不变性.

描述耦合如何依赖于尺度 µ 的对象被称为 β 函数. 由于我们的耦合以函数的形式出现,
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我们此处讨论的对象实际上应当称为 β 泛函, 其形式为:

βµν(G) ∼ µ∂Gµν(X;µ)
∂µ

物理理论只有满足:
βµν(G) = 0

才能在量子化后仍满足共性对称性. 我们现在计算一圈的非线性 σ 模型. 首先分离出
理论的紫外发散, 然后找出我们应该添加什么样的抵消项 (counterterm). 如果这些抵
消项消失, 相应地 β 函数也会消失.

坐标若选择巧妙则可以大大简化我们的分析过程. 围绕任意一 x, 我们总是可以选择黎
曼正则坐标 (Riemann normal coordinates), 从而利用 Xµ = xµ +

√
α′ Y µ 的展开可以

得到:
Gµν(X) = δµν −

α′

3 Rµλνκ(x)Y λY κ +O(Y 3)

作用量展开到波动的四阶, 可以写为:

S = 1
4π

∫
d2σ ∂Y µ ∂Y νδµν −

α′

3 Rµλνκ Y
λY κ∂Y µ∂Y ν

我们现在可以把它当作二维的相互作用量子场论. 四点的相互作用给出了如下的四顶
角费曼规则,

∼ Rµλνκ (kµ · kν)

其中 kµα 是标量场 Y µ 的 2d 动量, α = 1, 2 是世界面指标.

现在我们把问题简化为一个简单的相互作用量子场论, 我们可以用任何我们喜欢的方
法来计算 β 函数. 理论中的发散来自如下一圈图:
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在位形空间考虑此一圈图相对更简单. 标量粒子的传播子为:

〈Y λ(σ)Y κ(σ′)〉 = −1
2 δ

λκ ln |σ − σ′|2

对于圈中传播的标量场, 起点与终点重合. 因此 σ → σ′ 时会发散, 这正对应了关于圈
动量积分中出现的紫外发散.

为了分离这种发散, 我们使用维数正规化, 即取维数为 d = 2 + ε. 传播子就变成了:

〈Y λ(σ)Y κ(σ′)〉 =2πδλκ
∫

d2+εk

(2π)2+ε
eik·(σ−σ′)

k2

−→ δλκ

ε
as σ → σ′

为确定这一发散的抵消项, 我们只需将作用量中的 Y λY κ 替换为 〈Y λY κ〉 即可. 为了去
掉 1/ε 阶项, 我们加上如下抵消项:

Rµλνκ Y λY κ∂Y µ∂Y ν → Rµλνκ Y λY κ∂Y µ∂Y ν − 1
ε
Rµν ∂Y µ∂Y ν

我们可以通过波函数重整化 Y µ → Y µ + (α′/6ε)RµνY ν 以及耦合常数的重正化 (此处,
耦合常数是度规 Gµν) 来吸收抵消项. 我们要求:

Gµν → Gµν + α′

ε
Rµν (9.1. 5)

由此我们可以得知理论的 β 函数以及共形不变条件, 如下:

βµν(G) = α′Rµν = 0 (9.1. 6)

即 σ 模型的共形不变性要求目标空间必须是里奇平直的: Rµν = 0. 或者换句话说, 弦
运动的背景时空必须服从真空爱因斯坦方程. 我们看到, 广义相对论也描述了二维 σ 模
型的重整化群流 (renormalization group flow), 重整化群流通常简记为 RG 流.

β 函数与外尔不变性

上述计算有效地研究了平直世界面上 CFT eq. (9.1. 3) 中共形不变性的破坏. 而这与弯
曲世界面上外尔不变性的破坏是相似的. 我们也可以从另一个角度来得到这个重要结
果. 考虑世界面的度规:

gαβ = e2φδαβ
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而在维数正规化中, 在 d = 2 + ε 维中的理论不是外尔不变的. 这是因为来自 √g 的贡
献并不能完全抵消来自度规的逆 gαβ 的贡献. 体现在作用量中的结果为:

S = 1
4πα′

∫
d2+εσ eφε∂αX

µ ∂αXν Gµν(X)

≈ 1
4πα′

∫
d2+εσ (1 + φε) ∂αXµ ∂αXν Gµν(X)

其中, 在这个表达式中, 指标 α = 1, 2 由 δαβ 升降. 如果我们把这个表达式中的 Gµν 换
成度规 eq. (9.1. 5)，我们会发现有一个含 φ 的项 即使在 ε→ 0 极限下也仍然存在:

S = 1
4πα′

∫
d2σ ∂αX

µ∂αXν [Gµν(X) + α′φRµν(X)]

这表明外尔不变性被破坏了. 事实上, 我们可以检查外尔不变性的通常判断标准, 即 Tαα

是否消失. 在共形规范中, 我们有:

Tαβ = + 4π
√
g

∂S

∂gαβ
= −2π∂S

∂φ
δαβ ⇒ Tαα = −1

2Rµν ∂X
µ ∂Xν

从这个角度看, 我们可以将 β 函数定义为 ∂X∂X 前面的系数, 即:

Tαα = − 1
2α′ βµν ∂X

µ∂Xν

我们于是就又得到了:
βµν = α′Rµν

9.1.2 里奇流 (Ricci Flow)

在弦理论中, 我们通常只关心具有里奇平直度规的共形理论. 然而, 在物理学和数学的
其他领域, RG 流本身也很重要. 它通常也被称为里奇流 (Ricci flow).

µ
∂Gµν
∂µ

= α′Rµν (9.1. 7)

这便确定了度规如何随尺度 µ 变化.

举一个简单的例子, 考虑半径为 r 的球面靶空间 S2. 这是凝聚态物理学中的一个重要
模型. 它描述了一维海森堡自旋链 (Heisenberg spin chain) 的低能极限. 有时也被称为
O(3) 的 σ 模型. 由于球面是一个对称空间, 这里 RG 流的唯一作用是使半径与尺度相
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关: r = r(µ). 于是 β 函数为:

µ
∂r2

∂µ
= α′

2π

因此, 当我们越接近紫外时 r 越大, 而越接近红外时 r 越小. 由于耦合系数为 1/r, 这意
味着靶空间为 S2 的非线性 σ 模型是渐近自由的. 在低能下理论强耦合, 于是微扰计算
(例如一圈 β 函数) 无法保证正确性.

9.2 B 场与伸缩子

我们已经了解了弦如何与背景时空度规耦合. 那么弦的其他自由度呢? 在第 3 章中, 我
们看到闭弦具有其他无质量态, 即反对称张量 Bµν 和伸缩子 Φ. 现在我们来看看如果
引入这些场, 会有什么效应.

9.2.1 带荷的弦与 B 场

让我们先看看弦是如何与反对称场 Bµν 相耦合的. 我们在第 7 章中讨论了与此态相关
的顶角算符. 它的形式与引力子顶角算符相同, 只是极化张量 ζµν 反对称. 与引力子的
处理方法类似, 将其指数化就能描述弦在 Bµν 背景场中的传播. 我们还将保留弯曲度
规 Gµν 以得到推广后的作用量:

S = 1
4πα′

∫
d2σ
√
g
(
Gµν(X) ∂αXµ ∂βX

νgαβ + iBµν(X) ∂αXµ ∂βX
ν εαβ

)
(9.2. 8)

其中 εαβ 是反对称二阶张量, 其归一化为 √gε12 = +1 (作用量中有 i 是因为我们在欧
几里得空间, 而这个新引入的项包含时间的一阶导数). 该作用量在世界面的重参数化
变换和外尔变换下不变.

那么如何解释新引入的这一项呢? 现在我们将证明, 我们应该把场 Bµν 视为类似于电
磁学中的规范势 Aµ. 而作用量 eq. (9.2. 8) 告诉我们, 弦在与 Bµν 耦合的情况下带荷.

规范势

我们回想一下量子电动力学中的内容. 首先, 考虑点粒子. 我们知道, 带电点粒子通过
在作用量中加入如下耦合项来描述与背景规范势 Aµ 的耦合:∫

dτ Aµ(X) Ẋµ . (9.2. 9)
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如果不熟悉这个相对论形式, 我们可以考虑静态规范 X0 ≡ t = τ , 它的内容是于是
得到: ∫

dt A0(X) +Ai(X) Ẋi ,

这一拉氏量给出了带电粒子与规范势耦合的动力学.

那么, 对于弦来说, 这种耦合的推广是什么? 首先要注意的是 eq. (9.2. 9) 有一个有趣的
几何结构. 它是靶空间中的一形式 A = AµdX

µ 向粒子世界线上拉回的结果. 这是因为
A 是一形式, 而世界线刚好是一维的. 而由于弦的世界面是二维的, 因此类似的耦合应
该是靶空间中的二形式场向世界面的拉回. 二形式场是反对称二阶张量场, 即 Bµν . 因
此, 把 Bµν 拉回到世界面上就可以给出我们期望的相互作用:∫

d2σ Bµν(X) ∂αXµ ∂βX
ν εαβ . (9.2. 10)

这正是我们在 eq. (9.2. 8) 中看到的形式.

点粒子耦合 eq. (9.2. 9) 在背景场的规范变换 Aµ → Aµ + ∂µα 下不变. 这是因为拉氏
量的变化是整体导数的形式. 对于二形式 Bµν 也有类似的说法. 它的规范对称性为:

Bµν → Bµν + ∂µCν − ∂νCµ (9.2. 11)

在这种变换下的拉氏量变化也是整体导数的形式.

在电动力学中, 我们可以构造出规范不变的电磁场张量, 写为二形式场强 F = dA 的形
式. 与之相似地, 对于 Bµν , 我们同样可以找到规范不变场强 H = dB 相应地, 这是一
个三形式场:

Hµνρ = ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂ρBµν .

这个三形式场 H 有时被称为挠度 (torsion). 它的作用与广义相对论中的挠度相同, 表
示仿射联络 (affine connection) 的反对称分量.

9.2.2 伸缩子

现在我们讨论弦如何与伸缩子背景场 Φ(X) 耦合. 这是个比较微妙的问题, 我们不能想
当然地给出顶角算符. 这里我将直接给出耦合的具体形式.
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在涉及无质量场 Gµν , Bµν 和 Φ(X) 的背景中运动弦的作用量为:

S = 1
4πα′

∫
d2σ
√
g
(
Gµν(X) ∂αXµ ∂βX

νgαβ + iBµν(X) ∂αXµ ∂βX
ν εαβ

+ α′ Φ(X)R(2)
) (9.2. 12)

其中 R(2) 是世界面的二维里奇标量. (到目前为止, 我们一直将其直接写为 R, 但今后
我们需要区分世界面里奇标量和时空里奇标量) 因此我们从现在起将引入此上标.

特别地, 我们看到作用量中描述与伸缩子耦合的项在 R(2) = 0 的平直的世界面上消失.
这也是使用顶角算符来确定这一耦合比较麻烦的原因之一. 此外, 与伸缩子的耦合中另
一个有趣的性质是这一项不满足外尔不变性. 而我们已经看到, 这门课的很大一部分内
容都是为了理解外尔不变性的含义, 那我们现在究竟为什么要抛弃它呢? 实际上, 虽然
伸缩子耦合项确实违反了外尔不变性, 但我们很快就会解释将其恢复的办法. 但首先,
让我们来讨论一下伸缩子耦合项 eq. (9.2. 12) 的一个至关重要的含义.

伸缩子与弦的耦合

首先我们需要知道一件事: 当伸缩子是常数时, 与伸缩子的耦合项不再违反外尔不变性.
例如:

Φ(X) = λ

其中 λ 为常数. 在这种情况下, 伸缩子耦合就简化为:

Sdilaton = λχ

其中 χ 是我们在 eq. (8.1. 14) 中引入的世界面欧拉示性数. 这表明常数伸缩子的真空
期望 〈Φ〉 可以确定弦的耦合常数. 这个常数模通常被认为是伸缩子的渐近极限:

Φ0 = limit
X→∞

Φ(X) (9.2. 13)

弦的耦合系数于是为:
gs = eΦ0 (9.2. 14)

所以弦耦合不是弦理论的独立参数: 它是一个场的期望值. 这意味着, 就像时空度规
Gµν (或者, 像希格斯 (Higgs) 真空期望值) 一样, 它可以被动态地确定.

我们已经看到, 只要 gs � 1, 我们围绕平直空间的微扰展开就是有效的. 但现在我们有
了一个更强的要求: 我们只有在对任意的 X 都满足 eΦ(X) � 1 的区域内才能使用微扰
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理论. 如果我们讨论的弦出现在不满足 eΦ(X) 极小的区域, 那么我们就需要使用 8.7.4
节所述的不依赖弦微扰理论的技术.

9.2.3 β 函数

那么, 我们是如何摆脱伸缩子耦合 eq. (9.2. 12) 违背外尔不变性这一问题的? 这其中的
关键是伸缩子耦合前面的 α′. 它的存在是为了补齐量纲 (作用量中的其他两个项都带
有导数 [∂X] = −1, 所以不需要 α′ 的任何幂).

然而, 回想在非线性西格玛模型中, α′ 也扮演着圈展开参数 eq. (9.1. 4) 的角色. 这意
味着伸缩子耦合中外尔不变性的丢失可以通过 Gµν 和 Bµν 的耦合产生的一圈贡献来
补偿.

要清楚地看到这一点, 我们可以计算二维场论 eq. (9.2. 12) 的 β 函数. 在存在伸缩子耦
合的情况下, 我们可以利用 〈Tαα〉 来观察外尔不变性. 应力张量有三种不同的贡献, 分
别与三种不同的场有关. 相应地, 我们定义了三种不同的贝塔函数:

〈Tαα〉 = − 1
2α′βµν(G) gαβ∂αXµ ∂βX

ν − i

2α′βµν(B) eαβ∂αXµ ∂βX
ν − 1

2β(Φ)R(2)

(9.2. 15)
一圈 β 函数的计算结果为:

βµν(G) =α′Rµν + 2α′∇µ∇νΦ−
α′

4 HµλκH
λκ
ν

βµν(B) =− α′

2 ∇
λHλµν + α′∇λΦHλµν

β(Φ) =− α′

2 ∇
2Φ + α′∇µΦ∇µΦ− α′

24HµνλH
µνλ

弦理论的自洽背景必须保持外尔不变性, 这就要求 βµν(G) = βµν(B) = β(Φ) = 0.

9.3 低能有效作用量

方程 βµν(G) = βµν(B) = β(Φ) = 0 可以看作背景的运动方程. 现在我们换个角度: 我
们寻找一种存在于 D = 26 维时空的作用量, 要求它可以把这些 β 函数方程再现为运
动方程. 这就是玻色弦的低能有效作用量 (low-energy effective action):

S = 1
2κ2

0

∫
d26X

√
−Ge−2Φ

(
R− 1

12HµνλH
µνλ + 4∂µΦ ∂µΦ

)
(9.3. 16)

这里我们使用威克转动回到闵氏时空讨论.
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通过作用量关于这三个场的泛函微商, 可以得出 β 函数:

δS = 1
2κ2

0α
′

∫
d26X

√
−Ge−2Φ(δGµν βµν(G)− δBµν βµν(B)

−(2δΦ + 1
2G

µν δGµν)(βλλ(G)− 4β(Φ))
)

方程 eq. (9.3. 16) 支配着这三个场的低能动力学. 这里的所谓低能指的是我们只考虑
了一圈贝塔函数.

注意到, 我们之前研究的都是单根弦如何在平直空间中运动. 然而, 仅凭自洽性的理由,
我们就可以得到支配时空和其他场在 D = 26 维度中如何波动的作用量 eq. (9.3. 16).
那么, 我们现在有两种不同的方法来计算弦理论中引力子的散射. 第一种是我们在第 8
章中讨论过的散射振幅. 第二种是通过观察低能有效作用量 eq. (9.3. 16) 中包含的动
力学. 这两种看似截然不同的方法却给出了一致的结果.

9.3.1 弦标架 (String Frame) 与爱因斯坦标架 (Einstein Frame)

由于系数 e−2Φ 的出现, 作用量 eq. (9.3. 16) 并不完全是附录 A 中我们熟悉的爱因斯
坦-希尔伯特作用量的形式. 这个因子表明这个作用量是在弦微扰理论的树级上计算出
来的, 正如我们在第 8 章中提及的, 树级对应与 1/g2

s 阶.

此外, eq. (9.3. 16) 中 Φ 的运动学项符号也与常见的运动学项相反. 然而, 此处这并不
是特别严重的问题. 因为 e−2Φ 因子的存在意味着这里的动力学项不是常见的正则归一
化形式.

为了把作用量表示为我们更熟悉的形式, 我们可以重定义场. 首先, 我们需要把伸缩子
的常数部分 Φ0 和我们称之为 Φ̃ 的变化部分区分. 我们在 eq. (9.2. 13) 中定义了常数
部分: 它与弦的耦合常数有关. 变化的部分可以写为:

Φ̃ = Φ− Φ0 (9.3. 17)

在 D 维, 我们定义了一个新度规 G̃µν 作为旧度规和伸缩子的组合:

G̃µν(X) = e−4Φ̃/(D−2) Gµν(X) (9.3. 18)

需要注意的是, 这并不是坐标变换或作用量的对称性. 它只是对理论中的场彼此混合再
重新标记. 我们可以在任何场论中进行这样的重定义. 而通常情况下, 我们不这样做的
原因是场已经有了正则动量. 变换 eq. (9.3. 18) 的目的是让 eq. (9.3. 16) 中的场也拥有
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正则动量项.

新度规 eq. (9.3. 18) 通过共形放缩与旧度规相关. 我们可以发现, 通过共形变换 G̃µν =
e2ωGµν 相互关联的两个度规, 其对应的里奇标量的关系为:

R̃ = e−2ω (R− 2(D − 1)∇2ω − (D − 2)(D − 1)∂µω ∂µω
)

在 eq. (9.3. 18) 中选择 ω = −2Φ̃/(D − 2) 再回到 D = 26, 作用量 eq. (9.3. 16) 于是
变为:

S = 1
2κ2

∫
d26X

√
−G̃

(
R̃ − 1

12e
−Φ̃/3HµνλH

µνλ − 1
6∂µΦ̃∂µΦ̃

)
(9.3. 19)

现在, 动力学项 Φ̃ 符号正确且是正则的. 我们注意到, 这里没有伸缩子的势能项, 现在
自然也不能动态地确定它在玻色弦中的期望值. 然而在超弦的背景下, 伸缩子的势能项
将会出现, 从而可以利用它固定弦的耦合常数.

作用量的引力部分现在变为了标准的爱因斯坦-希尔伯特形式. 引力耦合系数为:

κ2 = κ2
0 e

2Φ0 ∼ l24
s g

2
s (9.3. 20)

爱因斯坦-希尔伯特项前面的系数通常与牛顿常数有如下关系:

8πGN = κ2

但需要注意的是, 这是在 D = 26 维度下的牛顿常数: 它与在四维世界中的牛顿常数不
同. 从牛顿常数出发, 我们可以定义 D = 26 的普朗克长度 8πGN = l24

p 和普朗克质量
Mp = l−1

p (由于存在因子 8π, 这通常被称为约化普朗克质量). 对比 eq. (9.3. 20), 我们
可以看到弦的弱耦合 gs � 1 要求普朗克尺度与弦尺度之间满足:

gs � 1 ⇒ lp � ls

引力物理学的疑难往往在尺度 lp 附近出现. 当 gs � 1 时, 我们对弦理论的理解最为透
彻. 这种情况下, 许多弦的物理效应发生在 ls � lp, 可以与引力中的强耦合效应相分离.

原始的度规 Gµν 通常被称为弦度规, 反映在作用量 eq. (9.0. 1)中, 是弦看到的度规. 与
之相对的, 度规 G̃µν 被称为爱因斯坦度规. 当然, 作用量 eq. (9.3. 16) 和 eq. (9.3. 19)
描述的是相同的物理: 我们只是选择了不同的方式打包这两个作用量中的场. 度规的选
取通常也被称为标架的选取: 两种度规 Gµν 与 G̃µν 分别对应弦标架或爱因斯坦标架.
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之所以会出现两种彼此等价的度规选取, 是因为这里存在一个无质量的标量场 Φ. 无质
量标量场会产生长程作用, 这会与引力混合, 从而违反等效原理. 因此, 如果我们想描述
真正的物理, 就需要找到一种方法让 Φ 带质量. 而超弦中就存在这样的机制.

9.3.2 对爱因斯坦方程的修正

既然我们知道爱因斯坦方程是如何由弦论给出的, 我们就可以开始尝试理解新的物理
学. 例如, 爱因斯坦方程的量子修正是什么?

一般来说, 当时空曲率 rc 与弦长尺度
√
α′ 相当时, 我们预计这些修正就会起作用. 但

这与上文的讨论非常吻合, 我们看到非线性西格玛模型的微扰展开参数是 α′/r2
c . 计算

贝塔函数的下一圈修正就是对爱因斯坦方程的修正.

如果我们忽略 H 和 Φ, 就可以很容易地计算出两圈 σ 模型的 β 函数, 并对爱因斯坦方
程进行 α′ 阶修正:

βµν = α′Rµν + 1
2α

′ 2RµλρσR λρσ
ν + . . . = 0

这种两圈修正也出现在杂化弦中. 然而, 二型弦理论中不存在这种两圈修正. 从西格玛
模型的角度来看, 第一阶修正出现在 4圈.

弦的圈级修正

微扰弦理论有 α′ 和 gs 两种展开. 对于弦的圈级修正我们仍需讨论后者. 这里出现了一
个有趣的微妙之处. 西格玛模型的 β 函数是通过调节世界面的紫外发散而产生的。然
而, gs 展开只关心弦的拓扑结构. 紫外发散怎么会关心世界面的全局性质呢？或者换句
话说, β 函数的高圈修正怎么会给出任何有趣的东西呢?

这个问题的答案是: 在计算更高的 gs 修正时, 我们必须在黎曼曲面的模空间上积分.
但这个模空间会包含一些黎曼曲面退化的特殊点. (例如，环面中的一个圆可能会在某
处退化). 在这些点上, 紫外发散与全局拓扑有关, 这就导致了对低能有效作用量的 gs

修正.

9.4 D-膜与背景规范场

理解了共形不变性对闭弦背景的约束, 我们就得出了爱因斯坦方程和时空中的低能有
效作用量. 现在, 我们想对开弦做同样的事情. 我们想了解一致性对 D-膜动力学的
限制.
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我们在第 4 章中看到, 开弦的量子化会产生两类无质量模: 对应于 D-膜波动的标量和
U(1) 规范场. 我们此处暂时忽略标量波动模, 稍后再讨论它们. 首先观察在 Dp-膜上的
规范场 Ai, i = 0, . . . , p 的动力学.

我们提出的第一个问题是: 弦的末端如何与背景规范场相互作用? 要回答这个问题, 我
们需要观察光子的顶角算符. 它在 eq. (7.3. 62) 中给出, 这里我们改写指标为 i, 即纽曼
指标:

Vphoton ∼ ζi : ∂zXop
i e

ip·Xop(z) : (9.4. 21)

积分后的顶角算符当 p2 = 0 和 piζi = 0 时满足外尔不变性, 且为主算符. 于是我们可
以仿照前述对闭弦的讨论对这个顶角算符进行指数化, 就得到了开弦与一般背景规范
场 Ai(X) 的耦合:

Send−point =
∫
∂M

dτ Ai(X) dX
i

dτ

但这是我们非常熟悉的耦合. 我们已经在 eq. (9.2. 9) 中提到过了. 这表明弦的末端在
膜上的背景规范场 Ai 下是带荷的.

9.4.1 β 函数

我们现在可以进行与闭弦相同类型的贝塔函数计算了. 这一计算的原始文献是 [7]. 要
做到这一点, 首先要像我们在 5.8 节中描述的那样, 利用共形不变性将开弦世界面映射
到上半欧几里得平面. 对于两端与 D-膜上的背景规范场作用的开弦, 描述其在平直空
间中传播的作用量被分成两部分:

S = SNeumann + SDirichlet

其中, SNeumann 描述了平行于 Dp-膜的波动, 写为:

SNeumann = 1
4πα′

∫
M
d2σ ∂αXi ∂αX

j δij + i

∫
∂M

dτ Ai(X)Ẋi (9.4. 22)

这里 i, j = 0, . . . , p. 因为我们是在欧几里得空间，所以产生了额外的系数 i. 同时, 垂
直于膜的场具有迪利克雷边界条件, 范围为 I = p+ 1, . . . , D − 1. 由如下作用量描述:

SDirichlet = 1
4πα′

∫
M
d2σ ∂αXI ∂αX

J δIJ

作用量 SDirichlet 描述的是自由场, 不能用来计算 β 函数. 有趣的部分是 SNeumann. 对于
非零的 Ai(X), 它是一个有边界的相互作用量子场论. 我们的任务是计算与 Ai(X) 耦
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合相关的 β 函数. 我们使用的计算方法与之前用于闭弦的方法相同. 我们将场 Xi(σ)
展开为:

Xi(σ) = xi(σ) +
√
α′ Y i(σ)

其中, 我们要求 xi(σ) 是服从经典运动方程的固定背景:

∂2xi = 0

(在闭弦的计算中,我们选择了 xi 为常数的特殊情况. 这里我们讨论的是更一般的情况).
然而, 我们还需要为这个经典解考虑边界条件. 在没有规范场 Ai 的情况下我们需要在
σ = 0 处施加纽曼边界条 ∂σX

i = 0. 然而, 对 eq. (9.4. 22) 做变分可知, 规范场的存在
使得相关的边界条件有一个额外的修正项:

∂σx
i + 2πα′i F ij ∂τxj = 0 at σ = 0 (9.4. 23)

其中 Fij 表示场强:

Fij(X) = ∂Aj
∂Xi

− ∂Ai
∂Xj

≡ ∂iAj − ∂jAi

与闭弦的讨论类似, 场 Y i(σ) 是小波动. 同样, 展开中引入的因子
√
α′ 保证了 Y i 无量

纲. 将作用量 SNeumann 展开, 并从现在起将其简记为 S. 到波动的二阶, 我们可以得到:

S[x+
√
α′Y ] =S[x] + 1

4π

∫
M
d2σ ∂Y i ∂Y jδij

+ iα′
∫
∂M

dτ

(
∂iAj Y

i Ẏ j + 1
2∂i∂jAk Y

i Y j ẋ
k
)

+ . . .

我们可以把边界项的第一项分成两半, 并对一半关于时间导数做分部积分:∫
dτ (∂iAj)Y iẎ j = 1

2

∫
dτ ∂iAj Y

i Ẏ j − ∂iAj Ẏ iY j − ∂k∂iAj Y iY j ẋ
k

结合第二项, 我们就可以用规范不变场强 Fij 来写出作用量:

S[x+
√
α′Y ] =S[x] + 1

4π

∫
M
d2σ ∂Y i ∂Y jδij

+ iα′

2

∫
∂M

dτ
(
Fij Y

iẎ j + ∂jFik Y
iY j ẋ

k
)

+ . . .

(9.4. 24)

其中的 + . . . 指的是展开中的高次项, 带有 Fij 的高阶导数与相应的 α′ 的幂. 计算一圈
β 函数可以忽略它们.



226 D-膜与背景规范场

Y 的传播子

这个拉格朗日量描述了带边界相互作用的头几阶. 现在我们可以用它来计算 β 函数.
首先, 我们应该确定可能出现发散的项. 我们发现当波动场 Y i 与它们的传播子缩并时
eq. (9.4. 24) 中的最后一项将导致发散. 传播子就是如下格林函数:

〈Y i(z, z)Y j(w,w)〉 = Gij(z, z;w,w)

在上半平面满足:
∂∂ Gij(z, z) = −2πδijδ(z, z) (9.4. 25)

但现在有个小问题. Y i 需要满足 Im z = 0 处的边界条件, 这也应该反映在传播子的边
界条件中. 我们在 5.8 节中曾简要地讨论了纽曼边界条件. 但我们现在也已经看到, 背
景场强会将纽曼边界条件变为 eq. (9.4. 23). 与之相应地, 传播子 G(z, z;w,w) 现在必
须满足:

∂σG
ij(z, z;w,w) + 2πα′i F ac ∂τG

cb(z, z;w,w) = 0 at σ = 0 (9.4. 26)

在 5.8 节中, 我们展示了如何通过考虑下半平面的像电荷来构造纽曼边界条件. 类似的
方法在这里也可行. 我们将 Gij ≡ Gij(z, z;w,w) 扩展到整个复平面. 受 eq. (9.4. 26)
约束的 eq. (9.4. 25) 的解为:

Gij = −δij ln |z − w| − 1
2

(1− 2πα′F

1 + 2πα′F

)ij
ln |z − w| − 1

2

(1 + 2πα′F

1− 2πα′F

)ij
ln |z − w|

抵消项与 β 函数

现在让我们回到相互作用理论 eq. (9.4. 24), 观察需要什么抵消项来消除发散. 由于所
有的相互作用都发生在边界上, 我们应该在边界上计算传播子, 即满足 z = z 和 w = w.
在这种情况下, 所有的对数都相同. 并在 z → w 的极限下发散: ln |z − w| → ε−1. 我们
知道紫外发散的形式是:

−1
ε

[
δij + 1

2

(1− 2πα′F

1 + 2πα′F

)ij
+ 1

2

(1 + 2πα′F

1− 2πα′F

)ij]
= −2

ε

( 1
1− 4π2α′ 2F 2

)ij
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现在很容易确定必要的抵消项了. 我们只需将最后一项中的 Y iY j 替换为 〈Y iY j〉. 由
此便可得到:

− i2πα
′ 2

ε

∫
∂M

dτ ∂jFik

[ 1
1− 4π2α′ 2 F 2

]ij
ẋ
c

为了让开弦保持共形不变性, 我们需要相关的 β 函数消失. 这就要求场强 Fij 满足:

∂jFik

[ 1
1− 4π2α′ 2F 2

]ij
= 0 (9.4. 27)

这是 Fij 满足的运动方程.

9.4.2 波恩-英费尔德作用量 (Born-Infeld Action)

方程 eq. (9.4. 27)看起来可能不太熟悉. 与闭弦类似,我们希望写下一个能得到 eq. (9.4.
27) 作为运动方程的作用量. 实际上, 相关的作用量在几十年前就作为麦克斯韦理论的
非线性替代被构造出来了, 即波恩-英费尔德作用量 (Born-Infeld Action):

S = −Tp
∫
dp+1ξ

√
−det (ηij + 2πα′ Fij) (9.4. 28)

这里的 ξ 是膜对应的世界体上的坐标, Tp 是 Dp-膜的张力 (因为它作为作用量的因子
出现, 所以不影响运动方程). 规范势可以看作是世界体坐标的函数: Ai = Ai(ξ). 实际
上, 要证明我们从这个作用量泛函微商得出的运动方程与使 β 函数消失的 eq. (9.4. 27)
还需要花点功夫.

对于较小的场强 Fij � 1/α′, 作用量 eq. (9.4. 28) 会得到麦克斯韦理论的作用量. 这只
需展开得到:

S = −Tp
∫
dp+1ξ

(
1 + (2πα′)2

4 FijF
ij + . . .

)
第一阶正是含场强二次方的麦克斯韦作用量. 含 Fij 更高次幂的项含有相应的 α′ 幂,
因此属于更高阶.

因此, 对于较小的场强 D-膜上的规范场受麦克斯韦方程组支配. 然而, 当电场和磁场强
度增大到 1/ap 时, 就会有动力学的非线性修正, 并被波恩-英费尔德作用量所描述.

波恩-英费尔德作用量来自一圈 β 函数. 这是场强为常数时的精确结果. 如果我们想理
解具有大梯度的规范场 ∂F 的动力学就必须确定 β 函数的高圈贡献.
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9.5 狄拉克-波恩-英费尔德作用量 (Dirac-Born-Infeld Ac-
tion)

我们已经看到,-膜上规范场的动力学由波恩-英费尔德作用量描述. 但是膜本身的波动
呢? 我们在 4.3 节简要地讨论了这个问题. 我们发现,-膜本身的波动应该由狄拉克作用
量 eq. (4.3. 24) 描述. 我们原则上可以通过考虑膜上标量场 φI 的 β 函数来直接说明这
一点, 因为物理上考虑这些方程就相当于考虑了膜弯曲的边界条件. 即按照 β 函数的思
路, 直接证明膜的波动受狄拉克作用量的支配. 这部分的计算可以参考 [8]

更一般地, 我们可以同时考虑规范场的动力学和膜的波动. 这是由狄拉克作用量和波
恩-英费尔德作用量共同描述的. 通常称为狄拉克-波恩-英费尔德作用量 (Dirac-Born-
Infeld Action) 简记为 DBI 作用量. 此后我们也常常将波恩-英费尔德作用量简记为 BI
作用量

SDBI = −Tp
∫
dp+1ξ

√
−det(γij + 2πα′ Fij)

正如 4.3 节所述, γij 是时空度规向世界体的拉回:

γij = ∂Xµ

∂ξi
∂Xν

∂ξj
ηµν

这个作用量中新引入的场是嵌入坐标 Xµ(ξ), 其中 µ = 0, . . . , D − 1. 这似乎是 D 个新
引入的自由度, 而我们预期只有 D − p− 1 的横向物理自由度. 解决这个问题的办法现
在应该很熟悉了: DBI 作用量具有重参数化不变性, 可以消除膜的纵向波动.

我们可以利用这种重参数化不变性考虑静态规范. 对于无限大的平直 Dp-膜, 可以取:

Xi = ξi a = 0, . . . , p

这样, 拉回度规就只取决于横向部分 XI :

γij = ηij + ∂XI

∂ξi
∂XJ

∂ξj
δIJ

如果我们对场强 Fij 和导数 ∂iX 均较小的情况感兴趣, 那么我们可以把 DBI 作用量展
开到前几阶, 得到:

S = −(2πα′)2Tp

∫
dp+1ξ

(1
4FijF

ij + 1
2∂iφ

I∂iφI + . . .

)
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其中, 我们在作用量中去掉了一个整体常数项. 标量场 φI 定义为 φI = XI/2πα′. 不难
发现, 舍弃了 α′ 的高阶项后得到的就是自由无质量标量场 φI 与自由麦克斯韦理论.

9.5.1 与闭弦场的耦合

我们看到, DBI 作用量描述了平直空间中 Dp-膜的低能动力学. 我们现在可以问, 如果
D-膜在由闭弦模 Gµν , Bµν 和 Φ 产生的背景中运动, 它的运动会受到什么影响? 我们
先写下答案, 然后依次论证每个项. 这种作用量是:

SDBI = −Tp
∫
dp+1ξ e−Φ̃

√
−det(γij + 2πα′Fij +Bij)

让我们从与背景度规 Gµν 的耦合开始. 它实际上隐藏在这个表达式的符号中: 它出现
在拉回度规 γij 中, 由以下公式给出:

γij = ∂Xµ

∂ξi
∂Xν

∂ξj
Gµν

这是非常自然的.

接下来是伸缩子. 就像 eq. (9.3. 17) 中一样, 我们把伸缩子分解成一个常量部分和一个
变量部分 Φ = Φ0 + Φ̃. 常数部分控制着渐近弦耦合, 即 gs = eΦ0 , 并且隐含在作用量整
体系数中, 因为 D-膜的张力按以下方式缩放:

Tp ∼ 1/gs

这就解释了作用量前面的 e−Φ̃ 因子: 它的作用只是把伸缩子的变化部分与不变部分重
新组合在一起. 它表明 D-膜的张力取决于伸缩子场局域定义的值, 而不是渐近的常数
值. 如果伸缩子发生变化, 时空中某点 X 的有效弦耦合就会由 geffs = eΦ(X) = gs e

Φ̃(X)

给出.

最后, 让我们来看看 Bµν 场. 这是一个时空中的二形式场. 在 DBI 作用量中出现的函
数 Bij 是向世界体的拉回:

Bij = ∂Xµ

∂ξi
∂Xν

∂ξj
Bµν

实际上, 它在 DBI 作用量中出现仅仅是基于规范不变性的要求. 考虑一个同时在时空
中的背景 Bµν(X) 和膜的世界体上的背景 Ai(X) 的存在下运动的开弦, 就可以看到这
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一点. 作用量中与之相关的项是:

1
4πα′

∫
M
d2σ εαβ∂αX

µ ∂βX
νBµν +

∫
∂M

dτ AiẊ
i

在规范变换
Bµν → Bµν + ∂µCν − ∂νCµ (9.5. 29)

下, 第一项的变化是一个整体导数. 这对于闭弦来说没有问题, 但对于开弦来说, 它不能
保证作用量不变, 因为开弦存在边界项. 在规范变换 eq. (9.5. 29) 下, 我们有:

SB = 1
4πα′

∫
M
d2σ εαβ∂αX

µ ∂βX
νBµν

−→ SB + 1
2πα′

∫
M
dσdτ εαβ∂αX

µ ∂βX
ν ∂µCν

=SB + 1
2πα′

∫
M
dσdτ εαβ∂α (∂βXνCν)

=SB + 1
2πα′

∫
∂M

dτẊνCν = SB + 1
2πα′

∫
∂M

dτẊiCi

其中, 在最后一行我们将 Ẋν 的求和替换为纽曼边界条件 Ẋi 的求和. 这是因为对于迪
利克雷边界条件, 在端点处一定有 ẊI = 0.

于是我们知道弦作用量在 eq. (9.5. 29) 下会发生变化. 为了恢复这种规范不变性, 必须
用第二项中 Ai 的适当变化来进行抵消. 考虑:

Ai → Ai −
1

2πα′ Ci (9.5. 30)

需要注意的是, 这不是我们在电动力学中通常考虑的那种规范变换. 尤其是, 场强 Fij

并不是不变的。相反，在 eq. (9.5. 29) 和 eq. (9.5. 30) 下, 规范不变的是一个组合:

Bij + 2πα′Fij

这就是他们必须组合起来出现在 DBI 作用量中的原因. 这也与一个重要的物理效应有
关. 我们已经看到, 时空中的弦在 Bµν 下是带荷的. 而我们也看到, 弦的末端在 D-膜上
的规范场 Ai 下也是带荷的. 这就意味着开弦在膜上存储 B 的荷, 并转化为 A 的荷. 而
规范不变场强涉及 Fij 和 Bij 的组合正与这种电荷的相互作用有关.
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9.6 杨-米尔斯作用量

最后, 让我们考虑一下 N 个重合 D-膜的情况. 我们在 4.4 节中讨论过这个问题, 我们
在那一节中表明,-膜上的无质量场可以自然地打包成 N × N 厄米矩阵. 矩阵的元素告
诉我们端点处在哪一个膜上. 相应地, 规范场的形式为:

(Ai)mn

其中 i = 0, . . . p, m,n = 1, . . . N . 它看起来是一个 U(N) 规范联络. 但我们是如何看到
这一点的呢? 为什么这个规范场描述的是 U(N) 规范对称性, 而不是诸如 U(1)N2

的其
他规范对称性?

要想知道重合膜会产生 U(N) 规范对称性, 最快捷的方法就是回想一下, 弦的端点在
U(1) 规范场的作用下是带电的. 而 U(1) 规范场就在它的端点所在的膜上. 让我们用
一个最简单的例子来说明这一点. 假设我们有两个膜. 对角线分量为 (Ai)1

1 和 (Ai)2
2

他们来自于两端点位于同一膜的弦. 他们每个都是 U(1) 规范场. 那么非对角项 (Ai)1
2

和 (Ai)2
1 呢? 它们来自两端点分别位于两个不同膜的弦. 它们同样是无质量的规范玻

色子, 但在两个原本的 U(1) 对称下它们分别带着 (+1,−1) 和 (−1,+1) 的荷. 而这恰
恰是 U(2) 规范理论的结构. 其中的非对角项类似于 W 玻色子. 事实上, 只有通过非阿
贝尔规范对称性才能理解无质量带荷的自旋 1 粒子.

因此, N 个重合膜的无质量激发是一个 U(N) 规范场 (Ai)mn, 以及标量 (φI)mn, 它们在
U(N) 规范群的伴随表示 (adjoint representation) 中变换. 我们在第 4 章中看到, 对角
分量 (φI)mm 可以解释为第 m 张膜的横向波动. 我们现在能写出描述这些场相互作用
的作用量吗?

事实上, 写出 DBI 作用量的非阿贝尔推广有许多微妙问题. 并且我们并不知道它具体
的形式. 不过, 我们可以通过考虑场强较小时的低能极限来取得进展. 忽略矩阵指标,
非阿贝尔场强表达式:

Fij = ∂iAj − ∂jAi + i[Ai, Aj ]

忽略整体常数项, 描述 N 个重合的 Dp-膜动力学的低能作用量已被证明可以写为:

S = −(2πα′)2Tp

∫
dp+1ξ Tr

1
4FijF

ij + 1
2Diφ

IDiφI − 1
4
∑
I 6=J

[φI , φJ ]2
 (9.6. 31)

我们发现第一项正是 U(N) 杨-米尔斯作用量. 而前面的系数是耦合常数 1/g2
YM . 对于



232 杨-米尔斯作用量

一个 Dp-膜, 它可以写为 α′ 2Tp, 或:

g2
YM ∼ lp−3

s gs

作用量中 φI 的动力学项反映了这些场在规范群的伴随表示中变换,

DiφI = ∂iφ
I + i[Ai, φI ]

我们不会具体推导出这一作用量, 但大概思路是: 前两个项可以根据规范不变性单独推
导出来. 而势项相对复杂, 快捷方法是使用 T 对偶, 或者在超弦的情况下使用超对称.

平直, 无限大 Dp-膜破坏了时空的洛伦兹群, 使之成为:

S(1, D − 1) → SO(1, p)× SO(D − p− 1) (9.6. 32)

这里 SO(1, p) 只是 D-膜世界体的洛伦兹群. 而 SO(D − p− 1) 是 D-膜理论的全局对
称性, 描述标量场 φI 的旋转.

作用量 eq. (9.6. 31) 中的势项:

V = −1
4
∑
I 6=J

Tr [φI , φJ ]2

包含很多信息. 势是正半定的. 我们可以看一下无需能量, 即 V = 0 就能引入的场. 这
就要求所有的 φI 都能换向, 也就是说, 经过适当的规范变换后, 它们都是对角形式:

φI =


φI1

. . .

φIN

 (9.6. 33)

对角分量 φIn 描述了横向空间 RD−p−1 中第 n 张膜的位置. 我们仍然需要把维数搞清
楚. 标量场的量纲为 [φ] = 1. 其与 X 的关系我们之前在 4.3 中提到过, 是:

~Xn = 2πα′~φn (9.6. 34)

其中, 我们用向量符号来代替 I 指标.

特征值 φIn 不是规范不变的: 有一个冗余的规范对称性使 φI 保 eq. (9.6. 33) 的形式, 但
是用 SN , 即 N 阶置换群对矩阵元进行了置换. 这有一个非常自然的解释: 它表明 D-
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膜是不可区分的对象.

当所有膜彼此分离时, 真空期望值 eq. (9.6. 33) 会将规范群破坏: U(N) → U(1)N . 于
是 W 玻色子通过希格斯机制获得了质量 MW . 让我们来计算一下这个质量. 考虑一个
U(2) 理论, 并在 XD ≡ X 方向上将两个 D-膜分离. 于是我们引入了 φD = φ 的真空期
望值, 我们将其写为:

φ =

 φ1 0

0 φ2

 (9.6. 35)

其中 φ1 和 φ2 的值分别是第一张和第二张膜的位置. 或者更准确地说, 我们需要乘以
eq. (9.6. 34) 中的转换系数 2πα′ 才能得到这两张膜的位置 Xm.

现在让我们从杨-米尔斯作用量 eq. (9.6. 31) 计算一下 W 玻色子的质量. 它来自协变导
数项 Dφ. 我们将规范场展开为:

Ai =

 A11
i Wi

W †
i A22

i


其中 A11 和 A22 描述两个 U(1) 规范场. W 表示 W 玻色子. W 玻色子的质量来自协
变导数内部的 [Ai, φ] 项，利用期望值 eq. (9.6. 35), 我们可以得到:

1
2Tr [Ai, φ]2 = −(φ2 − φ1)2|Wi|2

这便给出了 W 玻色子的质量:

M2
W = (φ2 − φ1)2 = T 2|X2 −X1|2

其中 T = 1/2πα′ 是弦的张力. 它有一个非常自然的解释: 这是端点分立在两个 D-膜
上的开弦的质量. 我们看到，D-膜利用伴随标量为希格斯机制提供了一种自然的几何
解释.

需要注意的是, 当膜彼此离开得很远时, 处在它们之间的弦很重. 它们的位置是由
eq. (9.6. 33) 中给出的矩阵的对角元素描述的. 当膜离得越来越近, 这些被拉伸的弦
变得很轻, 并且对膜的动力学非常重要. 现在,-膜的位置可以用完整的 N ×N 矩阵来描
述. 于是, 在短距离时, D-膜视角下的空间是非交换的.

一般来说, 我们可以考虑横向空间中位于 ~Xm, m = 1, . . . , N 的 N 个 D-膜. 在第 m 和
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第 n 张膜之间的弦的质量为:

MW = |~φn − ~φm| = T | ~Xn − ~Xm|

这与用 eq. (9.6. 31) 计算出的对应 W 玻色子的质量再次吻合.

9.7 紧致化 (compactification)

我们已经看到, 玻色弦生活在 D = 26 维中. 但我们不是. 更准确地说, 我们只观察到三
个宏观的空间维度. 那么我们该如何调和这种矛盾呢?

答案就是, 我们可以将部分维度卷曲起来. 事实上, 在某些情况下, 这是我们描述的对
象所必需的. 这里我们可以展示一些具有这种性质的低能有效作用量的简单解. 我们取
Hµνρ = 0, Φ 为常数. 然后, 我们只需寻找服从 Rµν = 0 的里奇平直背景. 存在部分解
满足其度规是空间上度规的直积:

R1,3 × X (9.7. 36)

其中 X 是一个紧致的的二十二维里奇平直流形.

最简单的流形是 X = T22, 即具有里奇平直度规的环面. 当然, 还有许多其他可能性. 允
许这种里奇平直度规的紧致复流形被称为卡拉比丘流形 (Calabi-Yau manifolds). (严格
来说, 卡拉比丘流形是第一陈类 (first Chern class) 消失的复流形. 丘成桐的工作保证
了这些空间上存在唯一的里奇平直度规).

早在弦理论之前, 人们就考虑到宇宙中可能存在被紧致化的额外维度, 并将其命名为卡
鲁扎-克莱因紧致化 (Kaluza-Klein compactification), 以下简称 KK 紧致化. 如果空间
X 的特征尺度 L 足够小, 那么这些额外维的存在就无法被观测到. 粒子物理标准模型
已经可以精确预言 TeV 能标下的物理现象, 这意味着如果标准模型粒子可以出现在 X
中, 那么其尺度必须是 L . (TeV)−1 ∼ 10−18 米.

然而, 我们也可以认为标准模型被限制在这些额外维的某些部分中 (例如位于 D-膜上).
在这种情况下, 对紧致化尺度的要求就会变得弱得多. 这时只需要 L . 10−7 米即可.

考虑低能有效作用量中的爱因斯坦-希尔伯特项。如果我们只对 R1,3 上的四维度规的动
力学感兴趣, 那么便有:

SEH = 1
2κ2

∫
d26X

√
−G̃ R̃ = Vol(X)

2κ2

∫
d4X

√
−G4d R4d
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从这个等式中 1, 我们可以知道有效四维牛顿常数是由二十六维中的牛顿常数给出的:

8πG4d
N = κ2

Vol(X)

表示为四维普朗克长度的形式, 我们可以得到 l(4d)
p ∼ gsl

12
s /
√

Vol(X). 整个分析的过程
我们都要求 gs � 1 并且要求内部空间的所有尺度都大于 ls. 这就确保了 l(4d)

p < ls. 虽
然四维普朗克尺度极小, 只有 l(4d)

p ∼ 10−35 米, 但我们可能并不需要探测到这个距离就
能研究引力物理学的紫外性质. 因为上面的近似计算表明由于额外维体积

√
Vol(X) 的

原因, 弦的尺度 ls 可能相对而言更大.

而在本节中，我们将考虑玻色弦的最简单紧致化：形式如下的背景时空

R1,24 × S1 (9.7. 37)

圆的半径为 R, 因此 S1 上的坐标具有周期性:

X25 ≡ X25 + 2πR

我们最初会对尺度 � R 的物理学感兴趣, 在这种情况下, 可以忽略 S1 上的运动. 我
们的目标是了解对于生活在非紧致 R1,24 闵氏空间中的观察者视角下的物理学. 这就是
前述 KK 紧致化, 也称为圈紧致化, 简称圈紧化. 我们将从两个方面来观察这种紧致化:
一是从时空低能有效作用量的角度, 二是从弦世界面的角度.

9.7.1 靶空间视角

让我们从低能有效作用量开始. 考虑尺度 � R, 即我们将认为所有场都与 X25 无关:
它们只是非紧致流形 R1,24 上的函数.

考虑爱因斯坦标架下的度规. 它在 R24,1 上分解成三个不同的场: 度规 G̃µν , 一个矢量
Aµ 和一个标量 σ. 可以打包成 D = 26 维的度规, 即:

ds2 = G̃µν dX
µ dXν + e2σ (dX25 +Aµ dX

µ
)2 (9.7. 38)

此处所有指标都只取非紧致方向 µ, ν = 0, . . . 24.

矢量场 Aµ 就是普通的规范场, 其规范对称性来自于 D = 26 维的微分同胚. 这是因为

1这里忽略了内部流形 X 的各种可能出现的结构.
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在变换 δXµ = V µ(X) 下, 度规变换为:

δGµν = ∇µΛν +∇νΛµ

这表明紧致方向的微分同胚 δX25 = Λ(Xµ) 变成了 Aµ 的规范变换:

δAµ = ∂µΛ

我们还想知道 Gµν , Aµ 和 σ 这三个场是如何相互作用的. 为了确定这一点, 我们只需
将 eq. (9.7. 38) 代回到 D = 26 爱因斯坦-希尔伯特作用量中. D = 26 里奇标 R(26) 由
以下公式给出:

R(26) = R− 2e−σ∇2eσ − 1
4e

2σFµνF
µν

其中 R 现在指的是 D = 25 里奇标量. 且作用量变为:

S = 1
2κ2

∫
d26X

√
−G̃(26) R(26)

=2πR
2κ2

∫
d25X

√
−G̃ eσ

(
R− 1

4e
2σFµνF

µν + ∂µσ∂
µσ

)

我们对 D 维的爱因斯坦引力进行降维, 得到了 D− 1 维的爱因斯坦引力. 它与 U(1) 规
范理论以及单个无质量标量耦合. 这正是卡鲁扎和克莱因的最初想法, 即, 构造自然产
生于高维引力的麦克斯韦理论.

上面的引力作用量并不完全是爱因斯坦-希尔伯特形式的. 我们需要再次变换标架, 与
9.3.1 节中吸收伸缩子类似地吸收标量 σ. 此外, 这里也同样不存在决定 σ 真空期望值
的势. 改变 σ 的真空期望值就相当于改变 R. 所以这就告诉我们, 引力作用量中没有
任何东西可以确定紧致半径 R. 这是所有 KK 紧致化共有的问题: 总是存在与内部空
间的体积以及其他变形相对应的无质量标量场. 如果我们想用这种 KK 紧致化来描述
我们的宇宙就需要消除无质量标量场. 这意味着我们需要一种机制, 为标量场提供某种
势, 使它们变得有质量，并动态地确定它们的真空期望值. 而这种机制在超弦的背景下
是存在的.

现在观察低能有效作用量中其他场的 KK 紧致化. 伸缩子很简单: D 维标量变为 D− 1
维标量. 反对称二形式则有更多的结构: 它变为一个二形式场 Bµν , 以及一个矢量场
Ãµ = Bµ 25.

总之, 玻色弦在 D − 1 维的低能物理由一个度规 Gµν , 两个 U(1) 规范场 Aµ 和 Ãµ 以
及两个无质量标量 Φ 和 σ 组成.
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圈紧化的影响

在上面的讨论中, 我们假设所有场都与带周期性的 X25 无关. 现在让我们看看如果我
们放松这个限制会发生什么. 观察标量场 Φ 总是最简单的. 我们可以看到所产生的物
理结果, 而不必担心用带指标的复杂计算. 一般来说, 我们可以将这个场围绕紧致化圈
做傅立叶模式来推广展开

Φ(Xµ;X25) =
∞∑

n=−∞
Φn(Xµ)einX

25/R

其中我们要求 Φ?
n = Φ−n. 暂时忽略与引力的耦合, 这个标量的运动学项是

∫
d26X ∂µΦ ∂µΦ + (∂25Φ)2 = 2πR

∫
d25X

∞∑
n=−∞

(
∂µΦn ∂

µΦ−n + n2

R2 |Φn|2
)

这个简单的傅立叶分解告诉了我们一些非常重要的信息: R1,D−1 × S1 上的单个标量场
会分裂成 R1,D−2 上的无数个标量场. 用整数 n 标记. 这些场的质量为:

M2
n = n2

R2 (9.7. 39)

在 R 较小的情况下, 除了无质量零模 n = 0 外, 所有粒子都是有质量的. 而有质量通常
也被称为卡鲁扎-克莱因模, 简称 KK模. 如果我们探测的是能量 � 1/R, 或者等价地,
探测距离尺度 � R, 就可以忽略它们.

具有 n 6= 0 的 KK 模 Φn 还有一个有趣的特性: 它们在度规产生的规范场 Aµ 下
带电. 理解这一点最简单的方法就是查看相应的规范变换, 即微分同胚变换 X25 →
X25 + Λ(Xµ). 在这一变换下 KK 模也相应地发生变化:

Φn → exp
(
inΛ
R

)
Φn

于是第 n 级 KK 模的荷为 n/R. 事实上, 我们通常会把规范场放缩为 A′
µ = Aµ/R, 在

这种情况下, KK 模的荷 Φn 就是 n ∈ Z.

9.7.2 世界面视角

现在我们从弦的角度来考虑 KK 紧致化. 我们要研究在背景 R1,24 × S1 中运动的弦. 圈
紧化有两种方式改变弦的动力学.
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• 圈紧化的第一个影响是, 弦在圈方向上的动量 p不能再取任意值, 而是被量子化的整
数单位:

p25 = n

R
n ∈ Z

为得到这一结论, 我们只需要求弦的波函数 (包括因子 eip·X) 是单值的.
• 第二个影响是, 我们可以为 X 的模展开提供更宽泛的边界条件. 当我们在弦上移动
时, 我们不再需要 X(σ + 2π) = X(σ), 而是可以放宽到

X25(σ + 2π) = X25(σ) + 2πmR m ∈ Z

整数 m 表示弦绕 S1 多少圈. 它通常被称为绕数 (winding number).

现在让我们沿着第 3 章中的方法研究 eq. (9.7. 37) 中靶空间的弦谱. 我们首先只考虑
周期性的 X25 场, 与之前处理过程的不同之处在于, 现在 X25 的模展开为:

X25(σ, τ) = x25 + α′n

R
τ +mRσ + oscillator modes

其中包含了动量量子数和绕组数. 在将 X25(σ, τ) 拆分为右移和左移部分之前, 我们有
必要引入以下两个量

pL = n

R
+ mR

α′ , pR = n

R
− mR

α′ (9.7. 40)

再进行拆分 X25(σ, τ) = X25
L (σ+) +X25

R (σ−), 于是有展开:

X25
L (σ+) = 1

2x
25 + 1

2α
′pL σ

+ + i

√
α′

2
∑
n6=0

1
n
α̃25
n e−inσ+

,

X25
R (σ−) = 1

2x
25 + 1

2α
′pR σ

− + i

√
α′

2
∑
n 6=0

1
n
α25
n e−inσ−

这与模展开 eq. (2.6. 66) 的区别只在于 pL 和 pR 项. 平直空间 R1,24 上所有其他 X 的
模展开保持不变.

那么, 对于 D = 25 非紧致方向上的观者, 这个理论的频谱是什么样的? 每个粒子的态
将由一个动量 pµ 来描述, 其中 µ = 0, . . . 24. 粒子的质量为

M2 = −
24∑
µ=0

pµp
µ
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与之前一样, 这些粒子的质量由弦的振荡模通过 L0 与 L̃0 限制条件固定:

M2 = p2
L + 4

α′ (Ñ − 1) = p2
R + 4

α′ (N − 1)

其中 N 和 Ñ 是能级数, 在光锥量化中定义为 eq. (3.4. 40). (我们应该把光锥坐标放在
R1,24 内, 而不是沿着 S1). −1 是正规排序常数.

它与 eq. (3.4. 42) 的不同之处在于右侧存在围绕 S1 的动量项和绕数项. 特别地, 能级
匹配条件不再是 N = Ñ , 而是:

N − Ñ = nm (9.7. 41)

展开质量公式, 我们得到:

M2 = n2

R2 + m2R2

α′ 2 + 2
α′ (N + Ñ − 2) (9.7. 42)

这个公式中的新项有一个简单的解释. 第一项表明, 对于弦, 在圈上 n > 0 的动量会对
质量贡献 n/R. 这与我们在研究 KK 紧致化时发现的 eq. (9.7. 39) 是一致的. 而第二
项就更容易理解了. 弦绕圈 m > 0 次会对其质量贡献 2πmRT 其中 T = 1/2πα′ 是弦
的张力.

无质量态

现在我们考虑 R1,24 中的无质量态. 这可以在质量公式 eq. (9.7. 42) 中通过观察动量为
零的 n = 0, 绕度为零 m = 0, 且满足能级匹配条件 N = Ñ = 1 的态来实现. 有如下可
能的备选:

• αµ−1α̃
ν
−1 |0; p〉: 在洛伦兹群 SO(1, 24) 下, 这些态分解为一个度规 Gµν , 一个反对称张

量 Bµν 和一个标量 Φ.
• αµ−1α̃

25
−1 |0; p〉与 α25

−1α̃
µ
−1 |0; p〉: 这是两个矢量场. 我们可以将其和 (αµ−1α̃

25
−1+α25

−1α̃
µ
−1) |0; p〉

认为是来自度规的矢量场 Aµ, 其差 (αµ−1α̃
25
−1 − α25

−1α̃
µ
−1) |0; p〉 认为是来自反对称二

形式场的矢量场 Ãµ.
• α25

−1α̃
25
−1 |0; p〉: 这是另一个标量. 可以当作与 S1 半径相关的标量 σ.

这些就是圈紧化下弦的无质态.
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带荷的场

我们还可以检验在规范场 Aµ 下, 具有 n 6= 0 的 KK 模带荷 n. 我们可以通过计算类似
QED 三点函数来确定一个态在 U(1) 下的荷, 即两条外线对应于感兴趣的态, 而第三条
外线类似于光子. 我们有两个这样的态, 其顶角算符为:

V±(p) ∼ ζµ(∂Xµ∂X
25 ± ∂X25∂X

µ)eip·X

其中, + 对应于 Aµ , 而 − 对应于 Ãµ , 忽略整体的归一化系数. 与此同时, 任何态都可
以用系数 eipLX

25(z)+ipRX
25(z) 给算符分配动量 n 和绕度 m. 与往常一样, 以快子为例.

其顶角算符为:
Vm,n(p) ∼ eip·X eipLX

25+ipRX
25

态的荷是态对应的场与光子的三点耦合:

〈V±(p1)Vm,n(p2)V−m,−n(p3)〉 ∼ δ25(
∑
i

pi) ζµ(pµ2 − p
µ
3 ) (pL ± pR)

前面的系数. 前几个因子只是运动学因子. 真正有趣的信息在最后一个因子中. 它告诉
我们, 在 Aµ 下, 场的荷为 pL + pR ∼ n/R. 这与我们之前看到的 KK 紧致化的结果一
致. 然而, 这也告诉我们: 在 Ãµ 下, 场带的荷为 pL − pR ∼ mR/α′. 换句话说, 绕紧致
化圈的模在 Bµν 紧致化产生的规范场下是带荷的. 这并不奇怪, 绕数对应于绕圈的弦,
而我们在前面看到弦在 Bµν 下带荷.

圈紧化对规范对称性的影响

在引入了圈紧化后我们就有了其他方法构造无质量态, 而不需要在 N = Ñ = 1 能级上
构造. 例如,我们可以取 N = Ñ = 0,并观察绕数为 m 6= 0的模. 能级匹配条件 eq. (9.7.
41) 要求 n = 0, 于是态的质量为:

M2 =
(
mR

α′

)2

− 4
α′

只要半径取特殊值 R2 = 4α′/m2, 其中 m ∈ Z. 这个态就可以是无质量的. 同样, 我们
可以将绕数取为零 m = 0, 并考虑质量为:

M2 = n2

R2 −
4
α′

的快子的 KK 模. 它在 R2 = n2α′/4 时成为无质量态.
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而当半径取一个非常特殊的值, 即:

R =
√
α′

时, 无质量态频谱最丰富. 这时 M2 = 0 的能级匹配条件 eq. (9.7. 41) 给出的解为:

• N = Ñ = 1 且有 m = n = 0: 这就是我们之前给出的态: 一个度规, 两个 U(1) 规量
场和两个无荷的标量.

• N = Ñ = 0 且有 n = ±2 和 m = 0: 它们是快子场的 KK 模. 它们是靶空间中的标
量, 在 U(1)× U(1) 规范对称下的荷为 (±2, 0).

• N = Ñ = 0 且有 n = 0 和 m = ±2: 这是快子场绕数非零的模. 它们是靶空间中的
标量, 在 U(1)× U(1) 规范对称下的荷为 (0,±2).

• N = 1, Ñ = 0 且有 n = m = ±1: 这是自旋为 1 的场: αµ−1 |0; p〉. 在 U(1)× U(1) 规
范对称下的荷为 (±1,±1).

• N = 1, Ñ = 0 且有 n = −m = ±1: 这是自旋为 1 的场: α̃µ−1 |0; p〉, 在 U(1)× U(1)
规范对称下的荷为 (±1,∓1).

我们如何解释这些新的无质量态? 我们首先来看看自旋 1 的场. 这些场在 U(1)× U(1)
下带荷. 正如我们在 9.6 节中提到的, 要理解带荷的无质量自旋 1 场, 就需要引入非阿
贝尔规范对称. 通过观察荷, 我们发现在临界半径 R =

√
α′ 时, 理论的规范对称性可以

改写为:
U(1)× U(1)→ SU(2)× SU(2)

来自 N = Ñ = 0 的无质量标量现在与之前的标量共同形成了这个新对称性的伴随表
示. 我们通过改变 σ 的真空期望值来远离临界半径就可以通过希格斯机制将规范群破
缺回它的嘉当子代数 (Cartan subalgebra).

而从上面的讨论可以看出, 这种生成非阿贝尔规范对称性的机制依赖于快子的存在. 因
此, 这种机制在第二型超弦理论中不起作用. 然而, 事实证明, 尽管杂化弦的能谱中没有
快子, 这种方法在杂化弦中依然起作用.

9.8 T 对偶 (T duality)

注意到, eq. (9.7. 42) 有一个相当显著的特性: 它在同时进行交换:

R ↔ α′

R
(9.8. 43)
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和
m ↔ n (9.8. 44)

的前后是不变的. 这意味着, 在半径为 R 的圆上运动的弦与在半径为 α′/R 的圆上运动
的弦具有相同的能谱. 它是通过将缠绕与移动的含义互换来实现这种操作的. 对于圈的
半径, 我们有两个相反的极限, 它们的物理意义都很有趣:

• 当圈的半径变大, 即 R→∞, 绕数对质量的贡献 ∼ R/α′ 会变得非常大, 并与低能的
动力学解耦合. 但这时动量量子数的贡献 M ∼ 1/R 变得很轻, 并且在达到极限值时
形成一个连续谱. 从能谱的角度来看, 这种能谱连续的态是非紧致方向所要求的.

• 而在另一个相反的极限, 即 R → 0 下, 动量模变得很重, 同样会解耦合. 也就是说要
让任何东西在 S1 上移动都需要非常大的能量. 与此相反, 缠绕的贡献变得很轻, 且
其能谱开始连续化. 我们稍后会说明, 由此产生的能谱看起来就像是打开了空间的
另一个维度.

半径为 R 和 α′/R 的圈上, 弦能谱的等价性对整个共形场论都成了, 从而也在弦相互作
用中出现. 弦无法区分很大的圈和很小的圈. 这种关系被称作 T 对偶 (T-duality).

这提供了一种机制, 使弦理论存在最小尺度: 当你把一个圈缩得越来越小，在达到 R =
√
α′ 后, 理论的行为就好像这个圆又在变大, 只是缠绕与动量交换了彼此的角色.

靶空间中的新方向

那么, 这个在极限 R→ 0 处新出现的类空方向是什么? 在 eq. (9.8. 43) 和 eq. (9.8. 44)
的交换下, 我们看到 pL 和 pR 变换为:

pL → pL , pR → −pR

由此, 我们可以定义新的标量场:

Y 25 = X25
L (σ+)−X25

R (σ−)

我们可以很容易地检验出, 在自由紧致的标量场 CFT 中, Y 25 的所有 OPE 都与 X25

的 OPE 等价. 这足以确保在 CFT 中定义的所有相互作用都是相同的.

我们也可以直接用旧场 X 来写出新的场 Y , 而不需要先把它分成左行右行两部分. 根
据 Y 的定义, 我们可以验证 ∂τX = ∂σY 和 ∂σX = ∂τY . 于是可以统一写为:

∂αX = εαβ ∂
βY (9.8. 45)
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其中, εαβ 是反对称矩阵, 满足 ετσ = −εστ = +1. (当我们降低 ∂β 的指标时, 上式中来
自 εστ 的负号会被来自闵氏世界面度规的另一个负号抵消).

伸缩子的变化

伸缩子，或者说弦耦合，也会在 T 对偶的作用下发生变换. 此处我们不会做详细推导,
只是给出解释, 说明出现这种情况的原因. 从弦世界的角度中无法做区分半径为 R 的
紧致化圈和半径为 α′/R 的紧致化圈. 首先观察低能有效作用量, 在爱因斯坦标架下,
它包含以下项:

2πR
2l24
s g

2
s

∫
d25X

√
−G̃ eσR+ . . .

只有当伸缩子的值也产生变动从而使作用量前面的因子保持不变, 即 R/g2
s = R̃/g̃2

s 时,
从世界面的角度才能保证 R 和 R̃ = α′/R 之间没有区别. 这就意味着, 在 T 对偶条件
下, 伸缩子必须产生变动, 这样弦的耦合常数就变成了

gs → g̃s =
√
α′gs
R

(9.8. 46)

9.8.1 T 对偶的路径积分推导

有一种简单的方法可以用路径积分来导出 T 对偶性. 我们只考虑世界面上的一个周期
性标量场 X ≡ X + 2πR. 我们将其改写为 X = Rϕ, 这样场 ϕ 就有了周期 2π. 圆的半
径 R 现在作为作用量的因子出现:

S[ϕ] = R2

4πα′

∫
d2σ ∂αϕ∂

αϕ (9.8. 47)

这个理论的配分函数是 Z =
∫
Dϕe−S[ϕ]. 我们现在对这个配分函数进行操作, 以证明

我们可以用描述 T 对偶的新变量来重写它.

我们发现, eq. (9.8. 47) 理论有一个简单的平移对称性 ϕ → ϕ+ λ. 我们首先在世界面
上引入一个规范场 Aα 来使这个对称性局域化, 这个规范场变换为 Aα → Aα − ∂αλ. 然
后我们再用协变导数代替普通导数:

∂αϕ→ Dαϕ = ∂αϕ+Aα
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这就改变了我们的理论. 然而, 我们可以通过添加一个新场 θ 返回之前的理论:

S[ϕ, θ,A] = R2

4πα′

∫
d2σ DαϕDαϕ+ i

2π

∫
d2σ θ εαβ∂αAβ (9.8. 48)

新引入的场 θ 起到了拉格朗日乘子的作用. 将 θ 积掉就可以得到 εαβ∂αAβ = 0. 这个
条件就意味着如果世界面同胚于 R2, 我们就可以选择一个规范, 使得 Aα = 0. 这样, 由
eq. (9.8. 48) 描述的量子理论就等价于由 eq. (9.8. 47) 描述的量子理论.

当然, 如果世界面同胚于 R2, 那么我们就看不到绕 ϕ 的弦相关的物理结构. 在非平凡
世界面上, εαβ∂αAβ = 0 不能保证我们可以选择 Aα = 0 的规范. 此时, 规范场绕世界面
的紧致化圈有非平凡的整体贡献. 但如果 θ 的周期为 2π, 那么这些整体贡献就是规范
平凡的. 在这种情况下, 由 eq. (9.8. 48) 定义的配分函数为:

Z = 1
Vol

∫
DϕDθDA e−S[ϕ,θ,A]

这等价于由 eq. (9.8. 47) 对任意拓扑的世界面构建的配分函数.

这里我们颠倒积分的顺序, 首先对 ϕ 积分, 只需固定规范对称性, 使 ϕ = 0 即可. 这样
路径积分就变成了:

Z =
∫
DθDA exp

(
− R2

4πα′

∫
d2σ AαA

α − i

2π

∫
d2σ εαβ (∂αθ)Aβ

)

其中我们还对最后一项进行了分部积分. 再对 Aα 积分, 便得到:

Z =
∫
Dθ exp

(
− R̃2

4πα′

∫
d2σ ∂αθ ∂

αθ

)

其中 R̃ = α′/R 是 T 对偶的半径. 在最后的积分中, 我们忽略了路径积分中的整体因
子, 虽然它正比于

√
α′/R, 因而会引起伸缩子的偏移 eq. (9.8. 46).

9.8.2 开弦的 T 对偶

在 T 对偶下, 开弦和 D-膜会发生什么变化? 首先假设我们在垂直于于膜的 X 方向上
做圈紧化, 即 X 具有迪利克雷边界条件:

X = const ⇒ ∂τX
25 = 0 at σ = 0, π
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但是在 T 对偶引入的 Y 上会发生什么? 由定义 eq. (9.8. 45), 新引入的 Y 方向具有纽
曼边界条件,

∂σY = 0 at σ = 0, π

因此 T对偶交换了纽曼和迪利克雷边界条件. 如果我们把垂直于 Dp-膜的圈的对偶,那
么它就会变成 D(p+ 1)-膜.

反之亦然. 我们可以从一个包含紧致化圈方向 X 的 Dp-膜开始, 这样弦就有了纽曼边
界条件. 在 T 对偶之后 eq. (9.8. 45) 将其变为迪利克雷边界条件, 且 Dp-膜变成了
D(p− 1)膜, 在圆 Y 上的某一点局域地出现.

事实上, D-膜最初就是这样通过研究开弦在 T 对偶下的命运行为被发现的.

9.8.3 超弦的 T 对偶

最后, 再看看 T 对偶对超弦的作用. 十维超弦理论在 T 对偶下不是不变的, 相反, 它们
由 T 对偶相互映射. 更准确地说, IIA 型和 IIB 型由 T 对偶相互转化. 这表明半径为
R 的圈上的 IIA 型弦理论等价于半径为 α′/R 的圈上的 IIB 型弦理论. 这与 D-膜的变
换相吻合, 我们后面会看到, IIA 型超弦对应偶数维 D-膜, 而 IIB 型超弦对应奇数维 D-
膜. 同样, 两个杂化弦在 T 对偶作用下也相互转化.

9.8.4 镜像对称 (Mirror Symmetry) 简介

实际上, T 对偶的本质就是弦的延展性导致它们无法区分大圈和小圈. 我们可以问, 这
种混淆是否在更复杂的流形上也存在? 答案是肯定的. 弦可以把不同的流形看成相同
的流形, 这就是所谓的镜像对称 (Mirror Symmetry).

尽管杂化弦也有镜像对称, 但其在第二类超弦的背景下更简洁. 当弦的世界面由超共形
的非线性 σ 模型支配且其靶空间由某个卡拉比丘流形 X 给出时, 情况最简单. 镜像对
称性就是指, 这个 CFT 与描述在不同卡拉比丘流形 Y. 上运动的弦的 CFT 是相同的.
而 X 和 Y 的拓扑结构并不相同, 它们的赫吉阵列 (Hodge diamond) 是彼此的镜像, 镜
像对称性因此得名. 镜像对称性是几何学中一个活跃的研究领域, 也是弦理论对数学之
影响的一例.
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Chapter 10

RNS 超弦 (RNS superstring) 简介

10.1 超共形场论 (superconformal Field Theory)

我们迄今分析过的玻色弦有两个问题: 它不包含时空费米子, 也没有稳定的真空 (因为
我们总能在频谱中找到一个快子). 而超弦同时解决了这两个问题, 本章我们将具体说
明这一点.

超弦的一个关键构成是推广庞加莱对称性得到的超对称 (supersymmetry). 它将玻色子
与费米子相互关联, 我们在这门课中将会具体介绍这一对称性. 需要注意的是, 弦理论
同时存在靶空间与二维世界面两个流形, 因此也存在两种超对称, 由他们所在的流形进
行区分:

• 世界面的超对称 (二维): 将世界面标量场 Xµ 与世界面旋量 Ψµ 相互关联.
• 靶空间超对称 (这门课中主要讨论四维与十维): 例如将自旋为 1 的光子 (photon) 与
自旋 1/2 的光伴子 (photino) 相互关联.

超弦粗略来讲有三种不同的表述形式, 他们的区别并不平凡:

• 拉蒙-纳维-施瓦兹表述 (Ramond-Neveu-Schwarz formulation): 通常简称 RNS 表述.
它保留了出世界面超对称, 而隐藏了靶空间超对称.

• 格林-施瓦兹表述 (Green-Schwarz formulation): 通常简称 GS 表述. 它保留了时
空超对称, 但不存在世界面超对称, 通常还会在量子化过程中 (光锥量子化) 破坏
SO(1, D − 1) 对称性.

247
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• 纯旋量表述 (pure spinor formalism): 由博科维茨 (Berkovits) 于 2000 年发现 [9].
它保留了靶空间超对称以及 SO(1, 9) 对称性, 但不存在世界面超对称. 纯旋量表述
是近年来弦振幅研究的常用表述, 尤其是在处理多圈及多外腿的弦振幅问题时尤为
重要.

我们这一章会简要介绍 RNS 超弦.

10.1.1 物质场 (X; Ψ)的超共形场论

我们已经知道, 在规范固定之前, 玻色弦的泊里雅科夫作用量可以被视为引力 gαβ 与玻
色的物质场 Xµ 在二维世界面上的耦合. 我们现在引入 RNS 超弦, 视为二维超引力与
含超对称的物质场 (X; Ψ)在世界面上的耦合. 更准确来说,世界面超对称将引力子 gαβ

与引力伴子 χα 相互关联, 也将玻色物质场 Xµ 与费米物质场 Ψµ 相互关联. 需要注意
的是, χα 与 Ψµ 均为世界面上的旋量, 我们一般不写出这一旋量指标.

二维中的狄拉克 γ 矩阵记为 ρα, 同样地, 我们省去二维世界面的旋量指标. 它满足如下
的克里福德代数 (Clifford algebra):

{ρα, ρβ} = ραρβ + ρβρα = 2gαβ12×2 (10.1. 1)

我们有几种不同的选取 ρ 的方式, 其中一种是 ρ0 = ( 0 1
−1 0 ) 与 ρ1 = ( 0 1

1 0 )

于是, 我们首先要在泊里雅科夫作用量:

S1 = − 1
4πα′

∫
d2σ
√
−ggαβ∂αXµ∂βXµ (10.1. 2)

加入 Ψµ 的动力学项:

S2 = 1
4π

∫
d2σ
√
−g(Ψµ

ρα∇αΨµ + F µFµ) (10.1. 3)

其中 F µ 是辅助标量场 (auxiliary scalar field), 出现它的原因是: 对于离壳情形, 我们
没有运动方程的限制, 因此若仍期望理论在超对称下不变就需要引入辅助标量场进行
替代.

需要注意的是, 此时 S1 + S2 仍然不满足局域超对称. 实际上, 局域超对称要求在作用
量上额外附加:

S3 = 1
4π

∫
d2σ
√
−gχαρβραΨµ

( 1√
2α′

∂βXµ + 1
8χβΨµ

)
(10.1. 4)



超共形场论 (superconformal Field Theory) 249

因此平直时空中泊里雅科夫作用量的完整 RNS 推广为:

SRNS [X,Ψ, g, χ] = 1
4π

∫
d2σ
√
−g
[
− 1
α′ g

αβ∂αX
µ∂βXµ + Ψµ

ρα∇αΨµ

+ (χαρβραΨµ)
( 1√

2α′
∂βXµ + 1

8χβΨµ

)] (10.1. 5)

这一作用量满足以下几条对称性:

• 不难证明, 附加的两项 S2 与 S3 均满足重参数化不变性, 因而整体的 SRNS 满足以
参数 ξ 重参数化不变性:

δξX
µ =ξβ∂βXµ

δξΨµ =ξβ∂βΨµ

δξgαβ =ξγ∂γgαβ + gγα∂βξ
γ + gγβ∂αξ

γ

δξχα =ξβ∂βχα + χβ∂αξ
β

(10.1. 6)

• 此外, SRNS 满足以旋量参数 ε 描述的所谓局域超对称不变性:

δεX
µ =

√
α′

2 εΨ
µ

δεΨµ =ρα
( 1√

2α′
∂βXµ + 1

4χβΨµ

)
ε

δεgαβ =ερ(αχβ)

δεχα =2∇αε

(10.1. 7)

• 当然, SRNS 也满足由参数 φ 描述的外尔不变性:

δφX
µ =0

δφΨµ =− φ

2 Ψµ

δφgαβ =2φgαβ

δφχα =φ

2χα

(10.1. 8)

• 而外尔不变性会由于超对称的存在拓展为由旋量参数 ζ 描述的超外尔不变性:

δζχα = ραζ δζ(others) = 0 (10.1. 9)
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• 最后, 由参数 l 描述的二维洛伦兹对称性

δlX
µ =0

δlΨµ =− 1
2 lρΨµ

δlgαβ =2lgαβ

δlχα =− 1
2 lρχα

(10.1. 10)

与共形场论的讨论类似, 上述的对称性可以用以选取所谓的超共形规范. 这实际上就是
共形规范的超对称推广. 我们将 χα 分解为:

χα =
(
gαβ − 1

2ρ
αρβ

)
χβ + 1

2ρ
αρβχβ

=1
2ρ

βραχβ + 1
2ρ

αρβχβ

=χ̃α + ραζ

(10.1. 11)

其中 χ̃α = 1
2ρ

βραχβ 满足 ρ · χ̃ = 0. 而 ζ = ραχα 这实际上是把自旋 3/2 的引力伴子分
解为螺旋度 (helicity) 分别为 ±3/2 与 ±1/2 的两部分. 再带上度规的共形规范, 我们便
得到了超共形规范:

(gαβ, χγ)→ (e2φηαβ, ργζ) (10.1. 12)

现在让我们将规范固定之后的 RNS 作用量改写为 z = i(τ + σ) 与 z = i(τ − σ) 的形式,
取 Ψµ 的马约拉纳-外尔分量 (Majorana-Weyl component) Ψ = ( ψ

µ

ψ
µ ). 其中 ψµ(z) 和

ψ
µ(z)是共形权分别为 ( 1

2 , 0)和 (0, 1
2)的主场. 而由于自旋与共形权的关系为 s = h−h,

它们是自旋 1
2 的场, 根据费米狄拉克统计, 它们必须是奇格拉斯曼数. 相应的世界面作

用量为:
S = 1

2π

∫
d2z

( 2
α′ ∂X

µ∂Xµ + ψµ∂ψµ + ψ
µ
∂ψµ

)
, (10.1. 13)

是一个自由的二维共形场论, 利用以下 OPE 定义:

Xµ(z, z)Xν(0, 0) = −α
′

2 η
µν log |z|+ · · · ,

ψµ(z)ψν(0) = ηµν
1
z

+ · · · ,

ψ
µ(z)ψν(0) = ηµν

1
z

+ · · · .

(10.1. 14)
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物质部分的能动张量为:

Tm(z) = − 1
α′ : ∂X · ∂X : −1

2 : ψ · ∂ψ : ,

T
m(z) = − 1

α′ : ∂X · ∂X : −1
2 : ψ · ∂ψ : .

(10.1. 15)

然后我们可以仿照 eq. (5.4. 45) 得到:

Tm(z1)Tm(z2) = c

2
1

(z1 − z2)4 + 2Tm(z2)
(z1 − z2)2 + ∂Tm(z2)

(z1 − z2) + · · · , (10.1. 16)

而反全纯部分也是如此. 理论的中心荷为:

c = cX + cψ = d+ 1
2d = 3

2d , (10.1. 17)

其中我们把来自 X 的 CFT和来自 ψ 的 CFT的贡献相加. 回到世界面作用量 10.1. 13,
我们发现它在两种可能的变换下是不变的.

• 共形变换. 它的的无穷小形式为:

δc
εX

µ(z, z) = −
[
ε(z)∂Xµ(z, z) + ε(z)∂Xµ(z, z)

]
δc
εψ

µ(z) = −
[
ε∂ψµ(z) + 1

2 (∂ε)ψµ(z)
]

δc
εψ

µ(z) = −
[
ε∂ψ

µ(z) + 1
2

(
∂ε
)
ψ
µ(z)

]
,

(10.1. 18)

其中, 上标 c 代表共形, ε(z) 是变换的参数, 可以做如下展开为:

ε(z) =
∑
n

εnz
−n+1 , (10.1. 19)

是权为 −1 的场
• 超共形变换. 它的的无穷小形式为:

δsc
η X

µ(z, z) =
√
α′

2

[
η(z)ψµ(z) + η(z)ψµ(z)

]
δsc
η ψ

µ(z) =
√

2
α′ [−η(z)∂Xµ(z)]

δsc
η ψ

µ(z) =
√

2
α′

[
−η(z)∂Xµ(z)

]
,

(10.1. 20)
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其中上标 sc 代表超共形. 我们马上就能看到, 这些超共形变换将 X 和 ψ 彼此变换,
也就是在玻色场和费米场之间架起了一座桥梁. 这是因为 η(z) 具有费米性质, 可以
展开为:

η(z) =
∑
r

ηrz
−r+ 1

2 , (10.1. 21)

即权为 − 1
2 的场.

现在让我们检查一下作用量 10.1. 13 是否如我们所说的那样, 在这些超共形变换下是
不变的. 如果我们暂时取 α′ = 1 并只考虑全纯部分, 那么我们会得到:

δsc
η S = 1

2π

∫
d2z

[ 1√
2
∂(ηψ) · ∂X + 1√

2
∂X · ∂(ηψ)

− 1
2

(√
2η∂X

)
· ∂ψ − 1

2ψ · ∂
(√

2η∂X
)]

= 1
2π

∫
d2z
√

2
[
∂(ηψ) · ∂X + η(∂∂X) · ψ

]
= 1

2π

∫
d2z
√

2
[
∂(ηψ) · ∂X − ∂X · ∂(ηψ)

]
= 0 .

(10.1. 22)

其中最后一步我们应用了分部积分. 而对于反全纯部分, 推理过程是类似的. 因此, 我
们证明了世界面作用量 10.1. 13 在超形变下是不变的. 现在计算:[

δsc
η1
, δsc
η2

]
Xµ =

(
δsc
η1
δsc
η2
− δsc

η2
δsc
η1

)
Xµ

= −η2η1∂X
µ + η1η2∂X

µ

= −2η1η2∂X
µ

= δc
2η2η1

Xµ,

(10.1. 23)

相似地, 我们有

[
δsc
η1
, δsc
η2

]
ψµ =

(
δsc
η1
δsc
η2
− δsc

η2
δsc
η1

)
ψµ

= −η2∂ (η1ψ
µ) + η1∂ (η2ψ

µ)

= [−η2∂η1 − (∂η2)η1]ψµ − 2η2η1∂ψ
µ

= −
[1

2∂(2η2η1)ψµ + 2η2η1(∂ψµ)
]

= δc
2η2η1

ψµ .

(10.1. 24)
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因此, 我们便证明了: [
δsc
η1
, δsc
η2

]
= δc

2η2η1
, (10.1. 25)

这意味着两个超共形变换的组合生成一个共形变换. 在某种意义上, 我们可以说超共形
变换是共形变换的平方根. 由 eq. (5.6. 68) 和 eq. (5.6. 69), 共形变换是由诺特荷生
成的:

Tε(z) =
∮

0

dz

2πiε(z)T
m(z) (10.1. 26)

于是
δc
εφ(z) = − [Tε, φ(z)] . (10.1. 27)

类似地, 超共形变换也由对应的诺特荷生成:

Gη(z) =
∮

0

dz

2πiη(z)Gm(z) (10.1. 28)

于是
δsc
η φ(z) = − [Gη, φ(z)] . (10.1. 29)

守恒流 Gm(z) 通常称为超流 (supercurrent), 其定义为:

Gm(z) = i

√
2
α′ψ

µ∂Xµ = ψ · j , (10.1. 30)

此处利用了玻色弦守恒流 jµ 的定义 eq. (2.6. 68), 正如 eq. (??), 两个共形变换的组合
eq. (??) 会生成两个能动张量 OPE 的正确形式 eq. (5.4. 45). 类似地, eq. (10.1. 25) 也
将缩并完全固定

Gm(z1)Gm(z2) = d

(z1 − z2)3 + 2Tm(z2)
(z1 − z2) ,

Tm(z1)Gm(z2) =
3
2G

m(z2)
(z1 − z2)2 + ∂Gm(z2)

(z1 − z2) .
(10.1. 31)

总结一下, 我们有:

Tm(z1)Tm(z2) =
c
2

(z1 − z2)4 + 2Tm(z2)
(z1 − z2)2 + ∂Tm(z2)

(z1 − z2) + (reg.) ,

Gm(z1)Gm(z2) =
2
3c

(z1 − z2)3 + 2Tm(z2)
(z1 − z2) + (reg.) ,

Tm(z1)Gm(z2) =
3
2G

m(z2)
(z1 − z2)2 + ∂Gm(z2)

(z1 − z2) + (reg.) ,

(10.1. 32)
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这便完整地定义了我们的 (X;ψ) 超共形场论 (今后简称 SCFT) 的超共形代数 (反全纯
部分也如此). 这是 N = 1 SCFT 的最简单例子. 这个代数的作用与维拉索罗代数在玻
色弦中的作用相同: 这是一个约束构成的代数, 而这些约束作用于态上. 我们现在感兴
趣的是这种代数的不可约表示, 即主场. 我们在, 权重为 h 的主场 φh(z) 的定义是:

Tm(z1)φh(z2) = hφh(z2)
(z1 − z2)2 + ∂φh(z2)

(z1 − z2) + · · · . (10.1. 33)

因此, 由 eq. (10.1. 32), Gm(z) 是共形权为 3
2 的主场. 我们还可以定义超共形主场

(superconformal primary field). 如果 φh(z) 是权为 h 的主场, 若它满足以下条件, 它便
是一个权重为 h 的超共形主场:

Gm(z1)φh(z2) =
φh+1/2(z2)
(z1 − z2) + · · · . (10.1. 34)

这意味着超流 Gm(z) 作用于超共形主场 φh 并生成超子场 (superdescendant field)
ψh+1/2. 需要注意的是, 超子场虽然不是超共形主场, 但仍可能是共形主场.

我们还可以定义超共形权为 h 的超共形主场对: (φh, φh+1/2), 这要求对于共形权分别
为 h 与 h+ 1

2 的共形主场 φh 与 φh+1/2 满足:

Tm(z1)φh(z2) = hφh(z2)
(z1 − z2)2 + ∂φh(z2)

(z1 − z2) + · · ·

Tm(z1)φh+1/2(z2) =
(h+ 1

2)φh+1/2(z2)
(z1 − z2)2 +

∂φh+1/2(z2)
(z1 − z2) + · · ·

Gm(z1)φh(z2) =
φh+1/2(z2)
(z1 − z2) + · · ·

Gm(z1)φh+1/2(z2) = hφh(z2)
(z1 − z2)2 + ∂z2φh(z2)

2(z1 − z2) · · ·

(10.1. 35)

于是, 我们知道, 超共形主场对 (φh, φh+1/2) 中 φh 总是超共形主场, 而 φh+1/2 则不是
超共形主场, 因为它被超流作用后不能得到权升高二分之一的子场.

在 (X;ψ) 的 SCFT 中, 我们可以得到:

Gm(z1)ψµ(z2) = j · ψ(z1)ψµ(z2) = jµ(z1)
(z1 − z2)

Taylor= jµ(z2)
(z1 − z2) + . . . , (10.1. 36)
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与 Tm(z) 的 OPE 类似. 所以 ψ(z) 是权为 1
2 的超共形主场. 此外,

Gm(z1)jµ(z2) = ψ · j(z1)jµ(z2) = ψµ(z1)
(z1 − z2)2

Taylor= ψµ(z2)
(z1 − z2)2 + ∂ψµ(z2)

(z1 − z2) , (10.1. 37)

因此 j(z) 不是超共形主场.

下面我们来考虑一下 Xµ, 我们有

Gm(z1)i
√

2
α′X

µ(z2) = ψµ(z2)
(z1 − z2) . (10.1. 38)

因此 Xµ (从 Gm(z) 的角度看) 是一个超共形主场. 然而, 由于其对数形式的 OPE
eq. (5.4. 39), 我们知道, 它并不是一个真正的主场.

超共形主场对的一个例子是 (ψµ, i
√

α′

2 ∂zX
µ). 他们便是超共形权为 h = 1

2 的超共形主
场对.

最后, 考虑平面波, 我们有:

Gm(z1) : eip·XL : (z2) =: ψ · j : (z1) : eip·XL : (z2)

=
√
α′

2 pµ
ψµ : eip·XL : (z2)

(z1 − z2) .
(10.1. 39)

因此平面波 : eip·XL : 是权为
(
α′p2

4 , 0
)
的超共形主场.

10.1.2 世界面超对称

我们已经知道, 平移是由 ∂z = ∂ (或 ∂z = ∂). 即由 L−1 的作用来生成:

[L−1, · ] =
∮

0

dz

2πiT
m(z) . (10.1. 40)

而我们有:
[L−1, φ(z2)] =

∮
0

dz1

2πiT
m(z1)φ(z2) = ∂φ(z2) . (10.1. 41)

现在我们要对超流 Gm(z) 做同样的处理. 因此, 我们定义全纯的超对称变换. 而反全纯
情况类似, 为:

δSUSY =
∮

0

dz

2πiG
m(z) . (10.1. 42)
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这里的变换 δSUSY 是奇格拉斯曼的. 因为 Gm(z)是奇格拉斯曼的. 不妨回顾一下 Tm(z)
可以用维拉索罗算符 Ln 展开 eq. (??), 我们就可以把超流 Gm(z) 展开为:

Gm(z) =
∑

r∈Z+ 1
2

Grz
−r− 3

2 . (10.1. 43)

因此, 我们可以得到:
δSUSY =

[
G− 1

2
, ·
]
. (10.1. 44)

超对称对我们的 (X;ψ) SCFT 场的作用是:

δSUSY

(
i

√
2
α′X

µ(z)
)

= ψµ(z) ,

δSUSY (ψµ(z)) = jµ(z) ,

δSUSY (jµ(z)) = ∂ψµ(z) .

(10.1. 45)

通过超对称变换相互联系的两个场叫做超伴子 (superpartners). 此外, 超对称是平移的
平方根:

[δSUSY, δSUSY] = ∂z . (10.1. 46)

10.1.3 鬼场 (b, c ; β, γ) 的 SCFT

正如我们之前所看到的, 通过法捷耶夫-波波夫方法, 我们将 X 与鬼场 (b, c)关联. 同样,
当我们添加 ψ 在我们的 CFT 中时, 我们必须通过世界面超对称添加鬼场 (β, γ). 完整
的鬼场共形场论由以下作用量给出:

Sgh = 1
2π

∫
d2z

(
b∂c+ b∂c+ β∂γ + β∂γ

)
, (10.1. 47)

其中

• b 是权重为 2 的主场, 作为由偶格拉斯曼数参数化的对称性的 FP 方法引入的鬼场,
它是奇格拉斯曼数, 满足幂零性.

• c 是权重为 −1 的主场, 作为由偶格拉斯曼数参数化的对称性的 FP 方法引入的鬼场,
它是奇格拉斯曼数, 满足幂零性.

• β 是权重为 3
2 的主场, 作为由奇格拉斯曼数参数化的对称性的 FP 方法引入的鬼场,

它是偶格拉斯曼数.
• γ 是权重为 − 1

2 的主场, 作为由奇格拉斯曼数参数化的对称性的 FP 方法引入的鬼
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场, 它是偶格拉斯曼数.

他们的 OPE 满足:
b(z1)c(z2) = 1

(z1 − z2) + · · · ,

c(z1)b(z2) = 1
(z1 − z2) + · · · ,

β(z1)γ(z2) = −1
(z1 − z2) + · · · ,

γ(z1)β(z2) = 1
(z1 − z2) + · · · .

(10.1. 48)

而鬼场能动张量的全纯部分定义为:

T (gh)(z) = T (b,c)(z) + T (β,γ)(z) , (10.1. 49)

其中
T (b,c)(z) = : (∂b)c : (z)− 2 : ∂(bc) : (z) ,

T (β,γ)(z) = : (∂β)γ : (z)− 3
2 : ∂(βγ) : (z) .

(10.1. 50)

然后, 当我们计算能动张量间的 OPE, 就可以得到:

T (b,c)(z1)T (b,c)(z2) ≈ (−26)/2
(z1 − z2)4 ,

T (β,γ)(z1)T (β,γ)(z2) ≈ (11)/2
(z1 − z2)4 ,

(10.1. 51)

这表明他们的中心荷分别为:

c(b,c) = −26 c(β,γ) = 11 , (10.1. 52)

这表明
c(gh) = c(b,c) + c(β,γ) = −15 . (10.1. 53)

鬼场 (b, c ;β, γ) 的超共形代数基于如下的鬼场超流:

G(gh)(z) = −1
2(∂β)c+ 3

2∂(βc)− 2bγ , (10.1. 54)

这里不需要正规排序, 因为 (b, c) 和 (β, γ) 彼此无关. 我们可以证明 T (gh) 和 G(gh) 可
以生成一个中心荷为 c(gh) = −15 的超代数. 而如果我们现在把物质部分的中心荷和鬼
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场中心荷放在一起, 就可以得到整体中心荷:

c(tot) = cm + c(gh) = 3
2D − 15 (10.1. 55)

为了消除外尔反常, 我们需要让中心荷为 0, 这要求

D = 10 . (10.1. 56)

这就是著名的超弦临界维数, 对于玻色弦, 它则是 26.

与反常鬼场流 jb,c = − : bc : 类似, 我们对 β 与 γ 也可以定义描述鬼场数的所谓反常鬼
场流:

jb,c = − : bc :

jβ,γ = − : βγ :
(10.1. 57)

同样地, 他不是主场, 与能动张量的 OPE 为:

Tb,c(z)jb,c(w) ∼ −3
(z − w)3 + jb,c(w)

(z − w)2 + ∂wjb,c(w)
z − w

+ · · ·

Tβ,γ(z)jβ,γ(w) ∼ 2
(z − w)3 + jβ,γ(w)

(z − w)2 + ∂wjβ,γ(w)
z − w

+ · · ·
(10.1. 58)

于是厄米共轭改为:
|q(b, c)〉† = 〈−q(b, c) + 3|

|q(β, γ)〉† = 〈−q(β, γ)− 2|
(10.1. 59)

鬼场零模的数量与亏格数 g 的依赖关系为:

Nc −Nb = 3− 3g

Nγ −Nβ = 2− 2g
(10.1. 60)

最后,我们可以回顾一下,在玻色弦中, TT 的代数被解释为约束条件的代数. 而 Tm = 0
所代表的度规运动方程便是一个经典约束. 而 BRST 量子化给每个约束添加了一个鬼
场 (由于约束的非阿贝尔性质, 有一个附加项). 由此定义了如下的 BRST 流:

jB(z) = cTm(z) + 1
2 : cT (gh) : (z) . (10.1. 61)
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这给出了 BRST 荷的定义:
QB =

∮
0

dz

2πijB(z) , (10.1. 62)

当且仅当 CFT 整体的中心荷为 0 时 BRST 荷满足幂零性:

Q2
B = 0 ⇐⇒ cm + c(gh) = 0 . (10.1. 63)

与之类似, 对于超弦, 我们有两组经典约束, 分别为:

Tm = 0

Gm = 0 ,
(10.1. 64)

实际上, 第一个等式是度规的运动方程, 而第二个等式则是度规的超伴子, 即引力伴子
的运动方程, 这件事我们会稍后说明. 而如果我们把 (b, c) 系统与 Tm 联系起来, 把
(β, γ) 系统与 Gm 联系起来, 那么 BRST 流便可以进行如下构造:

jB(z) = cTm(z) + γGm(z) + 1
2

(
: cT (gh) : (z)+ : γG(gh) : (z)

)
(10.1. 65)

而 BRST 荷就是 BRST 流的积分:

QB =
∮

0

dz

2πijB(z) . (10.1. 66)

我们又一次得到了
Q2

B = 0 ⇐⇒ cm + c(gh) = 0 , (10.1. 67)

而这要求体系满足 D = 10 的临界维数要求. 此外, 通过简单的计算可知:

[QB, b(z)] = T (tot)(z) = Tm(z) + T (gh)(z) ,

[QB, β(z)] = G(tot)(z) = Gm(z) +G(gh)(z) .
(10.1. 68)

于是, 我们看到 SCFT 中出现的场都被世界面超对称成对地联系了起来:

ψµ ←→ Xµ ,

γ ←→ c ,

β ←→ b .

(10.1. 69)
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10.2 闭超弦 (closed superstring) 的 RNS 表述

我们接下来可以开始讨论超弦的 RNS 表述, 在本章中我们不会详细介绍开弦的 RNS
表述, 这是由于开弦的结构与闭弦的亚纯部分非常相似, 仅仅是边界条件不同.

10.2.1 纳维-施瓦兹部分与拉蒙部分

现在让我们考虑闭超弦. 我们引入的世界面旋量 (可以通称为 χ, 即 χ = ψ, β, γ . . . ) 也
必须如玻色弦一样在对作用量进行泛函微商求运动方程时不能出现边界项贡献, 即:

δSRNS[X,ψ, ψ]→
∫

dτ(ψµδψµ − ψ
µ
δψµ)

∣∣∣σ=2π

σ=0
= 0 (10.2. 70)

为实现这一条件, 我们必须要求 χ 沿着 σ 方向满足周期性 (periodic) 或反周期性 (anti-
periodic):

• 周期性: χ(σ + 2π) = +χ(σ);
• 反周期性: χ(σ + 2π) = −χ(σ).

这两个条件都是可能的, 但反周期条件对玻色的 X 是不可接受的, 因为它会破坏洛伦
兹不变性. 1

由旋量的周期与反周期性, 我们可以将理论分为两部分 (sectors):

• χ 关于 σ 呈周期性, 这对应拉蒙部分 (Ramond sector), 简称 R 部分.
• χ 关于 σ 呈反周期性, 这对应纳维-施瓦兹部分 (Neveu-Schwarz sector), 简称 NS
部分.

与之相似地, 因为超流也是费米的, 我们有:

G(σ + 2π) =

+G(σ) (R)

−G(σ) (NS)
. (10.2. 71)

如果我们通过指数映射 z = eσ 将圆柱面映射到复平面上, 由 ψ 的共形权是 1
2 , 满足:

ψ(z)(dz) 1
2 = ψ(w)(dw) 1

2 (10.2. 72)

于是有

1然而, 在构造轨形 (orbifolds) 中的弦理论时这种情况仍需考虑.
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ψ(z) =
(
dz

dσ

) 1
2

ψ
(
σ(z)

)
= 1√

z
ψ
(

ln(z)
)
. (10.2. 73)

因此我们可以关于 ψ 两个不同的边界条件对应的部分, 分别写出如下展开:
ψµNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
ψµr z

−r− 1
2

ψµR(z) =
∑
n∈Z ψ

µ
nz

−n− 1
2

. (10.2. 74)

我们来分析一下:

• 在 NS 部分中, 由于 r ∈ Z + 1
2 , 于是 −r − 1

2 ∈ Z, 因而 z−r− 1
2 是亚纯函数, 在 C 上

没有分支奇点.
• 而在 R 部分中, 有一个从 0 到 ∞ 的分支，因为 n ∈ Z, 于是 −n− 1

2 ∈ Z + 1
2 , 因而

z−n− 1
2 是双值函数.

分支的存在可以理解为在复平面的原点插入了一个特殊的场, 它改变了真空的性质. 这
个场记作 SA(0), 被称为自旋场 (spin field), 指标 A 是靶空间中的旋量指标. 两个费米
子 ψ 的 OPE 在两个部分中仍然是一样的, 均为:

ψ(z1)ψ(z2) = 1
(z1 − z2) + · · · , (10.2. 75)

它由如下两个分别对应两个部分的不同谐振模代数实现:

NS) [ψµr , ψνs ] = ηµνδr+s, 0 , r, s ∈ Z + 1
2 ,

R) [ψµn, ψνm] = ηµνδn+m, 0 , n,m ∈ Z .
(10.2. 76)

此处我们使用了阶化对易子的符号约定. 这里的方括号实际上是反对易子, 因为我们处
理的是费米的对象. 对 (β, γ) 也存在相似的展开:βNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
βrz

−r− 3
2

βR(z) =
∑
n∈Z βnz

−n− 3
2

,

γNS(z) =
∑
r∈Z+ 1

2
γrz

−r+ 1
2

γR(z) =
∑
n∈Z γnz

−n+ 1
2

. (10.2. 77)

这表示
NS) [βr, γs] = δr+s, 0 , with r, s ∈ Z + 1

2 ,

R) [βn, γm] = δn+m, 0 , with n,m ∈ Z .
(10.2. 78)
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相似地, 对于超流, 我们有:
GNS(z) =

∑
r∈Z+ 1

2
Grz

−r− 3
2

GR(z) =
∑
n∈ZGnz

−n− 3
2

, (10.2. 79)

而这表明:

NS) [Gr, Gs] = 2Lr+s + c

12(4r2 − 1)δr+s, 0 , r, s ∈ Z + 1
2 ,

R) [Gn, Gm] = 2Ln+m + c

12(4n2 − 1)δn+m, 0 , n,m ∈ Z .
(10.2. 80)

因此, 超共形代数可以写成谐振模的形式:

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c

12n(n2 − 1)δn+m, 0 ,

[Ln, Gr] = n− 2r
2 Gn+r ,

NS) [Gr, Gs] = 2Lr+s + c

12(4r2 − 1)δr+s, 0 , with r, s ∈ Z + 1
2 ,

R) [Gr, Gs] = 2Lr+s + c

12(4r2 − 1)δr+s, 0 , with r, s ∈ Z ,

(10.2. 81)

其中 eq. (10.2. 81) 来自于 G 是主场这一事实. 而这个代数则由两个 SCFT 生成:

• 物质场 (X;ψ) 的 SCFT, 它的中心荷为 cm = 3
2D;

• 鬼场 (b, c ;β, γ) 的 SCFT, 它的中心荷为 c(gh) = −15.

于是有:

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c(tot)

12 n(n2 − 1)δn+m, 0 (10.2. 82)

与先前的结论一致, 整体的 SCFT 在 D = 10 时满足 c(tot) = cm + c(gh) = 0.

10.2.2 纳维-施瓦兹真空与拉蒙真空

接下来, 让我们构建理论的真空态. 我们将使用以下符号:

· αµn: 用来表示 X 的谐振模;
· ψµr : 用来表示 ψNS 的谐振模;
· ψµn: 用来表示 ψR 的谐振模.

我们于是有以下两种对象:
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• 在 NS 部分中对应动量的真空态 |0, p〉NS, 满足:

αµn |0, p〉NS = 0 for n ≥ 1 ,

ψµr |0, p〉NS = 0 for r ≥ 1
2 .

(10.2. 83)

• 在 R 部分中对应动量的真空态 |0, p〉R, 满足:

αµn |0, p〉R = 0 for n ≥ 1 ,

ψµn |0, p〉R = 0 for n ≥ 1 .
(10.2. 84)

我们先前给出 [ψµn, ψνm] = ηµνδn+m, 0. 这表明, 对于零模, 我们有:

[ψµ0 , ψν0 ] = ηµν . (10.2. 85)

因此, 与 b0 和 c0 一样, 零模 ψµ0 既不是产生算符, 也不是湮灭算符. 因此我们有许多
这样的零模, 即 R 真空是退化的. 我们用指标 A′ 来区分退化的态. 于是, 我们可以
利用 ψµ0 在退化的真空之间转换. 于是有:

ψµ0 |A′, p〉R = (ψµ)A′B′ |B′, p〉R . (10.2. 86)

它的行为类似于 γ 矩阵作用于狄拉克旋量的行为. 那么现在我们可以定义

Γµ =
√

2ψµ0 , (10.2. 87)

再利用 eq. (10.2. 85), 我们就找到了 D 维下的克里福德代数:

[Γµ,Γν ] = 2ηµν , (10.2. 88)

此处也同样使用阶化对易子的符号约定. 这里的方括号实际上是反对易子, 因为我
们处理的是费米的对象.
由于 Γ 只与真空的狄拉克旋量指标 A′ 有关, 我们可以将 R 真空态分解为两部分的
直积,这两部分分别对应 X 与 ψR. 这意味着 R 真空中对应 ψR 的部分是 D 维 γ 矩
阵作用的空间, 也就是 D 维旋量空间. 因此, 如果我们考虑临界维度 D = 10, 则 R
真空中对应 ψR 的部分, 记作 |A′〉R 便是 SO(1, 9) 的一个十维狄拉克旋量, 它可以分
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解为两个不可约表示, 即:
|A′〉R = |A〉︸︷︷︸

16c

⊕
∣∣∣Ȧ〉︸︷︷︸
16s

, (10.2. 89)

其中 16c 是正手性的 16 维不可约表示, 代表左手外尔旋量. 而 16s 是负手性的 16
维不可约表示, 代表右手外尔旋量. 分别用指标 A 与 Ȧ. 这两个不可约表示由手性
矩阵 Γ 的作用定义:

Γ |A〉 = + |A〉 ,

Γ
∣∣∣Ȧ〉 = −

∣∣∣Ȧ〉 . (10.2. 90)

现在我们回顾一下. 动量信息包含在 X 所对应的真空中, 那么我们可以把 NS 部分物
质场整体的真空写为:

|0, p〉mNS = |0, p〉︸ ︷︷ ︸
X

⊗ |0〉NS︸ ︷︷ ︸
ψ

= |0, p〉 ⊗ |0〉 , (10.2. 91)

这里我们写出 |0〉NS = |0〉, 因为对物质场, 在 NS 真空中对应 ψ 的部分是 SL(2,C) 不
变的.

而 R 部分物质场整体的真空则写为:

|A′, p〉mR = |0, p〉︸ ︷︷ ︸
X

⊗ |A′〉R︸ ︷︷ ︸
ψ

= |0, p〉 ⊗
(
|A〉 ⊕

∣∣∣Ȧ〉) . (10.2. 92)

正如我们所预料的, R 真空是通过在 SL(2,C) 不变真空, 即 NS 真空中插入一个自旋场
而得到的:

|A′〉R = lim
z→0

SA′(z) |0〉NS , R 〈B′| = lim
z→∞NS 〈0|SB′(z)zD/8 (10.2. 93)

而 eq. (10.2. 81) 中 [Lm, Ln] 中附加的 D/16 就反映了 R 部分的真空能, 也就是自旋场
SA′(z) 的共形权. 因此, 拉蒙真空在某种意义上是纳维-施瓦兹真空的激发态.

在给出了自旋场 SA′(z) 的共形权之后, 我们可以大致地描述含自旋场的关联函数. 首
先, 两个自旋场之间的关联函数一定是正比于 (z−w)−D/8 的, 又由于洛伦兹协变性, 两
个旋量的缩并一定正比于所谓的荷共轭矩阵 (charge conjugation matrix), 即 CA′B′ , 于
是我们有:

〈SA′(z)SB′(w)〉 = CA′B′

(z − w)D/8 (10.2. 94)
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再利用 eq. (10.2. 87) 的对应关系, 我们有:

R 〈A′|ψµ0 |B′〉R = 1√
2

(ΓµC)A′B′ = 1√
2

(Γµ) D′

A′ CD′B′ (10.2. 95)

而它可以通过三点关联函数的极限得到. 由 |A′〉R 与 ψµ0 定义, 我们有:

lim
z1→∞NS 〈0| zD/8

1 SA′(z1)︸ ︷︷ ︸
R〈A′|

lim
z2→0

z
1/2
2 ψµ(z2)︸ ︷︷ ︸
ψµ

0

lim
z3→0

SB′(z3) |0〉NS︸ ︷︷ ︸
|B′〉R

(10.2. 96)

而由于这个三点函数的构成均为主场, 我们于是得到如下三点关联函数:

〈SA′(z1)ψµ(z2)SB′(z3)〉 = 1√
2

(ΓµC)A′B′

(z12z23)1/2z
D/8−1/2
13

(10.2. 97)

现在对上式取 z1 → z2, 再改变一下算符的顺序, 我们可以得到:

〈ψµ(z1)SA′(z2)SB′(z3)〉 = 1√
2

(ΓµC)A′B′

(z12z13)1/2z
D/8−1/2
23

(10.2. 98)

再利用上面给出的 〈SA′(z)SB′(w)〉, 我们于是便得到 ψ 与 SA′ 的 OPE:

ψµ(z)SA′(w) = 1√
2

(Γµ) B′

A′ SB′(w)
(z − w)± 1

2
, (10.2. 99)

注意到, 这里出现了平方根. 实际上这是很自然的, 这表明 SA 的出现使得 ψµ 在复平面
上出现分支, 进而有 R 部分的边界条件 ψµ(e2πiz) = −ψµ(z)

现在倘若我们再取 z2 → z3 极限并利用 〈ψµ(z)ψν(w)〉 = ηµν/z12 便可得到自旋场的
完整 OPE:

SA′(z)SB′(w) ∼ CA′B′

(z − w)D/8 + (ΓµC)A′B′ψµ(w)√
2(z − w)D/8−1/2

(10.2. 100)

10.2.3 协变量子化

与玻色弦量子化类似, 对于超弦的量子化, 我们依然分别考虑: 先量子化再引入限制条
件的协变量子化, 以及先引入限制条件再量子化的光锥量子化.
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10.2.3.1 限制条件

我们现在便可以写出全纯物质部分中的所有可能出现的态 (反全纯部分原理相同). 最
一般的态是由极化张量, X 的谐振模 (玻色部分), 和 ψ 谐振模 (费米部分) 作用于对应
特定动量的真空得到的.

在 NS 部分, 我们有:

G{µ1...µk}{ν1...νq}(p)
(
αµ1

−n1 . . . α
µk
−nk

) (
ψν1

−r1
. . . ψ

νq

−rq

)
|0, p〉NS , (10.2. 101)

这是洛伦兹群最通用的整数自旋表示 (即对应靶空间玻色子). 事实上 {µ1 . . . µk} 与
{ν1 . . . νq} 是洛伦兹矢量指标.

而另一方面, 在 R 部分, 我们有:

χA′{µ1...µk}{ν1...νq}(p)
(
αµ1

−n1 . . . α
µk
−nk

) (
ψν1

−r1
. . . ψ

νq

−rq

)
|A′, p〉R , (10.2. 102)

这是洛伦兹群最通用的半整数自旋表示 (即对应靶空间玻色子). 事实上此处 A′ 是
D = 10 靶空间的狄拉克旋量指标, 而 {µ1 . . . µk} 和 {ν1 . . . νq} 是洛伦兹矢量指标.
这表明我们在弦论中成功构造了费米子态. 但我们还需要引入物理限制来筛选出在壳
的态.

观察 n ∈ Z 与 r ∈ Z + 1
2 时的物理限制:

• 在 NS 部分中:
(L0 − aNS) |phys〉NS = 0 ,

Ln>0 |phys〉NS = 0 ,
(10.2. 103)

而 G 给出的限制为:
Gr≥ 1

2
|phys〉NS = 0 ; (10.2. 104)

• 在 R 部分中:
(L0 − aR) |phys〉R = 0 ,

Ln>0 |phys〉R = 0 ,
(10.2. 105)

而 G 给出的限制为:
Gn≥0 |phys〉R = 0 . (10.2. 106)

其中 aNS 与 aR 为正规排序常数. 如果我们将鬼场的贡献纳入 BRST (或光锥) 量子化,



闭超弦 (closed superstring) 的 RNS 表述 267

我们就可以得到:
aNS = 1

2 , aR = 5
8 . (10.2. 107)

为了理解这些正规排序常数 a 的由来, 我们不妨回顾一下, 在第 6 章中, 我们曾说明
玻色弦的正规排序常数 a 等于鬼场真空 c1|0〉 的共形权, 也即 L0 相对鬼场真空的真空
期望:

L
(tot)
0 = Lm

0 + L
(gh)
0

= Lm
0 − a

= Lm
0 − 1

= 0 .

现在, 回到超弦, 由 eq. (10.2. 77), 可知 NS 部分中, γ 鬼场的模展开为 γNS(z) =∑
r∈Z+ 1

2
γrz

−r+ 1
2 , 其中 γr≥3/2 会湮灭基态 |0〉, 而 γr≤1/2 则不会. 于是我们遇到了与玻

色弦 c 鬼场一样的情况, 存在作用于真空态降低 L0 本征值而不会湮灭真空态的模. 但
我们现在的麻烦比玻色弦更加严重. 因为玻色弦中的 c 鬼场为费米场, 对于降低 L0 本
征值而不会湮灭真空态的 c1, 我们自然地有 (c1)2 = 0. 由此定义 eq. (6.3. 90) 的鬼
场真空 c1 |0〉 6= 0 但会被 c1 由费米性湮灭. 但是现在 γ 与其展开的模均是玻色的, 由
[L0, (γ1/2)n] = −n

2 (γ1/2)n, 我们可知 γ1/2 |0〉 6= 0 无法被 γ1/2 湮灭, 反而有 (γ1/2)n |0〉
各自对应负的 L0 本征值. 那么如何解决这一问题呢?

解决方案是构造一个满足要求的真空态, 而这需要我们将变量 (β, γ) 分解为 (η, ξ) 与
手性玻色子 (chiral boson) φ:

β(z) =: e−φ(z) : ∂zξ(z), γ(z) =: eφ(z) : η(z) (10.2. 108)

这一分解引入的场 (η, ξ, φ)满足以下性质,这些性质均可通过与玻色弦类似的计算得到:

• 首先是他们的 OPE. 我们自然要求他们的 OPE 代回后能复现 β 与 γ 的 OPE. 因此,
我们有:

η(z)ξ(w) ∼ 1
z − w

+ · · · , φ(z)φ(w) ∼ − ln(z − w) (10.2. 109)

而 ξ(z)ξ(w) 与 η(z)η(w) 的 OPE 没有奇点项.
• 新引入的场对应的能动张量为:

Tη,ξ = − : η∂zξ :, Tφ = −1
2 : (∂zφ)∂zφ : −∂2

zφ (10.2. 110)
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• 通过简单的 OPE 计算我们可以得到场 (η, ξ, φ) 分别的共形权为:

h(η) = 1, h(ξ) = 0, h(eqφ) = −q
2

2 − q (10.2. 111)

• 利用计算 K-N 因子 〈
∏n
j=1 : eipj ·X(zj) :〉 相似的方法, 我们可以得到:

: eq1φ(z) :: eq2φ(w) :∼ (z − w)−q1q2 : e(q1+q2)φ(w) : +· (10.2. 112)

由此可以构造 NS 部分中可以由 γ1/2 =
∮ dz

2πi
γ(z)
z
湮灭的态:

|q = −1〉β,γ =: e−φ(0) : |0〉 , h(e−φ) = 1
2 (10.2. 113)

代入 γ 的分解形式与 : eq1φ(z) :: eq2φ(w) : 的 OPE, 我们可以得到复积分的结果为零, 于
是有 γ1/2 |q = −1〉β,γ = 0.

同理, R 部分中的基态应被 γ1 湮灭. 此外, 与自旋场 SA(z) 导致 ψµ(z) 在 R 部分中出
现分支的行为类似, R 部分中 β, γ 也存在分支, 这同样是基态存在类似结构导致的. 首
先给出满足要求的基态:

|q = −1/2〉β,γ =: e−φ(0)/2 : |0〉 , h(e−φ/2) = 3
8 (10.2. 114)

这里的 e−φ(0)/2 就是自旋场在超鬼场中的类比.

因此, 在 NS 部分, 我们有:
L

(tot)
0 = Lm

0 + L
(gh)
0

= Lm
0 − aNS

= Lm
0 −

1
2

= 0 .

而 R 部分中则有:
L

(tot)
0 = Lm

0 + L
(gh)
0

= Lm
0 − aR

= Lm
0 −

5
8

= 0 .
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现在我们总结一下:

NS) Ln = 1
2
∑
k∈Z

αn−k · αk + 1
4
∑

r∈Z+ 1
2

(2r − n) : ψn−r · ψr : ,

R) Ln = 1
2
∑
k∈Z

αn−k · αk + 1
4
∑
m∈Z

(2m− n) : ψn−m · ψm : +D

16δn, 0 .
(10.2. 115)

我们可以注意到, 在 R 部分中存在一个与自旋场共形权相等的项, 即 D/16. 它将 NS
部分真空转移到 R 部分真空.

此外, 我们有超流 Gr:
Gr =

∑
n∈Z

αn · ψn−r , (10.2. 116)

其中 NS 部分取 r ∈ Z + 1/2, 而 R 部分取 r ∈ Z.

10.2.3.2 质量谱

现在我们改写
L0 = 1

2(α0)2 +N , (10.2. 117)

其中 αµ0 =
√

α′

2 P
µ, 这是 X 模展开中的零模. 而其中的 N 则用来标记能级数. 在

D = 10 时:

NS) NNS = 1
2
∑
k 6=0

α−k · αk + 1
4
∑

r∈Z+ 1
2

(2r) : ψ−r · ψr : ,

R) NR = 1
2
∑
k 6=0

α−k · αk + 1
4
∑
m∈Z

(2m) : ψ−m · ψm : +5
8 .

(10.2. 118)

现在我们可以开始从 NS 部分的第一个能级开始分析:

首先是 NNS = 0. 在 NNS = 0 时, 我们有:

Lm
0 − aNS = Lm

0 −
1
2 = 0 =⇒ α′P 2

4 = 1
2 = aNS =⇒ m2 = − 2

α′ . (10.2. 119)

我们发现, 这是一个快子, 并且质量平方比玻色弦快子更小了. 但我们后面会解释, 这里
的快子态存在问题并最终会被去除.

接下来, NNS = 1
2 . 由于 ψ 的存在, 与玻色弦不同, 我们现在可以将 NNS 激发半整数.
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于是 NNS = 1/2 对应的态为:
εµ(p)ψµ1

2
|0, p〉NS , (10.2. 120)

这是一个无质量的矢量:
m2 = 4

α′

(1
2 − aNS

)
= 0 . (10.2. 121)

这描述了一个无质量矢量, 它是小群 SO(8) 的表示, 我们将其记为 8V . 观察超流, 注
意到:

G 1
2

=
∑
n

αn · ψ 1
2 −n , (10.2. 122)

其中 n = 0 项为 α0 · ψ 1
2
. 于是限制条件 eq. (10.2. 104) 变为:

G 1
2

= 0 =⇒ α0 · ε = 0 =⇒ p · ε = 0 , (10.2. 123)

与玻色弦类似, 更高激发态则对应有质量态.

现在我们来分析 R 部分的第一个能级:

第一个能级 NR = 0 所对应的态由 eq. (10.2. 92) 可以分解为左右手外尔旋量两部分,
因此有:

uA(p) |A, p〉R + vȦ(p)
∣∣∣Ȧ, p〉

R
, (10.2. 124)

其中 uA(p) 是 D = 10 的左手外尔旋量, 而 vȦ(p) 则是 D = 10 的右手外尔旋量. 我们
现在可以分别处理这两个不可约的旋量表示.

再次观察超流, 我们发现:
G0 =

∑
n

αn · ψ−n , (10.2. 125)

在 R 真空中, n = 0 项给出:

G0 = α0 · ψ0 =
√
α′

2 p · Γ
1√
2

=
√
α′

2 /p , (10.2. 126)

其中 /p 是费米子的狄拉克算符, 即矢量算符与 Γ 矩阵缩并. 不难证明, /p 满足 (/p)2 = p2.
现在限制方程 eq. (10.2. 106) 变为狄拉克方程:

/pu(p) = 0 =⇒ m2 = 0 ,

/pv(p) = 0 =⇒ m2 = 0 .
(10.2. 127)

与场论中的外尔方程类似, 这一限制方程将旋量自由度减半, 从 16 分量的外尔旋量减
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为 8 分量的马约拉纳-外尔旋量 (Majorana-Weyl spinor). 今后我们令 A 与 α 分别表示
外尔指标与马约拉纳-外尔指标. 于是我们得到的两个态 uα(p) |α, p〉R 与 vα̇(p) |α̇, p〉R
张成了 SO(8) 的 28/2 = 16 = 8 + 8 维旋量表示:

SO(8) −→ 8C︸︷︷︸
left

⊕ 8S︸︷︷︸
right

. (10.2. 128)

如果观察更高激发态, 我们会发现有质量的半整数自旋态.

现在, 我们在表 10.1 中汇总了我们在全纯部分中的发现. 无质量部分分别构成 SO(8)
的表示.

NS R
NNS = 0: 快子

NR = 0: 8C ⊕ 8S 无质量
NNS = 1

2 : 8V 无质量

Table 10.1: 闭超弦全纯部分能谱例

10.2.4 光锥量子化

与玻色弦类似, 我们也可以先引入限制条件再进行量子化, 即进行所谓光锥量子化.

10.2.4.1 限制条件

在玻色弦中我们利用 eq. (3.3. 24) 固定共形变换:

X+(z) = x+ + α′p+τ = X+
0 + iα′p+ ln(z − z) (10.2. 129)

因此,

j+(z) = i

√
2
α′ ∂X

+(z) = 1
z

√
α′

2 p
+ . (10.2. 130)

然而，在超弦中，我们还有 ψ 部分和超共形变换。如果我们在光锥方向 + 写出超共形
变换, 我们便有:

δsc
η ψ

+(z) = −iηj+(z) , (10.2. 131)

我们可以固定
ψ+(z) = 0 . (10.2. 132)
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于是, 在超弦中, 光锥规范为:X
+
L (z) = X+

0 + iα′p+ ln(z − z)

ψ+(z) = 0
. (10.2. 133)

在经典层面，我们可以在 NS部分实现约束条件 Ln>0 |phys〉NS = 0与 Gr≥ 1
2
|phys〉NS =

0, 即 eq. (10.2. 103). 而在 R 部分我们则可以实现约束条件 Ln>0 |phys〉R = 0 和
Gn≥0 |phys〉R = 0, 即 eq. (10.2. 105). 这里我们暂时忽略 L0 约束. 而 − 方向上的谐振
模可以用横向的谐振模表示为:

∂X−(z) = z
2p+

( 2
α′ ∂X

j∂Xj + iψj∂ψj
)

ψ−(z) = 2z
α′p+ψ

j∂XL, j

, (10.2. 134)

其中指标 j 表示横向方向. 而由于我们现在只有横向谐振模, 因此福克空间将由以下形
式的态组成:

NS)
(
αi1−n1

. . . αik−nk

)(
ψj1

−r1 . . . ψ
jq

−rq

)
|0, p〉NS ,

R)
(
αi1−n1

. . . αik−nk

)(
ψj1

−r1 . . . ψ
jq

−rq

)
|
( · )
α , p 〉R ,

(10.2. 135)

与我们先前提过的一样, |α〉 是 SO(8) 的 8C 旋量表示, 而 |α̇〉 则是 8S 旋量表示. 现在
考虑 L0 限制, 我们有:

NS) L
(lc)
0 − a(lc)

NS = 0 ,

R) L
(lc)
0 − a(lc)

R = 0 .
(10.2. 136)

10.2.4.2 光锥中的 NS 能谱

现在我们可以开始利用光锥量子化分析 NS 部分的能谱

首先是 N
(lc)
NS = 0. 与协变量子化一致, 在 N

(lc)
NS = 0 时出现的态是快子态, 满足

m2 = −a(lc)
NS

4
α′ . (10.2. 137)

而在 N
(lc)
NS = 1

2 能级, 我们找到的态可以写为:

ξi(p)ψi− 1
2
|0, p〉NS , (10.2. 138)
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同样地, 指标 i 表示横向自由度. 这个态的质量为:

α′m2

4 = 1
2 − a

(lc)
NS . (10.2. 139)

与我们在玻色弦的讨论类似, 通过计算自由度考虑其对应的小群表示, 我们可以发现这
种态是无质量矢量. 即它有 D − 2 自由度, 因而张成小群 SO(8) 的 8V 表示, 是无质量
的. 这意味着:

a
(lc)
NS = 1

2 , (10.2. 140)

这与我们之前得到的 eq. (10.2. 107) 一致. 倘若我们尝试直接对 L0 取正规排序, 我们
便有:

L
(lc)
0 = α′p2

4 + 1
2
∑
k 6=0

αi−kαk, i + 1
2
∑

r∈Z+ 1
2

rψi−rψr, i

= α′p2

4 +
∑
k≥1

(
αi−kαk, i + 1

2k(d− 2)
)

+
∑
r≥ 1

2

(
rψi−rψr, i −

1
2r(d− 2)

)

= α′p2

4 + N̂⊥ + 1
2(d− 2)

∑
k≥1

k − 1
2(d− 2)

∑
r≥ 1

2

r

︸ ︷︷ ︸
infinite zero point energies

,

其中指标 ⊥ 用于标记横向的能级数算符. 与玻色弦类似, 我们又一次遇到了无穷求和
问题, 处理方式也是类似的, 我们有:

∑
k≥ν

k −→
∑
k≥ν

ke−εk = eεν(ν + eε(1−ν))
(1− eε)2

ε→0= 1
ε2 −

1
12(1−6ν+6ν2)+O(ε) . (10.2. 141)

对于 X-CFT, 它对应 ν = 1. 而对 ψ-CFT, 则是 ν = 1/2. 如果我们现在进行一些重整
化操作, 插入一个适当的反项将 1/ε2 发散吸收 (这实际上就是我们在玻色弦中的操作),
那么零点能便可以写为:

∑
k≥1

k = − 1
12 ,

∑
r≥ 1

2

r = 1
24 . (10.2. 142)

因此

L
(lc)
0 = α′p2

4 + N̂⊥ −
D − 2

16 , (10.2. 143)
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限制条件 L
(lc)
0 − a(lc)

NS = 0 于是给出:

a
(lc)
NS = D − 2

16 = 1
2 =⇒ D = 10 . (10.2. 144)

10.2.4.3 光锥中的 R 能谱

现在, 让我们分析光锥量子化下 R 部分的能谱.

能级 N
(lc)
R = 0 对应的态是无质量的 8C + 8S :

uα(p) |α, p〉R + vα̇(p) |α̇, p〉R . (10.2. 145)

于是有:
L

(lc)
0 = α′p2

4 + 1
2
∑
k∈Z

αi−kαk, i + 1
2
∑
n∈Z

nψi−nψn, i

= α′P 2

4 + N̂⊥ + 1
2(d− 2)

∑
k≥1

k − 1
2(d− 2)

∑
n≥1

n .

我们注意到零点能量相互抵消. 于是约束条件 L
text(lc)
0 − atext(lc)R = 0 要求:

a
(lc)
R = 0 . (10.2. 146)

而这与我们在闭超弦协变量子化中看到的值 eq. (10.2. 107) 不同. 原因便是光锥量子
化计算的是物质与鬼场中 R 部分真空态完整共形权, 即 ∼ c e−φ/2Sα |0〉SL(2,C) .

10.3 开超弦 (open superstring) 的边界条件

我们接下来讨论开超弦的边界在 RNS 表述下的行为. 在开弦情况下, 全纯部分会分裂
为 NS 和 R 部分. 因此, 我们需要将其分开讨论, 既然是开弦, 这便表示我们必须构建
一个带边界的超共形场, 亚纯与反亚纯部分在实轴处的边界条件为:

T (z) = T (z) ,

NS) G(z) = G(z) ,

R) G(z) =

+G(z) for z = z < 0

−G(z) for z = z > 0 .

(10.3. 147)
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具体来说: 在 R 情况下, 超流的粘合条件来自于在 z = z = 0 处存在一个旋量场, 它在
实轴上从 0 到 ∞ 之间产生了一个分支奇点.

与玻色弦中对开弦的讨论类似, 能动张量可以利用类似电像法的操作表示为:

TC =

T亚纯(z) Im(z) > 0

T亚纯(z∗) Im(z) < 0
. (10.3. 148)

其中 T亚纯(z) 表示开弦定义在上半平面的能动张量, 我们利用这一操作便定义出了在全
复平面上的能动张量 TC. 这种操作也常常被称为倍化技巧 (doubling trick). 我们现在
定义 ε 指标来区分 NS 与 R 部分:

ε =

+1 NS

−1 R
. (10.3. 149)

因此我们可以将电像法技巧应用于超流:

G
(ε)
C (z) =


G亚纯(z) Im(z) > 0G亚纯(z∗) Im(z) > 0, Re(z) < 0

εG亚纯(z∗) Im(z) > 0, Re(z) > 0

. (10.3. 150)

绕原点一周我们有:
G

(ε)
C (ze2iπ) = εG

(ε)
C (z) , (10.3. 151)

这正对应了 R 部分中出现在实数轴 0 到 ∞ 处的分支.

在确定了能动张量与超流在边界的行为后我们现在可以开始根据纽曼边界与迪利克雷
边界进行分类进一步讨论共形场的行为. 首先, 物质场 ∂Xµ(z) 在实数轴上满足:

∂Xµ(z) = Ω(∂X)
A ∂Xµ(z) for z = z , (10.3. 152)

其中 ∂Xµ(z) 是 ∂Xµ(z, z) 的简写

Ω((∂X))
A =

+1 for A =纽曼

−1 for A =迪利克雷
. (10.3. 153)
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而超对称变换会将 ∂Xµ 与 ψµ 相互关联:

δ
(ε)
SUSYψ

µ (ε)(z) = ∂Xµ(z) , (10.3. 154)

于是我们立刻得到了 ψµ(z) 的边界行为:

ψµ (ε)(z) =


Ω(ψ)

A ψ
µ (ε)(z) for z = z < 0

εΩ(ψ)
A ψ

µ (ε)(z) for z = z > 0
, (10.3. 155)

而 Ω(ψ)
A 与 Ω((∂X))

A 相同.

10.4 GSO 投影

我们迄今为止针对闭超弦全纯部分的讨论可以被直接应用到反全纯部分, 从而找到我
们目前讨论范围内的完整闭超弦能谱. 结果如表 10.2 所示. 不难发现, 我们目前讨论的
能谱中包含快子. 而实际上快子在超弦的体系中会引起各种问题, 解决方案由格里奥齐
(Gliozzi), 舍克 (Sherk), 奥利弗 (Olive) 三人于 1976 年发现 [10], 通常称为 GSO 投影
(GSO projection).

NS−NS R−NS NS− R R− R

L0 − a = 0

L0 − a = 0

m2 = 4
α′

(
NNS − 1

2
)

NNS = NNS

m2 = 4
α′NR

NR = NNS − 1
2

m2 = 4
α′NR

NR = NNS − 1
2

m2 = 4
α′NR

NR = NR

N = 0
快子:

t(p) |0, p〉

m2 = − 2
α′

NNS = 1
2

NR = 0

无质量玻色子:
8V︸︷︷︸
bos

⊗ 8V︸︷︷︸
bos

m2 = 0

无质量费米子:
(8C ⊕ 8S)︸ ︷︷ ︸

ferm

⊗ 8V︸︷︷︸
bos

m2 = 0

无质量费米子:
8V︸︷︷︸
bos

⊗ (8C ⊕ 8S)︸ ︷︷ ︸
ferm

m2 = 0

无质量玻色子:
(8C ⊕ 8S)︸ ︷︷ ︸

ferm

⊗ (8C ⊕ 8S)︸ ︷︷ ︸
ferm

m2 = 0

Table 10.2: 闭超弦能谱例

而 NS 和 R 部分中分别的更高激发态便是 αµ−N 与 ψµ1/2−N 相继作用于 |q = −1〉 与
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|q = −1/2〉 的结果. 回顾一下, 玻色弦中我们曾说明过, 物理态由共形权 h = 1 的顶角
算符 Vphys 生成:

|phys〉 = lim
z→0

Vphys(z) |0〉 (10.4. 156)

而这对超弦同样成立. 于是我们有:

• NS 部分: 顶角算符由 αµ−N 与 ψµ1/2−N 作用于 |q = −1〉 =: e−φ(0) : |0〉 生成. 不出现
靶空间旋量指标, 因此其对应的顶角算符是靶空间玻色子顶角算符:

V NS
phys(z) = ΦNS

phys(z) : e−φ(z) :, h(ΦNS
phys) = 1

2 (10.4. 157)

• R 部分: 顶角算符由 αµ−N 与 ψµ−N 作用于 |q = −1/2〉 = SA(0) : e−φ(0)/2 : |0〉 生成.
其中只有 A 是靶空间旋量指标, 因此是靶空间费米子顶角算符:

V R
phys(z) = ΦR

phys(z) : e−φ(z)/2 :, h(ΦR
phys) = 5

8 (10.4. 158)

其中我们将物质部分的贡献 ΦNS
phys 与 ΦR

phys 单独提取出来进行分析. 这里需要注意的
是自旋场 SA 出现在 ΦR

phys 中. 而十维下的自旋场共形权为 h(SA) = 5
8 , 因此 ΦR

phys 中
物质部分贡献的共形权并不会出现奇怪的分数, 而是 0. 由此, 我们现在便可以利用叠
合关系得到闭超弦激发态, 玻色子与费米子与 NS 和 R 的对应关系分别为:

• (NS,R); (R,NS): 靶空间费米子
• (NS,NS); (R,R): 靶空间玻色子

我们稍后会看到, 这里的 (R,R) 的双旋量会产生反对称张量

现在让我们讨论在 RNS 超弦中给出物理态对应的 ΦNS
phys 与 ΦR

phys 的基本规则. 而为简
化讨论, 我们这里仅考虑左行模 (即 ∂zX

µ 与 ψµ 及其导数). 而 ∂zX
µ 与 ψ

µ
等右行模

则直接由复叠关系得到.

接下来便是 GSO 三个人的工作. 他们提出了一条限制, 大致来讲就是物理态顶角算符
的 OPE 中不能出现分支. 我们会说明, 这条限制能去掉快子并对极化 εµ 与 (uA, vȦ)
进行限制 2. 具体来说:

• 由于 K-N 因子中复坐标 z 绝对值的出现:

〈 n∏
j=1

: eipj ·X(zj) :
〉
∼

n∏
i<j

|zij |α
′pi·pj (10.4. 159)

2注意到我们这里对 (uA, vȦ)仍然使用外尔指标而非马约拉纳外尔指标,这是因为 GSO给出的限制与 eq. (10.2. 104)
和 eq. (10.2. 106) 给出的限制作用相同, 为了说明这一点, 让我们暂时保留外尔指标.
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平面波关联函数对任意的 pi 均为单值函数.
• 但顶角算符 V NS

phys(z) 与 V R
phys(w) 其他部分之间的 OPE 有出现多值函数的可能:

e−φ(z)e−φ(w)/2 ∼(z − w)−1/2

∂n≥0
z ψµ(z)SA(w) ∼(z − w)−#(ψ)/2

(10.4. 160)

其中 #(ψ) 表示 ψ 出现的个数, 而 ψµ 及其导数 ∂n≥1
z ψµ 贡献的 #(ψ) 均为 1.

基于这两条性质, 我们发现鬼场与 (ψµ, SA) 整体不产生分支则要求 NS 部分的顶角算
符中 #(ψ) 为奇数, 即只出现奇数个 ψ. 于是我们便排除了快子态, 但保留无质量矢
量态.

接下来我们观察十维中无质量费米子顶角算符 V R
m2=0(z) 与 V R

m2=0(w) 的 OPE, 得到:

: e−φ/2SA(z) :: e−φ/2SB(w) :∼ CAB : e−φ(w) :
(z − w)3/2 + (ΓµC)ABψµ(w)√

2(z − w)
: e−φ(w) : + · · ·

(10.4. 161)
为保证 OPE 中不出现分支我们要求顶角算符 OPE 中不出现上述的第一项, 而这唯一
的实现方法是要求 uA1 u

B
2 CAB = 0. 其中荷共轭矩阵 CAB 是外尔基底下非对角分块矩

阵 CA′B′ 的对角元:

CA′B′ =

 0 C Ḃ
A

CȦB 0

 (10.4. 162)

其中 A′, B′ 为狄拉克旋量指标指标. 这实际上就是狄拉克旋量的外尔分解, 于是对角部
分 CAB = 0. 我们发现外尔旋量刚好满足 uA1 u

B
2 CAB = 0. 这实际上就是 eq. (10.2. 124)

分解的来源. 另外, 十维靶空间的 γ 矩阵 (Γµ) B′

A′ 也是分块的非对角矩阵:

(Γµ) B′

A′ =

 0 γµ
AḂ

γµȦB 0

 (10.4. 163)

且有 16×16的克里福德代数 γµ
AḂ
γνḂC+γν

AḂ
γµḂC = 2ηµνδCA . 于是第二项 χA

′

1 (γµC)A′B′χB
′

2 →
uA1 (γµC)ABuB2 6= 0 所以我们发现, 对于 R 部分中 m2 > 0 的态, 由 eq. (10.4. 159), 为
避免分支, 我们只能允许 ∂n≥0

z ψµ 引入偶数的 #(ψ), 这使得有质量态中自动出现偶数
个 ψµ 算符, 并将自旋算符限制为外尔旋量.

简单总结一下, 上述的选择规则给出了所谓的 GSO 投影, 即如下对物理态的要求:

• NS 部分: 只允许出现奇数个 #(ψ), 由此去掉了快子态以及其他整数能级对应的态,
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例如 ψµψν : e−φeip·X : 与 ∂zX
µ : e−φeip·X :.

• R 部分: 只允许出现偶数个 #(ψ), 由此去掉了半整数能级对应的态, 并将自旋算符
确定为外尔旋量.

于是我们发现, 无论是 R 部分还是 NS 部分, 他们都只能包含质量平方 m2 ∈ 4N
α′ , 这是

靶空间超对称存在的必要条件.

关于 GSO 投影, 我们仍有两个潜在的问题:

• 在玻色弦无质量态的顶角算符 εµ : i∂zXµeip·X : 中, 只有当 ε · p = 0 时顶角算符才是
主场, 由此我们对玻色弦的极化矢量给出了限制. 但对于超弦我们则不能类似地对
无质量态极化 εµ 与 uA 进行限制.

• 由 eq. (10.1. 60) 中 (β, γ) 系统对厄米共轭的修正, 在关联函数 〈
∏n
j=1 : eqjφ(zj) :〉 中,

只有满足
∑n
j=1 qj = −2 (对含非零亏格数情况则为 2g− 2.) 时, 关联函数才非零. 但

是, 对于包含两个以上 V NS
phys 或四个以上 V R

phys 的关联函数, 我们自然会发现 q 的总
和小于 −2, 尽管与之对应的树级振幅毫无疑问是非零的.

这两条问题的解决方案都依赖于世界面超对称.

为了得到非零的 n点树级弦振幅,我们需要 q 6= −1,− 1
2 的顶角算符 V̂phys(z) ∼: eqφ(z) :,

即:

• 在 q = 0 下的玻色子顶角算符 V̂ NS
phys(z) ∼ Φ̂NS

phys(z) : e0φ(z) :
• 在 q = 1

2 下的费米子顶角算符 V̂ R
phys(z) ∼ Φ̂R

phys(z) : eφ(z)/2 :

显然, 我们只需构造出这两种顶角算符便总可以将关联函数的 q 总和变回 −2. 由
h(eqφ) = − q2

2 − q 及 h(V̂ NS
phys) = h(V̂ R

phys) = 1, 我们得到物质部分的贡献 Φ̂NS
phys 与

Φ̂R
phys 分别有共形权:

h(Φ̂NS
phys) = 1, h(Φ̂R

phys) = 13
8 (10.4. 164)

并且, 我们希望每一对 (V NS
phys, V̂

NS
phys) 与 (V R

phys, V̂
R
phys) 均描述单个的物理态 |phys〉, 即

是否带ˆ对算符描述的物理态不产生影响, 仅用于区分 q 的取值. 这便要求我们必须将
Φphys 与 Φ̂phys 用 RNS 作用量本身的对称性相互联系, 实际上就是要求 Φphys 与 Φ̂phys

能够用超流 G(z) ∼ i∂zXµ(z)ψµ(z) 相互关联.

首先我们观察一下 NS 部分, 即靶空间玻色子. 我们要求 (ΦNS
phys, Φ̂NS

phys) 作为 h = 1
2 的

超共形主场对出现, 即满足定义 eq. (10.1. 35). 而这便要求我们有:

G(z)ΦNS
phys(w) =

Φ̂NS
phys

z − w
+ · · · (10.4. 165)
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不能出现二阶奇点. 而这就给出了我们对极化的限制,在无质量态便给出了 ε ·p = 0. 利
用柯西积分公式, 我们便得到: G−1/2 : ΦNS

phys → Φ̂NS
phys. 现在我们具体观察一下超流对

无质量态的作用:

G(z)ΦNS
m2=0(w) ∼ : i∂zXµ(z)ψµ(z) : ελ : ψλ(w)eip·X(w) :

=ελ :
(2α′Pµ
z − w

+ i∂wXµ(w) + · · ·
)( ηµλ

z − w
+ ψµψλ(w) + · · ·

)
eip·X(w) :

= :
( 2α′ε · p

(z − w)2 + εµ[i∂wXµ(w) + 2α′(p · ψ)ψµ(w)]
z − w

+ · · ·
)
eip·X(w) :

(10.4. 166)
为保证出现的是超共形主场对,我们需要让二阶奇点的系数为 0,这也就是要求 ε ·p = 0.
现在我们可以根据定义从上式读出 q = 0 的 Φ̂NS

m2=0, 如下:

Φ̂NS
m2=0(z) = εµ : [i∂zXµ(z) + 2α′(p · ψ)ψµ(z)]eip·X(z) : (10.4. 167)

从这里我们也可以看出, 当我们取 εµ → pµ 时, 由于 pµpν : ψµψν : 中 ψµψν 反对称, 第
二项为零, 而第一项则是全导数项 ∂z : eip·X(z) :.

接下来, 考虑 R 部分. 我们要做的就是将 NS 部分的 G−1/2 : ΦNS
phys → Φ̂NS

phys 推广为
G−1 : ΦR

phys → Φ̂R
phys, 即:

Φ̂R
phys(w) = (G−1ΦR

phys)(w) =
∮
Bε(w)

dz
2πiG(z)(z − w)−1/2ΦR

phys(w) (10.4. 168)

超共形主场对要求出现的两个场均为共形主场. ΦR
phys 满足共形主场要求. 现在我们需

要 Φ̂R
phys 也是共形主场, 并被 L1 湮灭. 而由于 [L1, G−1] = 3

2G0, 这一要求现在变为要
求下式成立:

0 = (G0ΦR
phys)(w) =

∮
Bε(w)

dz
2πiG(z)(z − w)1/2ΦR

phys(w) (10.4. 169)

由柯西积分公式, 这等价于要求 G(z)ΦR
phys(w) 的 OPE 中 (z − w)−3/2 的系数为 0. 我

们还是观察一下无质量态的例子:

G(z)ΦR
m2=0(w) ∼ : i∂zXµ(z)ψµ(z) : uASA(w) : eip·X(w) :

=
(2α′pµ
z − w

+ · · ·
)(uAγµ

AḂ
SḂ(w)

√
2(z − w)1/2

+ · · ·
)

: eip·X(w) : + · · ·
(10.4. 170)
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这里 (z − w)−3/2 的系数为 0 实际就是要求 uA, vȦ 满足无质量狄拉克方程:

/pu(p) = 0 ,

/pv(p) = 0 .
(10.4. 171)

我们又一次看到, 这两个 16 分量的外尔旋量变为两个 8 分量马约拉纳-外尔旋量. 而他
们分别与 8 分量的极化矢量相互对应, 这同样是超对称的重要特征.

不难发现, 要求 Φphys 与 Φ̂phys 成为超共形主场对得到的限制, 和我们分析 eq. (10.2.
104)与 eq. (10.2. 106)得到的限制相同,这实际上并不奇怪, eq. (10.2. 104)与 eq. (10.2.
106) 给出了超流特定的模作用于物理态的限制. 而我们现在希望一个超共形主场对描
述同一个物理态, 这个超共形主场对由超流相互联系, 这自然就会给出超流作用于这一
物理态的要求.

最后我们还需要说明几件事:

• 我们今后在描述态 |ϕ〉时将使用 V (q)
ϕ (z) ∼: eqφ(z) :而非 V NS

phys, V̂
NS
phys, V

R
phys, V̂

R
phys. 例

如, 无质量态中我们有:

V (−1)
ε (z) ∼εµ : ψµ(z)e−φ(z)eip·X(z) :

V (0)
ε (z) ∼εµ : [i∂zXµ(z) + 2α′(p · ψ)ψµ(z)]eip·X(z) :

V (−1/2)
u (z) ∼uαSα(z) : e−φ(z)/2eip·X(z) :

V (1/2)
u (z) ∼uα :

(
i∂zX

µ(z) + α′

8 (p · ψ)ψµ(z)
)

(γµ)αβ̇Sβ̇(z)eφ(z)/2eip·X(z) :
(10.4. 172)

• V (−1)
ε (z) 的纵向极化 εµ → pµ 同样是解耦合的, 直接证明 pµψ

µ(z) : e−φ(z)eip·X(z) :
是赝态相对困难.

• 对于闭弦, φ(z) 与 φ(z) 相互独立, 我们可以对左行与右行分别取不同的 q 值, 例如
V

(−1,0)
ζ 或 V

(0,0)
ζ .

接下来我们将要介绍 RNS 超弦在靶空间中的性质, 例如靶空间中的超对称如何在 RNS
超弦上体现. 而在此之前, 我们需要简要介绍超对称基础, 以方便理解高维靶空间中的
超对称.
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Chapter 11

超对称基础

在本章我们将简要介绍超对称基础, 在本书中分别会提及四维靶空间与十维靶空间两
种背景下的超对称. 四维是我们在物理学中最常见的时空, 而提及十维则有两方面原因,
一方面是超弦的自洽维数是十维, 另一方面, 十维中的超杨米尔斯理论是最简洁的超杨
米尔斯理论, 其与后面会提到的超弦纯旋量表述也有十分紧密的联系. 本章会着重介绍
四维超对称, 并简单介绍高维超对称的一般性质, 十维超对称及其在超弦中应用的介绍
则会主要放到下一章进行. 首先为了区分两者的记号, 我们这里规定:

• 十维矢量指标 µν = 0, 1, ·, 9.
• 十维外尔旋量指标 α = 1, 2, · · · , 16 和 α̇ = 1̇, 2̇, · · · , 1̇6.
• 四维矢量指标 m,n = 0, 1, 2, 3.
• 四维外尔旋量指标 a = 1, 2 和 ȧ = 1̇, 2̇.

矢量指标利用度规进行升降, 而旋量指标则如上一章所述, 用荷共轭矩阵 C 升降. 在四
维, 荷共轭矩阵刚好是 2× 2 的列维-奇维塔张量 (Levi-Civita tensor):

εab =

0 −1

1 0

 , εab =

 0 1

−1 0

 ,
εȧḃ =

0 −1

1 0

 , εȧḃ =

 0 1

−1 0

 ,
(11.0. 1)
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11.1 庞加莱对称性

从表示论的角度,所谓的超对称实际上是庞加莱代数 {Pm, Jmn}的扩张 (extension),我
们以四维为例, 简单回顾庞加莱群的相关内容. 庞加莱群描述狭义相对论中的基本对称
性, 它以如下方式作用于时空坐标 xm 上:

xm 7→ x′m = Λm n︸ ︷︷ ︸
洛伦兹变换

xn + am︸︷︷︸
平移变换

洛伦兹变换下度规 ηmn = diag(−1, 1, 1, 1) 保持不变, 即:

ΛT ηΛ = η

他们可以分成与单位元连通与非连通两类, (例如宇称 Λ = diag(1, −1, −1, −1) 便是
与单位元非连通的一例.). 我们通常讨论与单位元连通的洛伦兹变换 Λ, 即固有正时洛
伦兹群 (proper orthochronous Lorentz group) SO(3, 1)↑

+. 洛伦兹群的代数为洛伦兹代
数, 其生成元 Jmn, P q 满足如下的对易关系

[Pm , Pn] = 0

[Jmn , P q] = i
(
Pn ηmq − Pm ηnq

)
[Jmn , Jpq] = i

(
Jmp ηnq + Jnq ηmp − Jmq ηnp − Jnp ηmq

)
而 Jmn 在 4 维下的矩阵表示, 即矢量表示 1 为:

(Jpq)m n = i
(
ηpm δq n − ηmq δp n

)
. (11.1. 2)

11.1.1 洛伦兹群的性质

首先, 洛伦兹代数满足
SO(3, 1) ∼= SU(2)⊕ SU(2) , (11.1. 3)

旋转 (rotation) 生成元 Ji 与纯增速 (boost) 生成元 Ki 可以表示为:

Ji = 1
2 εijk J

jk Ki = J0i , (11.1. 4)

1其他文献中也常将生成元 J 记作 M , 用 SV 标记洛伦兹代数生成元的矢量表示, 用 SL 与 SR 分别标记左手与右手
旋量表示. 在本书中我们均写为 J , 利用指标与上横线区分表示种类.
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而他们的线性组合:

Ai = 1
2
(
Ji + iKi

)
Bi = 1

2
(
Ji − iKi

)
(11.1. 5)

满足 SU(2) 的对易关系 (可以由 [Ji, Jj ] = iεijkJk, [Ji,Kj ] = iεijkKk 以及 [Ki,Kj ] =
−iεijkKk 中得到):

[Ai , Aj ] = iεijk Ak [Bi , Bj ] = iεijk Bk [Ai , Bj ] = 0 (11.1. 6)

在宇称 P (x0 7→ x0 and xi 7→ −xi) 下, 我们有:

Ji 7→ Ji Ki 7→ −Ki (11.1. 7)

因此, 宇称对 Ai 和 Bi 的作用为:

Ai ↔ Bi . (11.1. 8)

于是我们可以将 J i = Ai +Bi 解释为物理意义上的自旋矢量.

此外, 洛伦兹群与 SL(2,C) 同态 (注意并非同构):

SO(3, 1) ∼= SL(2,C) . (11.1. 9)

说明这一点只需要取 4 矢量 X 以及对应的 2× 2 矩阵 x̃:

X = xm e
m = (x0 , x1 , x2 , x3) x̃ = xm σ

m =

 x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

 , (11.1. 10)

其中 σm 是泡利矩阵 (Pauli matrices) 构成的 4 矢量:

σm =


1 0

0 1

 ,

0 1

1 0

 ,

0 −i

i 0

 ,

1 0

0 −1

 . (11.1. 11)

泡利矩阵及其对偶 σn = εabεȧḃ(σm)bḃ = (1,−~σ) 满足克里福德代数:

{σm, σn} = −2ηmn (11.1. 12)
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在 SO(3, 1) 下的变换 X 7→ ΛX 保持时空间隔不变:

|X|2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 (11.1. 13)

而 SL(2,C) 的作用 x̃ 7→ Nx̃N † 则保持 x̃ 的行列式不变:

detx̃ = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 . (11.1. 14)

注意到, 两个 SL(2,C) 群元对应于一个 SO(1, 3) 群元, 例如 N = ±1 均对应于 Λ = 1,
但是 SL(2,C)是单连通的,因此 SL(2,C)是一个万有覆盖群 (universal covering group).

11.1.2 SL(2,C) 群的表示与不变张量

我们首先介绍 SL(2,C) 的几个常见表示:

• 基本表示 (fundamental representations):

ψ′
a = Na

b ψb a, b = 1, 2 (11.1. 15)

这一表示中的 ψa 正是左手外尔旋量.
• 共轭表示 (conjugate representations):

χ′
ȧ = N∗

ȧ
ḃ χḃ ȧ, ḃ = 1, 2 (11.1. 16)

这里的 χḃ 为右手外尔旋量
• 逆变表示 (contravariant representations):

ψ′a = ψb (N−1)b a χ′ȧ = χḃ (N∗−1)ḃ ȧ (11.1. 17)

基本表示与共轭表示是 SL(2,C) 群与洛伦兹群表示的基础, SL(2,C) 群与洛伦兹群的
紧密联系表明旋量是狭义相对论中的重要讨论对象. 接下来我们要说明这两种表示与
逆变表示的联系:

• 度规张量 ηmn = (ηmn)−1 在 SO(3, 1) 群下不变.
• 在 SL(2,C) 中也有类似的结构:

εab = εȧḃ =

 0 1

−1 0

 = −εab = −εȧḃ , (11.1. 18)
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考虑其在 SL(2,C) 中的变换, 有:

ε′ab = εpqNp
aNq

b = εab · detN = εab . (11.1. 19)

因此 ε 可以用于升降指标:

ψa = εab ψb χȧ = εȧḃ χḃ , (11.1. 20)

因此逆变表示并非独立.
• 而当 SO(3, 1) 与 SL(2,C) 指标同时出现时, 注意到, 无论我们利用 SO(3, 1) 变换
X, 抑或是利用 SL(2,C) 变换矩阵 x̃ = xmσ

m xm, 我们得到的 xm 应当是完全相同
的, 即

(xm σm)aȧ 7→ Na
b (xn σn)bċN∗

ȧ
ċ , (11.1. 21)

与
xm 7→ Λm n xn (11.1. 22)

应当得到一致的变换结果, 因此我们有:

(σm)aȧ 7→ Na
b (σp)bċ (Λ−1)pmN∗

ȧ
ċ . (11.1. 23)

相似的变换规则对

(σm)ȧa := εab εȧḃ (σm)bḃ = (1, −~σ) . (11.1. 24)

也存在.

而 SO(3, 1) 的变换 Λ 与 SL(2,C) 的变换 N 之间由

Λm n = −1
2 Tr

{
σmN σnN

†
}
. (11.1. 25)

直接相互关联. 为说明这一点,我们需要从克里福德代数得到 Tr{σm, σn} = Tr{σm, σn} =
−4ηmn, 再令等号两侧同时作用于 xn, 右侧可以化简:

−1
2Tr

{
σmN σnN

†
}
xn =− 1

2Tr
{
σmN x̃N †

}
=− 1

2Tr
{
σm x̃′

}
= −1

2Tr
{
σm σn

}
x′
n

=x′m,

(11.1. 26)
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与左侧的结果一致.

11.1.3 SL(2,C) 的生成元

接下来我们利用 σ 矩阵乘积定义反对称张量 σmn 与 σmn:

(σmn)a b := i

4
(
σm σn − σn σm

)
a
b

(σmn)ȧ ḃ := i

4
(
σm σn − σn σm

)ȧ
ḃ

且 σmn 与 σmn 分别为自对偶 (self duality) 与反自对偶 (anti self duality) 张量:

σmn = 1
2i ε

mnpq σpq

σmn = − 1
2i ε

mnpq σpq ,

作为反对称张量 σmn 与 σmn 的自由度会被想当然地写为 4×3
2 , 但由于自对偶与反自对

偶, 自由度减半, 变为 4×3
2×2 利用 σ 矩阵的克里福德代数, 不难证明, σmn 与 σmn 满足洛

伦兹代数:

[σmn , σpq] = i
(
ηmp σnq + ηnq σmp − ηmq σnp − ηnp σmq

)
. (11.1. 27)

在以 ωmn 为参数描述的有限洛伦兹变换下, 旋量以如下形式变换:

ψa 7→ exp
(
− i2ωmnσ

mn

)
a

b ψb (左手)

χȧ 7→ exp
(
− i2ωmnσ

mn

)ȧ
ḃ χ

ḃ (右手)

考虑分别由 Ai 与 Bi 张成的 SU(2) 对应的旋量:

ψa : (A, B) =
(1

2 , 0
)

=⇒ Ji = 1
2 σi Ki = − i2 σi

χȧ : (A, B) =
(

0, 1
2

)
=⇒ Ji = 1

2 σi Ki = + i

2 σi
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11.1.4 外尔旋量积

我们用如下方式定义外尔旋量的乘积:

χψ := χa ψa = −χa ψa

χψ := χȧ ψ
ȧ = −χȧ ψȧ ,

特别地,
ψψ = ψa ψa = εab ψb ψa = ψ2 ψ1 − ψ1 ψ2 . (11.1. 28)

我们将 ψa 取为反对称的格拉斯曼数, 有: ψ1ψ2 = −ψ2ψ1, 因此 ψψ = 2ψ2ψ1.

由定义可得:
ψ†
a := ψȧ, ψ

ȧ := ψ∗
b (σ0)bȧ (11.1. 29)

且有:
(χψ)† = χψ, (ψ σm χ)† = χσm ψ (11.1. 30)

我们可以利用基本表示 ( 1
2 , 0) 以及共轭表示 (0, 1

2) 的乘积得到洛伦兹群的所有更高维
表示. 张量积的计算 ( 1

2 , 0)⊗r⊗(0, 1
2)⊗s 可以由相继应用 SU(2)的计算规则 ( j2)⊗( 1

2) =
( j−1

2 )⊕ ( j+1
2 ) (j 6= 0) 来实现, 例如:

• ( 1
2 , 0)⊗ (0, 1

2) = ( 1
2 ,

1
2) 手性不同的旋量组成的双旋量可以利用 σmaȧ 表示:

ψa χȧ = 1
2 (ψ σm χ) σmaȧ (11.1. 31)

因此, 两个手性相反的旋量对应于洛伦兹矢量 ψσmχ.
• ( 1

2 , 0) ⊗ ( 1
2 , 0) = (0, 0) ⊕ (1, 0) 手性相同的双旋量则需要 εab 和 (σmn)a cεcb =:

(σmnεT )ab 来表示. 前者对应于唯一独立的 2 × 2 反对称矩阵, 而后者则对应对称矩
阵. 注意到, 由于对偶性质, σmn 独立的个数为 3. 同手性双旋量的展开为:

ψa χb = 1
2 εab (ψχ) + 1

2
(
σmn εT

)
ab

(ψ σmn χ) (11.1. 32)

相同手性旋量乘积于是化为两个洛伦兹群不可约表示, 一个标量 ψχ 与一个自对偶
反对称迹为 2 的张量 ψ σmn χ. 在 σmn 中的自由度与 (1, 0) 表示的自由度一致, 均
为 3. 与之相似地, (0, 1) 表示中存在反自对偶张量 χσmnψ.

这些展开也常常被直接称为菲尔兹恒等式 (Fierz identity).
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11.1.5 庞加莱群的表示

旋转生成元 {Ji : i = 1, 2, 3} 满足:[
Ji , Jj

]
= iεijk Jk . (11.1. 33)

对应的卡西米尔算符 (Casimir operator) 为

J2 =
3∑
i=1

J2
i (11.1. 34)

它与所有的 Ji 均对易, 并用 J2 的本征值 j(j + 1) 标记所有的不可约表示, 对应的 J3

本征值取 j3 = −j,−j + 1, ..., j − 1, j. 与之相应的态则表示为 |j, j3〉.

与之类似的, 庞加莱群中也存在这样的卡西米尔算符. 共有两个, 其中一个包含泡利卢
比安斯基矢量 (Pauli Ljubanski vector) Wm:

Wm = 1
2 εmnpq P

nMpq (11.1. 35)

(其中 ε0123 = −ε0123 = +1). 庞加莱群的两个卡西米尔算符表示如下:

C1 = Pm Pm C2 = WmWm . (11.1. 36)

与旋转群卡西米尔算符的性质相似, Ci 与庞加莱群的所有生成元对易. 于是态可以由
C1 与 C2 的本征值两个指标来进行标记, 写为 |m,ω〉. 这些不可约表示中的态的指标 ω

包含 Pm 的本征值 pm 以及其他部分.

需要注意的是, 在目前的阶段, 泡利卢比安斯基矢量只起到了表示第二种卡西米尔算符
的作用. 虽然 Wm 与 Jmn, Pm 的对易关系表明 Wm 以矢量形式在洛伦兹变换下变换,
并与 Pm 对易, 即在平移变换下不变. 但 Wm 之间的对易子 [Wm,Wn] ∼ εmnpqW

pP q

则表明 Wm 无法作为任何代数的生成元出现.

现在我们将 Pm 视为已知, 尝试通过找到与 Pm 对易的洛伦兹群元, 这样便得到了小群:

• 对于有质量粒子, 我们总可以取参考系使 pm = (m, 0, 0, 0︸ ︷︷ ︸
旋转不变

), 旋转群作为有质量粒

子的小群出现. 而由于 Wm 中的反对称 εmnpq, 我们有:

W0 = 0 Wi = −mJi . (11.1. 37)
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每个质量非零的粒子均构成庞加莱群的不可约表示, 相应的态记为 |m, j; pm, j3〉.
• 而无质量粒子, 我们通过选取参考系给出的动量最简为 pm = (E, 0, 0, E) 此时:

(W0, W1, W2, W3) = E
(
J3, −J1 + K2, −J2 − K1, −J3

)
(11.1. 38)

=⇒
[
W1 , W2

]
= 0

[
W3 , W1

]
= −iE W2

[
W3 , W2

]
= iE W1 . (11.1. 39)

这正是二维欧氏群的对易关系, 也记作 ISO(2). 需要注意的是, 非零的 W1, W2 则
会给物理态带来没有物理含义的连续自由度, 因而将 ISO(2) 中的 W1, W2 取零后
得到的子群 SO(2) 常常被认为是无质量粒子真正的小群, 此时 Wm = λPm 态则用
|0, 0; pm, λ〉 =: |pm, λ〉 来标记, 其中 λ 称为螺旋度 (helicity). 在 CPT 变换下, 这些
态变为 |pm,−λ〉. 而

exp(2πiλ) |pm, λ〉 = ±|pm, λ〉 (11.1. 40)

则要求 λ 必须为整数或半整数 λ = 0, 1
2 , 1, ..., 例如 λ = 0 (戈德斯坦玻色子), λ = 1

2

(中微子), λ = 1 (光子, 胶子等) 以及 λ = 2 (引力子).

11.2 四维靶空间的基本超对称 (simple SUSY)

超对称对于庞加莱代数的所谓扩张实际就是在庞加莱代数的基础上引入旋量形式的生
成元, 从而构成超庞加莱代数. 因此超庞加莱代数生成元有庞加莱生成元 Pm, Jmn 以
及旋量生成元 QA

a , QAȧ , 互为厄米共轭 (Qa)† = Qȧ. 其中旋量形式的生成元原则上可以
有不只一对, 用指标 A = 1, ...,N 来标记数量. 我们将 N = 1 称为简单超对称 (simple
SUSY), 而将 N > 1 称为扩张超对称 (extended SUSY). 我们首先取 N = 1 进行讨论.
上一节曾给出, 庞加莱代数平移生成元 Pm 以及洛伦兹变换生成元 Jmn, 之间的代数关
系如下:

[Jmn, Pq] =i(ηnqPm − ηmqPn)

[Jmn, Jpq] =i(ηnqJmq − ηnqJmp − (m↔ n))
(11.2. 41)

而带上 {Qa, Qḃ} 之后, (反) 对易关系中会出现 σ 矩阵:

σm
aḃ

=
{( 1 0

0 1
)
,
( 0 1

1 0
)
,
( 0 −i
i 0

)
,
( 1 0

0 −1
)}

= (12×2, ~σ) (11.2. 42)

以及
σmȧb = εȧċεbdσmdċ = (12×2,−~σ) (11.2. 43)
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旋量生成元 Qa 与 Qḃ 和先前的洛伦兹代数生成元的对易子非平凡, 在具体进行计算之
前, 我们首先要给出所谓阶化李代数 (graded Lie algebra). 取 Oa 为李代数中的算符,
那么:

OaOb − (−1)ηaηb ObOa = iCe abOe , (11.2. 44)

其中阶化参数 ηa 的取值规则为:

ηa =

 0 : Oa (玻色生成元)

1 : Oa (费米生成元)
. (11.2. 45)

注意到, 庞加莱代数生成元之间的对易子 [Pm, Pn], [Pm, Jpq] 与 [Jmn, Jpq] 已经给出,
因此我们需要计算的部分为:

(a) [Qa , J
mn] , (b) [Qa , P

m] ,

(c)
{
Qa , Qb

}
, (d)

{
Qa , Qḃ

}
,

(11.2. 46)

需要注意的是,尽管庞加莱对称性与内部对称性为直积关系,生成元对易子均为 0,但有
一类特殊的内部对称性的生成元与超对称生成元对易子非平凡, 我们将其记为 Ti, 于是
还需要计算:

(e) [Qa , Ti] . (11.2. 47)

• (a) [Qa , J
mn]

由于 Qa 为旋量, 它在 SL(2,C) 生成元 σmn 下变换:

Q′
a = exp

(
− i2ωmnσ

mn

)
a

bQb
ωmn→0−−−−−→

(
1 − i

2 ωmn σ
mn

)
a

bQb , (11.2. 48)

但同时 Qa 也要满足算符的洛伦兹变换规则:

Q′
a = U † Qa U

ωmn→0−−−−−→
(
1 + i

2 ωmn J
mn

)
Qa

(
1 − i

2 ωmn J
mn

)
. (11.2. 49)

其中 U = exp
(
− i

2ωmnJ
mn
)
. 通过对比 Q′

a 的这两种表达式中 ωmn 的低阶项, 我们
便可以得到:

Qa −
i

2 ωmn (σmn)a
bQb = Qa −

i

2 ωmn
(
Qa J

mn − JmnQa

)
+ O(ω2) (11.2. 50)
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于是有:
[Qa , Jmn] = (σmn)a bQb (11.2. 51)

• (b) [Qa , P
m]

观察得知, 这一对易子应当包含矢量指标 m 与旋量指标 a, 并且与 Q 呈线性. 满
足这些性质的最简单构造便是 [Qa , P

m] = a · (σm)aȧQ
ȧ. 但我们还有一个常数

a 没有固定, 利用厄米共轭 (Qa)† = Qȧ 以及 (σmQ)†
a = (Qσm)ȧ, 我们可以得到

[Qȧ
, Pm] = a∗ · (σ)ȧbQb. 于是我们可以构造 Pm, Pn 与 Qa 的雅可比恒等式:

0 =
[
Pm , [Pn , Qa]

]
+
[
Pn , [Qa , P

m]
]

+
[
Qa , [Pm , Pn]︸ ︷︷ ︸

0

]

= −a (σn)aȧ [Pm , Q
ȧ] + a (σm)aȧ [Pn , Qȧ]

= |a|2 (σn)aȧ (qm)ȧbQb − |a|2 (σm)aȧ (qn)ȧbQb

= |a|2 (σn qm − σm qn)a b︸ ︷︷ ︸
6=0

Qb

我们要求这对任意的 Qb 均成立, 因此必须有 a = 0, 于是:

[Qa , P
m] = [Qȧ

, Pm] = 0 (11.2. 52)

• (c)
{
Qa , Qb

}
通过观察指标的结构可知, 对易子应写为:{

Qa , Q
b
}

= b (σmn)a b Jmn . (11.2. 53)

而由于左侧与 Pm 对易, 右侧不对易, 只有取 b = 0 可以使其自洽, 于是:{
Qa , Qb

}
= 0 (11.2. 54)

• (d)
{
Qa , Qḃ

}
同样地, 利用指标的结构, 我们有:{

Qa , Qḃ

}
= c (σm)aḃ Pm . (11.2. 55)

我们没有类似之前的方法固定 c, 我们取 c = 2, 即:{
Qa , Qḃ

}
= 2 (σm)aḃ Pm (11.2. 56)
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这表明 QaQḃ 的效应等价于平移. 取玻色态 |B〉 与费米态 |F 〉, 我们有:

Qa |F 〉 = |B〉, Qḃ |B〉 = |F 〉, QQ : |B〉 7→ |B (平移)〉 . (11.2. 57)

• (e) [Qa , Ti]
此处 Ti 的 i 指标为内部对称指标, 并非空间分量. 超对称代数生成元 Qa 与内部对
称性生成元的对易子通常为 0. 但存在特例, 超对称代数的 U(1) 自同构, 也称为 R

对称性 (R symmetry):

Qa 7→ exp(iλα)Qa Qȧ 7→ exp(−iλα)Qȧ . (11.2. 58)

用 R 表示 U(1) 生成元, 于是:

[Qa , R] = Qa [Qȧ , R] = −Qȧ . (11.2. 59)

超庞加莱代数生成元的对易关系整理如下:

[Jmn, Pq] =i(ηnqPm − ηmqPn)

[Jmn, Jpq] =i(ηnqJmq − ηnqJmp − (m↔ n))

[Qa, J
mn] =(σmn) b

a Qb = i

4(σmσn − σnσm) b
a Qb

[Qȧ
, Jmn] =(σmn)ȧ

ḃ
Q
ḃ = i

4(σmσn − σnσm)ȧ
ḃ
Q
ḃ

{Qa, Qb} ={Qȧ, Qḃ} = 0

{Qa, Qḃ} =2σm
aḃ
Pm

[Pm, Pn] =[Qa, Pm] = [Qḃ, Pm] = 0

[Qa, R] =Qa

[Qȧ, R] =−Qȧ

(11.2. 60)

利用泡利卢比安斯基矢量的定义以及如下关系:

εmnpq εqabγ = 6 δ[m
a δnb δ

p]
γ εmnpq εpqab = − 4 δ[m

a δ
n]
b εmnpqWq = 3M [mnP p],

(11.2. 61)
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带入上述超庞加莱代数, 我们也可以证明如下的对易关系:[
Wm , Pn

]
= 0[

Wm , Mpq

]
= iηmpWq − iηmqWp[

Wm , Wn

]
= − iεmnpqW p P q[

Wm , Qa

]
= − i Pn (qmn)a bQb

同样, 作为庞加莱代数的卡西米尔算符, C2 与庞加莱生成元对易, 但与 Qb 不对易. 而
C1 则与超庞加莱代数生成元均对易. 因此, C2 本征值不能作为指标描述超庞加莱代数,
换言之, 在超庞加莱代数中可以出现自旋不同的粒子, 但其 C1 本征值, 即质量必须相
同. 不过我们可以进行一定的修改来得到 C̃2 使之与超庞加莱代数生成元对易. 具体来
说, 定义:

Bm := Wm −
1
4 Qȧ (σm)ȧbQb Cmn := Bm Pn − Bn Pm (11.2. 62)

我们便可以利用 Cmn 构造 C̃2:

C̃2 := CmnC
mn . (11.2. 63)

它对应的物理量是所谓的超自旋 (superspin).

接下来我们尝试分别构造 N = 1 超对称的无质量与有质量多重态, 即超庞加莱代数的
无质量与有质量表示:

11.2.1 无质量多重态

为了得到超庞加莱代数的无质量表示,我们选取参考系使动量的本征值为 Pm = (E, 0, 0, E),
于是卡西米尔算符 C1 与 C̃2 均为 0, 有:

{Qa, Qḃ} = 2E(σ0 + σ3)aḃ = 4E
( 1 0

0 0
)
aḃ

(11.2. 64)

于是在这一表示下, Q2, Q2̇ 对应的矩阵元为 0. 我们再利用 Qa 与 Qḃ 和洛伦兹代数生
成元的对易关系, 便可得到:

[Qa, J
3] = 1

2
( 1 0

0 −1
) b

a
Qb (11.2. 65)
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在这一参考系下我们已经讨论过, 此处 a 的取值只能为 1, 因此有:

[Q1, J
3] =1

2Q1

[Q1̇, J
3] =− 1

2Q1̇

(11.2. 66)

因此我们也可以将 Q1 与 Q1̇ 视作沿 Pm 空间分量方向的 J3 = J12 的本征值, 即螺旋
度 (helicity) λ 的上升下降算符, 但上升下降均为 1/2. 我们将 Q1 与 Q1̇ 重新取归一化,
定义:

a = Q1

2
√
E
, a† = Q1̇

2
√
E

(11.2. 67)

于是:
{a, a} = {a†, a†} = 0, {a, a†} = 1 (11.2. 68)

于是, [a, J3] = 1
2a, a2 = (a†)2 = 0. 我们有:

J3 (a |pm, λ〉) =
(
a J3 −

[
a , J3

])
|pm, λ〉 =

(
a J3 − a

2

)
|pm, λ〉 =

(
λ − 1

2

)
a |pm, λ〉 .

因此, a |pm, λ〉 的螺旋度为 λ− 1
2 . 相似地, a† |pm, λ〉 的螺旋度为 λ+ 1

2 接下来, 我们便
可以构造整个表示, 首先取螺旋度 λ 最小的基态, 记为 |Ω〉. 自然有 a|Ω〉 = 0, 否则会出
现螺旋度更小的态. 且有 a†a†|Ω〉 = 0|Ω〉 = 0. 因此我们构造出的完整多重态便是:

|Ω〉 = |pm, λ〉 a† |Ω〉 = |pm, λ+ 1
2〉 . (11.2. 69)

我们可以取不同螺旋度的基态来构造手性多重态, 矢量多重态, 以及张量多重态. 例如
轻子, 光子, 以及引力子与其分别对应的超伴子构成的多重态.

11.2.2 有质量多重态

而当 m 6= 0 时, 动量算符 Pm 对应的本征值为 pm = (m, 0, 0, 0), 于是有卡西米尔
算符:

C1 = Pm Pm = m2 C̃2 = CmnC
mn = 2m4 Y i Yi , (11.2. 70)

其中, 由 pm = (m, 0, 0, 0), 带入 Cmn 定义, 不难发现 Bm 只有 i, j = 1, 2, 3 分量出现,
故用 Yi 来表示:

Yi = Ji −
1

4m QσiQ = Bi
m

[
Yi , Yj

]
= iεijk Yk . (11.2. 71)
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用于标记超自旋. 简单计算得知, Y 2 = Y iYi 的本征值为 y(y + 1), 因此我们用 |m, y〉
标记不可约表示. 而 Q 与 Q 的反对易子满足:{

Qa , Qḃ

}
= 2 (σm)aḃ Pm = 2m (σ0)aḃ = 2m

( 1 0
0 1
)
aḃ

(11.2. 72)

而由于这两个 Q 分别与各自对应的 Q 之间的反对易子非零, 我们有:

a1,2 := Q1,2√
2m

a†
1,2 :=

Q1̇,2̇√
2m

, (11.2. 73)

于是: {
ap , a

†
q

}
= δpq

{
ap , aq

}
=
{
a†
p , a

†
q

}
= 0 . (11.2. 74)

令 |Ω〉 为真空态, 被 a1,2 湮灭. 因此,

Yi |Ω〉 = Ji |Ω〉 −
1

4m Qσi
√

2m a|Ω〉︸︷︷︸
0

= Ji |Ω〉 , (11.2. 75)

即, 对于真空态 |Ω〉, 自旋数 j 与超自旋数 y 相等. 因此对于给定的 m, y, 有:

|Ω〉 = |m, j = y; pm, j3〉 (11.2. 76)

而我们可以进一步得到多重态的其余部分:

a1 |j3〉 = |j3 − 1
2〉 a†

1 |j3〉 = |j3 + 1
2〉

a2 |j3〉 = |j3 + 1
2〉 a†

2 |j3〉 = |j3 − 1
2〉 ,

而 a†
p 作用于 |Ω〉 的行为则类似于自旋分别为 j 与 1

2 的两个态的耦合, 给出自旋 j + 1
2

与 j − 1
2 两个态的线性组合 (j ⊗ 1

2 = (j − 1
2)⊕ (j + 1

2)), 其组合系数正是所谓的克莱布
希-高登系数 (Clebsch Gordan coefficients) ki, 具体的计算方法可以在李群不可约表示
的直积进行直和分解的相关计算中找到, 此处不再赘述 :

a†
1 |Ω〉 = k1 |m, j = y + 1

2 ; pm, j3 + 1
2〉 + k2 |m, j = y − 1

2 ; pm, j3 + 1
2〉

a†
2 |Ω〉 = k3 |m, j = y + 1

2 ; pm, j3 − 1
2〉 + k4 |m, j = y − 1

2 ; pm, j3 − 1
2〉 .

此外还有
a†

2 a
†
1 |Ω〉 = −a†

1 a
†
2 |Ω〉 ∝ |Ω〉 (11.2. 77)
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表示自旋为 j 的态. 于是全部的态为:

2 · |m, j = y; pm, j3〉︸ ︷︷ ︸
(4y+2) states

1 · |m, j = y + 1
2 ; pm, j3〉︸ ︷︷ ︸

(2y+2) states

1 · |m, j = y − 1
2 ; pm, j3〉︸ ︷︷ ︸

(2y) states

,

(11.2. 78)
在 |m, y〉 多重态中, 会出现等量的玻色子态和费米子态. 需要注意的是, 在对态进行标
记时 m和 y 的值在整个多重态中始终是固定的. 但对其中不同的态, 其 j 的值不同, 因
为在超对称多重态中存在不同的自旋态. 即, 多重态的超自旋是一个对其中所有态都相
同的值, 但不同的态自旋各不相同.

而 y = 0 的情况则需要单独讨论:

|Ω〉 = |m, j = 0; pm, j3 = 0〉

a†
1,2 |Ω〉 = |m, j = 1

2 ; pm, j3 = ± 1
2〉

a†
1 a

†
2 |Ω〉 = |m, j = 0; pm, j3 = 0〉 =: |Ω′〉

宇称变换: (A, B)↔ (B, A), 即, ( 1
2 , 0)↔ (0, 1

2). 而由于 {Qa, Qḃ} = 2(σm)aḃPm, 我
们可以利用 Pm 的宇称来确定 Qa 与 Qȧ 满足的宇称变换 (其中 |ηP | = 1):

P Qa P
−1 = ηP (σ0)aḃQ

ḃ

P Q
ȧ
P−1 = η∗

P (σ0)ȧbQb

演算可知 Pm 7→ (P 0 , −~P ) 且有 P 2QP−2 = −Q. 此外, 考虑 j = 0 的两个态 |Ω〉 与
|Ω′〉: 第一个被 ai 湮灭, 而第二个则被 a†

i 湮灭. 而由于宇称会交换 Q ↔ Q, 即交换 ai

与 a†
i , 因此宇称会交换 |Ω〉 ↔ |Ω′〉. 而我们常见的标量与赝标量均为宇称的本征矢, 我

们于是做线性组合:

|±〉 := |Ω〉 ± |Ω′〉 P |±〉 = ± |±〉 . (11.2. 79)

这正是标量 (|+〉) 与赝标量 (|−〉) 态.

11.3 四维靶空间的扩张超对称 (extended SUSY)

在介绍完基本超对称 N = 1的代数结构与表示之后,我们尝试向更一般的情况推广,即
扩张超对称 N > 1, 首先让我们介绍扩张超对称的代数结构. 扩张超对称与基本超对称
的主要区别便是在旋量生成元中引入了新的指标 A,B = 1, 2, ...,N , 而代数结构则会出
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现如下的额外反对易子: {
QA
a , QḃB

}
= 2 (σm)aḃ Pm δA B{

QA
a , QB

b

}
= εab Z

AB
(11.3. 80)

其中 ZAB = −ZBA 是与所有生成元均对易的反对称中心荷:[
ZAB , Pm

]
=
[
ZAB , Mµν

]
=
[
ZAB , QA

a

]
=
[
ZAB , ZCD

]
=
[
ZAB , Ti

]
= 0 .

他们张成了内部对称性的不变子代数, 其中 Ti 满足 [Ti, Tj ] = iCijkTk, 此处 i, j, k 不代
表空间分量, 而是内部对称指标. 令 G 表示内部对称群, 通过找到 G 中所有不与超对
称生成元对易的群元, 我们可以定义出所谓的 R 对称 H ⊂ G. 例如 Ta ∈ G 满足:[

QA
a , Ti

]
= Si

A
B Q

B
a 6= 0 (11.3. 81)

于是它便是 H 的群元. 若是 ZAB = 0, 那么 R 对称性便是 H = U(N ), 而若是
ZAB 6= 0, 则 H 构成 U(N ) 的子群. 扩张超对称所引入的最主要的额外结构就是中心
荷. 前述代数结构的推导则是 N = 1 超对称的直接推广.

11.3.1 无质量多重态

与 N = 1 的情形类似, 我们首先讨论无质量多重态. 首先取动量 pµ = (E, 0, 0, E), 与
N = 1 的情形类似, 有: {

QA
a , QḃB

}
= 4E

( 1 0
0 0
)
aḃ
δA B, (11.3. 82)

与 N = 1 相似, 矩阵中只有一个元非零, 因此 a, b 只能取 1,

QA
2 = 0 (11.3. 83)

此时利用
{
QA
a , QB

b

}
= εabZ

AB, 我们立刻可以得到中心荷 ZAB = 0 的结论.

为了得到完整的表示, 我们定义 N 对产生湮灭算符:

aA := QA
1

2
√
E
, aA† := Q

A

1̇

2
√
E

(11.3. 84)
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因此有: {
aA , a†

B

}
= δA B , (11.3. 85)

于是我们生成了如下的态:

states helicity number of states

|Ω〉 λ0 1 = ( N
0 )

aA†|Ω〉 λ0 + 1
2 N = ( N

1 )

aA†aB†|Ω〉 λ0 + 1 1
2!N (N − 1) = ( N

2 )

aA†aB†aC†|Ω〉 λ0 + 3
2

1
3!N (N − 1)(N − 2) = ( N

3 )
...

...
...

aN †a(N −1)†...a1†|Ω〉 λ0 + N
2 1 = ( N

N )

于是态的总数便是
N∑
k=0

( N
k ) =

N∑
k=0

( N
k ) 1k 1N −k = 2N . (11.3. 86)

考虑如下的两个例子:

• N = 2, λ0 = 0 矢量多重态

λ = 0

λ = 1
2 λ = 1

2

λ = 1

我们发现这一 N = 2 多重态可以分解为 N = 1 的形式: 一个 N = 1 矢量多重态以
及一个 N = 1 手性多重态.

• N = 2, λ0 = − 1
2 多重态

λ = − 1
2

λ = 0 λ = 0

λ = 1
2

它又可以被分解为两个 N = 1 手性多重态.
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• N = 4, λ0 = −1 亢多重态 (hypermultiplet)2

1× λ = −1

4× λ = − 1
2

6× λ = ±0

4× λ = + 1
2

1× λ = +1

这是包含螺旋度 λ < 2的态的 N = 4多重态,包含了一个 N = 2矢量多重态以及两
个 N = 2 亢多重态以及他们的 CPT 共轭 (如前述, 相反螺旋度的多重态). 我们也
可以将其分解为一个 N = 1 矢量多重态与三个 N = 1 手性多重态以及他们的 CPT
共轭

• N = 8, λ0 = −2 最大多重态
1× λ = ±2

8× λ = ± 3
2

28× λ = ±1

56× λ = ± 1
2

70× λ = ±0

由这些结果, 我们可以得出如下结论:

• 在每个多重态中, 螺旋度上下限之差为: λmax − λmin = N
2

• 可重整化理论对无质量粒子的螺旋度限制为: |λ| ≤ 1, 这要求 N ≤ 4. 我们通常将
N 的上限称为最大超对称. 需要注意的是, 引力不可重整化, 因此不受 N ≤ 4 限制.

• 有许多讨论均说明螺旋度 |λα| > 2 的无质量粒子不存在. 此外, N > 8 会导致出现
不止一个引力子. 因此最大超对称为 N = 8.

• N > 1 超对称不存在手性粒子. 我们知道, 标准模型粒子在复基本表示下变换, 其
中右手夸克与轻子不参与弱相互作用, 而左手夸克与轻子参与相互作用 (他们是在
SU(2)L 下变换的二重态), 因此他们是手性粒子. 所有的 N > 1多重态中, 除 N = 2
亢多重态外, 均包含 λα = ±1 的粒子, 在实伴随表示中变换, 不是手性粒子. 而多
重态中 λα = ± 1

2 的粒子在同一个表示中变换, 也不是手性粒子. 上述讨论的例外是
N = 2 亢多重态, 它不包含 λα = ±1 粒子, 但 λα = ± 1

2 在同一个多重态中, 同样不
存在手性. 因此只有 N = 1, 0 超对称存在手性粒子, 因此超对称在现实中可能出现

2这一名称来自于历史上对 N = 2 超对称的称呼, 即所谓亢对称性 (hypersymmetry). 如今, 这一名称本身已被替代,
但其衍生词汇, 例如此处的亢多重态仍被使用
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的就只有 N = 1 在低能区 E ≈ 102 GeV 破缺的结果.

11.3.2 有质量多重态

考虑 pµ = (m, 0, 0, 0), 于是:

{
QA
a , QḃB

}
= 2m

 1 0

0 1

 δA B . (11.3. 87)

与无质量情形不同, 此处的中心荷可以非零. 因此我们必须区分两种情况:

11.3.2.1 零中心荷 (ZAB = 0)

产生与湮灭算符各有 2N 个:

aAa := QA
a√

2m
aA†
ȧ := Q

A

ȧ√
2m

(11.3. 88)

共有 22N 个态, 以 N = 2 为例, 我们有:

|Ω〉 1× spin 0

aA†
ȧ |Ω〉 4× spin 1

2
aA†
ȧ aB†

ḃ
|Ω〉 3× spin 0 , 3× spin 1

aA†
ȧ aB†

ḃ
aC†
ċ |Ω〉 4× spin 1

2
aA†
ȧ aB†

ḃ
aC†
ċ aD†

ḋ
|Ω〉 1× spin 0

(11.3. 89)

总计 22×2 = 16 个态, 需要注意这与无质量情况的 2N 不同, 这是因为无质量情况中半
数的超对称生成元为零 (无质量情形下, 旋量指标取 2 时 QA

2 = 0).

11.3.2.2 非零中心荷 (ZAB 6= 0)

扩张超对称的有质量多重态在中心荷不等于零时相对复杂, 注意到, 我们可以对 Z 进行
极分解.

方阵的极分解指: 实方阵可以分解为半正定矩阵与正交矩阵的乘积, 而复方阵则可以分
解为半正定厄米矩阵与幺正矩阵的乘积. 当被分解的矩阵可逆时, 上述半正定变为正定
且分解唯一. 具体内容可以在线性代数教材中找到. 所谓的极分解实际上类似于复数的
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极坐标分解, 例如复矩阵 A = PU , 其中 P 为正定厄米矩阵, U 为幺正矩阵, 于是有:

detA = detPdetU (11.3. 90)

其中 detA 为复数 z, 有极坐标分解 z = reiθ. 此时 detP 可以被视作极坐标 r, 而 detU
则可被视为 eiθ. 这一分解存在相当明确的几何图像, 方阵描述线性空间中一般的线性
变换, 而其总可以由伸缩与旋转两部分构成, 分别便由上述的 P 与 U 描述.

现在我们对 Z 进行极分解, 得到 Z = HU , 其中 H = H† 为正定厄米矩阵, 而 V =
(U †)−1 为幺正矩阵, 接下来定义:

ΓAa := εab U
AB QċB (σ0)ċb (11.3. 91)

其中 U 便为 Z 的极分解中出现的幺正矩阵, 由此可以定义标量 H 如下:

H := (σ0)ḃa
{
QA
a − ΓAa , QḃA − ΓḃA

}
≥ 0 . (11.3. 92)

它是算符QA
a − ΓAa 本身与其共轭转置的乘积,因此H非负. 再利用反对易子 {QA

α , Q
B

β̇ }
我们便有:

H = 8mN − 2 Tr
{
Z U † + U Z†

}
≥ 0 . (11.3. 93)

现在我们再次应用 Z 的极分解, 便可以得到:

H = 8mN − 4 Tr
{
H
}

= 8mN − 4 Tr
{√

Z†Z
}
≥ 0 . (11.3. 94)

我们现在得到了质量的最低值, 即:

m ≥ 1
2N Tr

{√
Z†Z

}
(11.3. 95)

它被称为质量 m 的 BPS 边界 (以博戈莫尔尼 (Bogomolnyi), 普拉萨德 (Prasad), 以
及索末菲 (Sommerfeld)3 命名), 而对应最低质量的态则被称为 BPS 态, 这多重态比较
特殊, 回看 H 的定义, 当 H = 0 时对应 BPS 态, 这表明反对易子中的 QAα − ΓAα = 0.
由 ΓAα 的定义, ΓAα 与 Q 成正比, 因此 BPS 态不能由全部的 Q 生成, 其中的一半受到
BPS 边界条件限制. 因此 BPS 态中只有 2N 而非 22N 个态, 这实际上与无质量情况由
于 Qa

2 = 0 导致态个数减半类似.

3查尔斯·索莫菲 (1933-2021), 并非人们所熟知的阿诺尔德·索莫菲 (1868-1951)
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当 N = 2 时, 我们将反对称矩阵 ZAB 定义为:

ZAB =

 0 q1

−q1 0

 =⇒ m ≥ q1

2 (11.3. 96)

此处指标 1 实际上是分块指标标记, 但 2× 2 反对称矩阵只有一个分块矩阵, 因此只能
等于 1. 更一般地, 当 N > 2 且为偶数时,

ZAB =



0 q1 0 0 0 · · ·

−q1 0 0 0 0 · · ·

0 0 0 q2 0 · · ·

0 0 −q2 0 0 · · ·

0 0 0 0 . . .
...

...
...

... . . .

0 qN
2

−qN
2

0



,

质量需要满足每个分块矩阵分别的 BPS 边界: 2m ≥ qi. 为说明这一点, 对每个分块矩
阵分别定义 H. 当 k 个 qi 等于 2m, 即 N

2 个 BPS 边界条件有 k 个取等时, 我们便有
2k 个产生算符受到限制, 于是独立的产生算符剩下 2N − 2k, 对应于 22(N −k) 个态.

k = 0 =⇒ 22N 正常个数的多重态

0 < k <
N
2 =⇒ 22(N −k) 受部分 BPS 限制的短多重态

k = N2 =⇒ 2N 受完整 BPS 限制的最短多重态

最后补充一点 BPS 态相关的内容:

• BPS 状态和边界始于杨-米尔斯系统的孤子 (单极) 解, 它是经典运动方程的局部有
限能解. 边界指的是能量边界.

• 由于 BPS 态为最轻的带荷物理态, 因此是稳定的.
• 质量与荷的等价性让我们想起了带电黑洞. 事实上,霍金辐射 (Hawking evaporation)
的终点, 即所谓的极端黑洞 4 (extremal black holes) 处于不产生霍金辐射的稳定状

4指具有与其电荷和角动量相容的最小质量的黑洞. 在超对称理论中极端黑洞在部分超对称荷作用下不变,这正是 BPS
边界带来的效应. 极端黑洞的熵与弦论的联系也十分紧密, 其理论意义巨大, 但目前还没有直接证据证明其真实存在. 同
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态, 而它也恰好是扩张超引力理论所对应的的 BPS 态.
• BPS 态对于理解场论和弦论中的强弱耦合对偶性非常重要. 尤其是 BPS 态对应于
短多重态这一性质, 这使得 BPS 态可以从弱耦合扩展到强耦合, 因为多重态的长度
不应当随着耦合从弱到强的连续变化而改变.

• 我们曾多次提及的 D-膜也是 BPS 态.

11.4 超空间与超场

到目前为止, 我们只讨论了超多重态中的单粒子态. 我们的目标是构建一个描述相互作
用的超对称场论. 请回想一下, 粒子由场 ϕ(xµ) 描述, 其具有以下性质:

• 是闵氏时空中坐标 xµ 的函数
• 满足 ϕ 在洛伦兹群下的变换

在超对称的情况下, 我们需要处理对象 Φ(X),

• 是超空间中坐标 X 的函数
• 满足 Φ 在超庞加莱群下的变换

但是, 什么是超空间呢?

11.4.1 超空间基础

11.4.1.1 群与商空间

我们可以利用对称性来定义流形, 我们知道, 每一个连续群 G 都可以通过以下方式定
义流形MG:

Λ : G −→ MG

{
g = exp(iαaT a)

}
−→

{
αa
}
, (11.4. 97)

其中应用了李群李代数的指数映射, 群元 g 写为了李代数生成元 T a 的指数映射形式,
指数映射参数 αa 便对应了流形MG 上的点. 不难发现, dimG = dimMG. 考虑如下
几个例子:

• 李群 G = U(1), 群元为 g = exp(iαQ), 那么 α ∈ [0, 2π], 因此对应的流形是 1 维球
面 (一个圆) MU(1) = S1.

时, 极端黑洞与黑洞热力学的兼容性也存在争论.
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• 李群 G = SU(2), 群元为 g =
(

α β
−β∗ α∗

)
, 其中复数参数 α 和 β 满足 |α|2 + |β|2 = 1.

设 α = x1 + ix2 和 β = x3 + ix4, 其中 xk ∈ R, 则 p 和 q 的约束条件为
∑4
k=1 x

2
k = 1,

因此MSU(2) = S3.
• 李群 G = SL(2,C), 群元为 g = h · v, 其中 h ∈ H, v ∈ SU(2) 且 H = H† 是正定的,

detH = 1. 记一般的元素 h ∈ H 为 h = xµσ
µ =

(
x0+x3 x1+ix2
x1−ix2 x0−x3

)
, 行列式的约束条件

为 (x0)2 −
∑3
k=1(xk)2 = 1, 因此MSL(2,C) = R3 × S3.

现在考虑更一般的情况, 考虑商空间 G/H, 其中 g ∈ G 作为商空间 G/H 的群元与
g · h ∀ h ∈ H 相同. 例如:

• 考虑 G = U1(1)× U2(1), 其中 g ∈ G g = exp
(
i(α1Q1 + α2Q2)

)
, 而子群 H = U1(1),

群元 h ∈ H 为 h = exp(iβQ1). 在 G/H =
(
U1(1)× U2(1)

)
/U1(1) 中, 有如下关系:

g h = exp
{
i
(
(α1 + β)Q1 + α2 Q2

)}
= exp

(
i (α1 Q1 + α2 Q2)

)
= g ,

因此只有 α2 包含有效信息, 于是 G/H = U2(1).
• G/H = SU(2)/U(1) ∼= SO(3)/SO(2): 每一个 g ∈ SU(2) 可以写作 g =

(
α β

−β∗ α∗

)
,

通过 U(1) 元素 diag(eiγ , e−iγ) 识别, 使得 α 实数化. 因此, 参数空间是二维球面
(β2

1 + β2
2 + α2 = 1), 即MSU(2)/U(1) = S2. 更一般地, MSO(n+1)/SO(n) = Sn.

• 闵氏时空 = 庞加莱群 / 洛伦兹群 = {ωµν , aµ}/{ωµν} 因此, 庞加莱群与洛伦兹群的
商空间仅包含平移的自由度, 即 {aµ = xµ}, 这些平移自由度 (aµ) 可以看作定义在
闵氏空间中的点 xµ. 因此, 闵氏空间可以被视为庞加莱群与洛伦兹群的商空间, 因为
这个商空间只留下了时空中的平移操作, 而这些平移正是定义闵氏空间的基本几何
操作.

所谓的超空间实际上是闵氏时空的推广, 我们将 N = 1 的超空间定义为如下的商空间:

超庞加莱群 / 洛伦兹群 =
{
ωµν , aµ, θα, θα̇

}
/
{
ωµν

}
.

我们先前给出的超庞加莱群元 g 的一般形式为:

g = exp
(
i (ωµνMµν + aµ Pµ + θαQα + θα̇Q

α̇)
)
,

其中格拉斯曼参数 θα 和 θβ̇ 将 Qα 与 Q
β̇
的反对易关系简化为如下的对易关系:

{
Qα , Qα̇

}
= 2 (σµ)αα̇ Pµ =⇒

[
θαQα , θ

β̇
Qβ̇

]
= 2 θα (σµ)αβ̇ θ

β̇
Pµ
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格拉斯曼数的性质我们已经在 6.2.3 一节中详细介绍, 此后的内容中会频繁应用.

11.4.1.2 标量超场的定义与变换

为了定义标量超场, 我们首先回顾一下标量场 ϕ(xµ) 的性质:

• 它是时空坐标 xµ 的函数
• 在庞加莱群下变换, 以平移变换为例: 将 ϕ 视为算符, 一个参数为 aµ 的平移会将其
改变为

ϕ 7→ exp(−iaµ P µ)ϕ exp(iaµ P µ) .

但是 ϕ(xµ) 也是某个函数空间 F 中的希尔伯特向量, 因此

ϕ(xµ) 7→ exp(−iaµ Pµ)ϕ(xµ) =: ϕ(xµ − aµ) =⇒ Pµ = −i∂µ .

P 是抽象算符 P µ 在 F 上的一个表示. 通过比较两种变换规则在 aµ 的一阶展开, 可
以得到如下关系:

(
1− iaµ P µ

)
ϕ
(
1 + iaµ P

µ
)

=
(
1− iaµ Pµ

)
ϕ =⇒ i

[
ϕ , aµ P

µ
]

= −iaµ Pµ ϕ = −aµ ∂µ ϕ

对于一个一般的标量超场 S(xµ, θα, θα̇), 我们可以按 θα 和 θα̇ 的幂展开, 且只有有限个
非零项:

S(xµ, θα, θα̇) = ϕ(x) + θψ(x) + θχ(x) + θθM(x) + θθ N(x) + (θ σµ θ)Vµ(x)

+ (θθ) θλ(x) + (θθ) θρ(x) + (θθ) (θθ)D(x)

此处 θθ = θαθα = εαβθαθβ, 由于四维中的马约拉纳-外尔旋量指标 α, β = 1, 2, 此处最
高为 2D/2−1 = 21 = 2 阶, 而在十维中超场关于 θ 的幂展开则最高为 16 阶, 这在本书后
面纯旋量表述中是非常重要的性质.

与普通标量场类似, 标量超场 S(xµ, θα, θα̇) 在超庞加莱群下的平移变换也有两种形式,
首先作为一个场算符, 变换如下:

S(xµ, θα, θα̇) 7→ exp
(
−i (εQ + εQ)

)
S exp

(
i (εQ + εQ)

)
,

其次作为一个希尔伯特向量, 变换如下:

S(xµ, θα, θα̇) 7→ exp
(
i (εQ + εQ)

)
S(xµ, θα, θα̇) ,
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现在我们需要尝试给出平移变换之后的结果, 上式中的 εα 为参数, Qα 是作用在 θ, θ 函
数上的旋量生成元 Qα 的一个表示. 对 xµ 的平移变换应当与 εα 和 εα 分别成正比, 且
带矢量指标 µ. 于是 xµ 平移的一般形式可以写为:

xµ 7→ xµ − ic (ε σµ θ) + ic∗ (θ σµ ε) .

其中 c 与 c∗ 是出现在平移中的待定常数. 而 θ 的变换在其后附加 ε 即可. 于是有:

exp
(
i (εQ + εQ)

)
S(xµ, θα, θα̇) = S

(
xµ − ic(εσµθ) + ic∗(θσµε), θ + ε, θ + ε

)
.

与标量场平移类似, 我们可以得到:

Qα = − i ∂

∂θα
− c (σµ)αβ̇ θ

β̇ ∂

∂xµ

Qα̇ = + i
∂

∂θ
α̇ + c∗ θβ (σµ)βα̇

∂

∂xµ

(11.4. 98)

其中 c 可以通过 Qα 与 Qα̇ 的反对易关系来确定:{
Qα , Qα̇

}
= 2 (σµ)αα̇ Pµ =⇒ Re{c} = 1

不妨取 c = 1. 再次比较超场 S 的两种表达式中 ε 的一阶展开, 以此获得 S 与 Qα 的对
易关系:

i
[
S , εQ + εQ

]
= i

(
εQ + εQ

)
S = δS

在知道了 Q, Q 和 S 的形式及其对易关系后, 我们可以得到 S 各个部分变化的显式
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形式:

δϕ = εψ + εχ

δψ = 2 εM + σµ ε (i∂µϕ + Vµ)

δχ = 2 εN − ε σµ (i∂µϕ − Vµ)

δM = ελ − i

2 ∂µψ σ
µ ε

δN = ερ + i

2 ε σµ ∂µχ

δVµ = ε σµ λ + ρ σµ ε + i

2 (∂νψ σµ σν ε − ε σν σµ ∂
νχ)

δλ = 2 εD + i

2 (σν σµ ε) ∂µVν + iσµ ε ∂µM

δρ = 2 εD − i

2 (σν σµ ε) ∂µVν + iσµ ε ∂µN

δD = i

2 ∂µ (ε σµ λ − ρ σµ ε)

非常重要的一个现象是, 除了 D 之外的其他场均由超对称变换相互联系, 而 D 的超对
称变换则是全导数形式.

我们接下来简单就超场进行一些讨论:

• 如果 S1 和 S2 是超场 (superfields), 那么它们的乘积 S1S2 也是超场:

δ(S1 S2) = i
[
S1 S2 , εQ + εQ

]
= iS1

[
S2 , εQ + εQ

]
+ i

[
S1 , εQ + εQ

]
S2

= S1
(
i (εQ + εQ)S2

)
+
(
i (εQ + εQ)S1

)
S2

= i (εQ + εQ) (S1 S2)

在最后一步中, 我们利用了 Q 和 Q 作为微分算符的莱布尼兹律.
• 超场的线性组合仍然是超场 (证明非常简单).
• ∂µS 是超场, 但 ∂αS 不是:

δ(∂αS) = i
[
∂αS , εQ + εQ

]
= i∂α

[
S , εQ + εQ

]
= i∂α (εQ + εQ)S 6= i (εQ + εQ) (∂αS)

问题在于 [∂α, εQ+ εQ] 6= 0. 我们需要定义超空间导数 (superspace derivative):

Dα := ∂α + i(σµ)αβ̇ θ
β̇
∂µ Dα̇ := −∂α̇ − iθβ (σµ)βα̇ ∂µ
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它满足以下条件:{
Dα , Qβ

}
=
{
Dα , Qβ̇

}
=
{
Dα̇ , Qβ

}
=
{
Dα̇ , Qβ̇

}
= 0

因此有: [
Dα , εQ + εQ

]
= 0 =⇒ DαS 是超场.

另请注意, 超空间导数 (superspace derivatives) 满足以下反对易关系:{
Dα , Dβ̇

}
= −2i (σµ)αβ̇ ∂µ

{
Dα , Dβ

}
=
{
Dα̇ , Dβ̇

}
= 0.

• 当且仅当 f = 常数 时, S = f(x) 才是超场, 否则会有 δψ ∝ ε∂µf . 对于常数旋量 c,
由于 δφ = εcS = cθ 不是超场.

S 不是超对称的不可约表示, 因此我们可以去除它的一些分量, 同时仍保持其作为超场
的性质. 一般来说, 我们可以在 S 上施加一致的约束, 得到更小的超场, 这些超场可以
是超对称代数的不可约表示. 以下是一些相关的超场列表:

• 手性超场 Φ 满足 Dα̇Φ = 0
• 反手性超场 Φ 满足 DαΦ = 0
• 矢量超场或实超场 5 V = V †

• 线性超场 L 满足 DDL = 0 且 L = L†

11.5 手性超场

我们希望找到满足 Dα̇Φ = 0 的超场 Φ 的分量. 为简化计算, 我们定义复合 x 与 θ, θ 的
新坐标 y

yµ := xµ + iθ σµ θ.

5二者均满足自伴条件 V = V †, 但概念上略有不同. 矢量超场常用于描述超对称规范场, 而实超场满足自伴条件即
可. 自伴条件意味着超场整体是厄米的, 但其各个分量不一定都是实数, 例如矢量超场的物理分量场可能出现复值的外尔
费米子.
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如果 Φ = Φ(y, θ, θ), 则要注意的是, θ 与 θ 的贡献不止来自于他们自身, 也在 y 中存在,
因此对 θ 或 θ 的导数都要拆成两项, 于是我们有:

Dα̇Φ = −∂α̇Φ− ∂Φ
∂yµ

∂yµ

∂θ
α̇ − iθ

β (σµ)βα̇ ∂µΦ

= −∂α̇Φ− ∂µΦ (−iθ σµ)α̇ − iθβ (σµ)βα̇ ∂µΦ

= −∂α̇Φ = 0,

其中第二行第二项括号中的负号来自于 6.2.3 一节中提及的 ∂θ
α̇

∂θ
β̇ = +δα̇

β̇
⇒ ∂θα̇

∂θβ̇

= −δβ̇α̇.

由上式可知, Φ 不依赖于 θ
α̇, 仅依赖于 y 和 θ. 需要注意的是, 在 xµ 变量的格式下手

性要求不会得到与 θ 无关的结论, 而是会给出一个限制条件, 形式较为复杂, 在我们使
用了 yµ 形式后这一限制便直接改为形式上与 θ 无关, 但实际上 θ 的依赖性隐藏在 yµ

中, 这正是我们前述定义 yµ 时提及的简化计算目的之一. 接下来, 通过展开分量, 我们
得到:

Φ(yµ, θα) = ϕ(yµ) +
√

2 θψ(yµ) + θθ F (yµ),

其中左手超空间导数作用在 Φ(yµ, θα) 上的形式为:

Dα = ∂α + 2i(σµθ)α
∂

∂yµ
.

手性超场的物理分量为:

• 标量: ϕ 表示标量部分 (如超夸克, 超轻子, 希格斯粒子).
• 旋量: ψ 表示自旋 s = 1

2 的粒子 (如夸克, 轻子, 希格斯伴子 (Higgsino))
• 辅助场 (auxiliary field): F , 具体定义稍后给出.

在离壳情况下, 物理分量中有 4 个玻色分量 (ϕ, F ) 和 4 个费米分量 (ψα). 将 Φ 重新写
为 xµ 的函数, 有:

Φ(xµ, θα, θα̇) = ϕ(x) +
√

2 θψ(x) + θθ F (x)

+ iθ σµ θ ∂µϕ(x)− i√
2

(θθ) ∂µψ(x)σµ θ

− 1
4 (θθ) (θθ) ∂µ∂µϕ(x)
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我们可以直接证明 Φ 的这一分量表达式满足 Dα̇Φ = 0

−Dα̇Φ = ∂α̇Φ + iθβ (σν)βα̇ ∂νΦ

= ∂α̇

(
i(θσµθ) ∂µϕ−

1
4 (θθ) (θθ) ∂µ∂µϕ−

i√
2

(θθ) (∂µψσµθ)
)

+iθβ (σν)βα̇
(
∂νϕ+

√
2 (θ∂νψ) + i(θσµθ) ∂ν∂µϕ

)
=

(
−iθα (σµ)αα̇ ∂µϕ+ 1

2 (θθ) θα̇ ∂µ∂µϕ+ i√
2

(θθ) ∂µψα (σµ)αα̇
)

+iθβ (σν)βα̇
(
∂νϕ+

√
2 θ ∂νψ + i(θσµθ) ∂ν∂µϕ

)
= 1

2 (θθ) θα̇ ∂µ∂µϕ+ i√
2

(θθ) ∂µψα (σµ)αα̇

+
(√

2iθβ (σν)βα̇ θα ∂νψα − θβ (σν)βα̇ (θσµθ) ∂ν∂µϕ
)

= 1
2 (θθ) θα̇ ∂µ∂µϕ−

(
θβ (σν)βα̇ (θσµθ) ∂ν∂µϕ

)
= 0 ,

在最后一步中我们使用了如下的恒等式：

θβ (σν)βα̇ (θσµθ) ∂µ∂νϕ = θβ (σν)βα̇ θγ (σµ)γγ̇ θ
γ̇
∂(µ∂ν)ϕ

= − θθ2 εβγ (σν)βα̇ (σµ)γγ̇ θ
γ̇
∂(µ∂ν)ϕ

= θθ

2 εα̇τ̇ (σ(νσµ))τ̇ γ̇ θ
γ̇
∂(µ∂ν)ϕ

= θθ

2 εα̇τ̇ η
µν δτ̇γ̇ θ

γ̇
∂(µ∂ν)ϕ

= θθ

2 θα̇ ∂
2ϕ .

接下来计算物理分量场的超对称变换, Φ 在超对称变换下的形式为:

δΦ = i
(
εQ+ εQ

)
Φ ,

左侧代入 Φ 的物理分量场展开式, 右侧代入 Q 与 Q 的定义式 eq. (11.4. 98), 比较等号
两侧 θ 的阶数相等的项, 便可得到:

δϕ =
√

2 εψ

δψ = i
√

2σµ ε ∂µϕ+
√

2 ε F

δF = i
√

2 ε σµ ∂µψ .
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因此, δF 是另一个全导数项, 正如一般超场中的 δD 一样. 需要注意的是:

• 手性超场的乘积仍然是手性超场. 一般而言, 手性超场 Φ 的任何全纯函数 f(Φ) 都
是手性超场.

• 如果 Φ 是手性超场, 则 Φ = Φ† 是反手性超场.
• Φ†Φ 和 Φ† + Φ 是实超场, 既不是手性超场也不是反手性超场.

11.6 矢量超场

11.6.1 矢量超场的定义与变换

在超对称理论中, 矢量超场是描述规范场的超场形式. 矢量超场通常用符号 V 表示, 满
足自伴要求 V (x, θ, θ) = V †(x, θ, θ). 其物理分量场展开为:

V (x, θ, θ) = C(x) + iθχ(x) − iθχ(x) + i

2 θθ
(
M(x) + iN(x)

)
− i

2 θθ
(
M(x) − iN(x)

)
+ θ σµ θ Vµ(x) + iθθ θ

(
−iλ(x) + i

2σ
µ∂µχ(x)

)
− iθθ θ

(
iλ(x) − i

2σ
µ∂µχ(x)

)
+ 1

2 (θθ) (θθ)
(
D − 1

2∂µ∂
µC

)
.

这些物理分量场包括 8 个玻色分量 C, M , N , D, Vµ 和 4 + 4 个费米分量 (χα, λα). 与
手性超场不同, 这里第一项标量场 C 为实标量. 所谓矢量超场实际上就是在强调这是
包含 Vµ 的超场. 将超对称变换作用于展开两侧, 比较 θ 阶数, 我们可以得到物理分量
场的超对称变换:

标量场 C(x) : δC = iεχ− iεχ

外尔费米子场 χ(x) : δχα =
√

2 (Mεα + iNεα + (σµε)αVµ)

外尔费米子场 χ(x) : δχα̇ =
√

2 (Mεα̇ − iNεα̇ + (σµε)α̇Vµ)

标量场 M(x) : δM = −εσµ∂µχ− εσµ∂µχ

标量场 N(x) : δN = iεσµ∂µχ− iεσµ∂µχ

矢量场 Vµ(x) : δVµ = iεσµλ− iεσµλ

外尔费米子场 λ(x) : δλα = εαD + 1
2(σµνε)αFµν

外尔费米子场 λ(x) : δλα̇ = εα̇D + 1
2(σµνε)α̇Fµν

辅助场 D(x) : δD = −iεσµ∂µλ+ iεσµ∂µλ
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其中 Fµν = ∂µVν − ∂νVµ 为物理分量场中矢量 Vµ 的场强, σµν = i
4 (σµσν − σνσµ).

注意到,矢量超场 Vµ 与矢量伴子 λ, λ以及辅助场 D 之间的超对称变换封闭,这意味着
它们是物理上相互独立, 且可以通过超对称变换关联起来的最小自由度集, 其余的场在
超对称变换下不参与其中. 因此 Vµ, λ, λ, D 是需要保留的物理分量场, 它们共同描述
了超对称规范场的所有物理性质. C, χ, χ, M , N 等并不能构成一个封闭的系统, 它们
在超对称变换下与物理自由度没有直接的耦合, 因此可以认为它们是冗余的自由度. 通
过规范固定 (WZ 规范), 可以去除这些冗余, 只保留与物理相关的自由度. 我们稍后会
介绍这一规范固定.

在上一节我们提到, 如果 Λ 是一个手性超场, 则 i(Λ − Λ†) 是一个矢量超场. 其作为矢
量超场的物理分量场利用手性超场的物理分量场 ϕ, ψ, F 可以表示为:

C = i
(
ϕ − ϕ†)

χ =
√

2ψ
1
2 (M + iN) = F

Vµ = −∂µ
(
ϕ + ϕ†)

λ = D = 0

这是一个非常简单的矢量超场. 超场的规范变换需要我们保证规范固定的前后整个超
场依然是超对称不变的, 因此附加的部分也应当是超场, 我们找到的这一简单矢量超场
便可以辅助我们完成固定规范的操作. 我们可以利用两个手性超场给出的通过以下方
式定义矢量场的广义规范变换:

V 7→ V − i

2
(
Λ − Λ†) ,

这会引入 V 的矢量分量的规范变换

Vµ 7→ Vµ + ∂µ
[

Re(ϕ)
]

=: Vµ − ∂µα .

这正是我们期望的矢量场规范变换形式. 然后, 我们可以选择在 Λ 中的 ϕ, ψ, F , 以去
除 V 的某些分量, 这便是所谓的威斯-朱米诺规范 (Wess–Zumino gauge)
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11.6.2 威斯-朱米诺规范 (Wess–Zumino gauge)

我们可以选择 Λ 的分量 ϕ,ψ, F 使得 C = χ = M = N = 0, 称为威斯-朱米诺规范. 在
威斯-朱米诺规范下的矢量超场形式简化为

VWZ(x, θ, θ) = (θ σµ θ)Vµ(x) + (θθ)
(
θλ(x)

)
+ (θθ)

(
θλ(x)

)
+ 1

2 (θθ) (θθ)D(x) .

矢量超场的物理成分包括：Vµ, 对应规范粒子 (γ, W±, Z, 胶子), λ 和 λ 对应规范伴子,
而 D 是一个辅助场, 稍后将对其进行定义. VWZ 的幂为:

V 2
WZ = 1

2 (θθ) (θθ)V µ Vµ V 2+n
WZ = 0 ∀ n ∈ N .

需要特别注意的是, 威斯-朱米诺规范固定得到的超场在超对称变换后矢量超场与附加
的手性超场分别会进行超对称变换, 威斯-朱米诺规范固定条件要求的抵消可能不再满
足. 换句话讲, 威斯-朱米诺规范固定相当于要求一个矢量超场在超对称变换下, 在特定
情况下冗余的自由度全部为 0, 但再次进行超对称变换后, 预设为 0 的自由度可能被再
次 "激发". 也就是说虽然超场是超对称不变的, 但是威斯-朱米诺规范固定形式不是超
对称的. 总之, WZ规范是一种特定的简化形式, 不具有全局的超对称不变性. 具体来
说, 超对称性变换下 VWZ 7→ V ′

非 WZ. 然而, 我们可以进行规范修正使得它回到 WZ 规
范固定的形式上去, 即 V ′

非 WZ 7→ V ′′
WZ.

11.6.2.1 阿贝尔场强

回忆一下, 一个非超对称复标量场 ϕ与规范场 Vµ 通过超空间协变导数 Dµ = ∂µ− iqVµ
耦合, 并在局域 U(1) 规范变换下按如下方式变化:

ϕ(x) 7→ exp
(
iqα(x)

)
ϕ(x) Vµ(x) 7→ Vµ(x) + ∂µα(x)

其中 q 为电荷, α(x) 为局域参数.

在超对称下, 这些概念推广到手性超场 Φ 和矢量超场 V . 为了从 Φ 和 V 构造一个规范
不变量, 我们规定如下变换性质:

Φ 7→ exp(iqΛ) Φ

V 7→ V − i
2
(
Λ − Λ†)

 ⇒ Φ† exp(2qV ) Φ gauge invariant

其中, Λ 为定义广义规范变换的手性超场. 注意, 如果 Φ 是手性的, 则 exp(iqΛ)Φ 也是
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手性的.

在超对称这一章之前, 我们定义过阿贝尔场强

Fµν = ∂µVν − ∂νVµ

超对称的对应物是
Wα := −1

4 (DD)DαV

它既是手性的, 也在广义规范变换下保持不变.

11.6.2.2 非阿贝尔场强

在本节中, 超对称 U(1) 规范理论被推广到非阿贝尔规范群. 规范自由度由厄米生成元
T a 张成的李代数:

Λ = Λa T a V = Va T
a

[
T a , T b

]
= ifabc Tc

表示, 与阿贝尔情形相同. 我们希望保持 Φ†e2qV Φ 在规范变换 Φ 7→ eiqΛΦ 下不变, 但 Λ
和 V 的非交换性质要求 V 进行非线性变换 V 7→ V ′:

exp(2qV ′) = exp(iqΛ†) exp(2qV ) exp(−iqΛ)

⇒ V ′ = V − i

2 (Λ − Λ†) − iq

2

[
V , Λ + Λ†

]
+ · · ·

对易子由贝克-坎贝尔-豪斯多夫公式 (Baker Campbell Hausdorff formula) 描述:

exp(X) exp(Y ) = exp
(
X + Y + 1

2

[
X , Y

]
+ · · ·

)
.

在非阿贝尔理论中, 场强超场 Wα 也需要进行一些修改. 回忆非超对称杨-米尔斯理论
的场强张量 Fµν 在幺正变换下变换为 UFµνU

−1. 类似地, 我们定义

Wα := − 1
8 q (DD)

(
exp(−2qV )Dα exp(2qV )

)
并得到了一个规范协变的场强.
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11.7 高维超对称

我们已经充分介绍了四维中的超对称, 但是正如上一章所讲的, 超弦的自洽维数是十维,
我们希望讨论一下十维中的超对称, 本节我们将简要提供一些高维超对称的基本内容,
而具体的十维中的超对称的技术细节则放在下一节介绍.

11.7.1 高维中的旋量

对于超过四维的费米子理论, 需要某种四维的狄拉克 γ 矩阵的类似物, 即克利福德代数
在高维中的某种表示: {

ΓM , ΓN
}

= −2 ηMN ,

然后便可以由此定义 ΣMN 是 SO(1, D − 1) 的生成元:

ΣMN = i

4

[
ΓM , ΓN

]
其满足洛伦兹代数:[

ΣMN , ΣPQ
]

= i
(
ΣMQ ηNP + ΣNP ηMQ − ΣMP ηNQ − ΣNQ ηMP

)
.

11.7.1.1 偶数维 D = 2n 中的旋量表示

偶数维 D = 2n 中定义 n 对上升下降算符

a0 := i

2
(
Γ0 + Γ1) =⇒ (a0)† = i

2
(
−Γ0 + Γ1)

aj := i

2
(
Γ2j − iΓ2j+1) =⇒ (aj)† = i

2
(
Γ2j + iΓ2j+1) ,

其中 j = 1, ..., n − 1, 这些算符的厄米性质则来自于 (Γ0)† = +Γ0 以及 (ΓM 6=0)† =
−ΓM 6=0. 从 ηMN = diag(−1, +1, ..., +1) 符号的克利福德代数可以得到，al 构成了一
组 n 个费米子谐振子 (l = 0, 1, ..., n− 1).{

ai , (aj)†
}

= δij
{
ai , aj

}
=
{

(ai)† , (aj)†
}

= 0 .
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设 |0〉 表示真空态，使得 ai |0〉 = 0，那么存在如下的态:

states |0〉 (ai)† |0〉 (ai)† (aj)† |0〉 · · · (an)† (an−1)† ... (a1)† |0〉

number 1 n ( n2 ) · · · 1

态的总数为:

1 + n +
(
n

2

)
+ ... + 1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n = 2 D

2 .

旋量表示中的状态由 n = D/2 个量子数 si = ± 1
2 定义:

|s0, ... , sn−1〉 := (a0)†
(
s0+ 1

2

)
... (an−1)†

(
sn−1+ 1

2

)
|0〉 .

注意到, 生成元 Σ(2i)(2i+1) 彼此对易. 因此, 我们可以将以下算符全部进行对角化:

(a0)† a0 − 1
2 = 1

4

[
Γ0 , Γ1

]
= −iΣ01

(aj)† aj − 1
2 = i

4

[
Γ2j , Γ2j+1

]
= Σ(2j)(2j+1)

再令上面定义的 |s0, . . . , sn−1〉 同时成为以下算符的本征态:

Si :=

 (a0)† a0 − 1
2 = −iΣ01 : i = 0

(ai)† ai − 1
2 = Σ(2i)(2i+1) : i = 1, . . . , n− 1

即满足以下条件:

Si |s0, . . . , sn−1〉 = si |s0, . . . , sn−1〉 .

我们将这些态 |s0, . . . , sn−1〉 作为高维中的狄拉克旋量. 以四维为例, 在 D = 4 维空间
中, 对应的 n 值为 n = 2, 态 | ± 1

2 ,±
1
2〉 形成一个 4 分量狄拉克旋量.

此外, 在偶数维情况下, 以上表示是可约的, 因为有 γ5 的推广:

Γ2n+1 := in−1 Γ0 Γ1 . . . Γ2n−1 ,
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满足

{
Γ2n+1 , ΓM

}
= 0

[
Γ2n+1 , ΣMN

]
= 0 (Γ2n+1)2 = 1 .

而我们又有:

2n S0 S1 . . . Sn−1 = 2n 1
4

(
+ i

4

)n−1 [
Γ0 , Γ1

]
. . .
[
Γ2n−2 , Γ2n−1

]
= in−1Γ0 Γ1 . . . Γ2n−1 = Γ2n+1 .

这意味着所有的 |s0, . . . , sn−1〉 都是 Γ2n+1 的本征态：

Γ2n+1 |s0, . . . , sn−1〉 = ±|s0, . . . , sn−1〉

当 si = − 1
2 的个数为偶数时, 对应本征值为 +1; 当 si = − 1

2 的个数为奇数时, 对应本
征值为 −1. 这个性质便是我们熟知的手性, 具有确定手性的旋量称为外尔旋量.

11.7.1.2 奇数维 D = 2n+ 1 中的旋量表示

只需将 Γ2n+1 = in−1Γ0Γ1 ...Γ2n−1 添加到 D = 2n 维度中的 ΓM 矩阵中. 根据其性质
{Γ2n+1,ΓM} = 0 和 (Γ2n+1)2 = 1, 它将 D = 2n 维度中的 Clifford 代数完美地扩展到
D = 2n+ 1, 并使用扩展的度规 ηµν = (−1,+1, ...,+1).

由于没有额外的 Γ 矩阵可以与 Γ2n+1 配对形成新的 ai 算符, 因此其表示与 D = 2n 时
相同, 但现在是不可约的. 除包含 SO(1, 2n− 1) 的生成元外, SO(1, 2n) 的新生成元由
i
2ΓMΓ2n+1 给出, 其中 M = 0, 1, ..., 2n− 1. 由于奇数维度没有 γ5 的类似物, 因此不存
在手性. 旋量表示的维度为 2(D−1)/2.

通常, 定义 ND 表示旋量分量的数量:

ND :=

 2n = 2D/2 : D = 2n even

2n = 2(D−1)/2 : D = 2n+ 1 odd
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11.7.1.3 Majorana 旋量

现在让我们介绍闵可夫斯基时空中的实旋量. 在无穷小洛伦兹变换下, 旋量 ψ 变换为
ψ′ = ψ + iωMNΣMNψ. 由于 ΣMN 通常是复数, 因此 ψ 与其复共轭 ψ∗ 之间的关系未
必是洛伦兹不变的.

而 ψ ↔ ψ∗ 之间的关系称为马约拉纳条件 (Majorana condition). 它必须具有 ψ∗ =
CΓ0ψ 的形式, 其中 C 是荷共轭矩阵. 一致性要求 (CΓ0) ∗ CΓ0 = 1, 这在 D =
0, 1, 2, 3, 4 mod 8 维中是可能出现. 换句话说, 在超弦可能的维度中, D = 5, 6, 7 时不允
许出现马约拉纳条件.

如果 D = 0, 1, 2, 3, 4 mod 8 并且外尔表示与自身共轭 6, 则可以对外尔旋量施加马约拉
纳条件.

首先, 外尔旋量存在于 D = 2n 的偶数维中, 于是要求 D = 0, 2, 4 mod 8. 接下来, 通过
分析手征矩阵的复共轭

(Γ2n+1)∗ = (−1)n+1 C−1 Γ−1
0 Γ2n+1 Γ0 C ,

结果表明, 只有当 (−1)n+1 = +1 时, 电荷共轭才能保持旋量的手性不变. 而如果 n 是
偶数,即在 D = 4, 8, 12, ...维度中,两个不等价的外尔表示彼此互为复共轭,因此手性会
交换而非不变. 那么此时可以施加外尔或马约拉纳条件, 但不能同时施加! 最终我们得
到, 在 D = 2 mod 8 的维度中, 外尔表示自共轭并与马约拉纳条件相容, 因此在 D = 2
和 D = 10 的维度中才可能存在马约拉纳-外尔旋量.

11.7.2 高维中的超对称代数

在 D 维中, 超对称 (SUSY) 代数包含生成元 MMN , PM , Qα, 其中最后一个是 D 维中
的旋量. 该代数具有与 4 维相同的结构, 其中玻色生成元定义了更高维度中的庞加莱代
数, 并且 {

Qα , Qβ

}
= aMαβ PM + Zαβ

其中 aMαβ 是常数, 而中心荷 Zαβ 现在也可以包括膜上的荷. 这是 D > 4 的超对称代数
对 D = 4 超对称代数的推广. 庞加莱代数的一个新特征是所有生成元 M (2j)(2j+1) 彼此
对易, 因此可以同时对角化, 正如我们在更高维度旋量表示的讨论中看到的洛伦兹生成
元那样. 于是我们现在可以定义几个“自旋”, 作为这些算符的本征值. 特别相关的是生

6实际就是复共轭结果仍为外尔表示且手性不变.
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成元 M01. 它用于通过下式定义算符 O 的权 (weight) w[
M01 , O

]
= −iwO

其中, 算符 O 与其复共轭 O∗ 具有相同的权.

11.7.2.1 超对称代数在高维度中的表示

考虑无质量态的动量 P µ = (E,E, 0, . . . , 0), 其小群为 SO(D − 2). 我们定义自旋为表
示中 MMN 的最大本征值. 注意到对于无质量粒子的动量 P 1 − P 0 = 0, 并且有:[

M01 , P 1 ± P 0
]

= ∓i
(
P 1 ± P 0) .

因此 P 1 ± P 0 的权为 w = ±1. 由于 P 1 − P 0 为零, 权 w = −1 可以被排除, 我们只需
考虑两个 Q 都具有权 w = + 1

2 的反对易子 {Q,Q} 的组合即可.

因此, 如果我们从形式为

Qα = | ± 1
2 , ±

1
2 , ±

1
2 , · · · , ±

1
2〉 α = 1, . . . , ND

的任意旋量 Qα 开始, 其中 ND 表示狄拉克分量个数 (偶数维 ND = 2D/2, 奇数维
ND = 2(D−1)/2). 那么, 要求权为 + 1

2 便意味着:

[
M01 , Qα

]
= −Σ01 Qα = −iS0 Qα

!= − i2 Qα ,

因此 Qα 必须具有以下形式

Qα

∣∣∣
w=+ 1

2

= |+ 1
2 , ±

1
2 , ±

1
2 , · · · , ±

1
2〉 α = 1, . . . , ND

2 .

注意到第一个分量被限制为正, 这时观察无质量情况下 Qα 的分量数, 其变为 ND

2 =
2D/2−1.

此外, 我们可以根据 M23 (即 4 维中对应自旋的洛伦兹生成元) 的本征值将 Q 拆分为
Q+ 和 Q−, 它们构成的代数具有 {Q+, Q+} = {Q−, Q−} = 0 和 {Q+, Q−} 6= 0 的形式,
对应于产生与湮灭算符. 为了理解这一点, 可以考虑对易关系[

M (2j)(2j+1) , Q(αQβ)

]
= −Q(α S

j Qβ) − Sj Q(αQβ) = −(s(α)
j + s

(β)
j )Q(αQβ) .
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利用超庞加莱代数, 我们还可以证明这个表达式是 P 2, . . . , PD−1 的线性组合, 在我们
考虑的情形 P µ = (E,E, 0, . . . , 0) 中它们全为零. 因此, 所有组合 s

(α)
j + s

(β)
j 必须为零,

剩下的唯一非零反对易子为 {Q+
α , Q

−
β=α}.

这意味着多重态可以从其中的一个螺旋度为 λ, 并被 Q− 算符湮灭, 即满足 Q−|λ〉 = 0
的态 |λ〉 开始构造, 而多重态中的其他态通过 Q+ 的作用生成. 因此它们的形式为:

Q+
α

∣∣∣
w=+ 1

2

= |+ 1
2 ,+

1
2 , ±

1
2 , · · · , ±

1
2〉 α = 1, . . . , ND

4

总数为 ND

4 = 2D/2−2.

给定螺旋度为 λ 的某态 |λ〉 (即 M23|λ〉 = λ|λ〉), 任何 Q+
α 的作用都会降低 M23 的本

征值:

M23 Q+
α |λ〉 =

[
M23, Q+

α

]
|λ〉+Q+

α M
23 |λ〉 = −Σ23 Q+

α |λ〉+ λQ+
α |λ〉

=
(
λ− 1

2

)
Q+
α |λ〉

因此通过作用于 Q+
α

∣∣
w=+ 1

2
可以得到以下螺旋度:

|λ〉, |λ− 1
2〉, . . . , |λ−

1
2 ·

ND

4 〉 .

由此可以得出出现的 λ 的范围为

λmax − λmin = λ−
(
λ− ND

8
)

= ND

8 ,

于是螺旋度 |λ| ≤ 2 的条件便等价于要求 ND ≤ 32. 但考虑到 ND = 2 D
2 , 2 D−1

2 分别对
应于偶数和奇数维, 这意味着时空维数最大为 D = 10, 11.

注意到这个论证与先前证明 4 维中最大超对称数为 N = 8 的论证均用到了螺旋度的限
制条件, 因此二者非常相似. 我们稍后将看到, N = 8 超引力正是从 D = 10 和 D = 11
维度的超对称理论中得到的.

• D = 11 仅有 N = 1 的超对称可能出现. 唯一的多重态由以下场组成:

gµν︸︷︷︸
引力子

ψαµ︸︷︷︸
引力伴子

Aµνρ︸ ︷︷ ︸
非手性反对称张量

为了计算每个场的 (在壳) 自由度, 我们需要利用小群 SO(D − 2) 进行分析. 在 D
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维中的引力子仍然是小群的对称无迹表示, 携带 (D−2)(D−1)
2 − 1 个分量, 在 D = 11

的情况下为 45 − 1 = 44 个分量. 在 D 维中, 秩为 p + 1 的反对称张量具有
(
D−2
p+1

)
个自由度, 对于 Aµνρ（p+ 1 = 3 的情况），有 ( 9

3 ) = 84 个自由度.
对于引力伴子 ψµα, 我们有 2(D−3)/2 · (D − 2)− 2(D−3)/2 个独立的分量：第一项是旋
量分量和引力旋量的矢量分量的乘积 (因为它同时携带两个指标), 减去的第二项类
似于引力子的迹, 我们去掉 2(D−3)/2 个自旋为 1

2 粒子的自由度. 以 su(2) 表示为例,
进行表示的直和分解 (1) ⊗

( 1
2
)

=
( 3

2
)
⊕
( 1

2
)
, 上面所谓的减去的自由度相当于等号

右侧的自旋 1
2 部分被舍弃. 更一般地, 只有当矢-旋量 (vector spinor) Ψα

µ 与任何不
变量张量 (例如度规和高维的 Γ 矩阵) 的缩并为零时, 矢-旋量才构成不可约表示. 如
果伽玛迹 (gamma trace) Ψα

µΓµαβ 非零, 那么伽玛迹自身就是一个低维的不可约表示,
这一表示便拆分为伽玛迹以及与之正交的部分, 正交的部分则重新充当新的不可约
表示. 在 D = 11 中，引力旋量的分量为 9 · 24 − 24 = 128，与玻色自由度的数量
84 + 44 = 128 相匹配.

• D = 10
允许 N = 2：

IIA gµν 2× ψαµ Bµν φ Aµνρ λ

IIB gµν 2× ψαµ 2×Bµν 2× φ A†
µνρσ λ

I (gµν Bµν φ ψαµ) (Aµ λ) (手性)

关于自旋为 0 或 1 的反对称张量 Aµ1...µp+1 , 我们知道:

• Aµ 与粒子的耦合为
∫
Aµ dxµ, 其中 dxµ 指的是世界线

• Aµν 与弦的耦合为
∫
Aµν dxµ ∧ dxν (世界 sheet)

• Aµνρ 与膜的耦合为...
• Aµ1...µp+1 与 p-膜的耦合

耦合取决于物体的荷:
物体 荷 耦合对象

粒子 q Aµ

弦 qµ Aµν

p 膜 qµ1...µp
Aµ1...µp+1

荷是超庞加莱代数中出现的中心荷, 这正是本节开头关于高维庞加莱代数中心荷所讨
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论的: {
Q,Q

}
∝ aP + bµ1...µp qµ1...µp

11.7.3 维数约化

以圈紧化为例, 让我们回顾一下将任意大于 4 的维数降至 d = 4 的一般程序. 回忆在 5
维中的标量的例子 M5 = M4 × S1 (其中 S1 的半径为 R), 如果 ϕ 是无质量的, 此时 5
维场可以替换为 d = 4 中的无限多个场:

∂M∂
Mϕ = 0 ⇒ ∂µ∂

µϕn −
n2

R2 ϕn = 0 ,

则相对于 S1 维度的傅里叶模式 ϕn 具有质量 n
R

.

而对于超对称中的维数缩减, 我们仅保留 n = 0 的模 7,

ϕ(xM ) 7→ ϕ(xµ)

AM (xM ) 7→ Aµ(xµ), Am(xµ)︸ ︷︷ ︸
标量

m = 4, . . . , D − 1

BMN 7→ Bµν , Bµn︸︷︷︸
矢量

, Bmn︸︷︷︸
标量

ψ︸︷︷︸
2n

7→ ψ︸︷︷︸
1
4 2n个 4 维旋量

.

例如考虑从 D = 11降至 d = 4的情况: 基本场是引力子 gMN，它有 9·10
2 −1 = 44个自

由度，引力旋量 ψαM 有 9 · 2 9−1
2 − 2 9−1

2 = 8 · 16 = 128 个分量. 最后, 反对称张量 AMNP ,
有 ( 9

3 ) = 84 个自由度. 注意我们有 128 个玻色自由度和 128 个费米自由度. 维数缩减
到 d = 4 导致:

gMN 7→ gµν︸︷︷︸
引力子

gµm︸︷︷︸
7 矢量

gmn︸︷︷︸
7·8

2 =28 标量

AMNP 7→ Aµνρ Aµνm︸ ︷︷ ︸
7 张量 (对偶于标量)

Aµmn︸ ︷︷ ︸
21 矢量

Amnp︸ ︷︷ ︸
7·6·5
1·2·3 =35 标量

ψαM 7→ ψαµ︸︷︷︸
32
4 =8

ψαm︸︷︷︸
7·8=56 费米旋量

7由于维数约化中, 讨论的维度变化频繁, 为方便书写以及讨论, 本节我们不继续沿用之前的指标记号, 不过会标注指标
取值范围.
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回忆一下, 在 4 维中, 无质量粒子小群为 SO(2), 一个三指标反对称张量 Aµνρ 不携带
任何自由度, 而二指标反对称张量 Aµνm 对偶于标量. 我们最终得到的谱与 4 维中的
N = 8 超引力相同:

数量 螺旋度 粒子类型 d = 4 在壳自由度

1 2 引力子 1 ·
(

(4−2)(4−1)
2 − 1

)
= 1 · 2 = 2

8 3
2 引力伴子 8 ·

(
2(4−2)/2 · (4− 2)− 2(4−2)/2) = 8 · 2 = 16

28 1 矢量 28 · (4− 2) = 28 · 2 = 56

56 1
2 费米子 56 · 2 4−2

2 = 56 · 2 = 112

70 0 标量 70 · 1 = 70

11.8 十维靶空间的超对称

本节我们将介绍十维的超杨–米尔斯 (SYM) 理论. 十维的 SYM 是 D 维 SYM 理论中
最简单的一种, 其包含仅由胶子和胶伴子组成的场, 这两者通过 16 个超对称荷相关联,
这些超对称荷构成了 SO(1, 9) 的马约拉纳–外尔旋量. 十维 SYM 的超庞加莱协变形式
是开超弦无质量态纯旋量表述的支柱之一. 实际上, SYM 超场及其多粒子推广在计算
开超弦振幅中起到了关键作用. 因此, 详细介绍十维的 SYM 理论是非常有益的.

与在上一节十一维超引力的维数约化类似, 十维 SYM 理论进行维数约化会产生低维中
各种具有最大超对称的杨–米尔斯理论, 包括著名的四维 N = 4 理论. 因此, 对十维理
论的更好理解也可以帮助我们理解低维 SYM.

11.8.1 十维 SYM

为了描述十维 SYM中的胶子和胶伴子态,引入了李代数取值的超场联络Aα = Aα(X, θ)
和 Aµ = Aµ(X, θ), 以及超协变导数,

∇α := Dα −Aα , ∇µ := ∂µ −Aµ , (11.8. 99)

其中普通导数算符是 ∂µ = ∂
∂Xµ , 超空间导数为:

Dα := ∂

∂θα
+ 1

2(γµθ)α∂µ (11.8. 100)
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满足 {Dα, Dβ} = γµαβ∂µ. 超协变导数满足如下限制条件:

{
∇α,∇β

}
= γµαβ∇µ. (11.8. 101)

11.8.1.1 非线性运动方程

约束条件 eq. (11.8. 101) 及其相关的比安基恒等式 (Bianchi identities) 包含了如下非
线性运动方程：

{
∇α,∇β

}
= γµαβ∇µ ,

[
∇α,∇µ

]
= −(γµW )α , (11.8. 102){

∇α,W β
}

= 1
4(γµν)αβFµν ,

[
∇α, F µν

]
= (W [µγν])α ,

其中, 规范场场强及其超对称伙伴分别定义如下:

Fµν := −
[
∇µ,∇ν

]
, Wα

µ :=
[
∇µ,Wα

]
, (11.8. 103)

其中本书中对 k 个指标的 (反) 对称化约定不包含因子 1
k! , 例如 T [µν] = T µν − T νµ. 超

场 F µν 和 Wα 分别是胶子和胶伴子的场强.

11.8.1.2 规范不变性

方程 eq. (11.8. 102) 在超场联络的无穷小规范变换下保持不变, 其中变换参数是李代数
取值的超场 Ω = Ω(X, θ).

δΩAα =
[
∇α,Ω

]
, δΩAµ =

[
∇µ,Ω

]
(11.8. 104)

于是, 其场强的规范变换为:

δΩW
α =

[
Ω,Wα

]
, δΩF

µν =
[
Ω, F µν

]
, δΩW

α
µ =

[
Ω,Wα

µ

]
. (11.8. 105)

此外, 从 eq. (11.8. 102) 可以推导出无质量狄拉克方程与杨-米尔斯方程:

γµαβ
[
∇µ,W β

]
= 0 ,

[
∇µ, F µν

]
= γναβ

{
Wα,W β

}
. (11.8. 106)
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为说明 eq. (11.8. 102) 可以推导无质量狄拉克方程, 首先将 eq. (11.8. 101) 代入

γµαβ
[
∇µ,W β

]
=
[
{∇α,∇β},W β

]
(11.8. 107)

=−
[
{W β,∇α},∇β

]
−
[
{∇β,W β},∇α

]
(11.8. 108)

代入 eq. (11.8. 102), 我们得到:

γµαβ
[
∇µ,W β

]
=− 1

4(γµν)αβ
[
Fµν ,∇β

]
(11.8. 109)

=1
4(γµνγνWµ)α −

1
4(γµνγµWν)α

=9
2γ

µ
αβ

[
∇µ,W β

]
, (11.8. 110)

在这里我们使用了 γµνγν = 9γµ, γµνββ = 0和 eq. (11.8. 103)得到最后一行, 于是我们
得到 γµαβ

[
∇µ,W β

]
= 0. 而为了得到杨-米尔斯方程, 我们可以计算狄拉克方程与 γαδν ∇δ

的反对易算符, 并使用雅可比恒等式。

0 =γαδν γµαβ
{
∇δ, [∇µ,W β]

}
(11.8. 111)

=γαδν γµαβ
{
W β, [∇δ,∇µ]

}
+ γαδν γµαβ

[
∇µ, {W β,∇δ}

]
=− γαδν γµαβ(γµ)δσ

{
W β,W σ

}
+ 1

4γ
αδ
ν γµαβ(γrs)δβ

[
∇µ, Frs

]
=8γνβσ

{
W β,W σ

}
− 8
[
∇µ, F µν

]
, (11.8. 112)

为了到达最后一行, 我们使用了克里福德代数 eq. (11.1. 12) 和 γµγµ = 10 得到
−(γµγνγµ)βσ = 8γνβσ, 并对 γ 矩阵求迹得到 1

4Tr
(
γµγνγ

rs
)

= 4(δrνδsµ − δrµδsν)。

11.8.1.3 非线性运动方程

运动方程 eq. (11.8. 102) 也可以重写为

{∇α, Aβ}+ {∇β, Aα} = γµαβAµ − {Aα, Aβ} , (11.8. 113)

[∇α, Aµ] = [∂µ, Aα] + (γµW )α ,

{∇α,W β} = 1
4(γµν) β

α Fµν , (11.8. 114)

[∇α, F µν ] = (W [µγν])α . (11.8. 115)
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在使用定义 eq. (11.8. 99) 后，这些方程变为

{Dα, Aβ}+ {Dβ, Aα} = γµαβAµ + {Aα, Aβ} ,

[Dα, Aµ] = [∂µ, Aα] + (γµW )α + [Aα, Aµ] ,

{Dα,W
β} = 1

4(γµν) β
α Fµν + {Aα,W β} ,

[Dα, F
µν ] = (W [µγν])α + [Aα, F µν ] ,

为了方便后续讨论, 我们使用记号 K 来表示包含这些超场的集合中的任意一个:

K ∈ {Aα, Aµ,Wα, F µν} . (11.8. 116)

11.8.2 线性化超场

散射振幅中外腿规范多重态的渐近态通过线性化十维 SYM 来描述. 具体来说, 这是通
过忽略运动方程 eq. (11.8. 115) 中的二次项得到的, 结果为:

DαA
i
β +DβA

i
α = γµαβA

i
µ , DαA

i
µ = (γµWi)α + ∂µA

i
α ,

DαW
β
i = 1

4(γµν) β
α F iµν , DαF

i
µν = ∂[µ(γν]Wi)α . (11.8. 117)

此外，规范变换 eq. (11.8. 104) 的线性化形式为

δΩAα = DαΩ , δΩAµ = ∂µΩ , (11.8. 118)

超场用自然数 i 来标记, 这些数字是参与散射过程的第 ith 个外部态的单粒子指标. 此
外, 线性化方程 eq. (11.8. 117) 描述了指标为 i 的单个 SYM 粒子的运动方程.

11.8.2.1 超场的 θ 展开

规范变换 (11.8. 104) 的线性化形式可用于选取规范使得 θαAiα = 0, 其中 θ 的依赖关系
可以通过费米子的幂级数展开来表示, 我们前面已经用四维中的标量超场举过例子. 在
通过剥离掉平面波, 即 eiki·X 以去除线性化超场对玻色坐标 Xµ 的依赖性, 其中动量满
足在壳条件 k2

i = 0. 超场的不同 θ 阶次会分别对应胶伴子波函数 χαi 或胶子偏振矢量
eµi , 或者它们相关的线性化场强, 例如:

fµνi = kµi e
ν
i − kνi e

µ
i . (11.8. 119)
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具体来说:

Aiα(X, θ) =
{1

2(θγµ)αeµi + 1
3(θγµ)α(θγµχi)−

1
32(θγµ)α(θγµνρθ)fνρi + . . .

}
eiki·X ,

(11.8. 120)

Aµi (X, θ) =
{
eµi + (θγµχi)−

1
8(θγµνρθ)fνρi + . . .

}
eiki·X , (11.8. 121)

Wα
i (X, θ) =

{
χαi + 1

4(θγµν)αfµνi −
1
4(θγµν)αkµi (χiγνθ) + . . .

}
eiki·X , (11.8. 122)

F µνi (X, θ) =
{
fµνi − k

[µ
i (χiγν]θ) + 1

8(θγρσ [µθ)kν]
i f

ρσ
i + . . .

}
eiki·X ,

这里只写出了前三阶, 我们也可以将 Aµi (X, θ) 的全部展开写为:

Aµi (X, θ) =
{

(cosh
√
O)µρeρi +

(sinh
√
O√
O

)
µ
ρ(θγρχi)

}
eiki·X , (11.8. 123)

其中
Oµρ = 1

2(θγµρνθ)kνi . (11.8. 124)

11.8.3 更高量纲的超场

当考虑圈级振幅时, 随着 SYM 振幅的圈数增加, 相关运动学因子的质量纲也增加. 在
纯旋量表述中, 如果我们仅使用 eq. (11.8. 116) 中给出的的标准 SYM 超场计算四
点振幅, 我们遇到的相互作用的最大质量量纲为 k2F 4, 这是从纯旋量超空间表达式
〈(λγµ1µ2µ3µ4µ5λ)(λγµ6W )Fµ1µ2Fµ3µ4Fµ5µ6〉 在两圈情形下得到的. 因此, 定义比 K 中的
标准超场质量纲更高的 SYM 超场会为我们的计算提供方便. 那么如何定义? 想当然的
∂µ∂ν . . .K 形式作为定义并不合适, 因为普通导数 ∂µ 在高点振幅参与的非线性情形无
法保持规范协变性. 而基于在 eq. (11.8. 99) 中给出的超协变导数 ∇µ 即规范场联络,
可以导出后续的定义:

W µ1...µkα :=
[
∇µ1 ,W µ2...µkα

]
, (11.8. 125)

F µ1...µk|νρ :=
[
∇µ1 , F µ2...µk|νρ] ,

指标中的竖线用于分隔递归起始是出现在标准超场 F νρ 中的反对称指标对. 这些高量
纲超场也有对应的运动方程, 其在高圈弦振幅中应用广泛, 均可以由定义推导, 此处不
再赘述.
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Chapter 12

RNS超弦的靶空间超对称

在第 10 章我们曾提及, RNS 超弦保留世界面超对称, 但隐藏了靶空间超对称. 我们现
在可以开始分析 RNS 在靶空间中的特征以及和靶空间超对称的联系

12.1 开超弦与靶空间超对称

开玻色弦靶空间庞加莱生成元在世界面上的形式为:

P bos
µ = 1

2α′

∮
dz

2πii∂zXµ(z) (12.1. 1)

Jbos
µν = 1

2α′

∮
dz

2πi(iXµi∂zXν − iXνi∂zXµ) (12.1. 2)

类似地, 可以从 RNS 超弦的成分构造超庞加莱生成元:

注意到 P bos
µ 与零动量下的胶子顶点算符相匹配; 这可以推广到开超弦, 其中两个顶角

算符 V (q)
ε 在 q = −1, 0 时, 给出了两种不同的平移算符的表现形式:

P (−1)
µ = 1√

2α′

∮
dz

2πiψµ(z) : e−φ(z) : (12.1. 3)

P (0)
µ = 1

2α′

∮
dz

2πii∂zXµ(z) (12.1. 4)

我们可以通过引入一个来自靶空间矢量 ψµ 的双旋量 (世界面旋量) 项修正, 从而扩展

331
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Jbos
µν 洛伦兹生成元至超对称形式:

J (0)
µν =

∮
dz

2πi

[ 1
2α′ (iXµi∂zXν − iXνi∂zXµ)+ : ψµψν :

]
(12.1. 5)

那么, 为什么 Jbos
µν 推广至超对称情形需要进行修正而 P bos

µ 的推广则不需要呢? 这正是
第 11 章中所提及的自旋对应的洛伦兹群卡西米尔算符在超对称情形下不作为卡西米
尔算符出现, 而需要修正为超自旋所导致的. 于是, 通过类比 limp→0 V

(q)
ε ∼ P (q)

µ ，从费
米子顶点算符 V (q)

χ 在 p→ 0 时，可以得到在 q = ± 1
2 中的超对称生成元 Q(q)

α

Q(−1/2)
α =

√
2(α′)−1/4

∮
dz

2πiSα : e−φ/2 : (12.1. 6)

Q(+1/2)
α = 1√

2(α′)3/4

∮
dz

2πii∂zXµγ
µ
αβS

β : eφ/2 : (12.1. 7)

应用自旋场的 OPE, 我们得到超对称生成元的反对易子为:

{Q(−1/2)
α , Q

(q)
β } = 2(γµC)αβP (q−1/2)

µ (12.1. 8)

这类似于四维超庞加莱代数中的反对易子:

{Qa, Qḃ} = 2(σm)aḃPm (12.1. 9)

需要区分的是, 在 D = 10 反对易子中的超对称荷具有相同手性, 而 D = 4 中的非零反
对易子中出现的则是相反手性的超对称荷.

现在我们可以通过 D = 10 超对称的维数约化在四维中复现 N = 4, 8 的扩张超对称多
重态. 开超弦在 D = 10 维中具有 N = 1 超对称, 即超对称荷形成了 SO(1, 9) 群的单
个左手外尔旋量 Qα=1,2,...,16, 表示十六个分量, 分量总数与四维时空中的 N = 4 超对
称一致.

• Qα 的维度约化到 D = 4 基于以下分解:

SO(1, 9)→ SO(1, 3)× SO(6) (12.1. 10)

其中 SO(1, 3) 被解释为四维的洛伦兹群, 并作用于 Pµ = (E, 0, 0, E,~0) 的前四个分
量上, 其中 Qα 正如在四维一样, 会使得 J12 的本征值改变 ± 1

2 ; 第二个因子 SO(6)
具有 Cartan 生成元 J45、J67、J89，Qα 也会改变它们的本征值.
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• 更具体地, 十维超对称生成元 (SO(1, 9) 的左手外尔旋量) 到四维的分解为:

Qα = QI=1,2,3,4
a=1,2 ⊕Qḃ=1,2

J=1,2,3,4 (12.1. 11)

其中 QI=1,2,3,4
a=1,2 带有 SO(1, 3) 的左手外尔旋量指标 a 和 SO(6) 的左手外尔旋量指

标 I; 类似地, Qḃ=1,2
J=1,2,3,4 包含 SO(1, 3) 和 SO(6) 的右手外尔旋量指标 ḃ 和 J .

• 这种情况下, 我们通过将 D = 10 的 N = 1 SYM 超多重态维度约化到 D = 4, 可以
得到 N = 4 SYM 超多重态. 具体来说: 利用顶点算符构造 D = 10 开超弦的无质
量态:

胶子Aµ ↔ V (q=−1,0)
ε (12.1. 12)

胶伴子χµ ↔ V (q=−1/2,1/2)
χ (12.1. 13)

• 在 SO(1, 9)→ SO(1, 3)× SO(6) 下对两个场进行分解:

Am=0,1,2,3 →

Am=0,1,2,3 :四维中的矢量

Ai=4,5,...,9 :四维中的标量
(12.1. 14)

χα=1,2,...,16 →

χ
I=1,2,3,4
α=1,2 :四维中的左手旋量

χJ=1,2,3,4
α̇=1,2 :四维中的右手旋量

(12.1. 15)

• 顶点算符和物理态之间的显式超对称变换可以通过共形场论计算. 具体来说, 通过
将 OPE 插入超对称荷 Q(±1/2)

α 的围道积分表示中来实现. 我们将主要考虑无质量
态, 为了简化记号, 我们将超对称荷与一个外尔旋量 ηα 缩并旋量指标.

• Q
(∓1/2)
Q : 玻色子 → 费米子 (ge 为胶子顶角算符的归一化系数)

[ηαQ(−1/2)
α , V (0)

ε (w)]

=
√

2(α′)1/4gε

×
∮

dz

2πiη
αSα(z) : e−φ(z)/2 : εµ : [i∂zXµ(w) + 2(ρ · ψ)ψµ(w)] eip·X(w) :

=gε(α′)1/4εµpν(ηµγν)αSα : e−φ(w)/2eip·X(w) :
(12.1. 16)

右侧可以识别为胶子顶点算符

V (−1/2)
χ = gεα

′1/4χαSα : e−φ(w)/2eip·X(w) : (12.1. 17)
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其波函数为
χα = εµpν(ηγµγν)α (12.1. 18)

后者满足无质量的狄拉克方程
χαγλαβpλ = 0 (12.1. 19)

这是因为无质量情况下有 pνpλγ
νηλ = p2 = 0.

• Q(∓1/2)
α : 费米子 → 玻色子 (重复上述的 OPE 计算即可)

[ηαQ(−1/2)
α , V (−1/2)

χ (w)] = . . . = gε(ηγµCχ)ψµ(w) · e−φ(w)eip·X(w) . (12.1. 20)

我们由此可以得到极化矢量 εµ = (ηγµCχ) 对应的胶子顶点算符, 其中 εµ 满足极化
矢量的横向条件, 因为 χ 满足无质量狄拉克方程.

• 我们整理一下上述变换, 可以写为如下形式:

δηε
µ = (ηγµCχ) , δηχ

β = ηα(γµν)βαεµpν . (12.1. 21)

将上述变换的反对易子作用于 χα 以及 εµ, 我们得到

[δη1 , δη2 ]χα = 2(η1γ
µCη2)pµχα

[δη1 , δη2 ] ελ = 2(η1γ
µCη2)pµελ − 2(η1γ

µCη2)εµpλ .

这与在十维时空中的超对称代数 {Qα, Qβ} = 2(γµC)αβPµ 仅相差与 pλ 正比的线性
化规范变换.

12.2 II 型超弦 (Type II Superstring) 与靶空间超对称

12.2.1 再谈 GSO 投影

我们先前曾在第 10.4 节简要介绍了所谓的 GSO 投影, 并使用 GSO 投影说明了超弦的
一些性质. 而由于闭弦存在左行部分与右行部分, 那么左行与右行部分中便分别存在各
自的投影, 因此我们现在需要考虑左行右行分别对应的两个 GSO 投影同时出现会带来
什么影响.
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实际上 GSO 投影可以写为算符化的形式. 给定 NS 和 R 部分中的算符 (−1)F :

NS) (−1)F = − exp
{
iπ
∑
r≥ 1

2

(
N
[
ψi−r

]
+N

[
ψir

])}
,

R) (−1)F = exp
{
iπ
∑
n≥0

(
N
[
ψi−n

]
+N

[
ψin

])}
→ Γ9 exp

{
iπ
∑
n≥1

(
N
[
ψi−n

]
+N

[
ψin

])}
.

(12.2. 22)

其中 N
[
·
]
表示计算出现在中括号中的算符总数 F 表示世界面费米子数.

让我们对这里的内容稍做解释: NS 部分中的负号来源于 |0〉NS 中隐含的项 δ(γ) = e−φ,
它等价于插入一个额外的费米子. 该项来自鬼场 (β, γ), 它作用在玻色子的 SL(2,C) 真
空上从而定义出 NS 部分的真空态, 即: |0〉NS = e−φ(0) |0〉SL(2,C). 而在 R 部分, 我们已
经将零模孤立出来, 并且这些零模完全由矩阵 Γ9 描述. 这正是来自于我们在第 10 章
给出的费米子零模与伽马矩阵的对应关系.

为方便理解其作用, 让我们看一些相关的例子. 从 NS 真空开始:

(−1)F |0, P 〉NS = − |0, P 〉NS . (12.2. 23)

因此, 正如之前所预期的那样, NS 真空自带一个世界面费米子. 对于第一激发态, 我
们有:

(−1)Fψi− 1
2
|0, P 〉NS = +ψi− 1

2
|0, P 〉NS . (12.2. 24)

而另一方面, 在 R 部分, 我们有:

(−1)F |α, P 〉R = + |α, P 〉R , (12.2. 25a)

(−1)F |α̇, P 〉R = − |α̇, P 〉R . (12.2. 25b)

现在, 利用 (−1)F , 我们可以构造以下投影算符:

P(R,NS)
± = 1

2

(
1± (−1)F(R,NS)

)
. (12.2. 26)

那么由这一算符作用到 NS 与 R 部分上便实现了我们在第 10.4 节说明的对 ψ 个数奇
偶性的筛选. 此处需要注意的是, 在 R 部分中, 不同的 ± 选择仅仅是用于决定每一能
级上时空费米子的手性.
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利用这些投影算符作用于 ψ 共形场论的亚纯和反亚纯部分, 用 GSO± 来表示亚纯部分
中的 GSO 投影, 而用 GSO±

来表示反亚纯部分中的 GSO 投影. 通过计算一圈的配分
函数便可验证, 共有以下四种可能的组合在一圈模空间变换下保持不变.

• IIA 型以及 IIB 型
选取如下投影分别作用在亚纯与反亚纯部分得到:

PIIA ≡
(
P(NS)

+ + P(R)
+

)(
P(NS)

+ + P(R)
−

)
, (12.2. 27)

PIIB ≡
(
P(NS)

+ + P(R)
+

)(
P(NS)

+ + P(R)
+

)
. (12.2. 28)

这两种投影产生相同的一圈配分函数且恒等于零. 它对应于玻色态减去费米态的数
量, 而结果为零便这意味着玻色和费米自由度完全相同. 这是靶空间超对称的必然
结果.

• 0A 型以及 0B 型
最后两种可能性则由以下投影给出:

P0A ≡P(NS)
+ P(NS)

+ + P(NS)
− P(NS)

− + P(R)
+ P

(R)
− + P(R)

− P
(R)
+ , (12.2. 29)

P0B ≡P(NS)
+ P(NS)

+ + P(NS)
− P(NS)

− + P(R)
+ P

(R)
+ + P(R)

− P
(R)
− . (12.2. 30)

我们发现, 在这种组合只有时空玻色子, 左行右行取 (NS,R) 对应的费米子已经完全被
投影出去. 其次, 由 P(NS)

− P(NS)
− 组合对应的快子仍然存在.

而这两种组合对应的 0A 和 0B 型理论与玻色弦类似, 不含费米子且存在快子, 这表明
这一理论真空不稳定. 于是在接下来的讨论中我们将不再考虑它们, 而仅考虑 IIA 型以
及 IIB 型.

12.2.2 闭超弦

让我们继续研究 II 型闭超弦. 根据我们前述 GSO 投影的讨论, 我们用 GSO± 来表示
亚纯部分中的 GSO 投影, 而用 GSO±

来表示反亚纯部分中的 GSO 投影. 而我们可以
观察得出: R 部分的 GSO 投影选择会产生两种不等价的理论:

• 对应于
(
GSO+

R, GSO−
R
)
的 IIA 型闭超弦.

• 对应于
(
GSO+

R, GSO+
R
)
的 IIB 型闭超弦.

而显然,它们在 NS部分都是
(
GSO+

NS, GSO+
NS
)
,因此NS−NS部分中

(
GSO−

NS, GSO−
NS
)

对应的快子被移除. 因此, 这两种理论在每个质量谱上都有相等数量的玻色自由度和费
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米自由度, 这正是靶空间超对称所需的.

接下来我们进一步分析两种 II 型闭超弦的无质量态, 与玻色弦情形类似, 我们利用小群
的表示的直积进行直和分解来寻找不可约表示, 并分析自由度.

12.2.2.1 IIA 型闭超弦

如果我们现在分析 IIA 型闭弦能谱中的无质量态, 我们便可以得到如下结果:

• NS−NS 部分
该部分的通用极化是一个洛伦兹张量表示, 具有两个 8V 指数, 这可以分解为对称部
分 (s), 反对称部分 (a) 和迹:

tij = δijΦ + a[ij] + s(ij) . (12.2. 31)

也可以写成:
8V ⊗ 8V = 1⊕ 28a ⊕ 35s , (12.2. 32)

其中
– 单重态 (1) 对应伸缩子 (自旋 0),
– 反对称部分 (28a) 对应反对称张量场 (自旋 1),
– 对称部分 (35s) 对应对称无迹张量场, 即引力子 (自旋 2).

• NS− R 部分
该部分的一般极化具有一个矢量指标 µ 和一个旋量指标 α̇, 写作 χiα̇, 而这可以分
解为:

8V ⊗ 8S = 8C ⊕ 56S , (12.2. 33)

其中
– 旋量 8C 是伸缩伴子 (dilatino), 靶空间中自旋 1/2 的左手旋量. 它是 χiα̇ 的 Γ-迹:

ηβ = Γiβα̇ χiα̇ ; (12.2. 34)

– 而 56S 是引力伴子 (gravitino), 靶空间中自旋 3/2 的右手旋量:

ψi
β̇

= χi
β̇
− 1
D − 2Γi

β̇α
ηα. (12.2. 35)

• R−NS 部分
该部分的一般极化具有一个矢量指标 µ 和一个旋量指标 α, 写作 χiα, 而这可以分
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解为:
8C ⊗ 8V = 8S ⊕ 56C , (12.2. 36)

其中
– 旋量 8S 是伸缩伴子 (dilatino), 靶空间中自旋 1/2 的右手旋量. 它是 χiα 的 Γ-迹:

ηβ̇ = Γi
β̇α
χiα ; (12.2. 37)

– 而 56C 是引力伴子 (gravitino), 靶空间中自旋 3/2 的左手旋量:

ψiβ = χiβ −
1

D − 2Γiβα̇ηα̇. (12.2. 38)

• R− R 部分
该部分的一般极化具有两个旋量指标 α, α̇, 写作 Hαα̇ 它可以利用 Γ 矩阵展开如下:

Hαα̇ = CiΓiαα̇ + CijkΓijkαα̇ , (12.2. 39)

其中我们使用了:
Γi1...in = 1

n!Γ
[i1 · · ·Γin] . (12.2. 40)

而在 eq. (12.2. 39) 的分解中不出现更高阶微分形式的原因则是 Γ 矩阵的对偶关系.
我们将在 12.2.2.3 节中详细讨论. 与前三部分类似, 利用表示的直和分解我们可以将
这个展开可以写为:

8C ⊗ 8S = 8V ⊕ 56a , (12.2. 41)

其中
– 矢量 8V 也可以解释为一个 1-形式场 Cµ, 其关联的场强是 F (2) = dC(1), 即

Fµν = ∂[µCν] ; (12.2. 42)

– 反对称张量 56a 是一个 3-形式场 Cµνρ, 其关联的场强是 F (4) = dC(3)，即

Fµνρσ = ∂[µCνρσ] . (12.2. 43)

我们使用了符号 C(p) = Ci1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip . 这些微分形式场被称为拉蒙-拉蒙形

式场 (Ramond-Ramond forms) 我们将在 12.2.2.3 节中进一步讨论.

到目前为止我们所说的关于 SO(8) 表示的所有内容都与其三重性 (triality) 密切相关.
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而 SO(8) 群具有三重性意味着它的矢量表示和两个旋量表示维度相同, 他们是同构的,
我们可以写出:

8i ⊗ 8j = 8k ⊕ 56 , i 6= j 6= k (12.2. 44)

其中 i 6= j 6= k 在 V,C, S 中取值, 这一性质表明矢量表示与左右手旋量表示之间可以
相互转换, 这则暗示了 SO(8) 李代数登金图 (Dynkin diagram) 的 Z3 对称性.

下表中列出了 IIA 型闭超弦的无质量态

IIA 型闭超弦
玻色子 费米子

Φ 伸缩子 spin 0 ηα 左手伸缩伴子 spin 1/2
Bij 反对称张量 spin 1 ηα̇ 右手伸缩伴子 spin 1/2
Gij 引力子 spin 2 ψi

β̇
左手引力伴子 spin 3/2

Ci 1-形式 ψiβ 右手引力伴子 spin 3/2
Cijk 3-形式

Table 12.1: IIA 型闭超弦的无质量态

而 IIA型闭超弦的无质量态的结构与我们在第 11章给出的 IIA型超引力 (supergravity)
相同, 其作用量为:

SIIA = 1
2K2

10

∫
d10x

√
−G

{
e−2Φ

(
R+ 4 (∂Φ)2 − 1

2 |H(3)|2
)
− 1

2 |F(2)|2 −
1
2 |F(4)|2

}
+ 1

4K2
10

∫
B(2) ∧ dC(3) ∧ dC(3)

+ (费米子耦合部分)

+ (α′修正) ,
(12.2. 45)

其中

• K10 是 10 维中的牛顿常数, 它与弦长参数之间的关系为 K10 = 8π7/2α′2gs;
•
∫

d10x
√
−Ge−2φR 为爱因斯坦希尔伯特作用量;

• 4 (∂Φ)2 对应于伸缩子的动能项;
• H(3) = dB(2) 对应反对称张量场的动能项;
• F(2) = dC(1) 以及 F(4) = dC(3) − dB(2) ∧ C(1) 则对应 RR 场的动能项;
•
∫
B(2) ∧ dC(3) ∧ dC(3) 为度规无关的拓扑项
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12.2.2.2 IIB 型闭超弦

与 IIA 型闭超弦的计算同理可得 IIB 型闭超弦的无质量态构成, 总结如下: 同样地, 这

IIB 型闭超弦
玻色子 费米子

Φ 伸缩子 spin 0 ηα̇ 右手伸缩伴子 spin 1/2
Bij 反对称张量 spin 1 η′

α̇ 右手伸缩伴子 spin 1/2
Gij 引力子 spin 2 ψiβ 左手引力伴子 spin 3/2
C 0-形式 spin 0 ψ′i

β 左手引力伴子 spin 3/2
Cij 2-形式
Cijkl 4-形式

Table 12.2: IIB 型闭超弦的无质量态

与 IIB 型超引力的结构相同, 其作用量为:

SIIB = 1
2K2

10

∫
d10x

√
−G

{
e−2Φ

(
R+ 4 (∂Φ)2 − 1

2 |H(3)|2
)

− 1
2 |F(1)|2 −

1
2 |F(3)|2 −

1
2 |F(5)|2

}

+ 1
4K2

10

∫
C(4) ∧H(3) ∧ F(3)

+ (费米子耦合)

+ (α′修正) ,

(12.2. 46)

其中
F(1) = dC ,

F(3) = dC(2) − CdB(2) ,

F(5) = dC(4) −
1
2dC(2) ∧B(2) + 1

2B(2) ∧ dC(2) .

(12.2. 47)

各项的物理含义与 IIA 型闭超弦的讨论类似
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12.2.2.3 拉蒙-拉蒙势 (Ramond-Ramond potentials)

现在让我们考虑 IIA 型超弦. 在 IIA 型超弦的 R R 部分无质量态原则上可以写为如下
形式场之和:

Hαα̇ = CiΓiαα̇ + Ci1...i3Γi1...i3αα̇ + Ci1...i5Γi1...i5αα̇ + Ci1...i7Γi1...i7αα̇ . (12.2. 48)

而由于小群为 SO(8), 因此 Γ 矩阵在八维下有对偶关系:

Γi1...in ∝ εi1...inj1...j8−nΓj1...j8−n
, (12.2. 49)

于是这些形式场彼此之间并不独立, 我们可以写出:

Ci1...i7 ∝ ε
j

i1...i7
Cj =⇒ C(7) = ?8C(1) ,

Ci1...i3 ∝ ε
j1...j5

i1...i3
Cj1...j5 =⇒ C(3) = ?8C(5) ,

(12.2. 50)

其中 ?8 表示八维的霍奇对偶 (Hodge duality). 这便是 eq. (12.2. 39) 中没有写出
C(5) 和 C(7) 的原因. 我们将形式场 C(1) 与 C(3) 称为拉蒙-拉蒙势 (Ramond-Ramond
potentials), 以后简称 RR 势.

接下来我们回到十维靶空间进行讨论. 我们在第 10 章将拉蒙真空定义为自旋场作用于
共形真空的结果:

R) Sα(0) |0〉 α ∈ 16C ,

R) Sα̇(0) |0〉 α̇ ∈ 16S .
(12.2. 51)

现在 Γ 矩阵以及荷共轭矩阵 C 均为 32× 32 矩阵. 于是我们有如下的相似变换:

C−1 (Γµ)T C = Γµ . (12.2. 52)

自旋场 Sα 则满足如下关系:
S†
αΓ0 = STα C . (12.2. 53)

这表明自旋场所代表的旋量是马约拉纳旋量, 因此在 |Sα〉 −→ 〈Sα| 变换下, 我们无需
考虑厄米共轭的问题.

考虑顶角算符:
Fµ1...µp

(p)
(

(S(z))T CΓµ1...µp S̃(z)
)
. (12.2. 54)
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我们现在令十维中的手性矩阵 Γ11 作用于 IIA 中的自旋场, 便有:

(Γ11S)α = +Sα ,

(Γ11S̃)α̇ = −S̃α̇ ,
(12.2. 55)

这表明我们可以在左手自旋场上自由增加 Γ11,于是,顶角算符中出现的 (S)T CΓµ1...µp S̃

因子满足:
(S)T CΓµ1...µp S̃ = (S)T

(
Γ11)T CΓµ1...µp S̃ . (12.2. 56)

这时, 再利用 {Γ11,Γµ} = 0 以及 CΓ11 + (Γ11)T C = 0, 我们可以得到

(Sα)T CΓµ1...µp S̃β̇ = (Sα)T
(
Γ11)T CΓµ1...µp S̃β̇

= (−1)p+1 (Sα)T CΓµ1...µpΓ11S̃β̇

= (−1)p+1 (Sα)T CΓµ1...µp

(
−S̃β̇

)
= (−1)p (Sα)T CΓµ1...µp S̃β̇ .

这便导致 IIA 型闭超弦中出现的双旋量形式 (S)T CΓµ1...µp S̃ 中的 p 必须为偶数. 于是
IIA 型闭超弦中 p-形式场 Fµ1...µp

在 p = 2n, n ∈ N 时可以耦合到两个具有相反手性的
全纯和反全纯旋量场. 另一方面, RR 势具有奇数个矢量指标. 这暗示我们 F 是 C 的
场强.

为了说明这一点, 我们现在考虑 R R 部分中的态:

|state〉 = Fµ1...µp
(Sα)T CΓµ1...µp S̃β̇ e

ip·X(0, 0) |0〉 . (12.2. 57)

亚纯与反亚纯超流的约束条件给出了如下两个狄拉克方程:

G0 |state〉 = 0 =⇒ P µψ0µ = 0 ,

G0 |state〉 = 0 =⇒ P µψ0µ = 0 ,
(12.2. 58)

具体来说:

G0 |state〉 = PµFµ1...µp
(Sα)T (Γµ)T CΓµ1...µp S̃β̇(0, 0) |0〉

= PµFµ1...µp
(Sα)T CΓµΓµ1...µp S̃β̇(0, 0) |0〉

= PµFµ1...µp
(Sα)T C

(
Γµ1...µp
µ + pδ[µ1

µ Γµ2...µp])S̃β̇(0, 0) |0〉

= 0 ,
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对于 G0, 同理. 因此, 由这些限制条件我们可以得到:

• 比安基恒等式 (Bianchi identities):

P[µFµ1...µp] = 0 =⇒ dF (p) = 0 ; (12.2. 59)

• 推广麦克斯韦方程:

P µ1Fµ1...µp
= 0 =⇒ d ?10 F

(p) = 0 . (12.2. 60)

给定一个场强 F (p),局部上便会存在一个势 C(p−1) 使得 F (p) = dC(p−1). 这就是 C(p−1)

被称为 RR 势的原因.

在 D = 10 维中, RR 势 C(1), C(3) 及其霍奇对偶 C(7), C(5) 对应的场强为 F (2), F (4)

以及 F (8), F (6):
F (6) = ?10F

(4) ,

F (8) = ?10F
(2) ,

(12.2. 61)

在十维的语境下, 我们通常使用场强, 因为它们是规范不变量. 而在光锥的讨论下, 由于
规范对称性的缺失, 我们使用 RR 势 C(p−1).

需要注意的是, 在一般的 d 维情形下, 霍奇对偶取如下形式:

(
?10 F

(p))
µ1...µd−p

=
√
−g εµ1...µd−pν1...νp

F ν1...νp . (12.2. 62)

由于度规的出现, 这显然不是一个拓扑意义上的操作. 它只能在配备度量的流形上进行,
即在黎曼流形 (Riemaniann manifold) 上.

与我们在电动力学中学到的作用量中的 FµνF
µν 形式一致, 此处场强的动力学项由

Fµ1...µp
F µ1...µp 给出. 如果我们将其与引力耦合, 便会得到:

S =
∫

ddx
√
−g Fµ1...µp

F µ1...µp

=
∫

ddx
√
−g

∣∣∣F (p)
∣∣∣2

=
∫

Md

F (p) ∧ ?F (p) ,

其中Md 是一个 d-维流形.
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我们曾在玻色弦的非平凡背景场一节讨论过 B(2) 与弦的耦合可以写为:

1
2πα′

∫
WS

B(2) = 1
2πα′

∫
WS

d2σ Bµν∂X
µ∂Xν = 1

2πα′

∫
WS

BµνdX
µ ∧ dXν . (12.2. 63)

其中 ∂ 与 ∂ 正是全反对称张量与导数缩并后在复平面上的形式, 写为外微分楔积的形
式便可方便推广至一般维:

Sp-形式 ∼
∫

Σp+1

dXµ1 ∧ dXµ2 ∧ · · · ∧ dXµp+1A(p+1)
µ1µ2...µp+1

(12.2. 64)

我们取一形式场 A(1) 为例, 解释其物理含义. 它与世界线, 即点粒子耦合如下:

q

∫
γ

A(1) = q

∫
dτ Aµẋµ . (12.2. 65)

这正是电动力学中四矢势与带电粒子耦合的高维推广. 诸如此类的形式场均与特定维
数的对象存在耦合, 推广至 RR 势, 便得到:

• 在 IIA 型理论中，R-R 势为
– C(1) 与靶空间中的一维对象耦合, 我们称为 0-膜 (即点粒子) 耦合;
– 其 Hodge 对偶 C(7), 与 6-膜耦合;
– C(3) 与 2-膜耦合;
– 其 Hodge 对偶 C(5), 与 4-膜耦合.

• 在 IIB 型理论中，R-R 势为
– C(0), 与 (-1)-膜耦合;
– 其 Hodge 对偶 C(8), 与 7-膜耦合;
– C(2)，与 1-膜耦合;
– 其 Hodge 对偶 C(6)，与 5-膜耦合;
– C(4)，与 3-膜耦合, 且自对偶.

波尔钦斯基发现这些耦合对象 p-膜正是开弦的 D(p)-膜

我们于是可以说, (X;ψ) 的超共形场中 D(p)-膜边界条件对应于 R-R 场. 这意味着在
超弦理论中, D(p)-膜不仅具有质量和能量, 还有一种来自于 R-R 场的荷, 因此被称为
R-R 荷, 它是电动力学中电场的高维推广, 且存在所谓的电磁对偶关系, 我们将在附录
中详细讨论这一点.

在讨论了两种超弦的靶空间超对称结构后, 我们看到了 D(p)-膜与 R-R 场存在耦合, 我
们便可以开始考虑开弦与 D-膜的相互作用. 正如前面开超弦靶空间性质的讨论, 在开
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弦情况下, 亚纯与反亚纯部分在实轴处的边界条件为:

T (z) = T (z) ,

NS) G(z) = G(z) ,

R) G(z) =

+G(z) for z = z < 0

−G(z) for z = z > 0 .

(12.2. 66)

共形场在边界上的行为则满足:

∂Xµ(z) = Ω(∂X)
A ∂Xµ(z) for z = z ,

ψµ (ε)(z) =


Ω(ψ)

A ψ
µ (ε)(z) for z = z < 0

εΩ(ψ)
A ψ

µ (ε)(z) for z = z > 0
,

(12.2. 67)

其中

Ω((∂X))
A = Ω(ψ)

A =

+1 for A =纽曼

−1 for A =迪利克雷
. (12.2. 68)

而 ∂Xµ 与 ψµ 由超对称变换相互关联:

δ
(ε)
SUSYψ

µ (ε)(z) = ∂Xµ(z) , (12.2. 69)

共形场对 (X;ψ) 的边界由 D-膜确定:

• 纽曼边界条件下 (Xµ;ψµ) 取 Ω = +1, 其中 µ = 0, 1, . . . , p;
• 迪利克雷边界条件下 (Xi;ψi) 取 Ω = −1, 其中 i = p+ 1, . . . , 9.

这些 D(p)-膜通过与 RR 场的耦合进而与 IIA 或 IIB 型闭超弦紧密关联.

12.3 超弦之间的关系

在十维中有 5 种具有靶空间超对称性的超弦理论. 我们只研究了 IIA 型和 IIB 型. 然
而, 还有 3 种可以构造的微扰弦理论. 这 5 种超弦理论的列表如下:

• IIA 型超弦:
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– 本质上是十维的定向 (oriented) 闭弦理论, 不过可以利用 RR 势耦合的 D-膜引入
开弦, 但并不是 IIA 型超弦本身的组成成分;

– 带有 32 个超对称荷;
– 包含十维中的两个实的外尔旋量, 分别为左手与右手旋量.

• IIB 型超弦:
– 与 IIA 型超弦类似, 本质上是十维的定向 (oriented) 闭弦理论, 不过可以利用 RR
势耦合的 D-膜引入开弦;

– 带有 32 个超对称荷;
– 包含十维中的两个实的外尔旋量, 均为左手旋量.

• I 型超弦:
– 包含十维的非定向 (unoriented) 闭弦理论 1 与开弦理论, I 型超弦是唯一一个本身
的构造便包含开弦的超弦理论;

– 带有 16 个超对称荷;
– 32 个占据全空间的 D9-膜 2

• SO(32) 杂化弦:
– 是十维的定向闭弦理论, 具体来说是结合了 26 维玻色弦的左行部分和 10 维超弦
的右行部分来构造的一个闭弦理论, 玻色弦的其中 16 维需要进行紧致化来得到十
维中的结构.

– 带有 16 个超对称荷;
– 杂化弦不含开弦的自由度, 因此不包含 D-膜
– SO(32) 规范对称性来自于玻色弦的其中 16 维的紧致化

• E8 × E8 杂化弦:
– 与 SO(32) 杂化弦类似, 是十维的定向闭弦理论, 同样需要对玻色弦的其中 16 维
进行紧致化.

– 带有 16 个超对称荷;
– 不包含 D-膜
– E8 × E8 规范对称性来自于玻色弦的其中 16 维的紧致化

我们可以对这五种超弦理论各自取低能极限. 这便得到了分别的有效理论, 即 α′ 展开
的最低阶:

• IIA 型超弦 → IIA 型超引力:

1I 型超弦理论引入了一种特殊的对象, 向形平面 (orientifold plane), 简称 O 平面. O 平面具有一种反射对称性, 对弦
的传播施加了额外的约束. 对于闭弦, 这意味着弦的传播必须在 O 平面的反射对称性下保持不变. 这一条件要求 I 型超
弦中的闭弦必须非定向.

2D9-膜与 I 型超弦激发的 RR 势耦合会带来 RR 荷, 而向形 (orientifold) 则会引入负的 RR 荷, 在 I 型超弦理论中,
O 平面提供的负 RR 荷必须恰好抵消 D9-膜的正 RR 荷, 否则会破坏 I 型超弦理论的自洽性.
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– 超对称荷: 16S + 16C ;
– 有效作用量为 eq. (12.2. 45);

• IIB 型超弦 → IIB 型超引力:
– 超对称荷: 16C + 16C ;
– 有效作用量为 eq. (12.2. 46);

• I 型超弦 → I 型超引力:
– 超对称荷: 16C ;
– 与十维中的 SO(32) 杨米尔斯场耦合.

• SO(32) 杂化弦 → I 型超引力:
– 超对称荷: 16C ;
– 与十维中的 SO(32) 杨米尔斯场耦合.

• E8 × E8 杂化弦 → I 型超引力:
– 超对称荷: 16C ;
– 与十维中的 E8 × E8 杨米尔斯场耦合.

在超弦理论中存在如下对偶关系:

• T 对偶: r → α′

r
交换了 IIA 型超弦与 IIB 型超弦 (参考它们各自的 Dp-膜即可), 也

交换了 hetSO(32) ↔ hetE8×E8。
• S 对偶: 在其他方面，S 对偶作用在弦耦合常数上, 体现为强弱耦合之间的对偶, 具
体来说, 对于 I 型超弦:

g杂化s = 1
gI 型
s

, (12.3. 70)

type I at
{ weak

strong

}
coupling S-duality←→ hetSO(32) at

{strong
weak

}
coupling

(12.3. 71)
S 对偶还将 IIB 型超弦映射到其自身, 并将弱耦合与强耦合进行交换.

• 又因为 r 和 gs 都是可以由标量的真空期望确定的动态值, T 对偶和 S 对偶便关联
了同一理论的不同物理相 (即同一理论在不同参数下的理论表现).

• 对于 IIA 型超弦和 hetE8×E8 杂化弦在强耦合 gs 时, 会出现一个尺度为 `sgs 的额
外维度 (其中 `s 表示弦长尺度); 这一整体构成的 11 维量子场论被称为 M 理论 (M
theory).

• 上述理论均可以通过对偶性和 M理论的不同极限得到. 此外, 11维超引力来自于 M
理论的 α′ → 0 极限. 正如我们在第 11 章所讲的, D = 11 是引力子能够嵌入到超对
称多重态中而不引入自旋 ≥ 5

2 态的最高维度.

这些对偶关系在超弦中的具体内容我们会在附录 C 中详细介绍.



348 超弦之间的关系

于是有下图:

Figure 12.1: 超弦的对偶关系 (节选自 Oliver 讲义)



Chapter 13

超弦的纯旋量表述 (pure spinor
formulation)

我们在 10.2 节曾提及, 目前弦论的研究在表述超弦时主要有三种不同的 表述方式, 本
章我们将简要介绍纯旋量表述. 它是格林-施瓦兹表述 (Green-Schwarz formulation) 的
协变推广. 纯旋量表述的优势主要体现在处理振幅时, 尤其是圈级弦振幅和非平凡靶空
间下的弦振幅.

在这一章, 我们会简要介绍纯旋量表述在世界面上的自由度. 我们会说明物质和鬼场部
分会给出和 RNS 超弦相同的中心荷与洛伦兹流代数

博科维茨发现的纯旋量表述提供了一个保留超对称-庞加莱不变性的计算超弦散射振幅
的有效工具. 它结合了拉蒙-纳维-施瓦兹 (RNS) 和格林-施瓦兹 (GS) 表述的许多优势,
可以计算以前无法计算的各种振幅. 本章, 我们将回顾该表述的基本构成, 以期在超弦
中计算盘面振幅, 即开弦振幅. 首先, 我们将介绍发展纯旋量表述的一些动机.

13.1 格林-施瓦兹 (GS) 表述的协变量子化疑难

首先让我们来介绍本章使用的符号记法. 首先是十维超空间的符号, 对于超弦的十维
靶空间, 超空间坐标为 {Xµ, θα}, 其中 µ = 0, 1, · · · , 9 作为矢量指标出现, 而 α =
1, 2, . . . , 16 则是外尔旋量指标, 并且可以定义 16× 16 的 γµαβ = γµβα, 他们满足克里福德
代数 γ

(µ
αβγ

ν)βσ = 2δµνδσα. 在十维靶空间中, I 型超弦, II 型超弦以及杂化弦都是超对称

349
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的, 因此我们很自然地希望存在一种对世界面作用量的十维超对称表述. 这是通过 GS
表述来实现的, 但不幸的是, 对于 GS 表述, 其经典作用量无法在保持洛伦兹协变性的
同时进行量子化. 在共形规范下, 描述杂化弦 (以及 II 型超弦的手性部分 (chiral half))
的 GS 作用量为:

SGS = 1
π

∫
d2z

[1
2ΠµΠµ + 1

4Πµ(θγµ∂θ)− 1
4Πµ(θγµ∂θ)

]
= 1
π

∫
d2z

[1
2∂X

µ∂Xµ + 1
2∂Xµ(θγµ∂θ) + 1

8(θγµ∂θ)(θγµ∂θ)
]
,

(13.1. 1)

这里我们引入了超对称动量:

Πµ = ∂Xµ + 1
2(θγµ∂θ) , Πµ = ∂Xµ + 1

2(θγµ∂θ) . (13.1. 2)

此处 Xµ, θ 均为世界面坐标 z, z 的函数, 这里是简写. 积分测度是 d2z = i
2dz ∧ dz 关于

是界面坐标的导数则简记为:∂ = ∂z 和 ∂ = ∂z. 全纯和反全纯导数则通过 ∂0 = ∂+ ∂ 和
∂1 = ∂− ∂ 与世界面坐标 σ0 = 1

2(z+ z) 和 σ1 = 1
2(z− z) 的导数相互关联. 为了简化计

算和书写方便, 我们也常常取 α′ = 2, 若想回到保留 α′ 的形式, 利用量纲配凑 α′ 即可.

需要注意的是, eq. (13.1. 1) 的共轭量子化存在一个技术障碍: 对应于 θα 的共轭动量:

pα = 2π δSGS

δ(∂0θα) = 1
2

(
Πµ − 1

4(θγµ∂1θ)
)

(γµθ)α (13.1. 3)

它依赖于 θα 本身, 进而给出了 GS 约束 dα = 0:

dα = pα −
1
2

(
Πµ − 1

4(θγµ∂1θ)
)

(γµθ)α . (13.1. 4)

容易证明, dα 有如下的反对易子:

{dα, dβ} = iγµαβΠµ . (13.1. 5)

由于维拉索罗代数给出的约束 ΠµΠµ = 0 (这类似于在壳条件), 我们发现 eq. (13.1. 5)
中无法区分反对易子是否为零, 即出现在约束 ΠµΠµ = 0 的形如 eq. (13.1. 5) 的反对易
子中有一半为零. 换言之, eq. (13.1. 5) 混合了经典力学中我们熟知的第一类和第二类
约束 (泊松括号是否为零). 对于这样的体系, 我们很难通过协变的方式将这两类约束分
开. 处理这种情况的标准方法是使用光锥规范 (light-cone gauge), 这样才可以分别处理
两类约束, 并实现量子化. 然而, 我们在前文已经看到, 这一过程中显然会失去洛伦兹协
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变性. 这些困难普遍存在于杂化弦理论和第二类弦理论的 GS 表示中.

13.2 西格尔 (Siegel) 对 GS 表述的改进

在 1986 年, 西格尔 (Siegel) 提出了一种处理 GS 表述的协变量子化的新方法 [11]. 他的
想法是把 θα 的共轭动量视为一个独立变量, 对左行模, 他提出的作用量如下:

SSiegel = 1
π

∫
d2z

[1
2∂X

µ∂Xµ + pα∂θ
α

]
(13.2. 6)

定义变量 dα 如下:
dα = pα −

1
2

(
∂Xµ + 1

4(θγµ∂θ)
)

(γµθ)α (13.2. 7)

它现在被作为独立变量处理, 不作为约束条件出现. (对于 dα, 先前定义的 eq. (13.1. 4)
与这里的 eq. (13.2. 7) 之间的差正比于 ∂θα, 而由 pα 的运动方程可知这个相差的部分
为零.) 这样一来, 利用西格尔的方法, 我们便可以解决 GS 表述中 eq. (13.1. 5) 第一类
和第二类约束混合的问题了.

我们可以从作用量 eq. (13.2. 6) 得到旋量的洛伦兹流:

Σµν = −1
2(pγµνθ) (13.2. 8)

能动张量 T := T (z) 的全纯部分为:

T = −1
2∂X

µ∂Xµ − pα∂θα = −1
2ΠµΠµ − dα∂θα . (13.2. 9)

超对称动量 Πµ = ∂Xµ + 1
2(θγµ∂θ) 的定义与 ?? 节中的定义一样, 不过与第二类超弦

相关的右行部分 Πµ
与 eq. (13.1. 2) 不同, 它是用单独的 θ 变量定义的. 例如, 在以 εµν

为参数的洛伦兹变换下:

δpα = 1
4εµν(γ

µν) β
α pβ , δθα = 1

4εµν(γ
µν)αβθβ , (13.2. 10)

由此给出了 eq. (13.2. 6) 的变分: δSSiegel = − 1
π

∫ 1
2Σµν∂εµν . 利用诺特流, 我们可以直

接得到:

δSSiegel = 1
π

∫
d2z δ(pα∂θα) = 1

π

∫
d2z

[1
4εµν(γ

µν) β
α pβ∂θ

α + 1
4pα∂(εµν(γµνθ)α)

]
= 1
π

∫
d2z

[1
4∂εµνpα(γµν)αβθβ

]
= − 1

π

∫
d2z

1
2Σµν∂εµν , (13.2. 11)
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这里我们应用了 γ 矩阵的反对称性: (γµν)αβ = −(γµν)βα.

作用量 eq. (13.2. 6) 描述了一个共形场论. 其中, 全纯的 ∂Xµ, pα 和 θα 的共形权分别
为 h∂X = hp = 1 以及 hθ = 0. 出现在 SSiegel 中的变量之间的 OPE 可以用标准的路径
积分方法计算两点关联函数得到, 我们最终得到:

Xµ(z, z)Xν(w,w) ∼ −δµν ln |z − w|2 + · · · ,

pα(z)θβ(w) ∼ δβα
z − w

+ · · · ,

dα(z)dβ(w) ∼ −
γµαβΠµ(w)
z − w

+ · · · ,

dα(z)Πµ(w) ∼
(
γµ∂θ(w)

)
α

z − w
+ · · · ,

(13.2. 12)

这里的 · · · 均表示在 z → w 时不出现奇点的项.

西格尔还为无质量开弦态 (用下标 i 标记) 提出了一个超对称的积分顶角算符 (integ-
rated vertex operator), 如下:

USiegel
i =

∫
dz
(
∂θαAiα(X, θ) +Aiµ(X, θ)Πµ + dαW

α
i (X, θ)

)
, (13.2. 13)

其中 {Aiα, A
µ
i ,W

α
i } 是线性化的超杨米尔斯 (super-Yang-Mills, 今后简称 SYM) 的超场.

13.2.1 西格尔方法的困难

西格尔方法的困难主要体现在如下的三个方面, 而他们都会由 13.3 节介绍的纯旋量表
述解决.

• 非零的中心荷: 根据 [12] 中对 bc 鬼场的计算, 共形权为 hp = 1 费米子对 (pα, θα) 出
现在能动张量 eq. (13.2. 9)中的每个分量对中心荷的贡献均为 −3(2hp−1)2+1 = −2,
总计为 16× (−2) = −32. 我们已经知道, Xµ 的贡献为 +10. 因此, 能动量张量的总
中心荷为: cX + cpθ = 10 − 32 = −22. 中心荷的这一非零结果导致理论在量子化时
出现反常, 这给西格尔修正的 GS 表述带来了第一个重大问题.

• 无质量顶角算符的不等价性: 正如 [9] 中指出的, 顶角算 eq. (13.2. 13) 无法重现在
RNS 表述中计算出的振幅的相同结果, 因为它不满足相同的 OPE. 具体来说, 在使
用线性化 SYM 超场的 θ 展开 eq. (??) 之后, 从 eq. (13.2. 13) 得到的胶子顶角算
符是:

USiegel
i,gluon =

∫
dz
(
eµi ∂Xµ −

1
4(pγµνθ)f iµν + . . .

)
eki·X (13.2. 14)
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省略号包含 θ3 项. 另一方面, 在 RNS 表述中, 极化矢量为 eµi 的胶子的顶角算符则
在 [4] 中给出. 如下:

URNS
i,gluon =

∫
dz
(
eµi ∂Xµ −

1
2ψ

µψνf iµν

)
eki·X , (13.2. 15)

其中为了使括号中的形式简单, 我们此处使用了约定是通过放缩 k → −ik 的符号
约定, 因此平面波的形式以及括号内的系数与部分文献不同. 其中, ψµ 是共形权为
hψ = 1

2 的 RNS 世界面旋量, f iµν = kiµe
i
ν − kiνeiµ 表示胶子的线性化场强. 通过比较

eq. (13.2. 15) 和 eq. (13.2. 14) 我们就会发现, 在每一种表述中, 与 1
2f

i
µν 相乘的算

符都是费米变量的洛伦兹流:

Σµν
RNS = −ψµψν , Σµν

Siegel = −1
2(pγµνθ) . (13.2. 16)

前面说的 OPE 不同的问题实际上就在于这里的 OPE 存在区别. 首先, 对于 RNS
表述, 我们有:

Σµν
RNS(z)Σρσ

RNS(w) ∼ δρ[µΣν]σ
RNS(w)− δσ[µΣν]ρ

RNS(w)
z − w

+ δµ[σδρ]ν

(z − w)2 , (13.2. 17)

其中二阶奇点项的系数为 +1. 另一方面, 使用 eq. (13.2. 12) 中的 OPE 我们可以
得到:

Σµν
Siegel(z)Σ

ρσ
Siegel(w) ∼ 1

4
pα(w)(γµνγρσ − γρσγµν)αβθβ(w)

z − w
+ 1

4
Tr(γµνγρσ)
(z − w)2

= δρ[µΣν]σ(w)− δσ[µΣν]ρ(w)
z − w

+ 4 δ
m[σδρ]ν

(z − w)2 , (13.2. 18)

其中我们在第二行使用了 γµνγρσ−γρσγµν = 2δνργµσ−2δνσγµρ+2δµσγνρ−2δµργνσ

以及 Tr(γµνγρσ) = 16(δµq δνp − δµp δνq ).
eq. (13.2. 17) 和 eq. (13.2. 18) 在二阶奇点项系数上的差异导致分别使用 RNS 顶角
算符 eq. (13.2. 15) 和西格尔定角算符 eq. (13.2. 14) 计算胶子散射振幅时也会出现
类似的差异.

• 缺失限制条件: 最后, 在 eq. (13.2. 6) 中, 我们需要加入适当的约束条件才能复现超
弦谱: 即前述的 T 和 G. 他们以超对称动量和 GS 约束的形式可以写为:

T = −1
2ΠµΠµ − dα∂θα , Gα = Πµ(γµd)α (13.2. 19)

这两个条件也应当被包含在作用量的限制条件中. 尽管用西格尔的方法成功地描述
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了超粒子, 但在超弦情况下却从未找到完整的约束条件.

尽管有上述种种困难, 西格尔的想法仍有其贡献, 并且被博科维茨继承, 用在了他提出
的纯旋量表述 [9] 中.

13.3 纯旋量表述基础

我们在上文已经看到, 虽然西格尔的方法规避了与 GS 约束相关的困难, 但中心荷 cX +
cpθ = −22, 且洛伦兹流代数的 OPE 出现 +4, 与 RNS 表述不同. 这些都对这种新的表
述提出了严峻的挑战. 这促使博科维茨修改了西格尔的表述, 最终引入了纯旋量的鬼场,
他们对能量动量张量中心荷贡献 +22, 并为洛伦兹流 OPE 中的二阶奇点贡献 −3, 从而
解决了西格尔表述中最紧迫的问题, 并由此构造出了所谓的纯旋量表述 [9]. 下面让我
们简要回顾一下这一表述的核心要素:

• 鬼场的洛伦兹流: 博科维茨的想法便是对洛伦兹流 eq. (13.2. 8) 增加来自鬼场的修
正项 Nµν , 得到:

Mµν = Σµν +Nµν . (13.3. 20)

如果鬼场给出的 Nµν 在 OPE 中对二阶奇点贡献 −3 的系数, 那么新定义的 Mµν 将
满足与 RNS 表述中相同的 OPE eq. (13.2. 17). 这里 OPE 的推导细节参见 [13].

Nµν(z)Nρσ(w) ∼ δρ[µNν]σ(w)− δσ[µNν]ρ(w)
z − w

− 3 δ
m[σδρ]ν

(z − w)2 ,

Σµν(z)Nρσ(w) ∼ regular . (13.3. 21)

这便解决了洛伦兹流的 OPE 中出现的问题, 并将整个洛伦兹流 Mµν 的二阶奇点系
数改为 4− 3 = 1, 与 eq. (13.2. 17) 中的 RNS 洛伦兹流结果一致.

• 鬼场的能动量张量: 为了解决西格尔方法中能动量张量中心荷不为零的问题, 我们
需要这些鬼场抵消物质场的中心荷, 即要求鬼场的中心荷为 cλ = +22. 引入 BRST
荷便可以正确地解决这个问题, 而这也必然地给出了纯旋量表述.

• 纯旋量表述的 BRST 算符: 现在, 为了解决刚才的问题, 我们给出 BRST 荷:

QBRST =
∮
dz λα(z)dα(z) , (13.3. 22)

其中 λα 是满足玻色统计的旋量, 因此是鬼场. 而与 GS约束相对应的西格尔变量 dα

定义于 eq. (13.2. 7). BRST 荷 eq. (13.3. 22) 必须满足一致性条件 Q2
BRST = 0，否

则 BRST 荷本身在规范约束的变分作用下不是不变量. 使用 eq. (13.3. 22) 和 OPE
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eq. (13.2. 12) 我们可以得到:

Q2
BRST = 1

2{QBRST, QBRST} = −1
2

∮
dz (λγµλ)Πµ . (13.3. 23)

因此要求 BRST 荷必须是幂零算符

Q2
BRST = 0 (13.3. 24)

便表明玻色旋量场 λα 必须满足所谓的纯旋量约束:

λγµλ = 0 , (13.3. 25)

13.3.1 U(5) 分解

博科维茨发现的表述基于纯旋量 λα 的性质, 而确定在约束条件 eq. (13.3. 25) 作用后
遗留的自由度的数量是非常重要的. 想当然地, 我们可能认为与 m = 0, 1, . . . , 9 相对应
的十个约束表明 SO(1, 9) 的纯旋量只有 16− 10 = 6 的自由度. 然而, 这些约束方程并
不完全独立. 我们将在下文看到, 纯旋量有 11 个自由度.

为了看到一个纯旋量有十一个自由度, 我们首先需要介绍所谓的 U(5) 分解. 我们可以
进行威克转动把 SO(1, 9) 改为 SO(10) 并把 SO(10) 对称性分解为它的 U(5) 子群. 具
体计算见 [9], 结果是外尔旋量分解为 U(5) 的不可约表示表示:

λα −→ (λ+, λab, λ
a) (13.3. 26)

对应于 16 −→ (1,10,5), 其中 λba = −λab. 而纯旋量约束 eq. (13.3. 25) 的解则表明,
对于 λ+ 6= 0 我们有:

λa = 1
8λ+ ε

abcdeλbcλde , a, b, c, d, e = 1, . . . , 5 (13.3. 27)

其中 εabcde 是全反对称的, ε12345 = 1. 在这记号下, λab 将 SO(10)/U(5) 参数化. 因此,
纯旋量约束只消除了 λa ∈ 5, 而保留 λ+ ∈ 1 与 λab ∈ 10. 因此, 在 SO(10) 的纯旋量中
仍有 1 + 10 = 11 个自由度. 注意到, 在没有进行威克转动的情况下, λab 参数化的是紧
致空间 SO(1, 9)/(U(4)×R9), 其中 R9 代表九个类光纯增速 (boosts).

为了解决纯旋量约束 eq. (13.3. 25), 我们将 SO(10) 对称性分解为它的子群 U(5), 纯旋
量于是成为 U(5) = SU(5)⊗ U(1) 变量的形式. 那么现在, 洛伦兹流也相应地需要分解
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为 U(5) 的不可约表示:
Nµν −→ (n, nba, nab, nab) , (13.3. 28)

他们分别对应 U(1) 荷 (0, 0, + 2, − 2). 在本节的余下部分, 这些 SU(5) 洛伦兹流将由
基本的鬼场变量 s(z), uab(z) 和它们的共轭动量 t(z), vab(z) 构建而成. 从而满足所需的
eq. (13.3. 21) 条件. 为此, 我们将首先讨论 eq. (13.3. 21) 中的 OPE 在 eq. (13.3. 28)
给出的 SO(10)→ SU(5)⊗ U(1) 下如何分解: 洛伦兹流的 SO(10) 协变 OPE:

Nµν(z)Nρσ(w) ∼δ
µρNνσ(w)− δνρNµσ(w)− δµσNνρ(w) + δνσNµρ(w)

z − w

− 3
(
δµσδνρ − δµρδνσ

)
(z − w)2 ,

(13.3. 29)

这表明 SU(5)⊗ U(1) 流 (n, nba, nab, nab) 满足下面的 OPE:

nab(z)ncd(w) ∼ regular ,

nab(z)ncd(w) ∼ regular ,

nab(z)ncd(w) ∼
−δc[andb](w) + δd[an

c
b](w)− 2√

5δ
c
[aδ

d
b]n(w)

z − w
− 3δ

c
bδ
d
a − δcaδdb

(z − w)2 ,

n(z)nab (w) ∼ regular ,

nab (z)ncd(w) ∼ −δ
c
bn

a
d(w) + δadn

c
b(w)

z − w
− 3

δadδ
c
b − 1

5δ
a
b δ
c
d

(z − w)2 ,

n(z)nab(w) ∼ + 2√
5
nab(w)
z − w

,

nab(z)ncd(w) ∼
−δadnbc(w) + δbdn

ac(w)− 2
5δ
c
dn

ab(w)
z − w

,

n(z)nab(w) ∼ − 2√
5
nab(w)
z − w

,

nab(z)ncd(w) ∼
−δcbnad(w) + δcanbd(w) + 2

5δ
c
dnab(w)

z − w
,

n(z)n(w) ∼ − 3
(z − w)2 .

(13.3. 30)

在构造 U(5) 洛伦兹流时, 还有一个一致性条件需要遵守. 纯旋量 λα 必须在 eq. (13.3.
20) 中给出的总洛伦兹流 Mµν 的作用下以旋量形式变换:

δλα = 1
2

[∮
dz εµνM

µν , λα
]

= 1
4εµν(γ

µνλ)α . (13.3. 31)
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由于 λα 与 eq. (13.2. 8) 中的洛伦兹流 Σµν 的 OPE 没有奇点项, 我们可以给出纯旋
量必须满足的形式. 考虑到纯旋量约束 eq. (13.3. 27) 在 U(5) 变量中的解, 我们需要
知道 SO(10) 旋量的变换在写为 U(5) 表示的形式时有怎样的群论分解. 首先, 旋量的
SO(10) 变换为:

Nµν(z)λα(w) ∼ 1
2

(γµν)αβλβ(w)
(z − w) , (13.3. 32)

这说明 SU(5) 表示 (n, nab , nab, nab) 和 (λ+, λcd, λ
c) 之间的 OPE 为:

n(z)λ+(w) ∼ −
√

5
2
λ+(w)
z − w

, n(z)λcd(w) ∼ − 1
2
√

5
λcd(w)
z − w

,

n(z)λc(w) ∼ 3
2
√

5
λc(w)
z − w

, nab (z)λ+(w) ∼ regular ,

nab (z)λcd(w) ∼ δadλcb(w)− δacλdb(w)
(z − w) − 2

5
δabλcd(w)
(z − w) ,

nab (z)λc(w) ∼ 1
5
δabλ

c(w)
(z − w) −

δcbλ
a(w)

(z − w) ,

nab(z)λ+(w) ∼ λab(w)
z − w

, nab(z)λcd(w) ∼ εabcdeλ
e(w)

z − w
,

nab(z)λc(w) ∼ regular , nab(z)λ+(w) ∼ regular ,

nab(z)λcd(w) ∼ −δ
[a
c δ

b]
d λ

+(w)
z − w

, nab(z)λc(w) ∼ −ε
abcdeλde(w)
2(z − w) .

(13.3. 33)

事实证明, 所有这些 OPE 都可以通过涉及以下鬼场变量 s(z), uab(z), t(z) 以及 vcd(z)
的作用量来重现, 这些鬼场变量是洛伦兹流 (n, nba, nab, nab) 和纯旋量 (λ+, λcd, λ

c) 的
组成部分. 纯旋量表述的关键就在于这种构造的存在. 在继续讨论之前, 我们注意到
eq. (13.3. 32) 的 OPE 与 eq. (13.3. 29) 的奇点之间的一致性. 即, 如果有 [Nµν , λα] =
1
2(γµν)αβλβ, 我们便有 [Nρσ, [Nµν , λα]] = 1

4(γµν)αβ(γρσ)βδλδ. 这表明:

[[Nµν , Nρσ], λα] = [Nµν , [Nρσ, λα]]− [Nρσ, [Nµν , λα]]

= 1
4
[
(γρσγµν)αβ − (γµνγρσ)αβ

]
λβ

= δµρ[Nνσ, λα]− δνρ[Nµσ, λα]− δµσ[Nνρ, λα] + δνσ[Nµρ, λα] ,

其中我们利用了 γρσγµν −γµνγρσ = 2δµργνσ− 2δνργµσ− 2δµσγνρ + 2δνσγµρ. 这些 OPE
在计算弦振幅的共形场论关联函数中起着至关重要的作用.
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13.3.2 纯旋量的鬼场

在本节中, 我们将展示博科维茨在引入纯旋量, 洛伦兹流和能动张量的特定 U(5) 参数
化后发现的上述问题的解决方案. 纯旋量约束下的鬼场作用量为:

Sλ = 1
2π

∫
d2z
(
−∂t∂s+ 1

2v
ab∂uab

)
, a, b = 1, . . . , 5 , (13.3. 34)

其中, t(z)和 vab(z)是 s(z)和 uab(z)的共轭动量. 此外, 与 RNS鬼场中的 φ类似, s(z)
和 t(z) 是手性玻色子, 我们必须手动赋予运动方程 ∂s = ∂t = 0 他们的 OPE 则有以下
形式:

t(z)s(w) ∼ ln (z − w) ,

vab(z)ucd(w) ∼ δac δ
b
d − δadδbc
z − w

.

构建纯旋量表述的基础是在作用量 eq. (13.3. 34) 中构造鬼场 s(z), t(z), vab(z), uab(z)
形式的 U(5) 洛伦兹流 (n, nab , nab, nab) 以及 (λ+, λab, λ

a). 这样做的前提是 U(5) 分解
后, 它们之间的 OPE 满足 eq. (13.3. 30) 和 eq. (13.3. 33). 博科维茨找到的解是:

n = − 1√
5

(1
4uabv

ab + 5
2∂t−

5
2∂s

)
, λ+ = es ,

nab = −ubcvac + 1
5δ

a
bucdv

cd , λab = uab ,

nab = −esvab , λa = 1
8e

−sεabcdeubcude ,

nab = −e−s
(

2∂uab − uab∂t− 2uab∂s+ uacubdv
cd − 1

2uabucdv
cd
)
.

(13.3. 35)

对 n(z)所取的正规化会导致使其二阶奇点系数为−3. 计算表明,只要鬼场 s(z), t(z), vab(z), uab(z)
满足 OPE eq. (13.3. 35), 它们之间的 OPE 就能重现 eq. (13.3. 30) 和 eq. (13.3. 33)
中的所有结果. 以下是两个例子:

n(z)nab(w) = 1√
5

(1
4ufg(z)v

fg(z) + 5
2∂t(z)−

5
2∂s(z)

)
es(w)vab(w)

= 1√
5

1
4e

s(w)vfg(z)ufg(z)vab(w)−
√

5
2 ∂t(z)es(w)vab(w)

∼ 1√
5

1
4e

s(w)vfg(z)
(−δafδbg + δagδ

b
f )

z − w
−
√

5
2

1
z − w

es(w)vab(w)

∼ − 2√
5
nab(w)
z − w

(13.3. 36)
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以及

nab(z)λc(w) = −1
8e

s(z)εcdefg
(
vab(z)ude(w)ufg(w) + ude(w)vab(z)ufg(w)

)
e−s(w)

∼ −1
8e

s(z)
(
2εcabfgufg(w) + 2εcdeabude(w)

)
z − w

e−s(w)

∼ −1
2ε

abcdeλde(w)
z − w

,

(13.3. 37)
这里我们使用了 OPE ufg(z)vab(w) ∼ −δa

f δ
b
g+δa

g δ
b
f

z−w 和 ∂t(z)es(w) ∼ 1
z−we

s(w) 他们是由
eq. (13.3. 35) 和丢弃的非奇异项得出的, 这些非奇异项来自 z 处的场围绕 w 的泰勒展
开. 上述结果重现了 SO(10)协变 OPE进行群论分解得到的 eq. (13.3. 30)和 eq. (13.3.
33) 中的两个结果. 所有其他 OPE 都可以用类似的方法验证. 因此, 尽管鬼场 Sλ 的作
用量并不是能直接看出洛伦兹协变性, 但所有涉及 Nµν 和 λα 的 OPE 都是从 SO(10)
协变表达式演化而来的. 所以纯旋量表述保留了洛伦兹协变性.

接下来, 我们将给出来自鬼场作用量 eq. (13.3. 34) 的鬼场能动张量:

Tλ = 1
2v

ab∂uab + ∂t∂s+ ∂2s , (13.3. 38)

并说明其中心荷为 +22. 这正是要求它与西格尔发现的的物质场能动张量中心荷相加
时为零所需的值. 能动张量 eq. (13.3. 38) 的推导与先前计算其他能动张量的步骤一致.
在共形权重分别为 (1, 0), (0, 0), (1, 0) 和 (0, 1), 的场 (vab, uab, ∂s, ∂t) 的共形变换下:

δvab = ∂εvab + ε∂vab + ε∂vab , δuab = ε∂uab + ε∂uab , (13.3. 39)

δ∂s = ∂ε∂s+ ε∂2s+ ∂ε∂s+ ∂ε∂s , δ∂t = ε∂∂t+ ∂ε∂t+ ∂ε∂t+ ε∂
2
t ,

作用量的变分为:
δSλ = 1

2π

∫
d2z

[
∂εTλ(z) + ∂εT λ(z)

]
, (13.3. 40)

要求 (n, nab , nab, nab) 为共形主场. 最后我们可以得到鬼场能动张量 eq. (13.3. 38).

接下来我们可以尝试计算鬼场能动张量 eq. (13.3. 38) 的中心荷, 验证其为 cλ = 22. 中
心荷的来源是能动张量之间 OPE 的四阶奇点: Tλ(z)Tλ(w) ∼ (cλ/2)

(z−w)4 + · · · . 这里共有
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两种来源:

1
4v

ab(z)∂uab(z)vcd(w)∂uab(w) = 1
4
δ[a
c δ

b]
d δ

[c
a δ

d]
b

(z − w)4 = 10
(z − w)4 ,

∂t(z)∂s(z)∂t(w)∂s(w) = 1
(z − w)4 ,

(13.3. 41)

加和便可以得到 cλ = +22. 因此, 由于鬼场与物质场之间的 OPE 没有奇点, 在纯旋量
表述中, 总能动量张量:

TPS = −1
2∂X

µ∂Xµ − pα∂θα + 1
2v

ab∂uab + ∂t∂s+ ∂2s , (13.3. 42)

给出的总中心电荷为零: cX + cpθ + cλ = 10− 32 + 22 = 0. 因此在纯旋量表述中不会出
现非零中心荷带来的共形反常.

13.3.3 纯旋量表述的作用量

从上面的讨论中我们可以得知, 将 eq. (13.3. 34) 中的纯旋量鬼场作用加入西格尔作
用量 eq. (13.2. 6) 便可以得到理论整体的能动量张量中心荷为零. 因为来自物质的
cX + cpθ = −22 都被来自鬼场的 cλ = 22 抵消了. 此外, 总作用量的洛伦兹流的 OPE
与 RNS 表述中的 OPE 相同. 博科维茨随后给出了纯旋量表述中左行场的作用量 [9]:

SPS = 1
π

∫
d2z

(1
2∂X

µ∂Xµ + pα∂θ
α − ∂t∂s+ 1

2v
ab∂uab

)
. (13.3. 43)

靶空间超对称生成元为:

Qα =
∮
dz
(
pα + 1

2(γµθ)α∂Xµ + 1
24(γµθ)α(θγµ∂θ)

)
, (13.3. 44)

以外尔旋量 εα 为参数, 在纯旋量表述中, 它们对变量的作用为:

δXµ = 1
2(εγµθ), δθα = εα ,

δpβ = −1
2(εγµ)β∂Xµ + 1

8(εγµθ)(∂θγµ)β ,

δs = δt = δuab = δvab = 0 .

(13.3. 45)
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通过分析 ∂Xµ∂Xµ 与 δpβ 中的 θ2 阶的变分, 我们找到:

∂
[
(εγµθ)∂Xµ

]
− ∂

[
(εγµθ)∂Xµ

]
= (εγµ∂θ)∂Xµ − (εγµ∂θ)∂Xµ

∂
[
(εγµθ)(θγµ∂θ)

]
− ∂

[
(εγµθ)(θγµ∂θ)

]
= 3(εγµθ)(∂θγµ∂θ)

他们在 d2z 积分下为零. 因而作用量 eq. (13.3. 43) 是超对称的.

纯旋量表述作用量 eq. (13.3. 43) 现在可以被写为 SO(10) 协变的形式:

SPS = 1
π

∫
d2z

(1
2∂X

µ∂Xµ + pα∂θ
α − wα∂λα

)
, (13.3. 46)

其中 wα 是纯旋量的共轭动量. 所有的 α′ 因子都可以利用量纲分析补写, 这里的变量
分别有如下量纲:

[α′] = 2 , [Xµ] = 1 , [θα] = [λα] = 1
2 , [pα] = [wα] = −1

2 . (13.3. 47)

与西格尔作用量类似,这里我们需要引入超对称动量 Πµ, GS约束 dα 和超对称导数 Dα

的定义. 为方便读者, 我们再次列出这些定义:

Πµ = ∂Xµ + 1
2(θγµ∂θ) ,

dα = pα −
1
2

(
∂Xµ + 1

4(θγµ∂θ)
)

(γµθ)α ,

Dα = ∂

∂θα
+ 1

2(γµθ)α∂µ .

此外 BRST 荷 (我们今后略去下标 BRST.) 为:

Q =
∮
dz λα(z)dα(z) . (13.3. 48)

从作用量 eq. (13.3. 46) 导出的能量-动量张量 eq. (13.3. 42) 的 SO(10) 协变版本和费
米洛伦兹流为:

TPS = −1
2ΠµΠµ − dα∂θα + wα∂λ

α , Mµν = −1
2(pγµνθ) + 1

2(wγµνλ) . (13.3. 49)
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13.3.4 算符的乘积展开

现在我们将总结 SO(10)协变的纯旋量表述OPE.但需要注意的是,我们不能为 wα(z)λβ(w)
写出 SO(10) 协变的 OPE. 这是因为纯旋量约束告诉我们, 这些 SO(10) 协变的场不是
自由场. 绕过这个问题的方法是把这些场分解成 U(5) 变量. 如果想当然地写出 OPE
wα(z)λβ(w) ∼ δβ

α

z−w 那就需要对其引入非协变的 U(5) 修正, 从而使 (λγµλ) 与 wα 的
OPE 非奇异 [9]. 于是, 基本的世界面物质场之间的 OPE 满足:

Xµ(z, z)Xν(w,w) ∼ −δµν ln |z − w|2 , dα(z)θβ(w) ∼ δβα
z − w

,

dα(z)dβ(w) ∼ −
γµαβΠµ(w)
z − w

, dα(z)Πµ(w) ∼
(
γµ∂θ(w)

)
α

z − w
,

Πµ(z)Πν(w) ∼ − δµν

(z − w)2 ,

(13.3. 50)

含洛伦兹流的 OPE 为:

Mµν(z)Mρσ(w) ∼ δρ[µMν]σ(w)− δσ[µMν]ρ(w)
z − w

+ δm[σδρ]ν

(z − w)2 ,

Nµν(z)Nρσ(w) ∼ δρ[µNν]σ(w)− δσ[µNν]ρ(w)
z − w

− 3 δ
m[σδρ]ν

(z − w)2 ,

Nµν(z)λα(w) ∼ 1
2

(γµν)αβλβ(w)
(z − w) ,

(13.3. 51)

不依赖于任何形如 ∂kXµ, ∂kθα 的导数的一般超场 K(X, θ) 在 k ≥ 1 时服从 k ≥ 1
满足:

dα(z)K
(
X(w,w), θ(w)

)
∼
DαK

(
X(w,w), θ(w)

)
z − w

,

Πµ(z)K
(
X(w,w), θ(w)

)
∼ −

∂µK
(
X(w,w), θ(w)

)
z − w

.

(13.3. 52)

利用这些 OPE, 我们可以验证超对称流 eq. (13.3. 44) 满足超对称代数:

{Qα,Qβ} = γµαβ

∮
∂Xµ , (13.3. 53)

以及 {∂θα,Πµ, dα, N
µν} 均为共形权 +1 的共形主场:

TPS(z)
{
∂θα,Πµ, dα, N

µν
}
(w) ∼

{
∂θα,Πµ, dα, N

µν
}
(w)

(z − w)2 +
∂
{
∂θα,Πµ, dα, N

µν
}
(w)

z − w
,

(13.3. 54)
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这是下面对无质量态构建积分顶角算符的一个关键事实.

13.4 纯旋量表述的顶角算符

接下来我们会简要介绍超弦纯旋量表述中的顶角算符

13.4.1 无质量态的顶角算符

为了用共形场论的方法计算超弦散射振幅, 我们首先需要给出包含弦态信息的顶角算
符. 西格尔 (Siegel) 为无质量态提出的积分顶角算符 eq. (13.2. 13) 导致了费米变量的
洛伦兹流的 OPE 在二阶奇点处出现系数问题. 而博科维茨为无质量态提出的积分顶角
算符 [9] 在 USiegel(z) 基础上进行了修正, 这个修正正比于纯旋量鬼场的洛伦兹流 Nµν .

U(z) = ∂θαAα(X, θ) +Aµ(X, θ)Πµ + dαW
α(X, θ) + 1

2NµνF
µν(X, θ) , (13.4. 55)

其中 Aα(X, θ), Aµ(X, θ),Wα(X, θ)和 F µν(X, θ)是线性化 SYM超场. 其中 θα = θα(z)
和 Xµ = Xµ(z, z) 依赖于顶角算符插入点坐标. 这些超场的量纲如下:

[Aα] = 1
2 , [Aµ] = 0 , [Wα] = −1

2 , [Fµν ] = −1 , [V (z)] = [U(z)] = 1 ,
(13.4. 56)

可以用如下的方式将超场 K(X, θ) 分解为平面波形式:

K(X, θ) = K(θ)ek·X . (13.4. 57)

利用 θ 展开, eq. (13.4. 55) 中的胶子顶角算符以 eq. (13.3. 20) 的完整洛伦兹流
Mµν(z) = Σµν(z) + Nµν(z) 作为分量场强的系数. 这样, eq. (13.4. 55) 就不存在二阶
奇点系数与 RNS 顶角算符的结果不匹配的问题. 此外, 由于 U 共形权为 +1, 在计算振
幅时, 它必须出现在世界面边界积分中, 组成共形不变的

∫
dzU(z). 此外, 计算树级振

幅还需要在固定的三个世界面坐标处引入共形权为零的无积分顶角算符 (unintegrated
vertex) 以消除冗余共性对称性. 博科维茨对无质量态提出的无积分顶角算符是:

V = λαAα(X, θ) . (13.4. 58)

此外, 无质量顶角算符代表胶子和胶微子的物理态, 必须在 BRST 算符 13.3. 48 的上同
调中, 这首先要求 Q 为幂零算符. 回想一下, 由于纯旋量条件 eq. (13.3. 25) 以及 OPE
（eq. (13.3. 25)）和 OPE eq. (13.2. 12), BRST 荷的确满足 Q2 = 0. 我们在第 7 章曾说
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明过, 如果一个态 Ψ 是 BRST 闭的, 即 QΨ = 0, 且不是 BRST 恰当的, 即对于任意的
Ω, Ψ 不等于 QΩ, 则态 Ψ 就被称为在 BRST 算符的上同调中. 接下来我们就对顶角算
符进行验证:

首先, 当线性化超场 Aα(X, θ) 在壳且共形权为零时, 无质量粒子 k2 = 0 的无积分顶角
算符 V (z) = λα(z)Aα(X, θ) 是 BRST 闭的, 即满足 QV = 0. 这是因为线性化超场 Aα

满足运动方程 eq. (11.8. 117). 特别地, 有 D(αAβ) = γµαβAµ, 因此:

QV (w) =
∮
dz λα(z)dα(z)λβ(w)Aβ

(
X(w), θ(w)

)
= λαλβDαAβ = 1

2(λγµλ)Aµ = 0 ,
(13.4. 59)

这里我们使用了 OPE eq. (13.3. 52) 与纯旋量约束 eq. (13.3. 25). 而为了说明 V 的共
形权重为零, 便要利用在共形场论中, 权重为 h 的共形主场 φh 与能动量张量的 OPE,
即:

T (z)φh(w) ∼ hφh(w)
(z − w)2 + ∂wφh(w)

(z − w) . (13.4. 60)

利用 eq. (13.3. 49) 的总能动张量 TPS 以及 eq. (13.3. 52) 的 OPE, 我们可以得到:

T (z)V (w) ∼ −1
2
∂µ∂µV

(z − w)2 + (Πµ∂µ + ∂θαDα)V + ∂λαAα
(z − w) = ∂V

(z − w) , (13.4. 61)

其中我们使用了无质量条件以及 ∂w 的链式法则.

(Πµ∂µ + ∂θαDα)V + ∂λαAα = λα∂Aα(X, θ) + (∂λα)Aα(X, θ)

= ∂V (X(w), θ(w)) = ∂V (w)
(13.4. 62)

这是由于

(∂θβDβ + Πµ∂µ)K(X, θ) = (∂θβ∂β + ∂Xµ∂µ)K(X, θ) = ∂K(X, θ) (13.4. 63)

对于任意与 Xµ, θα 的世界面导数以及 λα 均无关的超场 K(X, θ) 均成立. 这一点可以
很容易地通过 eq. (13.3. 48) 中 Dα 与 Πµ 的表达式来检验.

从 eq. (11.8. 118) 中可以看出, 一个形如 QΩ 的 BRST 恰当顶角算符描述的是 SYM
场的规范变换 QΩ = λαDαΩ = λαδΩAα. 在这个意义上, 把 V 看作是 Q 的同调中的代
表元就排除了规范变换对应的超场.
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13.4.2 积分顶角算符与无积分顶角算符的联系

在 RNS 表述中, 积分顶角算符 URNS 通过 QURNS = ∂VRNS 与无积分顶角算符 VRNS =
cURNS 互相关联. 这可以通过回顾 URNS = {

∮
b, VRNS} 和 T = {Q, b} 来检验, 其中

(b, c) 是用来固定世界面的重参数化不变性的鬼场系统. 然后利用雅各比恒等式证明:

QURNS = [Q, {
∮
b, VRNS}] = −[VRNS, {Q,

∮
b}]−[

∮
b, {VRNS, Q}] = ∂VRNS (13.4. 64)

因为上同调条件要求 {VRNS, Q} = 0 而 VRNS 的共形权 h=0, 再利用 eq. (13.4. 60), 我
们于是得到 [

∮
T, VRNS] = ∂VRNS. 而纯旋量表述没有 (b, c) 系统的直接类似物, 这就是

无积分顶角算符 eq. (13.4. 58) 和积分顶角算符 eq. (13.4. 55) 的形式截然不同. 顶角算
符 V,U 仍然满足它们在 RNS 表述中类似的关系 eq. (13.4. 64). 我们可以简单验证一
下这一点. 利用 OPE eq. (13.3. 50) 和 eq. (13.3. 52) 以及线性化 SYM 超场的运动方
程 eq. (11.8. 117), 我们可以得到:

Q(∂θαAα) = (∂λα)Aα − ∂θαλβDβAα ,

Q(ΠµAµ) = (λγµ∂θ)Aµ + Πµλα(DαAµ) ,

Q(dαWα) = −(λγµW )Πµ − dβλαDαW
β ,

Q
(1

2NµνF
µν
)

= 1
4(γµνλ)αdαF µν + 1

2Nµνλ
αDαF

µν .

(13.4. 65)

相加后得到

QU = (∂λα)Aα − ∂θβλα(DαAβ − γµαβAµ) + λαΠµ(DαAµ − (γµW )α)

− λαdβ
(
DαW

β + 1
4(γµν) β

α Fµν
)

+Nµν(λγν∂µW )

= (∂λα)Aα + λα∂θβDβAα + λαΠµ∂µAα , (13.4. 66)

其中,由 eq. (??)给出的纯旋量条件 (λγν)α(λγν)β = 0和线性化运动方程 γµαβ∂µW
β = 0

我们可以得到 Nµν(λγν∂µW ) 为零.

Nµν(λγν∂µW ) = 1
2(wγµγνλ)(λγν∂µW )− (wλ)(λγµ∂µW ) = 0 . (13.4. 67)

因此, 利用 eq. (13.4. 62), 出现在 eq. (13.4. 66) 中的 BRST 变量 QU 变为:

QU = (∂λα)Aα + λα(∂θβDβAα + Πµ∂µAα) = (∂λα)Aα + λα∂Aα = ∂(λA) = ∂V ,

(13.4. 68)
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这正是我们期望的结果.

有质量开弦激发态 ϕ 的超空间顶角算符可以通过遵循同样的原则来构造: 确定一个共
形权重为零的 BRST 闭弦无积分顶角算符 Vϕ, 然后找到权为一的积分顶角算符 Uϕ, 使
得 QUϕ = ∂Vϕ. 由于在第 N th 激发态, 平面波的共形权为 h(ek·X) = −N , 伴随着平面
波出现的 Πµ, dα, . . . 组合贡献的共形权和洛伦兹指标也会随着 N 的增长而积累得越来
越多. 人们如今已经证明纯旋量上同调包含超弦的所有大质量态 [?, ?, ?]. 而第一激发
态的顶角算符在超空间中的形式也是已知的. 而在更高激发态上的具体形式则仍是一
个未解决的问题.



Chapter 14

超弦的相互作用

与玻色弦一样, 在超弦理论中, 散射振幅可以以二维曲面的形式进行拓扑展开. 而与玻
色弦振幅相比, 超弦有两个值得注意的特点:

• 超弦振幅的最终结果显著比玻色理论中的结果更简单.
• 严格来说, 超弦振幅的 RNS 方案涉及对超黎曼面的玻色模空间和费米模空间的积
分, 具体来说:
– 超黎曼曲面包含玻色模和费米模自由度.
– 我们可以利用鬼场补偿费米模自由度的贡献.
– 在低亏格情况下, 鬼场可简化积分过程.
然而, 当亏格数 g ≥ 5 时, 玻色模与费米模的耦合则会变得相当复杂, 这使得我们无
法简单地将积分过程分离, 即不能首先对费米模空间积分以仅剩玻色积分。

本章中我们将主要介绍树级超弦振幅.

14.1 树级超弦振幅

对于开超弦, 与端点关联的詹-佩顿荷的性质与开玻色弦的性质相同. 因此, 在玻色弦和
超弦中, 开弦树级振幅的色分解相同:

Mtree
op-super({ϕi, ai};α′) =

∑
ρ∈Sn−1

Tr(T aρ(1)T aρ(2) · · ·T aρ(n−1)T an)Atree
super(ϕρ(1), ϕρ(2), . . . , ϕρ(n−1), ϕn;α′) ,

(14.1. 1)

367
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其中, 我们使用记号 ϕi 整体表示外腿 i 的极化和动量, 同时使用指标 ai 表示色自由度.

与玻色弦类似, 色排序振幅 Atree
super 则是通过顶点算符和 c 鬼场的关联函数来计算, 其中

c 鬼场的贡献为:
〈c(zi)c(zj)c(zk)〉 = |zijzikzjk|, (14.1. 2)

同样, 我们取 SL(2) 固定的复坐标为 (zi, zj , zk) = (0, 1,∞).

Atree
super(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn;α′) ∼

∫
Σ

dz1dz2 · · · dzn
vol SL2(R) 〈V

(q1)
ϕ1

(z1)V (q2)
ϕ2

(z2) · · ·V (qn)
ϕn

(zn)〉
∣∣∣∣∑n

j=1
qj=−2

.

其中 Σ = −∞ < z1 < z2 < · · · < zn <∞

• 在树级振幅中需要超鬼场荷总和为 −2, (在圈图中与圈数有关, 亏格 g 时总超鬼场荷
为 2g − 2), 以满足 β − γ 系统:

〈
n∏
j=1

: eqjφ(zj) :
〉

= δ

2 +
n∑
j=1

qj

 ∏
1≤i<j

(zi − zj)−qiqj . (14.1. 3)

所要求的背景荷条件. 对于每种具有偶数靶空间费米子的物理态组合 1, 我们可以找
到多个对应鬼场荷要求的顶点算符:

V (q1)
ϕ1
· · ·V (qn)

ϕn
.

其中 qi 反应对应顶角算符的鬼场图景, 我们仅对总和有限制, 因此 qi 的分布有很多
可能.

• 而实际上最终计算 Atree
super 得到的结果与 qi 在顶点算符上的分布则是完全无关的. 例

如, 对于 n 个玻色子, 我们可以在 V (−1)
ϕ 图景中取任意两条外腿插入, 再取 V (0)

ϕ 图
像中的其余 n− 2 个腿插入. 直观理解, 将超鬼场图景重新分配实际上类似于进行一
个世界面超对称变换. 更详细的论证可以在奥利弗·施洛特勒 (Oliver Schlotterer)
教授的博士毕业论文 [14] 中的 5.2.3 节找到.

14.1.1 开超弦低点树级振幅

接下来, 我们将考虑几个开超弦树级振幅的粒子. 我们会看到, 相关的关联函数计算将
由于 Xµ, φ 和 (ψµ, Sα) 的性质受到极大的简化, 粗略来讲便是因为它们分属三个独立

1具有奇数靶空间费米子的振幅违背洛伦兹不变性.
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的 CFT 组成部分, 可以分别计算 (即所有关联函数可以分解为 Xµ, φ 以及 (ψµ, Sα) 的
关联函数).

• 首先是三胶子振幅, 由质壳方程与动量守恒可知, 三个无质量粒子的动量满足 pi ·
pj = 0, 因此科巴-尼尔森因子为 1. 不失一般性, 我们总可以选择腿 1 是唯一取 V (0)

ε

图景的外腿:

Atree
super(ε1, ε2, ε3) ∼ |z12z13z23|

〈
V (0)
ε1

(z1)V (−1)
ε2

(z2)V (−1)
ε3

(z3)
〉

(14.1. 4)

= |z12z13z23|
〈

: e−φ(z2) :: e−φ(z3) :
〉
εµ1 ε

ν
2ε
λ
3

×

〈 : i∂z1X
µ(z1)eip1·X(z1) :

3∏
j=2

: eipj ·X(zj) :
〉〈
ψν(z2)ψλ(z3)

〉
+ 2α′〈 3∏

j=1
: eipj ·X(zj) :

〉
pρ1
〈
ψρψµ(z1) : ψν(z2)ψλ(z3) :

〉}

∼ |z12z13z23|
z12z13z23

{(p2 · ε1)(ε2 · ε3) + (ε1 · ε2)(p1 · ε3)− (ε1 · ε3)(p1 · ε2)}

= Atree
SYM(ε1, ε2, ε3).

其中 (p2 · ε1)(ε2 · ε3) 来自于 i∂z1X
µ 的关联函数, 而 (ε1 · ε2)(p1 · ε3)− (ε1 · ε3)(p1 · ε2)

则来自于 ψρψµ 的关联函数. 与玻色弦的关联函数类似, 插入 i∂z1X
µ(z1) 的结果便

是引入因子:
2α′

(
ε1 · p2

z12
+ ε1 · p3

z13

)
= 2α′ ε1 · p2z23

z12z13

其中利用了横向极化条件与动量守恒. 其余的关联函数则通过以下方式计算:

〈: e−φ(z2) :: e−φ(z3) :〉 = z−1
23 , 〈ψρψµ(z1) : ψν(z2)ψλ(z3) :〉 = ηµνηρλ − ηµληρν

z12z13
.

此外, 我们有:
|z12z13z23|
z12z13z23

= −1

这一结果在色排序振幅 Atree
super(ε1, ε2, ε3) 中的形式与 zj 的具体取值无关, 而对于

Atree
super(ε1, ε2, ε2) 的情况则会给出 +1. 与之相应地, 带色因子的完整振幅关于色自由
度的依赖性来自于

Tr(T a1 [T a2 , T a3 ]) ∼ fa1a2a3 .

最重要的是, 三胶子开超弦振幅与它的场论极限得到的 SYM 振幅一致, 即它在 α′

中是齐次的, 并且不涉及玻色弦振幅中额外的 2α′(pi · εj)3 项. 这体现了一个在超弦
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振幅中普遍存在的优点, 即超弦振幅对 α′ 依赖性比玻色弦更简单. 在 RNS 表述中,
这种简化可以从世界面超对称性间接推导出来, 而在纯旋量表述中, 振幅的计算则是
通过显式的靶空间超对称直接得到简化.

• 一个胶子与两个胶伴子的振幅, 在计算时自然使用 −1 和 − 1
2 鬼场图景:

Atree
super(ε1, χ2, χ3) ∼ |z12z13z23|

〈
V (−1)
ε1

(z1)V (−1/2)
χ2

(z2)V (−1/2)
χ3

(z3)
〉

(14.1. 5)

= |z12z13z23|
〈

: e−φ(z1) :: e−φ(z2)/2 :: e−φ(z3)/2 :
〉〈 3∏

j=1
: eipj ·X(zj) :

〉
× εµ1χα2χ

β
3
〈
ψµ(z1)Sα(z2)Sβ(z3)

〉
∼ |z12z13z23|

z12z13z23

1√
2
εµ1 (χ2γµCχ3)

= Atree
SYM(ε1, χ2, χ3). (14.1. 6)

由于参与散射的态均为 GSO 投影态, 来自物质和鬼场贡献的 zij 的所有分数幂次加
和为整数幂次:〈

: e−φ(z1) :: e−φ(z2)/2 :: e−φ(z3)/2 :
〉

= (z12z13)−1/2z
−1/4
23 ,〈

ψµ(z1)Sα(z2)Sβ(z3)
〉

= (γµC)αβ√
2(z12z13)3/4z

1/2
23

.
(14.1. 7)

总结这两个三点振幅的结果, 我们可以用靶空间超对称的方式总结为:

Atree
super(1, 2, 3) = Atree

SYM(1, 2, 3), (14.1. 8)

其中 1, 2, 3 指的是无质量规范多重态中的任意态的组合, 而右侧则表示 N = 1 超对称
杨-米尔斯 (SYM) 理论在 D = 10 中的振幅, 其可以由以下拉格朗日量生成:

SSYM[A,χ] ∼
∫
d10X Tr

{1
4FµνF

µν + χα(γµC)αβ[Dµ, χ
β]
}
, (14.1. 9)

其中规范协变导数定义为 [Dµ, χ] = ∂µχ− [Aµ, χ],拉格朗日量的玻色部分 ∼ FµνF µν 与
纯杨-米尔斯理论的相同. 正因如此, n-胶子树级振幅在 SYM和纯杨-米尔斯理论中是相
同的. 从 SYM 作用量得到的费曼规则包括来自纯杨-米尔斯理论的三点和四点胶子顶
角,以及额外的由两个胶伴子和一个胶子组成的三顶角. 可以参考上方 Atree

SYM(ε1, χ2, χ3)
的张量结构, 这个三顶角是唯一的.

接下来我们观察四点振幅:
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• 在无质量的四点函数中, 四胶伴子 (gluino) 振幅的最终结果具有一种特别紧凑的形
式. 与玻色弦相同, 我们使用无量纲曼德尔施塔姆变量:

sij = α′(pi + pj)2,

于是有:

Atree
super(χ1, χ2, χ3, χ4;α′)

∼
∫ 1

0
dz2 lim

z4→∞
|z13z14z34|

〈
V (−1/2)
χ1

(z1)V (−1/2)
χ2

(z2)V (−1/2)
χ3

(z3)V (−1/2)
χ4

(z4)
〉

∼ s12

∫ 1

0

dz2

z2
|z2|s12 |1− z2|s23

{(χ1γ
µCχ2)(χ3γµCχ4)

s12
+ (χ4γ

µCχ1)(χ2γµCχ3)
s23

}
∼ Γ(1 + s12)Γ(1 + s23)

Γ(1 + s12 + s23) Atree
SYM(χ1, χ2, χ3, χ4).

在我们考虑的色排序下, 我们仍然将 SL(2) 固定为 (z1, z3, z4)→ (0, 1,∞), 于是积分
域为 z2 ∈ (0, 1). 上式第二行大括号中的正是四点 SYM 振幅, 与场论费曼图计算的
结果完全一致.

• 最后, 由于胶伴子四点振幅实际上是整个四点超振幅的分量场振幅, 我们得到的四点
结果可以由超对称保证进而推广到整个规范超多重态, 即任意胶子和胶子伴粒组合
的弦四点树级振幅. 它具有如下通用形式:

Atree
super(1, 2, 3, 4;α′) = Γ(1 + s12)Γ(1 + s23)

Γ(1 + s12 + s23) Atree
SYM(1, 2, 3, 4), (14.1. 10)

其中 α′ 展开为:

Γ(1 + s12)Γ(1 + s23)
Γ(1 + s12 + s23) = 1− ζ2s12s23 +O(α′3), (14.1. 11)

其首项与场论极限 α′ → 0 一致, 在此极限下, 任何无质量的 Atree
super 收敛到相应的

Atree
SYM.

14.1.2 开超弦无质量 n-点树级振幅

开超弦和 SYM 树级振幅之间的紧密联系可以推广到任意数量 n 的外部规范超多重态:
如笔者的硕士导师奥利弗·施洛特勒 (Oliver Schlotterer) 与博士导师卡洛斯·马夫拉
(Carlos Mafra) 以及斯蒂芬·施蒂尔博格 (Stephan Stieberger) 教授三人合作利用超弦
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纯旋量表述在 [15] 中推导出的, 这种色排序的 n 点振幅可以分解为:

Atree
super(1, 2, . . . , n;α′) =

∑
ρ∈Sn−3

F ρ(sij)Atree
SYM(1, ρ(2, 3, . . . , n− 2), n− 1, n), (14.1. 12)

上述振幅所有关于极化的函数关系都出现在 (n− 3)! 个 Atree
SYM(1, ρ(. . . ), n− 1, n) 振幅

中 2. 而与之相对的, 弦振幅中关于 α′ 的依赖关系则完全由盘面积分 F ρ(sij) 所决定,
其具体形式如下:

F ρ(sij) =
∫

Σ
dz2dz3 . . . dzn−2

n−1∏
1≤i<j

|zij |sijρ

{
n−2∏
k=2

k−1∑
m=1

skm
zkm

}
(14.1. 13)

其中 (z1, zn−1, zn) = (0, 1,∞), 因此积分域为: Σ = 0 < z2 < z3 < · · · < zn−2 < 1. 而置
换 ρ ∈ Sn−3 作用于花括号中的 zkm 和 skm 的指标. 针对盘面排序的 (n − 3)! 个积分
F ρ(sij) 的 α′ 展开式的领头阶为:

F ρ(sij) = δρ23...n−2 +O(α′2). (14.1. 14)

在场论极限中,第一项 δ在 ρ不为恒等置换时消失. 因此 Atree
super的上述表达式在 α′ → 0

时收敛到 Atree
SYM 并带有相同的色排序. 第一个 α′ 非零阶修正示意如下:

ζ2s
2
ij + ζ3s

3
ij + . . . ,

更一般地, α′w 阶修正包含 sij 的多项式, 以及权为 w = n1 + n2 + . . . + nr 的多重 ζ

函数 (multiple zeta values): ζn1,n2,...,nr
, 这正是我们曾在玻色弦中提及的均匀超越性质.

而这些内容在场论振幅和费曼积分中也同样存在.

类似的展开关系对单个第一激发态与 n− 1 个无质量态的散射也同样存在, 具体可以参
考 [16], 而其展开后场论部分的具体旋量螺旋度形式则由笔者在 [17] 中完成推导.

14.1.3 闭超弦树级振幅

对于 IIA 型和 IIB 型超弦的树级振幅, 我们可以写出:

Mtree
super({Φi};α′) ∼

∫
d2z1d

2z2 . . . d
2zn

vol SL2(C)

〈
n∏
a=1

V
(qa,qa)

Φa
(za)

〉 ∣∣∣∣
∑n

j=1
qj=−2∑n

j=1
qj=−2

, (14.1. 15)

2独立的振幅数量 (n− 3)! 由 BCJ 关系 (在弦论中可以理解为弦振幅单值关系的场论极限) 给出.
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其中关联函数涉及左行和右行超鬼场图景 q, q 相互独立的顶角算符 V
(q,q)

Φ . 根据相应超
鬼场系统的背景荷条件, 他们需要分别满足:

n∑
j=1

qj = −2,
n∑
j=1

qj = −2, (14.1. 16)

以确保对涉及手征玻色子 φ 和 φ 的关联函数 : eqjφ(zj) : 和 : eqjφ(zj) : 得到的结果非零.

闭超弦振幅的球面积分可以使用类似于闭玻色弦的 KLT 技术进行处理, 具体来说:

Mtree
super({Φ1,Φ2, . . . ,Φn};α′)

∼
∑

ρ,τ∈Sn−3

Atree
super(ϕ1, ρ(ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn−2), ϕn−1, ϕn; α

′

4 )

× Sα′(ρ|τ)Atree
super(ϕ1, τ(ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn−2), ϕn, ϕn−1; α

′

4 ),

其中 (n− 3)!× (n− 3)! 矩阵 Sα′(ρ|τ) 的每个元素是
[
sin
(
πα′

2 pi · pj
)]n−3

的 (n− 3) 阶
多项式. 这个 KLT 公式对所有 IIA 型或 IIB 型超弦态 Φj = ϕj ⊗ ϕj 普遍适用, 我们也
可以通过将其中一个 Atree

super 替换为玻色弦的 Atree
bos 来构造杂化弦振幅. 换句话说, 这正

是我们在第 8.4 节所说的, KLT 分解为盘面积分乘积的公式是球面积分的普遍特性, 与
弦理论的具体起源无关.

最后, 让我们给出 IIA/IIB超引力多重态的四个无质量态 (例如任意组合 1, 2, 3, 4)作为
例子, 我们可以将闭超弦四点树图振幅Mtree

super 中的 Γ 函数写为三角函数形式的因子:

Mtree
super({1, 2, 3, 4};α′) ∼ sin

(
πα′

2 p1 · p2

)
Atree

super(1, 2, 3, 4;α′)Atree
super(1, 2, 4, 3;α′)

∼
Γ
(
1 + s

4
)

Γ
(
1 + t

4
)

Γ
(
1 + u

4
)

Γ
(
1− s

4
)

Γ
(
1− t

4
)

Γ
(
1− u

4
)Mtree

supergravity({1, 2, 3, 4})

=
(

1− ζ3

32stu+O(α′5)
)
Mtree

supergravity({1, 2, 3, 4}).

在等式右侧, 我们已经根据场论的叠合关系改写为场论四点超引力振幅的形式:

Mtree
supergravity({1, 2, 3, 4}) ∼ Atree

SYM(1, 2, 3, 4)(p1 · p2)Atree
SYM(1, 2, 4, 3).
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其中, 我们可以通过 Atree
SYM 的第二项中规范伴子的手性区别开来 IIA 型和 IIB 型超

弦. 超引力的第一个弦修正出现在 α′3 阶, 其对应于一个 α′3ζ3R
4 相互作用以及其在

D = 10 维中伴随的 N = 2 超对称伙伴. 换句话说, 玻色弦的曲率修正项 α′1R2 和
α′2R3 在 II 型超弦中是不存在的.

而这种现象与 α′1F 3 相互作用从开超弦振幅中消失的现象紧密相关. 除此之外, II 型超
弦的 32 个超对称荷与闭玻色弦的算符 α′1R2 和 α′2R3 不兼容. 这两种玻色弦的相互作
用在超弦中消失的现象均与超对称有关, 这也是我们在本章开头提及的 "超弦振幅的最
终结果显著比玻色理论中的结果更简单." 的具体体现之一.

需要注意的是, 在 n 点 KLT 公式中的 (n− 3)!× (n− 3)! 排列求和不允许我们类似地
对 (n ≥ 5) 点的闭超弦振幅Mtree

super({Φi};α′) 因子化得到场的超引力振幅.

14.2 圈级超弦振幅

可能会写, 回头再说

14.2.1 一圈超弦振幅

可能会写, 回头再说

14.2.2 一圈超弦振幅的 α′ 展开

可能会写, 回头再说, 想学可以先看看 [18].

14.2.3 高圈弦振幅

可能会写, 回头再说

14.2.4 多重 ζ 函数与单值映射 (single value map)

可能会写, 回头再说, 想学可以先看看 [19].

14.2.5 高圈弦振幅的模空间疑难

可能会写, 回头再说
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14.2.6 圈级弦振幅的 KLT 关系

可能会写, 回头再说, 想学可以先看看 [20].
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Appendices section.



Appendix A

量子场论中的引力问题

在本附录中我们将给出引力相互作用在量子场论中的行为, 并解释量子场论描述引力
的疑难所在.

A.1 爱因斯坦-希尔伯特作用量 (Einstein-Hilbert action)

爱因斯坦-希尔伯特作用量由希尔伯特于 1915年给出, 在这一小节我们简要推导爱因斯
坦-希尔伯特作用量如下:

弯曲时空中作用量是拉格朗日量关于度规适配体元的积分 [21], 如下式:

S =
∫

εL. (A.1. 1)

其中 ε是度规适配体元, 这是一个依赖于度规的量, 在弯曲时空中我们为了得到爱因斯
坦方程需要将度规视作场量而进行变分, 若体元依赖于场量则会给计算带来麻烦. 我
们可以改用度规无关的 4形式场（例如任一局部对偶右手基底场 {(eµ)a}的体元 e ≡
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3）作为体元. 这两种体元可以互相如下转换:

ε =
√
−ge, (A.1. 2)

377
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其中 g是 gab在 e的分量的行列式. 于是我们可以定义真空引力场作用量:

SEH =
∫

eL. (A.1. 3)

我们应当注意到的是, 这里的 L与 A.1. 1式中的拉氏量不同, 此处实际上是吸收
√
−g

因子后的拉氏量, 实际上:
L =

√
−gL̃ (A.1. 4)

中的 L̃与 A.1. 1式中的拉氏量均为基底无关量. 作用量由于其变分给出运动方程, 理
应基底无关, 我们也成功证实了这一点. 而度规依赖性则全部转移到了拉氏量 L中, 对
于度规的变分则将不会影响体元 e.

我们于是可以尝试从度规导出的几何量中寻找基底无关的非平凡标量, 一个可能的答
案便是李奇标量 (Ricci scalor), 我们可以证明, L ≡

√
−gR =

√
−ggµνRµν 与真空引力

拉氏密度只差一个边界项.

证明: 我们取 gµν 的单参族 (即用一个参数 λ来描述 gµν 的变分)gµν(λ), 且要求 gµν 满
足边界条件要求 (边界固定且不参与演化), 于是有:

dL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
[
√
−ggµν dRµν(λ)

dλ +R
d
√
−g(λ)
dλ +

√
−gRµν

dgµν(λ)
dλ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=
√
−g(0)gµν(0)δRµν +R(0)δ

√
−g +

√
−g(0)Rµν(0)δgµν . (A.1. 5)

我们也可以略去 (0), 并且改记第一项第二项分别为 B1 与 B2, 于是改写为:

dL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

= B1 +B2 +
√
−gRµνδgµν . (A.1. 6)

我们首先计算 B1, 定义度规适配的无挠导数算符:

∇(λ)
µ gνρ(λ) =0

∇µgνρ =0,
(A.1. 7)

以及二者的差 (类似于克氏符):(
∇µ −∇(λ)

µ

)
ων = Cτµν(λ)ωτ . (A.1. 8)
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Cτµν(λ)关于 µν 指标对称. 令 ωµ = ∇µf = ∇(λ)
µ f1 其中 f 为 (0, 0)型张量场 (函数场),

将 Cµνρ作用于 ωµ得到:(
∇µ −∇(λ)

µ

)
ων = ∇µ∇νf −∇(λ)

µ ∇(λ)
ν f, (A.1. 9)

利用无挠条件:
∇µ∇νf =∇ν∇µf

∇(λ)
µ ∇(λ)

ν f =∇(λ)
ν ∇(λ)

µ f,
(A.1. 10)

我们便可以得到

Cτµν(λ)ωτ =
(
∇µ −∇(λ)

µ

)
ων =

(
∇ν −∇(λ)

ν

)
ωµ = Cτνµ(λ)ωτ , ∀ωτ . (A.1. 11)

并且可以定义导数算符对应的黎曼张量:

R σ
µνρ (λ)ωσ =2∇(λ)

[µ ∇
(λ)
ν] ωρ,

R σ
µνρ ωσ =2∇[µ∇ν]ωρ,

(A.1. 12)

同样地,此处的 ω任意. 我们于是得到:

∇(λ)
µ

(
∇(λ)
ν ωρ

)
=∇µ

(
∇(λ)
ν ωρ

)
− Cτµν(λ)∇(λ)

τ ωρ − Cτµρ(λ)∇(λ)
ν ωτ

=∇µ
(
∇νωρ − Cσνρ(λ)ωσ

)
− Cτµν(λ)∇(λ)

τ ωρ − Cτµρ(λ) (∇νωτ − Cτντ (λ)ωσ)

=∇µ∇νωρ − ωσ∇µCσνρ(λ)− Cσνρ(λ)∇µωσ − Cτµν(λ)∇(λ)
τ ωρ

− Cτµρ(λ)∇νωτ − Cτµρ(λ)Cτντ (λ)ωσ.
(A.1. 13)

取反对称部分即可得到黎曼张量:

R σ
µνρ (λ)ωσ = R σ

µνρ ωσ − 2ωσ∇[µC
σ
ν]ρ(λ)− 2Cτµρ(λ)Cσντ (λ)ωσ, (A.1. 14)

我们可以去掉 ωσ 直接给出黎曼张量关于 λ的变换规则:

R σ
µνρ (λ) = R σ

µνρ − 2∇[µC
σ
ν]ρ(λ)− 2Cτρ[µ(λ)Cσν]τ (λ), (A.1. 15)

1此处应当注意任意导数算符作用于标量得到的结果是完全相同的,其区别仅体现在对非 (0,0)型张量场的作用上.
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由黎曼张量不难得到里奇张量:

Rµρ(λ) = R σ
µσρ (λ) = Rµρ − 2∇[µC

ν
ν]ρ(λ)− 2Cτρ[µ(λ)Cνν]τ (λ), (A.1. 16)

由于 Cµνρ 起到的是反映 λ给 ∇带来的影响,当 λ取 0时,我们便有 Cµνρ(0) = 0,于是
最后一项的变分为 0,里奇张量的变分为:

δRµρ = −2∇[µδC
ν
ν]ρ = ∇νδCνµρ −∇µδCννρ. (A.1. 17)

与克氏符的计算类似, 我们可以得到 Cµνρ 依赖于度规的表达式. 由导数算符的适配
条件 A.1. 7:

∇(λ)
µ gνρ(λ) =∇µgνρ(λ)− Cσµν(λ)gσρ(λ)− Cσµρ(λ)gνσ(λ)

=∇µgνρ(λ)− Cρµν(λ)− Cνµρ(λ) = 0,
(A.1. 18)

我们可以得到:
Cρµν(λ) + Cνµρ(λ) =∇µgνρ(λ),

Cρνµ(λ) + Cµνρ(λ) =∇νgµρ(λ),

Cνρµ(λ) + Cµρν(λ) =∇ρgµν(λ).

(A.1. 19)

将上式线性组合并应用 Cµνρ关于后两个指标对称的性质,我们可以得到 Cµνρ用度规及
其导数表达的形式:

2Cµνρ(λ) = ∇νgρµ(λ) +∇ρgνµ(λ)−∇µgνρ(λ), (A.1. 20)

即
Cρµν(λ) = 1

2g
ρσ (∇µgνσ(λ) +∇νgµσ(λ)−∇σgµν(λ)) . (A.1. 21)

对 Cρµν(λ)的变分则为:

δCρµν =1
2

dgρσ

dλ (∇µgνσ(λ) +∇νgµσ(λ)−∇σgµν(λ))|λ=0

+1
2g

ρσ (∇µδgνσ +∇νδgµσ −∇σδgµν) ,
(A.1. 22)
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第一项由导数算符适配条件 A.1. 7为 0,于是:

δCρρν =1
2g

ρσ (∇ρδgνσ +∇νδgρσ −∇σδgρν)

=1
2g

ρσ
(
∇νδgρσ − 2∇[ρδgσ]ν

)
=1

2g
ρσ∇νδgρσ.

(A.1. 23)

将 A.1. 22与 A.1. 23代回 A.1. 17便可得到:

δRµρ = 1
2g

νσ (∇ν∇µδgρσ +∇ν∇ρδgµσ −∇ν∇σδgµρ −∇µ∇ρδgνσ) , (A.1. 24)

代回 B1 的定义式:

B1 =
√
−ggµρδRµρ

=
√
−ggµρ

[1
2g

νσ (∇ν∇µδgρσ +∇ν∇ρδgµσ −∇ν∇σδgµρ −∇µ∇ρδgνσ)
]

=
√
−g
2 (∇σ∇ρδgρσ +∇σ∇µδgµσ − gµρ∇σ∇σδgµρ − gνσ∇ρ∇ρδgνσ)

=
√
−g∇µ (∇σ∇µδgµσ − gµρ∇σ∇σδgµρ)

=
√
−g∇µ [gνρ (∇ρδgµν −∇µδgνρ)]

=
√
−g∇µvµ,

(A.1. 25)

其中 vµ = gνρ (∇ρδgµν −∇µδgνρ)

接下来计算 B2:

B2 = Rδ
√
−g = R

d
√
−g(λ)
dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

= R

{
1

2
√
−g(λ)

d [−g(λ)]
dλ

}∣∣∣∣∣
λ=0

= − R

2
√
−g

δg,

(A.1. 26)
其中不带指标的 g是 gµν 的行列式. 借 µ指标写出行列式定义式:

g = gµνA
µν , (A.1. 27)

其中 Aµν 为 gµν 的代数余子式,仅关于 ν 求和,根据逆矩阵定义式:

gµν = Aνµ/g. (A.1. 28)
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于是关于行列式的变分可以写为:

δg = ggµνδgµν , (A.1. 29)

代入 A.1. 26得到:
B2 = R

√
−g

2 gµνδgµν . (A.1. 30)

度规的变分与其逆的变分之间存在微妙的联系. gµνgνρ = δµν ,对等号左右同时求变分:

0 = gµνδgνρ + gνρδg
µν ,

gνρδg
µν = −gµνδgνρ.

(A.1. 31)

代回 A.1. 30得到:
B2 = −R

√
−g

2 gµνδg
µν , (A.1. 32)

于是,将 A.1. 25与 A.1. 32代回 A.1. 6,得到:

dL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
√
−g∇µvµ +

√
−g
(
Rµν −

R

2 gµν
)
δgµν . (A.1. 33)

因此,将体积元改写为一般的积分变量形式作用量 S 的变分为:

δS = dS
dλ

∣∣∣∣
λ=0

∫
d4x

dL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
∫

Σ
d4x

[√
−g∇µvµ +

√
−g
(
Rµν −

R

2 gµν
)
δgµν

]
=
∫

Σ
d4x

[√
−g∇µvµ +

√
−gGµνδgµν

]
.

(A.1. 34)

因此当我们取上式的欧拉拉格朗日方程,我们就会得到真空爱因斯坦方程 (差一个边界
项),我们可以将这个边界项表示为边界上外曲率的积分. 假定 Σ除在零测点外非类光
(法矢仅在零测点出现在面内)定义单位法矢 na,对第一项有:∫

Σ
d4x
√
−g∇µvµ =

∫
Σ

ε∇µvµ =
∫
∂Σ

nµv
µ, (A.1. 35)

gµν 的边界条件只能得出 δgµν |∂Σ = 0,但是 vµ 的表达式中存在 ∇µδgνρ,边界条件无法
保证如 ∇µδgνρ|∂Σ 的项为 0

为了讨论边界项我们需要定义度规 gµν 的诱导度规 hµν ,其定义为 hµν = gµν ∓ nµnν .
其中 nµnµ = ±1利用 gµν 升指标后可得 hµν = gµρhρν = δµν ∓ nµnν . 外曲率 Kµν 定
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义为Kµν = h ρ
µ h σ

ν ∇ρnσ,与诱导度规缩并即可得到K = hµνKµν = hµν∇µnν

同样地, 对于作为 λ 函数的度规 g(λ), 我们会得到与 λ 有关的外曲率, 利用与上述一
致的计算过程,我们可以得到作为 λ函数,K(λ) = hµνKµν(λ) = hµνh ρ

µ h σ
ν ∇(λ)

ρ nσ =
hµν∇(λ)

µ nν = hµν
[
∇µnν + Cνµρ(λ)nρ

]
这里的 hµν , h ν

µ ,nµ 都是定义在边界上的量,而
度规关于 λ的依赖性则出现在积分区域的内部,因此 hµν , h ν

µ ,nµ均为 λ无关量.

接下来对K(λ)求变分,代入前面得到的 Cµνρ的变分表达式,于是:

δK =hµνδCνµρnρ = 1
2nρhµνg

νσ (∇µδgρσ +∇ρδgµσ −∇σδgµσ)

=1
2nρhµσ∇ρδgµσ = −1

2vµnµ,
(A.1. 36)

而这根据我们前面所得到的 A.1. 35,这刚好就是我们所需要的边界项的二分之一,于是
在作用量中我们就可以补上这一项让作用量对应的欧拉拉格朗日方程得到真空爱因斯
坦方程:

S′ = S + 2
∫
∂Σ
K. (A.1. 37)

除此之外,我们也可以通过改写边界条件的方式去掉边界项,将边界处场不参与演化拓
展为:边界处及边界外的场不参与演化. 则由场的连续性条件我们可以得到 vµ 对边界
的贡献为零.

A.2 引力问题的微扰法

通过计算非真空爱因斯坦方程我们可以将上一节的作用量前的待定常数因子计算出来,
补全爱因斯坦希尔伯特作用量:

SEH = 1
16πGN

∫
d4x
√
−gR, (A.2. 38)

牛顿常数 GN 可以被表为
8πGN = ~c

M2
pl

. (A.2. 39)

我们取自然单位制,即 ~ = c = 1. 普朗克质量 Mpl 给出我们理论的能标

Mpl ≈ 2× 1018 GeV . (A.2. 40)
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(去掉 8π的系数后也常常被称为普朗克质量的平方, 即
√

1/GN ≈ 1× 1019 GeV). 而我
们实际上已经可以从这些内容里得到一些有用的信息了.

首先, 我们此处的耦合系数是 1/Mpl. 为了证明这一点, 我们考虑平直闵氏度规附近的
扰动:

gµν = ηµν + 1
Mpl

hµν

因子 1/Mpl 保证了在我们展开爱因斯坦-希尔伯特作用量时, h的运动学项正交归一,即
Mpl 的阶数为 0. 于是我们可以得到如下逐阶展开的作用量:

SEH =
∫
d4x (∂h)2 + 1

Mpl

h (∂h)2 + 1
M2
pl

h2 (∂h)2 + . . . (A.2. 41)

这里的每一项实际上都并不严格, 如果尝试着严格导出这些相互作用项, 得到的结果是
包含各种指标缩并的复杂形式. 此外, 我们可以发现, 相互作用项带不同的负阶次 Mpl.
这说明我们的微扰是关于无量纲数 E2/M2

pl 来进行的. 其中, E 为我们感兴趣的相互
作用的能标. 我们知道引力相互作用是很弱的, 因此在低能情况下可以用上述方法描述.
但是当我们的能量逐渐靠近普朗克能标时,引力相互作用就会逐渐增强. 在重整化群的
语言中, 这类耦合常数在重整化群的作用下最终会消失, 称为不相关的 (irrelevant) 耦
合常数.

第二, 普朗克能标 Mpl 极大, 欧洲核子中心 (CERN) 的大型强子对撞机 (LHC)可以产
生电弱 (electroweak) 相互作用的能标, MEW ∼ 103 GeV. 他们的比例是 MEW/Mpl ∼
10−15. 因此, 量子引力无法对我们的日常生活产生任何影响.

引力的不可重整化性

带有先前说的会因为重整化群作用而消失的耦合系数的量子场论在高能下通常会出现
问题, 引力也不例外这类理论被称为不可重整化理论, 也就是说费曼图中出现的发散不
可能被有限个接触项 (counter term) 抵消. 在纯爱因斯坦引力中, 其对称性要求单圈的
S-矩阵为有限. 第一个发散来自于双圈, 修正项为:

Γ ∼ 1
ε

1
M4
pl

∫
d4x
√
−gRµνρσR

ρσ
λκRλκµν (A.2. 42)

其中 ε = 4−D. 这是纯引力理论中无穷多修正项中的第一项
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令引力与物质耦合则需要引入下面的作用量:

Sint =
∫
d4x

1
Mpl

hµνT
µν +O(h2) (A.2. 43)

这一作用量导致我们遇到的重整化性质急剧恶化, 现在第一个发散在一圈就已经出现
了, 例如考虑带两个引力传播子的四点方块一圈图, 圈动量记为 k, 一圈图发散严重, 其
积分为:

1
M4
pl

∫ ∞
d4k (A.2. 44)

不可重整化理论在物理学的历史中随处可见, 其中一个重要例子就是费米的弱相互作
用理论, 尽管它不可重整化, 但是这一理论并不是毫无作用的. 我们通常把不可重整化
理论视为在一定能标 Λ 下适用的有效理论. 我们通过将任何动量积分的紫外区用 Λ 截
断丢弃掉高能的部分来处理这一发散, 于是便可以得到准确度约为 E/Λ (或其若干阶)
的有效理论. 在弱相互作用下, 费米的理论预测了

√
1/GF ∼ 100 GeV 能标下的物理.

而对于量子引力, 爱因斯坦的理论精确度与 (E/Mpl)2 相当.

理所当然的, 不可重整化理论无法描述截断能标 Λ 附近的物理现象,这是因为它们丢失
了描述高能区域行为的紫外部分的自由度. 在弱相互作用的情形下, 这些新的自由度表
示 W 和 Z 玻色子. 在这里我们希望了解为了完整地描述引力还需要哪些自由度.

奇点问题

粒子物理学家才会在处理宇观问题时使用散射振幅, 对于其他人来说, 处理广义相对论
问题时通常要把几何作为一个整体来思考, 而不是把爱因斯坦-希尔伯特作用量混如其
中, 来讨论平面空间周围的扰动. 而在这种语言中, 高能物理问题变成了短距离物理问
题. 在时空曲率接近普朗克尺度并最终变得奇异的区域, 经典广义相对论是不可信的.
量子引力理论应能解决这些奇点问题. 时空奇点问题原则上等同于高能散射问题. 两者
都在探究引力的超紫外本质. 时空几何是由引力子的相干集合构成的, 就像激光器中的
电场和磁场是由光子集合构成的一样. 经过傅立叶变换后时空的短距离结构受高动量
引力子支配. 时空奇点和高能散射的理解相当于是一枚硬币的两面. 奇点定理告诉我
们, 在广义相对论中有两种情况时空曲率会变大: 大爆炸和黑洞中心. 这两种情况是对
任何量子引力理论的最大挑战.

引力的几个微妙的问题

有一种说法是广义相对论自最开始就存在一定的问题, 比如它无法预测普朗克尺度上
的物理学, 还有诸如不可规范化和奇点等问题, 这些都是已知的未知. 而实际上, 整个关
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于引力的问题更为复杂和微妙. 一方面, 不可规范化问题可能实际上并没有乍看上去那
么严重. 另一方面, 量子引力的某些方面表明, 广义相对论的缺陷并不像我们所理解的
那样明显. 其实这一理论还包含了许多我们未知的未知, 也就是一些我们甚至不知道自
己不知道的事情. 在本课程中, 我们不会对这些问题进行过多的讨论, 但应当多少对这
些问题有个简单的了解. 在这里, 我们只简单提几个要点.

首先, 费米的弱相互作用理论与引力理论之间有一个关键的区别. 费米的理论无法预测
能量超过

√
1/GF 的任何散射过程. 而与之相对地, 如果我们在引力作用下以极高的能

量 (比如说, 在能量为 E �Mpl 的情况下) 散射两个物体, 那么我们很清楚会发生什么:
这会形成一个大黑洞. 我们不需要量子引力来告诉我们这些, 经典的广义相对论就足够
了. 而如果我们只关注散射, 那么在超高能量下, 不可重整化的危机就不成问题. 只有
在普朗克尺度附近才会存在问题.

类似的问题也存在于奇点. 如果我们跳进黑洞, 没有量子引力理论, 就没有人能告诉我
们在奇点附近会经历什么物理过程. 然而, 如果我们呆在黑洞之外, 我们就很难看到量
子引力的任何影响. 这是因为大自然利用视界将普朗克尺度的曲率隐藏起来导致我们
无法观测. 在黑洞的例子里, 这一点是通过所谓宇宙监督假设 2 来实现的, 即奇点隐藏
在视界之后. 而对于大爆炸的例子, 奇点的隐藏是通过暴涨 (inflation) 实现的, 它冲刷
掉了早期宇宙的任何痕迹. 无论是高能散射还是奇点, 大自然似乎都在屏蔽量子引力对
我们的影响. 没有人知道这会指向深层次的东西, 还是仅仅给试图探测普朗克尺度的科
学家带来了不便.

虽然视界可以保护我们免受奇点的影响, 但它们本身也有问题. 这些都是未知的未知:
即当曲率很小, 广义相对论也仍可用时出现的诸多困难. 黑洞的熵和相关的信息丢失
悖论强烈表明, 局域的量子场论在宏观距离尺度上会崩溃. 而试图在德西特时空或永
恒存在暴涨的的时空内提出量子引力, 也有类似的困难. 全息 (holography), 黑洞互补
(complimentarity) 和 AdS/CFT 等思想都指向非局域效应和时空的出现. 这些都是量
子引力的深层谜题, 它们与引力的紫外特征之间的关系尚不清楚.

2即彭罗斯 (Penrose)于 1969年提出的猜想: 任何物理上真实的坍缩都不造成裸奇点.



Appendix B

Z 积分的相关问题

B.1 积分与伽玛函数 (Gamma functions)

伽马函数用如下积分定义:
Γ(z) =

∫ ∞

0
dt tz−1e−t (B.1. 1)

上式在 Rez > 0 时收敛. 它在整个 z 平面上有唯一的解析表达式.

伽马函数有几个重要的性质. 首先, 它可以看作是正整数阶乘函数的解析延拓, 即:

Γ(n) = (n− 1)! n ∈ Z+

其次, Γ(z) 在非正整数处有极点. 更确切地说, 当 z ≈ −n, with n = 0, 1, . . . 时, 有以下
展开式:

Γ(z) ≈ 1
z + n

(−1)n

n!

欧拉 β 函数 (Euler β function)

对于 x, y ∈ C，欧拉 β 函数的定义是

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

387



388 积分与伽玛函数 (Gamma functions)

它的积分形式是:
B(x, y) =

∫ 1

0
dt tx−1(1− t)y−1 (B.1. 2)

我们可以证明上式, 首先观察

Γ(x)Γ(y) =
∫ ∞

0
du

∫ ∞

0
dv e−uux−1e−vvy−1

改写变量 u = a2 和 v = b2 于是上式变为:

Γ(x)Γ(y) =4
∫ ∞

0
da

∫ ∞

0
db e−(a2+b2)a2x−1b2y−1

=
∫ ∞

−∞
da

∫ ∞

−∞
db e−(a2+b2)|a|2x−1|b|2y−1

现在我们再次改变坐标，这次是极坐标 a = r cos θ 和 b = r sin θ. 我们得到:

Γ(x)Γ(y) =
∫ ∞

0
rdr e−r2

r2x+2y−2
∫ 2π

0
dθ | cos θ|2x−1| sin θ|2y−1

=1
2Γ(x+ y)× 4

∫ π/2

0
dθ (cos θ)2x−1(sin θ)2y−1

=Γ(x+ y)
∫ 1

0
dt (1− t)y−1tx−1

其中, 我们在最后一步进行了变量替换: t = cos2 θ. 于是我们证明了 eq. (B.1. 2)

维拉索罗-夏皮罗振幅

在闭弦计算中, 我们遇到了积分:

C(a, b) =
∫
d2z |z|2a−2|1− z|2b−2

现在, 我们将计算这一积分, 并证明它是 eq. (8.2. 28) 的形式. 我们首先给出一个常用
的计算技巧:

在伽马函数定义式 eq. (B.1. 1) 中进行变量替换 t→ |z|2t, 再对等号左右两侧同时乘以
|z|2a−2 便得到:

|z|2a−2 = 1
Γ(1− a)

∫ ∞

0
dt t−ae−|z|2t
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同理, 我们可以写出:

|1− z|2b−2 = 1
Γ(1− b)

∫ ∞

0
du u−be−|1−z|2u

我们分解复坐标 z = x + iy, 这样积分的测度就是 d2z = 2dxdy. 这样，我们就可以把
积分 C(a, b) 写成:

C(a, b) =
∫

d2z du dt

Γ(1− a)Γ(1− b) t
−au−be−|z|2te−|1−z|2u

=2
∫

dx dy du dt

Γ(1− a)Γ(1− b) t
−au−b e−(t+u)(x2+y2)+2xu−u

=2
∫

dx dy du dt

Γ(1− a)Γ(1− b) t
−au−b exp

(
−(t+ u)

[(
x− u

t+ u

)2

+ y2

]
− u+ u2

t+ u

)

的形式. 现在, 我们进行 dxdy 的积分, 这不过是简单的高斯积分. 我们得到:

C(a, b) = 2π
Γ(1− a)Γ(1− b)

∫ ∞

0
du dt

t−au−b

t+ u
e−tu/(t+u)

最后进行变量替换: t = αβ 和 u =（1− β）α. 而为了让 t 和 u 的取值范围在 [0,∞) 内,
我们便要求 α ∈ [0,∞) 和 β ∈ [0, 1]. 考虑到这一变换产生的雅可比行列式, 即 α, 积分
就变成了:

C(a, b) = 2π
Γ(1− a)Γ(1− b)

∫
dα dβ

α1−a−b

α
β−a(1− β)−be−αβ(1−β)

而对 dα 的积分只不过是：∫ ∞

0
dα α−a−be−βα(1−β) = [β(1− β)]a+b−1Γ(1− a− b)

我们有 c = 1− a− b. 于是最后得到：

C(a, b) = 2πΓ(c)
Γ(1− a)Γ(1− b)

∫ 1

0
dβ (1− β)a−1βb−1

最后的积分是欧拉贝塔函数 (Euler beta function) eq. (B.1. 2), 于是我们得到了期望的
结果:

C(a, b) = 2πΓ(a)Γ(b)Γ(c)
Γ(1− a)Γ(1− b)Γ(1− c)
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Appendix C

弦对偶简介

可能会写,回头再说,想学可以先看看李佳润老师的讲义,见 https://space.bilibili.

com/2068473748?spm_id_from=333.337.0.0以及 https://www.zhihu.com/people/

du-wang-ting-she-chu-ji-liang.
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Appendix D

非自由场的OPE

我们在第 5 章所讲的算符乘积展开 (OPE) 有一个前提, 即讨论的是共形场中的自由
场时才适用, 而我们在弦论中大多数情况下遇到的都是自由场, 因此绝大多数弦论教
材通常只介绍这种自由场的 OPE. 那么何谓自由场? 自由场被定义为其自身或其导
数的 OPE 中仅包含常数项的场. 而这存在例外, 例如在纯旋量表述中, 我们可以从
dα(z)dβ(w) 或 Nmn(z)Npq(w) 的 OPE 中看出, 此处的场一般并非自由场. 在这种情况
下, 算符的正规序定义以及涉及正规序算符的 OPE 的计算是通过对传统威克定理规则
的一种推广来完成的. 接下来, 我们将简要回顾使用这种方法计算复合算符的 OPE 的
过程.

D.1 复合算符的 OPE

复合算符 A 和 B 的 OPE 定义为:

A(z)B(w) =
N∑

n=−∞

[AB]n(w)
(z − w)n (D.1. 1)

其中 N 为有限正整数, 而 A 和 B 的正规序乘积记作 (AB)(w), 定义为:

(AB)(w) =
∮

dz

z − w
A(z)B(w) = [AB]0(w). (D.1. 2)
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基于这种记号, 我们可以构造广义威克定理, 非自由场的嵌套 OPE 的计算可以完全
在上述引入的 OPE 括号的层面上完成. 其基础技术源于博尔切兹恒等式 (Borcherds
identity):

∞∑
j=0

(
p

j

)
[[AB]r+j+1C]p+q+1−j =

∞∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)(
[A[BC]q+1+j ]p+r+1−j − (−1)r+ab[B[AC]p+1+j ]q+r+1−j

) (D.1. 3)

其中 p, q, r ∈ Z. 它在顶角算符代数中扮演了重要角色. 在上述内容中, a 和 b 分别表示
A和B的格拉斯曼奇偶性. 博尔切兹恒等式有两个常用的特殊情况: (p+1=m, q+1=n, r=0)
和 (p=0, q+1=n, r+1=m). 这些特殊情况分别导出了 [A[BC]n]m 和 [[AB]mC]n 的恒
等式:

[A[BC]n]m =(−1)ab[B[AC]m]n

+
m−1∑
j=0

(
m− 1
j

)
[[AB]m−jC]n+j , m ≥ 1

[[AB]mC]n =
∞∑
j=0

(−1)j
(
m− 1
j

)

×
(
[A[BC]n+j ]m−j + (−1)m+ab[B[AC]j+1]m+n−j−1

)
(D.1. 4)

其中我们对第一行使用了
(
m−1
j

)
=
(
m−1
m−1−j

)
并进行替换 m− 1− j → j.

特别地, 当 OPE 中出现的复合算符满足正规排序时, 我们得到 1

[A[BC]0]n = (−1)ab[B[AC]n]0 + [[AB]nC]0 +
n−1∑
i=1

(
n− 1
i

)
[[AB]n−iC]i

= (−1)ab
(

[B[AC]n]0 +
∞∑
j=0

(−1)j+n

j! [∂j [BA]j+nC]0 +
n−1∑
i=1

(−1)i[[BA]iC]n−i

)
,

[[AB]0C]n =
∞∑
j=0

(
[A[BC]n+j ]−j + (−1)ab[B[AC]j+1]n−j−1

)
= (−1)ab

n−1∑
i=1

[B[AC]n−i]i +
∑
j=0

1
j!

(
[∂jA[BC]n+j ]0 + (−1)ab[∂jB[AC]n+j ]0

)
(D.1. 5)

1需要注意的是, 当 n < 0 时,
(

n

m

)
= (−1)m

(
−n+m−1

m

)
, 其中

(
−1
j

)
= (−1)j .
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反复应用这些规则可以计算具有任意嵌套的 OPE 括号. 不难证明这些括号遵循如下
关系:

[A[BC]0]0 = (−1)ab[B[AC]0]0 +
∞∑
i=1

(−1)1+i 1
i! [∂

i[AB]iC]0

[[AB]0C]0 = [A[BC]0]0 +
∑
i=1

1
i!
(
[∂iA[BC]i]0 + (−1)ab[∂iB[AC]i]0

) (D.1. 6)

当 n 为非负整数时, 我们还可以得到:

[BA]n = (−1)n+ab
(

[AB]n +
∞∑
i=1

(−1)i 1
i!∂

i[AB]n+i

)
[∂AB]n = (1− n)[AB]n−1

[A∂B]n = ∂[AB]n + (n− 1)[AB]n−1

[AB]−n = 1
n! [∂

nAB]0

[AB]n−i = (−1)i(
n−1
i

) 1
i! [∂

iAB]n

(D.1. 7)

注意到 ∂[AB]n = [∂AB]n + [A∂B]n. 此外, 由 eq. (D.1. 4), 我们得到 [A, ]1 对其他括
号的作用为:

[A[BC]n]1 = [[AB]1C]n + (−1)ab[B[AC]1]n . (D.1. 8)

这与导数算符非常类似.

此外, 如果 A 和 B 的共形维数分别为 hA 和 hB, 则 [AB]n 的共形维数为 hA + hB − n,
即括号 [ , ]n 的共形维数为 −n.

D.1.1 平面波基底下超场的算符积展开

超场 Ki ∈ [Aα, Am,Wα, Fmn] 在平面波基底下展开为

Ki(z) = Ki(θ,X) = K̃i(θ(z))eiki·X(z) , (D.1. 9)

例如 A1
m(z) = Ã1

m(θ(z))eik1·X(z). 我们感兴趣的是两个此类超场的 OPE. 当算符涉及到
平面波因子 eik·X 时, eq. (D.1. 1) 中给出的 OPE 定义需要被推广, 因为其行为与传统
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情况有所不同:

:eik1X(z)::eik2X(w): = (z−w)2α′k1·k2
[
1 + (z−w)ik1 ·∂X(z) +O((z−w)2)

]
:ei(k1+k2)·X(w):

(D.1. 10)
这与我们在 eq. (D.1. 1)看到的形式不同,除非 2α′k1·k2为整数. 例如,当 2α′k1·k2 = −1
时, 这一 OPE 可以写为:

K1(z)K2(w) =
N∑

n=−∞

[K1K2]n
(z − w)n , 2α′k1 · k2 = −1 (D.1. 11)

注意到因子 K̃i(θ) 之间的 OPE 不存在世界面奇点. 而超场 OPE 的奇点完全来源于平
面波部分. 同样在 2α′k1 · k2 = −1 时, 有:

:eik1X(z)::eik2X(w): = eik1·X(w)eik2·X(w)

(z − w)
[
1+(z−w)ik1 ·∂X(z)+O((z−w)2)

]
(D.1. 12)

通过因子 Ki(θ) 的泰勒展开, 我们得到:

K1(θ(z))K2(θ(w)) = K1(θ(w))K2(θ(w))+(z−w)∂θα∂αK1(θ(w))K2(θ(w))+O((z−w)2).
(D.1. 13)

于是, 将上面两式的右侧做乘积, 取 n = 0, 可以得到:

[K1K2]0(w) = (ik1 · ∂XK1(θ(w)) + ∂θα∂αK1(θ(w))
)
eik1·X(w)K2(θ(w))eik2·X(w)

= ∂K1(w)K2(w) .
(D.1. 14)

而取 n = 1 阶便得到:
[K1K2]1(w) = K1(w)K2(w) (D.1. 15)

更高阶并不存在, 于是:
[K1K2]n≥2 = 0 (D.1. 16)

综上所述, 我们得到超场之间的 OPE eq. (D.1. 11) 中展开的每一项:

[K1K2]0(w) = ∂K1(w)K2(w) ,

[K1K2]1(w) = K1(w)K2(w) ,

[K1K2]n≥2(w) = 0 .

(D.1. 17)
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D.2 纯旋量表述中的 OPE

采用开弦的系数规定, 本书中使用的一些纯旋量表述的基本 OPE 列出如下 (为简洁起
见, 等号右侧省略了自变量 w.):

∂θα(z)
{
∂θβ(w),Πm(w), Nmn(w)

}
∼ regular, dα(z)∂θβ(w)→ δβα

(z − w)2 ,

dα(z)K(w)→ DαK

z − w
, Πm(z)K(w)→ −2α′ ∂

mK

z − w
, dα(z)Πm(w)→ (γm∂θ)α

z − w

dα(z)dβ(w)→ − 1
2α′

γmαβΠm

z − w
, Πm(z)Πn(w)→ −2α′ ηmn

(z − w)2 , dα(z)θβ(w)→ δβα
z − w

J(z)J(w)→ − 4
(z − w)2 , J(z)λα(w)→ λα

z − w
, Nmn(z)λα(w)→ 1

2
(γmnλ)α

z − w

Nmn(z)Npq(w)→ δp[mNn]q − δq[mNn]p

z − w
− 3 δ

m[qδp]n

(z − w)2

(D.2. 18)
其中, K(w) 是一个一般的 10 维超场, 不依赖于 ∂kXm 和 ∂kθα 的导数 (k ≥ 1).

为方便理解与掌握, 我们在最后举两个例子:

D.2.1 正规排序括号的重排

这里我们举一个简单的例子: 使用 eq. (D.1. 4)中的规则,直接计算括号 I4 ≡ α′[[NmnFmn1 ]0[λβA2
β]0]1

的结果为:

I4 = α′[λβ[Nmn(Fmn1 A2
β)]0]0 + α′

2 (γmn)βγ [[Fmn1 λγ ]0A2
β]0 , (D.2. 19)

注意, 在上式的第二项中, SYM 超场 Fmn1 和 Aβ2 出现在不同的正规序括号中. 因此,
Fmn1 和 Aβ2 之间的奇点未被考虑. 然而, 使用恒等式 eq. (D.1. 6), 结合 eq. (D.1. 17)
中的正规序括号, 我们可以逐步地将结果构建为:

[[Fmn1 λγ ]0A2
β]0 = [Fmn1 [λγA2

β]0]0 + [∂λγ [Fmn1 A2
β]1]0

= [λγ [Fmn1 A2
β]0]0 + [∂λγ(Fmn1 A2

β)]0
= [λγ(∂Fmn1 A2

β)]0 + [∂λγ(Fmn1 A2
β)]0 ,

(D.2. 20)
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结果对应的平面波为 ei(k1k2)·X . 与之相似地, I4 中的第一项可以通过使用 eq. (D.1. 6)
和 [λβNmn]1 = − 1

2(γmn)βγλγ 重写如下:

α′[λβ[Nmn(Fmn1 A2
β)]0]0 = α′[Nmn[λβ(Fmn1 A2

β)]0]0 −
α′

2 (γmn)βγ [∂λγ(Fmn1 A2
β)]0 .

(D.2. 21)
于是我们可以将 I4 化简为:

I4 = α′[λβ[Nmn(Fmn1 A2
β)]0]0 + α′

2 (γmn)βγ
(

[λγ(∂Fmn1 A2
β)]0 + [∂λγ(Fmn1 A2

β)]0
)

= α′[Nmn[λβ(Fmn1 A2
β)]0]0 + α′

2 (γmn)βγ [λγ(∂Fmn1 A2
β)]0 ,

(D.2. 22)
类似这样的重排有很多, 我们可以根据自己的需要尝试寻找, 但需要用到的恒等式都大
同小异, 此处仅作一例.

D.2.2 正规排序的恒等式

利用纯旋量表述中的 OPE:

[Nmnλα]1 = 1
2(γmnλ)α , [Nmnλα]n≥2 = 0 ,

[λαJ ]1 = −λα , [λαJ ]n≥2 = 0 ,
(D.2. 23)

以及上述的恒等式, 我们可以证明一个重要的正规排序恒等式:

[Nmn[λαλβ]0]0γmβγ = 1
2[J [λαλβ]0]0γnβγ + 5

2λ
α(γn∂λ)γ + 1

2(λγmn)α(γm∂λ)γ (D.2. 24)

这在证明顶角算符满足 BRST 闭条件 QV = 0 时非常重要. 为说明这一点, eq. (D.1. 6)
是必不可少的. 具体来说:

[Nmn[λαλβ]0]0γmβγ = [λα[Nmnλβ]0]0γmβγ + [∂[Nmnλα]1λβ]0γmβγ

=1
2[λα[Jλβ]0]0γnβγ + 2λα(γn∂λ)γ + 1

2(γmn∂λ)α(λγm)γ

=1
2[J [λαλβ]0]0γnβγ −

1
2∂λ

α(γnλ)γ

+ 2λα(γn∂λ)γ + 1
2(γmn∂λ)α(λγm)γ

=1
2[J [λαλβ]0]0γnβγ + 5

2λ
α(γn∂λ)γ + 1

2(λγmn)α(γm∂λ)γ

(D.2. 25)
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其中在第二行我们用到了:

[Nmnλβ]0γmβγ = 1
2[Jλβ]0γnβγ + 2(γn∂λ)γ (D.2. 26)

证明这一等式在等号两侧同时作用 [J,−]2 即可.

而在第三行我们用到了 eq. (D.1. 6) 和 [λα[Jλβ]0]0 = [J [λαλβ]0]0 − ∂λαλβ. 最后则用
到了 (∂λγm)α(λγm)β + (∂λγm)β(λγm)α = 0.
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Appendix E

«蒲公英少女 (The Dandelion Girl)»

作者: 罗伯特·富兰克林·杨 (Robert Franklin Young, 1915-1985)

译者: 黄晨

站在山上的那女孩让马克想起了那位埃德娜·圣文森特·米莱 1. 也许是因为她在夕阳
下蒲公英花色的头发在风中摇曳; 又或是因为她修长纤细的双腿周围飘动的那老式的
白色连衣裙. 不管怎样, 他明显感觉到, 她以某种方式从过去走进了现在. 而马克后来
才知道, 实际上, 她并非来自过去, 而是未来.

马克在她身后不远处停了下来, 攀爬累得他气喘吁吁. 而那女孩还没有看到他, 马克想
着如何能不惊扰她又能让她知道自己在这. 马克边想边掏出了烟斗, 填上烟草点燃, 他
双手护住斗钵, 吸了几口直到烟草亮起火星. 而马克再次看向那女孩时, 她已经转过身
来, 好奇地注视着他.

马克缓缓朝她走去, 他感受到天空近在咫尺, 微风吹拂着她的脸颊. 他默默告诉自己真
该多出来走走. 在来到这座小山的路上, 他一直在树林中穿行, 而现在那片树林已经落
在他脚下很远的地方, 林中燃着初秋微暗的篝火, 更远处是一片小湖, 湖边有一栋小木
屋还有一座垂钓码头. 自从他的妻子突然被召去做陪审员, 他便不得不独自度过从暑假
中挤出的两个星期, 他独自一人, 白天在码头钓鱼, 晚上则在客厅的大壁炉前读书以期
度过漫漫寒夜. 两天后, 这种例行公事让他感到厌倦, 在树林里漫无目的地游荡, 最终来
到了这座小山, 爬上去后看到了那个女孩.

1美国诗人埃德娜·圣文森特·米莱 (Edna St. Vincent Millay, 1892-1950). 后文提到的«山丘午后»也是她的作品
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当马克走近她时, 他看到女孩有着蓝色的眼睛, 一如勾勒出她纤细身形的天空. 年轻而
柔和的鸭蛋脸甜美可人. 这引起他强烈的既视感, 以至于马克不禁按捺触摸她被风吻过
的脸颊的冲动. 他没有伸出手, 却感到指尖发麻.

我已经年近半百, 而她正当桃李年华, 究竟是什么在上天眷顾我? 他不禁想道. "你喜欢
这景色吗?" 马克出声问道.

"哦, 是啊," 她说着, 转身时挥动的手臂划出了一个半圆. "这简直太神奇了!"

他顺着她的目光看去, 说到:"的确如此." 在他们脚下, 是那片树林, 那九月独有的温暖色
彩铺满了山脚的一片土地, 拥抱着几英里外的小村庄, 最远则到了郊区的边缘. 更远处,
科夫城锯齿状的轮廓由于薄雾变得模糊不清, 看起来就像一座中世纪城堡, 与其说这是
现实不如说是梦里才有的景色. "你也是从城里来的吗?" 马克问道.

"某种意义上来说, 是的." 她对马克莞尔一笑, 说道, "我来自两百四十年后的科夫城."

她的微笑告诉他, 女孩并不真的指望他会相信她, 但暗示着如果马克愿意假装相信会很
好. 他也微笑着回答道, "是 2201年, 对吧? 我猜那个地方到时一定已经发生了巨大的
变化."

"的确, 它现在已经成为了一个大都市的一部分, 一直延伸到了那儿." 她指着脚下树林的
边缘说道: "二千零四十号大街直接穿过了那片糖枫林." 她继续说道, "你看到那边的槐
树林吗?"

"嗯," 马克答道, "看到了."

"新广场就在那片地方. 那儿的超市非常大, 逛一遍要花上半天, 可以在里面买到几乎任
何东西, 从阿司匹林到空中汽车. 超市边上, 就是那片榉树林的地方, 有个很大的服装
店, 里面摆满了一流时装设计师们的新作. 我今天早上就是在那里买了我穿的这件裙子,
漂亮吧?"

裙子漂亮也是她衬出来的. 不过, 他还是礼貌地看了看, 裙子是用一种他不认识的材料
剪裁的, 这材质就像是棉花糖与海沫还有雪花化合出来的. 这年头, 缝纫师们用各种神
奇的纤维创造的合成品简直天马行空. 年轻女孩们幻想的奇妙故事似乎更是不逊于此.
"我猜你是坐时光机到的这儿.” 他说道.

"嗯, 我爸爸做了一台"

马克凑近看了看她. 却看到他从未见过的坦诚面容. 他问: "你经常来这吗?"
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"嗯, 是啊. 这是我最喜欢的时空坐标. 我有时会站在这几个小时, 就是看啊看啊看. 前
天, 我遇见了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今天, 则遇见了你."

"但是如果你总是回到同一个时间点, 昨天又从何谈起呢?" 马克问到

"哦, 我知道你的疑问在哪了," 她说. "这是因为这台机器和其他东西一样, 也会受到时
间流逝的影响, 因此如果你想到达同一个坐标就必须每二十四小时回调一次. 但我从来
都不, 因为我更希望每次回来都是不同的日子."

"你父亲没和你一起来过吗?"

头顶, 一群天鹅排成 V 字慵懒地飞过, 她盯着看了好一会, 最后才开口说道: "我父亲现
在重病卧床无法行动. 倘若可以, 他一定非常愿意来. 但是我会把我看到的一切都告诉
他," 她又匆忙地补充道: "这就像他真的来过一样吧. 你觉得呢?"

她看向他的眼神充满了渴望, 触动了他的内心. "我相信一定是的," 他说到. 接着又说, "
拥有一台时光机一定很棒."

她严肃地点了点头. "对于喜欢站在如茵绿草上的人来说, 这简直是一种恩惠. 在二十三
世纪, 这样的草坪已经不多了."

他笑道: "这样的地方在二十世纪就已经不多了. 我猜你会说这个地方很珍贵. 那我可得
多来看看."

"你住的地方离这儿近吗?" 她问到.

"我住在身后大概三英里远的一间小木屋里. 我本来是度假的，但这哪像度假啊. 我妻
子被叫去做陪审员, 没法和我一起来, 而且我也不能推迟, 就只能被动成为梭罗了 2. 我
叫马克·兰道夫."

"我叫朱莉, 朱莉·丹弗斯." 她说到.

这个名字与她很般配. 一如这白裙, 又如那蓝天, 还有这小山和九月的风与他非常般配.
也许她住在林中的小村庄, 但那并不重要. 如果她想假装自己来自未来, 那对他来说也
没关系. 真正重要的是, 当他第一次见到她时的那种感觉, 以及每次看到她温柔的面庞
时涌上心头的温情. "你现在做什么工作?" 他问道: "还是说还在上学?"

"我正在学习做一名秘书," 她说到. 她迈出半步, 优雅地转了个圈, 双手紧握放在胸前. "
我太喜欢当秘书了," 她继续说道. "在一个重要的大办公室工作, 记录重要人物说的话

2美国作家, 哲学家亨利·戴维·梭罗 (Henry David Thoreau, 1817-1862), 超验主义代表人物, 主张绝对自主, 也要
每一个人都绝对自主. 此处表示马克被迫独居.
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一定是非常了不起的事情. 兰道夫先生, 您愿意我当您的秘书吗?"

"当然愿意了," 他说道. “在战前, 我妻子就做过是我的秘书. 那就是我们相遇的原因."
他也不清楚他为什么会说出这些.

"那她是个好秘书吗?"

"她是最好的秘书. 失去她让我非常遗憾, 我失去了作为秘书的她, 却得到了作为妻子的
她. 所以我想, 说失去了她可能不太准确."

"嗯, 的确. 对了, 兰道夫先生, 我现在必须回去了. 爸爸一定在等着听我今天的所见所
闻, 我还得准备他的晚饭呢."

"你明天会来这吗?"

"应该吧, 我每天都会来. 那再见啦, 兰道夫先生."

"再见, 朱莉" 他回应到.

他看着她轻盈地跑下山坡, 消失在那片糖枫林中, 那是二千零四十号大街在两百四十年
后的所在地. 他笑了. 多么可爱的孩子啊, 他想到. 拥有这般的好奇心以及对生活的
这种热情, 一定令人激动不已. 在被剥夺过之后, 他现在能更加充分地欣赏这两种品质.
二十岁时, 马克是一个严肃的年轻人, 一心在法学院读书; 二十四岁时, 他开了自己的律
师事务所, 尽管规模不大, 但却几乎占满了他的日程. 当他娶安妮时, 他曾经短暂地休息
过一段时间, 期间谋生不再那么紧迫. 后来, 战争爆发, 他又有了另一个间歇期, 不过这
次间歇要长得多, 安居乐业的目标变得遥不可及, 甚至有时令人不齿. 然而, 生活回归正
轨后, 紧迫感又卷土重来, 尤其是因为他现在不仅要养家糊口, 还要抚养子女. 自那时以
来, 他一直忙碌不停. 直到最近几年, 他才能每年放四周的假, 两周与安妮和杰夫一起去
他们选好的度假区, 另外两周则是在杰夫返校后, 与安妮在湖边小木屋度过. 不过, 今年
他将孤身一人度过最后的两周. 啊, 也许不完全叫孤身一人.

马克这才注意到, 那烟斗早已熄灭. 他再次点燃, 迎风深吸一口, 然后走下山, 穿过树
林, 回到木屋. 秋分时节, 白天越来越短了. 马上就要入夜, 傍晚的湿气弥漫在朦胧的空
气中.

他慢悠悠地走着, 到了湖边的时候太阳已经落山. 那湖不大, 却非常深, 树木一直长到湖
边. 小木屋则在离湖畔较远的一排松树边, 一条蜿蜒曲折的小径将其与码头相连. 小屋
的背后有条石子路, 通向一条土路, 在那可以驶向高速公路. 他的旅行车就在木屋的后
门, 随时都能将他送回文明世界.
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他在厨房简单准备了点晚饭, 吃完后, 他来到客厅开始读书. 除了棚屋里的发电机嗡嗡
作响之外, 这个夜晚并没有被现代人耳朵里司空见惯的声音污染. 他从壁炉旁摆放整齐
的书柜里挑选了一本美国诗选, 坐下来直接翻到«山丘午后». 他把这首珍爱的诗读了三
遍, 每读一遍都会看到她站在阳光下, 她的秀发被清风吹拂, 她的裙子像粉雪一样在她
修长可爱的腿边环绕; 他感觉喉头发堵, 无法自持.

他把书放回书架, 走了出去, 站在门廊上, 装满烟斗, 最后点燃. 他强迫自己去想安妮,
很快, 安妮的面容便浮现在眼前. 下巴坚毅而温柔, 双眸令人感到温暖, 却隐约带着一丝
不知从何而来的恐惧, 还有那依然柔和的脸颊, 温文尔雅的微笑. 记忆中她那充满活力
的亮棕色头发和高挑, 轻盈的身材, 使她的每一个特征都更加引人注目. 每次想起她, 马
克都会惊叹于她的不老容颜, 她为何能历经岁月的洗礼, 一如多年前的那个早晨, 当他
惊愕地抬起头, 看到她怯生生地站在他的办公桌前时那般可爱. 难以置信! 短短二十年
后, 他竟然在热切地期待着与一个年轻得足以做他女儿的女孩见面! 其实, 他还没到这
样的程度, 只是一时动摇了, 仅此而已. 刹那间, 他的情绪失去了平衡, 踉跄了一下. 现
在, 他的双脚又回到了原来的位置, 世界又回到了理智的轨道上。

他把烟斗磕灭回到屋里. 在卧室里, 他脱去衣服, 钻进被单里, 熄了灯. 本应轻易睡着,
但他却辗转反侧. 而当他终于入睡, 却做了一个破碎而无序的诱人梦境.

"前天, 我遇见了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今天, 则遇见了你."

第二天下午, 她穿着一件蓝色的连衣裙, 蒲公英色的头发上系着一条蓝色的小丝带. 翻
过山头后, 马克一动不动地站了一会儿, 直到喉咙的紧绷感消失后, 他才走过去, 在她身
旁迎风而立. 但女孩喉头与下颌的柔美曲线又让他紧张起来. 她转过身说: "你好啊, 我
没想到你也会来." 马克花了好一会儿平复心情才回答道: “但我来了, 你也是.”

"是啊," 她说道. "好开心啊."

附近一块突起的花岗岩可以当成了一条长凳, 他们坐在上面眺望远方. 马克把烟斗装满,
然后点燃, 把烟雾吹向风中. 她说: "我父亲也抽烟斗, 他点烟时, 即使没有风也会像你一
样双手拢起. 你和他在很多方面都很像."

他说: "跟我说说你父亲, 也讲讲关于你的事吧."

她于是开始讲了起来, 她今年二十一岁, 父亲是一名受雇于政府的物理学家, 现已退休.
他们住在二千零四十号大街的一个小公寓里. 她自从四年前母亲去世后就在主持家务.
之后他也跟她介绍了关于他自己, 安妮还有杰夫的相关情况, 谈到了他希望有朝一日能
带杰夫一同合作, 还提到了安妮会对照相感到恐惧, 以及她如何在结婚当天就拒绝照相,
并一直对照相保持抗拒直到现在. 也说了去年夏天他们三人在露营时度过的美好时光.
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她等马克说完后, 说道: "你们的家庭生活真幸福啊, 1961 年一定是非常适合生活的
年份!"

"有一台任你差遣的时光机, 你随时都可以搬来啊."

"这可没说起来这么容易, 我做梦也不能抛下我父亲不管, 就算不提这事, 我也得提防
着时间警察. 时间旅行仅限于政府支持的历史考察人员, 普通百姓是禁止使用这种技
术的."

"你似乎一直都处理的很好."

"这是因为我父亲自己制作了台机器, 时间警察不知道这件事."

"但你还是违法了."

她点点头, 说道: "但这只是他们的看法, 只在他们对时间的观念里是这样. 我父亲有他
自己的看法."

光是听着她说话就很令人愉悦了以至于说话的内容都没那么重要, 他只希望她能继续
讲下去, 无论主题有多遥不可及. "跟我说说吧." 他说到.

"首先我来跟你说一下官方的理念. 支持这种说法的人认为, 来自未来的人都不能实质
性地参与过去发生的事情, 因为这会构成悖论, 而未来的事件则必须产生变化以消除这
一悖论. 因此, 时间旅行管理局要求只有官方人士才能使用它的时光机, 还保留了一批
警力逮捕那些尝试进行时间穿越, 希望生活得更容易的人, 还有那些伪装成历史学家,
希望永远回到一个不同时代的人."

"但是按照我父亲的观点, 时间之书是已经被写好了的. 从宏观的角度上讲, 我父亲认为
所有会发生的事情都已经发生了. 因此, 如果未来的人参与了过去的事件, 他将成为事
件的一部分. 原因很简单, 就是他事先就是这件事的一部分, 于是悖论就不可能出现."3

马克深吸了一口烟斗, 说道: "你父亲听起来还真了不起."

"嗯, 是啊" 兴奋使她脸颊上的红晕和眸中的湛蓝更甚几分. "你绝想不到他读过多少书,
兰道夫先生. 我家的公寓里堆满了那些书, 从黑格尔, 康德和休谟到爱因斯坦, 牛顿和魏
茨泽克. 我呀, 我自己也读过一些." "我也收藏过许多书, 所以我也看过一些."

她目不转睛地注视着他的脸, 说道: "多好啊, 兰道夫先生. 我敢打赌, 我们一定有很多共
同爱好."

3即诺维科夫自洽性原则, 其含义是, 人可以回到过去但无法改变历史的进程, 已发生的事件是已被改变过的最终结果.
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接下来的对话说明此言非虚, 不过他很快反应过来, 尽管他四十四岁而她二十一岁, 但
两人在九月的山头上讨论先验感性论, 贝克莱主义以及相对论还是有点不太协调. 但令
人欣慰的是, 讨论并不是全无收获. 他们对先验感性论的热烈讨论不仅引出了先验和后
验的结论, 还引出了她的眼中亮起的点点繁星, 他们对贝克莱主义的分析不仅点明了那
位好主教的理论中内在的弱点, 还点明了她脸颊的粉红, 他们对相对论的回顾不仅说明
了能量总是等于质量与真空光速平方的乘积, 还说明了知识对于女性魅力非但不是障
碍, 反而是一种财富.

此刻的思绪留存得长到远超常理, 直到他躺在床上时还伴他左右. 这次他甚至没有去想
安妮的尝试, 他知道这样也无济于事. 而他只是躺在黑暗中任思绪涌现, 而他们全都化
作九月的山头与一位有着蒲公英色秀发的少女.

前天, 我遇见了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今天, 则遇见了你.

第二天一早, 他驱车前往村庄里, 到邮局查看是否有他的信件. 那并没有. 他并不感到
惊讶. 杰夫和他一样不喜欢写信, 而安妮此刻可能正与世隔绝. 而至于他那边, 除了最
紧急的事情, 他禁止秘书打扰他.

他犹豫着要不要去问那个干瘦的老局长这片地方是否住着一户叫丹弗斯的人家. 但他
决定不问. 因为这样做会破坏朱莉精心构造的设定, 即使他不相信这个设定是真的, 他
也还是不忍心让它倒塌.

那天下午, 她穿着一件黄色的连衣裙, 与她头发的颜色一般深浅. 他看到她时又喉咙发
紧, 再次说不出话来. 但当稍过片刻把话匣子打开时, 一切就都好了, 他们的思绪像两条
潺潺的小溪, 在午后的河谷中欢快地流淌. 这一次, 他们分别时, 是她在他开口发问前首
先问道: "你明天还会来这里吗?", 而在他穿过树林回到小木屋的一路上, 直到他在门廊
上叼着烟斗度过傍晚后沉沉睡去, 这句话一直在他耳边如歌声般回响.

第二天下午, 当他爬上山坡时, 那里空无一人. 起初, 失望令他浑身麻木, 后来他想, 不
过是她迟到了而已, 她可能随时都会出现. 于是他坐在花岗岩长凳上等着. 但她没有来.
从几分钟到几小时, 直到阴影从树林里爬出来, 爬上了半山腰. 空气越来越冷. 他终于
放弃了, 凄凉地向小屋走去.

之后一天下午她还是没有出现, 再下一天也一样. 他寝食难安. 钓鱼对他来说也变得平
淡乏味. 他也无法读书了. 而同时, 他也在恨着自己, 恨自己的行为像个痴情的小学生,
恨自己对一张漂亮的脸蛋和一双美腿的反应与其他四十多岁的傻瓜相同. 直到几天前,
他甚至都还不会如此注意其他女性, 而在这不到一周的时间里, 他不仅注意到了, 甚至
还爱上了她.
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他第四次上山的时候本已经死了心, 但他在看到夕阳下的她时又燃起了希望. 她这次穿
着一身黑裙, 他明明应该猜到她这几天失约的原因, 但却没有, 直到他走到她跟前, 看到
她眼中噙着泪水, 嘴唇微微颤抖. "朱莉, 怎么了?"

她紧紧抱着他, 肩膀不住颤抖着, 把脸贴在他的大衣上, 说道: "我父亲去世了." 不知为
何, 他知道这是她第一次流泪, 知道她在守灵时和葬礼上一直无声无息地坐着, 直到现
在才无法自持.

他轻轻地搂住了她. 他从未吻过她, 现在也没有. 他的嘴唇拂过她的额头, 短暂地碰了
碰她的头发, 仅此而已. "我很遗憾, 朱莉." 他说, "我知道他对你有多重要."

"他一直都知道自己命不久矣," 她说. "自从他在实验室做了锶 90 实验后, 他肯定就知
道了. 但他从未告诉过任何人, 甚至都没和我说过......我不想活了. 没有他在, 我就没有
活下去的理由了–什么都没有了, 什么都没有了, 什么都没有了!”

他紧紧抱住她说道: "你会找到什么的, 朱莉. 或者找到另一个人. 你还年轻, 你还只是
一个孩子, 真的."

她突然仰起头, 用已经无泪的双眸盯着他: "我才不是孩子! 你怎么敢叫我孩子的!"

他吓了一跳, 松开了她, 退后了一步. 他从未见过她生气. "我没有恶意–" 他说到.

她的怒气来得快, 去的也快. "我知道你无意伤害我的感情, 兰道夫先生. 但我不是孩子,
真的不是. 答应我你再也不会叫我孩子了."

"好, 我再也不了."

"我现在必须得走了, 还有一大堆事等着我去办呢."

"那–那你明天还回来吗?"

她久久地望着他, 蓝色的双眸升起薄雾, 如夏日阵雨后氤氲的雾气. 她说道: "时光机出
了问题, 有些零件需要更换, 但我不知道怎么做. 我们–我的时光机可能还能再运行一次,
但我不确定。”

"但你会想办法回来的, 是吧?"

"嗯, 我会想想办法的." 她点头说到. "那个, 兰道夫先生?"

"怎么了, 朱莉?"

"以防我没能做到, 我想在这正式告诉你, 我爱你."
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然后她就走了, 轻盈地跑下山去, 片刻之后就消失在糖枫林中. 点烟斗时, 他双手颤抖,
火柴烫着了他的手指. 之后, 他不记得自己回过小屋, 也不记得自己做了晚饭或上床睡
觉, 但他一定做了所有这些事, 因为他是在自己的房间里醒来的, 他走进厨房时也看到
了滤水板上立着晚饭用的盘子.

他洗净盘子又泡了咖啡. 之后他整个上午都在码头钓鱼, 好让脑子一片空白. 他稍后就
会面对现实. 现在, 他只要知道她对自己的爱, 知道再过几个小时自己就能再见到她, 这
就足够了. 当然, 即使是一台破旧的时光机, 也能顺利地把她从村庄送到山上.

他早早地来到那里, 坐在花岗岩长凳上, 等着她走出树林, 爬上山坡. 他能感觉到自己的
心在狂跳, 他知道自己的手在颤抖. 前天, 我遇见了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今天, 则遇
见了你.

他等了又等, 但她没有来. 第二天, 她也没有来. 当影子被慢慢拉长, 空气开始变冷的时
候, 他下了山, 走进了糖枫林. 不一会, 他发现了一条小路, 便沿着这条小路走进了森林,
穿过森林来到了小村庄. 他在小邮局停了下来, 查看是否有给他的信件. 那年迈的局长
告诉他没有后, 他徘徊了一会儿, 突然问道: "这附近有没有一户姓丹弗斯的人家?"

局长摇了摇头, 说: "从没听说过."

"那最近这里有举行过葬礼吗?"

"近一年来没有."

从那以后, 虽然假期结束前的每天下午他都会去山上看看, 但他心里明白, 她不会再回
来了, 对他来说, 她已经彻底不在了, 就像她从来没有出现过一样. 晚上, 他在村子里徘
徊, 迫切希望是局长弄错了, 但他没有看到朱莉的任何踪迹, 他向路人描述她的时候也
只得到了否定的回答.

十月初, 他回到了城里. 尽管他尽力对安妮表现得好像他们之间没有发生任何变化, 但
她似乎一看到他就知道有什么改变了. 虽然她没有问任何问题, 但随着一周又一周的时
间过去, 她变得越来越沉默寡言, 她眼中那曾让他感到困惑的恐惧也越来越明显.

他开始每周日下午开车去乡下, 到那山顶看看. 此时树林一片金黄, 天空也比一个月前
更蓝了. 他坐在花岗岩长椅上, 凝视着她消失的地方, 一坐就是几个小时. 前天, 我遇见
了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今天, 则遇见了你.

然后, 在十一月中旬的一个雨夜, 他发现了一个手提箱. 箱子是安妮的, 他只是无意中发
现的. 安妮进城去玩宾果游戏了, 房子里只有他一个人. 在花了两个小时看了四个无聊
的电视节目后, 他想起了前年冬天收起来的拼图.
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他急切地想找点东西, 随便什么东西, 好让他暂时忘掉朱莉, 于是他上阁楼去拿. 当他
在堆放在那手提箱旁边的各种箱子里不停翻找时, 它从架子上掉了下来, 砸在地板上打
开了.

他弯腰把它捡起来. 他记得她一直把那箱子锁着, 还记得她笑着告诉他, 即使是对丈夫,
妻子也必须对有些事情保密. 这把锁多年来已经生锈了, 刚刚的磕碰就把锁砸坏了.

他正要盖上盖子, 却看到了箱子里露出了一件白色连衣裙的下摆, 他停住了. 衣服的
材质依稀有些熟悉. 不久前, 他还见过类似的材质, 让人想起棉花糖, 海沫还有雪花的
材质.

他打开盖子, 用颤抖的手指拿出连衣裙, 提起肩部让它自己展开, 那连衣裙挂在房间里,
仿佛飘落的雪花. 他注视良久, 喉咙发紧. 然后, 他温柔地把它重新叠好, 放进手提箱,
盖上箱盖, 把手提箱放回屋檐下的壁龛里. 前天, 我遇见了小兔. 昨天, 遇见了小鹿. 今
天, 则遇见了你.

雨点敲打着屋顶, 他喉咙发紧, 一时间以为自己要哭出来. 他慢慢地走下阁楼, 顺着螺旋
楼梯来到客厅. 壁炉架上的钟显示时间是十点十四分. 再过几分钟, 宾果游戏巴士就会
送她到街角, 她就会沿着街道走上前门. 安妮就......朱莉就. 朱莉安?4

那是她的全名吗? 可能是吧. 人们在使用化名时, 总是会保留部分原名. 在完全改掉姓
氏后, 她可能认为名也可以改掉. 除了改名换姓之外, 她肯定还做了其他事情来躲避时
间警察. 难怪她从来不愿意照相! 很久以前的那一天, 当她怯生生地走进他的办公室申
请工作时, 她又该多害怕啊! 在陌生的年代, 她孤身一人, 不知道父亲关于时间的理论是
否正确, 也不知道这个四十多岁就爱上她的男人, 在二十多岁时是否会对她有同样的感
觉. 但她还是遵守诺言回来了.

他纳闷地想, 二十年了, 她一定知道有一天我会爬上九月的小山, 看到年轻又可爱的她
站在阳光下, 然后重新爱上她. 她一定知道, 因为那一刻是她过去的一部分, 也是我未来
的一部分. 但她为什么不告诉我呢? 为什么她现在不告诉我?

突然, 他恍然大悟.

他感到呼吸困难, 走进大厅, 穿上雨衣, 走进雨中. 他在雨中走着, 雨水打在他的脸上,
一滴滴地顺着脸颊流下来, 有些是雨滴, 有些是泪水. 像安妮, 像朱莉这样美丽不老的
人, 怎么会害怕变老呢? 难道她不知道, 在他的眼里, 她是不会变老的吗? 她难道不明
白, 对他来说, 自从他从办公桌前抬起头看到她站在那间狭小的办公室里, 并同时爱上

4朱莉安: Julianne, 安妮: Anne, 朱莉:Julie.
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她的那一刻起, 她就再没老过一天吗? 她难道不明白, 这就是为什么山丘上的女孩对他
来说显得陌生的原因吗?

他已经走到了街上, 正沿着街道向街角走去. 就在他快走到街角时, 宾果巴士停了下来,
穿着白色风衣的女孩下了车. 他的喉咙越来越紧, 完全无法呼吸. 那头蒲公英色的头发
颜色更深了, 她不再有少女的风韵, 但那温柔的脸庞依然柔和可爱, 修长的双腿在十一
月街灯的淡淡光辉下显得优雅而匀称, 这是九月金色的阳光下从未有过的.

她走上前去迎接他, 他从她的眼中看到了熟悉的恐惧, 这种恐惧现在凄厉得无法忍受,
因为他明白了恐惧的原因. 眼前的她模糊起来, 他盲目地向她走去. 当他走到她面前时,
视野才再度清澈起来. 他伸出手, 穿过岁月的长河, 抚摸着她被雨水打湿的脸颊. 她马
上就理解了一切, 那份恐惧永远地消散了. 雨中, 他们手牵着手回家.
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