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为何在能标远低于 Planck 能标情况下还要研究弦振幅？

• 历史起源说：
弦理论第一个公式是 Veneziano 公式，提出时是作为强相互作用的
经验公式，后来发现实则是四快子开弦振幅

• 场论学家说：
弦理论在弦长极限下退化为量子场论，所以对弦振幅的研究有助于
理解场论振幅，比如 KLT 关系 [KLT86] 给出规范理论振幅和引力振
幅的内在联系；世界面积分的想法催生了量子场论振幅的 CHY 公式
[CHY14b; CHY14a]

• 数学家也说：
弦理论的发展涉及到许多前沿数学的应用，近年研究指出弦理论振
幅可以看作是数论函数，如 Multi Zeta Values，的生成函数，从而与
数学产生联系 [Bro+14]
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RNS 超弦不香吗？

由于玻色弦存在不稳定真空以及无法描述费米子等问题，通过加入超对
称便可得到费米子自由度，最早发展的一类超弦是通过添加世界面旋量
得到的RNS 超弦：

S =
1

2π

∫
d2z

(
2

α′∂Xµ∂Xµ + ψµ∂ψµ + ψ
µ
∂ψµ

)
(1)

再利用一圈配分函数模不变性要求的GSO 投影便可以剔除快子态并且匹
配玻色和费米自由度。但是真正需要的靶空间超对称在 RNS 超弦中被隐
藏。后续又发展了靶空间超对称的GS 超弦：

SGS =
1

π

∫
d2z

[
1

2
ΠmΠm +

1

4
Πm(θγ

m∂θ)− 1

4
Πm(θγ

m∂θ)

]
(2)

但是其只能在光锥坐标下量子化！
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Break Lorentz covariant

但是其只能在光锥坐标下量子化！
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鱼与熊掌不可兼得

这两种方案都不完美，振幅计算上 RNS 超弦拥有洛伦兹协变的顶角算符
从而更加方便，但对于非平凡靶空间背景下超弦理论的构造 GS 形式有
更多优势。Siegle 后续又对 GS 形式进行了改进使得其可以协变量子化：

SSiegel =
1

π

∫
d2z

[
1

2
∂Xm∂Xm + pα∂θα

]
(1)

但是这一方案与 RNS 超弦不等价，关键在于 RNS 超弦和 Siegle 超弦都
有非平凡的洛伦兹 Noether 流：

Σmn
RNS = −ψmψn, Σmn

Siegel = −1

2
(pγmnθ)

Σmn
RNS(z)Σ

pq
RNS(w) ∼ δp[mΣn]q(w)− δq[mΣn]p(w)

z − w +
δm[qδp]n

(z − w)2

Σmn
Siegel(z)Σ

pq
Siegel(w) ∼ δp[mΣn]q(w)− δq[mΣn]p(w)

z − w + 4
δm[qδp]n

(z − w)2
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Berkovits 的天才想法

Berkovits 试图通过在 Siegle 形式中加入一对玻色鬼场 (λα,wα)，从而将
Sigle 超弦的 Lorentz 流补充为 Σmn +Nmn，不难发现只要有下面 OPE 成
立就有希望得到 Lorentz 协变、靶空间超对称且等价于 RNS 超弦的形式：

Nmn(z)Npq(w) ∼ δp[mNn]q(w)− δq[mNn]p(w)

z − w − 3
δm[qδp]n

(z − w)2
(2)

Berkovits 通过 U(5) 分解进行计算做到了这一点：[Ber00]

SPS =
1

π

∫
d2z

(
1

2
∂Xm∂Xm + pα∂θα − wα∂λ

α

)
(3)

BRST 算符幂零，Q2
BRST = 0，要求靶空间旋量满足约束 λγµλ = 0，数学

上称 λα 为纯旋量。所以 Berkovits 发现的这以理论形式也被称为纯旋量
超弦。
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Berkovits 通过 U(5) 分解进行计算做到了这一点：[Ber00]

SPS =
1

π

∫
d2z

(
1

2
∂Xm∂Xm + pα∂θα − wα∂λ

α

)
(3)

由于纯旋量约束所以 (3) 不是自由 CFT，但是 Berkovits 将其 U(5) 分解
到自由变量后发现刚好会给出正确的 OPE 补偿 (2)。而且中心荷
cSiegle = −22 ̸= 0，λw 鬼场刚好补偿了这一中心荷。
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不同于场振幅按照顶点个数展开，弦论振幅微扰展开是由世界面欧拉数
决定的：

Too difficult in full generality          Use perturbation theory

4

A
planar(s, t) = g

2
s g

4
s

Disk ✓ Annulus ✗ Möbius strip ✗

=⇒

g
4
s+ + + . . .

1

34

2 1

34

2
1

34

2

后面关注开弦振幅最低阶，盘面振幅的贡献。纯旋量超弦一般的盘面振
幅由下面的公式给出：

A(P) =

∫
D(P)

dz⟨⟨V1(z1)U2(z2) . . .Un−2(zn−2)Vn−1(zn−1)Vn(zn)⟩⟩ (4)
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BRST 量子化得到的无质量态积分顶角算符 U 和无积分顶角算符 V 为：

U(z) = ∂θαAα(X , θ) + Am(X , θ)Πm + dαW α(X , θ) + 1

2
NmnF mn(X , θ)

V (z) = λαAα(X , θ), {Aα/m,W α,F mn} (a.k.a. K ) ∈ 10D SYM

(4) 中关联函数计算第一步是利用物质场 OPE 展开顶角算符 OPE：

Xµ(z , z)X ν(w ,w) ∼ −ηµν ln |z − w |2, dα(z)θβ(w) ∼ δβα
z − w ,

dα(z)dβ(w) ∼ −
γµαβΠµ(w)

z − w , dα(z)Πµ(w) ∼ (γµ∂θ(w))α
z − w ,

Πµ(z)Πν(w) ∼ − ηµν

(z − w)2
, dα(z)K ∼ DαK

z − w , Πm(z)K ∼ − ∂mK
z − w

Dα =
∂

∂θα
+

1

2
(γµθ)α∂µ, Πm = ∂Xm +

1

2
(θγm∂θ)

dα = pα − 1

2

(
∂Xm +

1

4
(θγm∂θ)

)
(γmθ)α

而 SYM 超场的展开式十分复杂，比如：

Am
i (X , θ) =

{
(cosh

√
O)m

qeq
i +

(
sinh

√
O√

O

)m

q(θγ
qχi)

}
ek·X (5)

其中选取了 ikµ → kµ 的符号约定，Om
q := 1

2(θγ
m

qnθ)kn
i .
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2
NmnF mn(X , θ)

V (z) = λαAα(X , θ), {Aα/m,W α,F mn} (a.k.a. K ) ∈ 10D SYM

第二步是把超场按照 θ 展开，这个时候 K 关于 X 的平面波依赖已经被
物质场 OPE 吸收了，只剩下鬼场零模需要计算，它们与世界面坐标无关，
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纯旋量超弦虽然在描述圈级振幅上相较于 RNS 超弦更有利，但是树级振
幅计算乍看起来优势并不明显。但是倘若我们将顶角算符看作一个整体，
他们的 OPE 之间有非常神奇的规律，且具有自由李代数结构：

VA(za)UB(zb) ∼
V[A,B](zb)

zab
, UA(za)UB(zb) ∼

U[A,B](zb)

zab
(7)

这里指标 A 可以是一个李多项式，而不必是单粒子指标，其定义只需要
做指标替换 Ki → KA，而多粒子超场KA 和单粒子超场 Ki 之间又存在确
定的递推关系，比如 Lorenz 规范下：

Â[P,Q]
α =

1

2

[
ÂQ
α(kQ · ÂP) + ÂQm(γmŴP)α− (P ↔ Q)

]
Âm
[P,Q] =

1

2

[
Âm

Q(kQ · ÂP) + ÂP
n F̂ nm

Q + (ŴPγ
mŴQ)− (P ↔ Q)

]
Ŵ α

[P,Q] =
1

4
F̂ rs

P (γrsŴQ)
α +

1

2
(kQ · ÂP)Ŵ α

Q +
1

2
Ŵ mα

Q ÂP
m − (P ↔ Q)

F̂ mn
[P,Q] =

1

2

[
F̂ mn

Q (kQ · ÂP) + F̂ p|mn
Q Âp

p + F̂ [m
Q F̂ n]r

P − 2γ
[m
αβŴ n]α

P Ŵ β
Q − (P ↔ Q)

]

所以其实可以递推地得到任意点无质量态盘面振幅：[MSS13a; MSS13b]

An(P) = (2α′)n−3

∫
dµn

P
∑

AB=23...n−2

⟨(V1AZ1A)(V(n−1)B̃Zn−1,B̃)Vn⟩+ perm (8)

Z123···p :=
1

z12z23 · · · zp−1,p
,

∫
dµn

P :=

∫
D(P)

dz2dz3 · · · dzn−2

n−1∏
1≤i<j

|zij |−2α′sij
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色-运动学对偶

考虑将规范理论用三顶角图（不必是费曼图）编码：

An =
∑
i∈Γn

ciNi
Di

(9)

这里极点 Di 完全由内线给出，并不是重点. 分子部分 [BCJ08] 猜想存在
一种编码方式，使得 {Ni} 满足和色因子 {ci} 由图的顶点结构给出的相
同的 Lie 代数结构： 武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

＝

＝

图 6.2 Jacobi恒等式

上的关系。Bern-Carrasco-Johanson猜想存在 {Ni}满足6.1而且满足和 {ci}同样

的李代数结构 [59]。也就是说对于任意 i, j, k ∈ Γn：

ci = −cj ⇔ Ni = −Nj

ci + cj + ck = 0 ⇔ Ni +Nj +Nk = 0
(6.4)

这样的 {Ni}称为 BCJ分子，这个猜想也被称为色-运动学对偶。而且不难发现

BCJ分子的选取不是唯一的，我们总是可以选取任意一个函数 ∆做如下变换得

到新的 BCJ分子：

Ni → Ni + si∆, Nj → Nj + sj∆, Nk → Nk + sk∆ (6.5)

这里 si，sj 和 sk 是三幅图各自特有的传播子极点。对于后面要讨论的树图选取

[λa, λb] = fabcλc以及 tr
[
λa, λb

]
= δab的归一化约定，色基和迹基有如下关系：

fa1a2x1fx1a3x2 · · · fxn−3an−1an = tr (λa1 [λa2 , [λa3 , . . . , [λan−1 , λan ] . . .]]) (6.6)

显然 6.1给出如下的色序振幅：

An(P ) =
∑
i∈Γn

Ni

Di

ci |tr(λP ) (6.7)

其中 ci |tr(λP )∈ {0,±1}表示 ci中 tr
(
λP
)
前的符号。在后面对树图的讨论中，Del

Duca–Dixon–Maltoni基底是十分有用的 [58]：

An =
∑

σ∈Sn−2

fa1aσ1b1f b1aσ2b2 · · · f bn−3aσn−2anAn(1, σ1, σ2, . . . , σn−2, n) (6.8)

原本色运动学分离给出迹基底下的展开：

An =
∑

σ∈Sn−1

tr(λaσ1λaσ2 · · ·λaσn−1λan)An(σ1, σ2, . . . , σn−1, n) (6.9)

70

而一旦得到这样的 {Ni}，只用将 {ci} 也替换为 {Ni} 便可得到微扰引力
振幅！这样的分子称为BCJ 分子。
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色-运动学对偶

考虑将规范理论用三顶角图（不必是费曼图）编码：

An =
∑
i∈Γn

ciNi
Di

Tree ∃{Ni}✓========⇒
Loop ∃{Ni}?

Mn =
∑
i∈Γn

NiNi
Di

=
∑
i∈Γn

Ni Ñi
Di

(9)

这里极点 Di 完全由内线给出，并不是重点. 分子部分 [BCJ08] 猜想存在
一种编码方式，使得 {Ni} 满足和色因子 {ci} 由图的顶点结构给出的相
同的 Lie 代数结构： 武 汉 大 学 本 科 毕 业 论 文（ 设 计 ）

＝

＝

图 6.2 Jacobi恒等式

上的关系。Bern-Carrasco-Johanson猜想存在 {Ni}满足6.1而且满足和 {ci}同样

的李代数结构 [59]。也就是说对于任意 i, j, k ∈ Γn：

ci = −cj ⇔ Ni = −Nj

ci + cj + ck = 0 ⇔ Ni +Nj +Nk = 0
(6.4)

这样的 {Ni}称为 BCJ分子，这个猜想也被称为色-运动学对偶。而且不难发现

BCJ分子的选取不是唯一的，我们总是可以选取任意一个函数 ∆做如下变换得

到新的 BCJ分子：

Ni → Ni + si∆, Nj → Nj + sj∆, Nk → Nk + sk∆ (6.5)

这里 si，sj 和 sk 是三幅图各自特有的传播子极点。对于后面要讨论的树图选取

[λa, λb] = fabcλc以及 tr
[
λa, λb

]
= δab的归一化约定，色基和迹基有如下关系：

fa1a2x1fx1a3x2 · · · fxn−3an−1an = tr (λa1 [λa2 , [λa3 , . . . , [λan−1 , λan ] . . .]]) (6.6)

显然 6.1给出如下的色序振幅：

An(P ) =
∑
i∈Γn

Ni

Di

ci |tr(λP ) (6.7)

其中 ci |tr(λP )∈ {0,±1}表示 ci中 tr
(
λP
)
前的符号。在后面对树图的讨论中，Del

Duca–Dixon–Maltoni基底是十分有用的 [58]：

An =
∑

σ∈Sn−2

fa1aσ1b1f b1aσ2b2 · · · f bn−3aσn−2anAn(1, σ1, σ2, . . . , σn−2, n) (6.8)

原本色运动学分离给出迹基底下的展开：

An =
∑

σ∈Sn−1

tr(λaσ1λaσ2 · · ·λaσn−1λan)An(σ1, σ2, . . . , σn−1, n) (6.9)

70

而一旦得到这样的 {Ni}，只用将 {ci} 也替换为 {Ni} 便可得到微扰引力
振幅！这样的分子称为BCJ 分子。
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在 DDM 基底下可以将 (9) 写成下面的形式：[DDM00]

Agauge
n =

∑
P,Q∈Sn−2

c1|P|nm(1,P, n|1,Q, n)N1|Q|n m(•|•) for trϕ3 Amp.

这些 {Ni} 之间相互独立，所以只要我们将 SYM 振幅写成上面的形式，
就能立即读出 BCJ 分子，而纯旋量超弦很容易做到这一点 [MSS11]。首
先利用 Z 积分可以将超弦振幅 (8) 改写为：

An(P) =
∑

AB=23···n−2

⟨V1AV(n−1)B̃Vn⟩(−1)|B|−1Z(P|1,A, n,B, n − 1) + perm (10)

Z(P|Q) := (2α′)n−3

∫
D(P)

dz1dz2 · · · dzn

vol(SL2(R))

n∏
i<j

|zij |−2α′sij PT(Q) (11)

在弦长极限下 limα′→0 Z (P|Q) = m(P|Q)，An(P)string → An(P)gauge

⇒ N1|AnB|n−1 = (−1)|B|−1⟨V1AV(n−1)B̃Vn⟩

这样便显式地构造出了 BCJ 分子! □
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Thanks!

Yu-tin Huang Nathan Berkovits

Your Praise, My Phoenix Flame
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