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第一章 波函数

1.1 薛定谔方程

𝑖ℏ
𝜕Ψ (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= − ℏ2

2𝑚
𝜕2Ψ (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 +𝑉 (𝑥, 𝑡) Ψ (𝑥, 𝑡) (1.1)

𝑖ℏ
𝜕Ψ (r, 𝑡)

𝜕𝑡
=

[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (r, 𝑡)

]
Ψ (r, 𝑡) (1.2)

上面给出的公式中第一个是一维形式,第二个是三维一般形式。对于某
些公式推导上,使用薛定谔方程时,常常是对方程两边进行共轭操作1（以一

维形式为例）也即：

− 𝑖ℏ𝜕Ψ
∗ (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

= − ℏ2

2𝑚
𝜕2Ψ∗ (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 +𝑉 (𝑥, 𝑡) Ψ∗ (𝑥, 𝑡) (1.3)

注意到上式的导出我们假定势能函数是实变函数, 这是有道理的, 但是
书后面的习题2也给出了一个例子,那就是在不稳定的系统中,找到粒子的概
率不是守恒的,也就是说 𝑃依赖于时间。这时如果引入含有虚部项的势能就
可以很好地解释这一点。在量子力学中 Schrödinger方程的地位和牛顿第二
定律一样,现在只是描述粒子位置的函数变成了波函数。

Born 后面给波函数一个统计上的解释, 这也就说明了在量子力学中的
不确定性, 我们无法再像牛顿运动定律一样精确的预言一个粒子之后的运
动,我们只能给出它之后在某处的

:::::
概率是多少

1物理实质可以理解为时间反演对称性
2详见第三版 Problem1.17
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第一章 波函数 2

波函数的统计诠释

以一维情形为例, Born 在统计上给出了对于波函数的解释, 他认为当
一个微观粒子处于状态 Ψ (r, 𝑡) 时, 表示在 𝑡 时刻在 𝑥 处发现粒子

的
:::::
概率,更准确的说a∫ 𝑏

𝑎
|Ψ (𝑥, 𝑡) |2 𝑑𝑥 =

{
𝑡 时刻在 [𝑎, 𝑏] 内发现粒子的概率

}
(1.4)

a一个常用的代换是 |Ψ (𝑥, 𝑡) |2 = Ψ∗ ((𝑥, 𝑡)) Ψ (𝑥, 𝑡)

自然的,我们会问,测量时我们会发现粒子处于某点 (C点),那么测量之
前粒子在哪？历史上有三种观点

测量前粒子在哪？

1.现实主义学派:粒子还是在 C点, 这种观点完全否定了量子理论的
不确定性,也是爱因斯坦一直坚信的观点;
2. 正统学派: 粒子哪也不在, 这种观点认为正是我们的测量

:::::
迫使粒子

在 C点,这个观点被广泛接受,但到底什么是测量还有待讨论;
3. 不可知论学派: 拒绝回答, 这种观点认为

:::::::
测量前本身就是难以定义

的,去讨论测量前粒子的位置也是没有意义的。

现代量子理论在实验上说明了正统学派的正确性3,有一点需要注意,测
量会导致波函数的坍塌 (1.3),坍塌成了一个类似于狄拉克 delta函数的图像,
在波函数还没有按照薛定谔方程重新弥散开来的时候继续测量, 我们会发
现测量结果不变, 也就是说

::::::::::::::::::::::::
测量完全改变了波函数, 导致连续的测量得到的

结果是一样的。
既然波函数在统计上可以解释为概率密度分布函数, 那么一定要满足

归一化条件

波函数归一化条件 ∫ ∞

−∞
|Ψ (𝑥, 𝑡) |2 𝑑𝑥 = 1 (1.5)

而且从薛定谔方程的线性性可以看出,如果 Ψ是方程的解,那么 𝐴Ψ也
一定是方程的解,这里的 A就类似于微分方程通解里面的系数,你需要使用

3John Bell在 1964年派排除了不可知论



第一章 波函数 3

归一化条件去确定它,求解出来的 𝐴是不需要考虑相位问题的,不会在物理
上产生任何影响, 你只需要确定它的模长就可以了, 下面一个关于归一化的
定理让我们能更简单的对波函数进行归一化。

𝐴是一个与时间无关的常数

𝑑

𝑑𝑡

∫ ∞

−∞
|Ψ (𝑥, 𝑡) |2 𝑑𝑥 = 0 (1.6)

由于这个定理的正确性, 我们找到波函数的一个可能解后, 只需要任意
代入一个 𝑡的值,然后将波函数乘上一个常数因子 𝐴对波函数进行全空间积
分解出 𝐴 的大小即得到了波函数的真正有物理意义的解, 任何无法进行归
一化的解 (比如 Ψ = 0)都要舍去。

1.2 力学量的期望值和标准差

数学上的定义: 平均值和标准差

〈𝑥〉 def
=

∫ ∞

−∞
𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥 𝜎𝑥

def
=

∫ ∞

−∞
(𝑥 − 〈𝑥〉)2𝜌(𝑥)𝑑𝑥

其中 𝜌(𝑥) 是概率密度函数, 把上面的 𝑥 换成 𝑓 (𝑥) 就可以得到某个一
般量的平均值和标准差

根据上面的定义我们可以得到一个更加常用的计算标准差的公式: 𝜎(𝑥) =√
〈𝑥2〉 − 〈𝑥〉2。
在进一步说明力学量的平均值的时候要先明确平均值的意义, 就比如

说发现粒子所处位置的平均值, 你不能将其理解成连续测量一个系统很多
次之后计算得到的平均值, 因为前面就说过波函数会由于测量而坍缩, 连
续多次对一个系统的测量得到的结果是一致的! 这里对平均值的定义是对
于

:::::
系综的, 也就是你需要对大量相同状态下的系统进行测量来求平均值, 或
者简单一点, 对一个系统测量很多次, 但每次测量要隔一段时间要等待波函
数重新回到测量前未坍缩的样子。

位置和动量的算符

𝑥 = [𝑥] 𝑝 =

[
−𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑥

]
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值得一提的是,上面的动量算符是利用 〈𝑝〉 = 𝑚 𝑑 〈𝑥 〉
𝑑𝑡
得出来的 a

a这里的 〈𝑥〉必须要事先写成关于 𝑡 的函数,另见 Problem1.16(c)

任意一个力学量的统计量

〈𝑄 (𝑥, 𝑝)〉 =
∫

Ψ∗
[
𝑄

(
𝑥,−𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑥

)]
Ψ𝑑𝑥 (1.7)

𝜎𝑄 =
√
〈𝑄2〉 − 〈𝑄〉2 (1.8)

上面的定理说明了在量子力学中
:::::
算符显得尤为重要, 你要计算一个力

学量 𝑄 的平均值只要把这个力学量的算子
:::::
夹在波函数中间再积分即可。确

定一个力学量的算子时, 先将这个力学量由经典力学的公式表示成关于位
置 𝑥和动量 𝑝的函数然后将 𝑥和 𝑝全部换成对应的算符即可。4

1.3 海森堡不确定性原理

这个原理在历史上曾经被称作
:::::::::::::
测不准原理, 有很大的误导性, 实际上这

个原理与测量误差毫无关系,这是一个量子力学本身决定的原理。它表明了
你对系统位置了解的越多, 比如说你把系统限制在某个确定的轨道狭槽内,
那么你对系统动量的了解程度一定越低, 测出来的动量分布肯定越是分散。
其中动量与波函数之间的关系最早由德布罗意 (de Broglie)给出:

𝑝 =
ℎ

𝜆
=

2𝜋ℏ
𝜆

Heisenberg Uncertainty Principle

𝜎𝑥𝜎𝑝 ≥
ℏ
2

(1.9)

4我们提倡使用算符这个新的工具去计算, 但有时候你会发现, 得到了 〈𝑥〉 (𝑡) 后直接使用 〈𝑝〉 =
𝑑〈𝑥〉
𝑑𝑥
更快。有时候直接使用定义 (波函数是实质是测量到粒子在位置 𝑥 的概率密度分布函数), 用∫

𝑥 |Ψ(𝑥, 𝑡) | 𝑑𝑥直接计算也能达到事半功倍的效果
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Ψ(𝑥, 0−)

𝑥𝑂 𝐶

Ψ(𝑥, 0+)

𝑥𝑂 𝐶

∞

图 1.1: 在 𝑡 = 0时刻测量,波函数将在 𝐶 处坍塌为狄拉克 𝛿函数

关于 schödinger方程

薛定谔方程在现在的物理意义上来看应该认为是量子力学的一条基
本假设, 因为这个公式并不是推出来的, 而是在受到德布罗意物质波
的启发下猜出来的。薛定谔的博士导师试图让它根据德布罗意的观
点找出一个对应的波函数描述, 最开始想从相对论来构建方程, 后来
走不通, 有的人说薛定谔是受到经典力学的波动方程启发, 类比构造
薛定谔方程的; 还有一种观点也比较有根据, 认为薛定谔是受到了它
导师的导师玻尔兹曼的启发, 利用热力学第二定律中的玻尔兹曼熵
𝑆 = 𝑘 ln𝑊 ,一步步构建出来的薛定谔方程,具体做法就是将 𝑘 换成 ℏ,
然后根据能量量纲将 𝑆 换为作用量 𝐻, 由于是波动方程, 所以还要在
指数项上加一个虚数单位,方程就变成了这样:

𝑊 = 𝑒
𝑖𝐻
ℏ

然后经典力学里面刚好在正则变换中有一个 Hamilton-Jacobi方程 (这
里的 𝑆不是熵)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝐻 = 0

然后带入后将𝑊 换成更加量子力学的 Ψ,将 𝐻 写成算符 �̂�。
对的, 整个过程就是这么的没有道理, 所以我们说这个方程是猜

出来的, 后来海森堡证明了波动力学与其创立的矩阵力学是等价的。
薛定谔自己其实也没搞清楚他搞出来的波函数有什么意义,也是后来
波恩给出了个统计解释,不禁感叹新兴学科的发展总是迂回曲折!
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1.4 概率流密度

用 Ψ∗左乘1.2得到：

𝑖ℏΨ∗
𝜕

𝜕𝑡
Ψ = − ℏ2

2𝑚
Ψ∗∇2Ψ + Ψ∗𝑉Ψ (1.10)

然后再对上式取复共轭

− 𝑖ℏΨ 𝜕

𝜕𝑡
Ψ∗ = − ℏ2

2𝑚
Ψ∇2Ψ∗ + Ψ𝑉Ψ∗ (1.11)

再将上面两式相减：

𝑖ℏ

(
Ψ∗

𝜕

𝜕𝑡
Ψ + Ψ 𝜕

𝜕𝑡
Ψ∗

)
= − ℏ2

2𝑚
(
Ψ∗∇2Ψ − Ψ∇2Ψ∗

)
⇔ 𝜕

𝜕𝑡
|Ψ|2 + 𝑖ℏ

2𝑚
(
Ψ∇2Ψ∗ − Ψ∗∇2Ψ

)
= 0

⇔𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ·

[
−𝑖ℏ
2𝑚
(Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗)

]
= 0

最终可以写成下面的连续性方程的形式：

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · j = 0 (1.12)

其中 𝜌 ≡ |Ψ|2意义是概率密度分布

j ≡ −𝑖ℏ
2𝑚
(Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗) = Re (Ψ∗v̂Ψ) (1.13)

上式中 v̂ ≡ p̂/𝑚 定义为速度算符。类似于流体力学中或是电动力学中
的连续性方程，这里1.12也可以看成是某种“概率流”的连续性方程。j就
是对应的概率流密度。
根据 Stokes公式我们任意选取一个区域 Ω，连续性方程可以写成下面

的积分形式：
𝜕

𝜕𝑡

∫
Ω
𝜌𝑑𝑉 +

∯
𝜕Ω

j · 𝑑S = 0

第一项是在闭区域内发现粒子的概念，第二项可以看作是“概率流”流
入这个区域的量。对于下一章我们要将的定态，𝜕𝜌/𝜕𝑡 = 0，那这就意味着
概率不会“堆积”在某处，和其它领域内的连续性方程意义是一致的，只是
现在不是那些具象的电荷或是水流了，而是抽象的概率。可以把 j · 𝑑𝜎解释
为单位时间内粒子通过面元 𝑑𝜎的概率。
之后我们在讨论量子力学的散射问题时会用到这个概念。



第二章 定态 Schrödinger方程

2.1 定态和分离变量法

列出 Schödinger 方程后的下一步就是解出系统对应的波函数, 首先
我们应该从最最初等的分离变量法来解方程, 毫无疑问我们只能通过它
来

:::::
猜出解空间的一小部分子集, 但是这种方法得出来的解却具有非常重要
的物理意义,后面的一系列讨论都默认势能函数不随时间变化 (保守场)。
分离变量法的基本思想就是将 Ψ拆分为两个函数,一个只关于 𝑥,一个

只关于 𝑡,即 Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝜙(𝑡),带入到 Schödinger方程 (1.1)我们可以得到
下面的式子1。

𝜙(𝑡) = 𝑒−
𝑖𝐸𝑡
ℏ (2.1)

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2 +𝑉 (𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) (2.2)

式2.1你可以称之为
::::::::::::::::
wiggle-function, 它只和时间相关而且你如果使用

Euler 公式2, 你会发现它是按照正弦规律进行
:::::
振动的, 暂且就先把它当成

是波函数里面的振荡项。后面的式子 (2.2) 及其重要, 它就是我们要谈的定
态薛定谔方程,不含时间,其中的 𝐸 实际上代表着系统的能量 (哈密顿量3)。

哈密顿算子

�̂� =
𝑝2

2𝑚
+ [𝑉] = − ℏ2

2𝑚
𝜕2

𝜕𝑥2 +𝑉

使用哈密顿算子可以简化方程的书写为 �̂�𝜓 = 𝐸𝜓。下面列出来这些定
态解重要的性质。

1𝜙(𝑡)附带的常数项我们合并到 𝜓(𝑥) 里面了,反正最后是对 Ψ进行归一化
2𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
3哈密顿量就是动能加势能,与系统的拉格朗日量对应,后者是动能减势能

7
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定态解 Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑒𝑖𝐸𝑡/ℏ

定态薛定谔方程的每个解都对应某个能量为 𝐸 的
::::::::::
定态系统:

1.每个定态解对应系统能量 (Hamiltonian)无论何时测量都是 𝐸 ,很容
易通过证明它的方差和平均值都不随时变来证明它,其它力学量的平
均值也不随时变;
2.定态解的时间项对概率密度没有任何贡献, i.e.用 𝜓 替代 Ψ去计算

物理量的平均值不会产生任何差异,因此有时候也刻意不区分两者;
3.由于定态解能量的选取是任意的a, 所以存在无穷多个定态解, 一般
的解就是这些由分离变量得出来的定态解的

:::::::::
线性组合

Ψ(𝑥, 𝑡) =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝜓𝑛𝑒
−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ (2.3)

其中常数 𝑐b需要使用初始波函数去确定。
特别注意, 现在由定态解合成的一般解不一定是定态的, 而且比较遗
憾的是一般你不能把它写成一个闭公式,只能用无穷级数表示。

a实际上不完全任意
b可以是复数

由于波函数需要满足归一化条件 (eq.1.5), 所以所有不满足归一化条件
的解我们都应舍去, 他们是没有物理意义的, 所以这一步可以帮我们排除很
多定态解的可能性。

这里实际上定态并不是我们真正要求的解,我们要求的解是这些解的线
性组合,但是我们还是要将他们 (𝜓)进行归一化处理,但没有关系,反正
归一化只是乘上一个常数,但在这里我们进行归一化后可以使得解的物
理意义更加明朗,更重要的是它会简化我们后续的数学对解的性质上的
讨论。叠加后,定态解前面的系数也更加具有物理意义。

定态解可归一化必要条件

1.能量 𝐸 的虚部为零,是一个实数;
2.能量 𝐸 要大于 𝑉 (𝑥)的最小值,也就是说的能量不能一直小于势能a。

a这个蛮好理解的,因为动能项始终非负
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𝑐𝑛的物理意义

一般解前面对于定态解 Ψ𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ 的权重 |𝑐𝑛 |2 表示测量
到系统能量值为 𝐸𝑛的概率,这也意味着,你对一个系统进行测量,只可
能得到它所包含的定态解分量对应的能量值,一定是一组离散的值。

自然的, 𝑐𝑛也要满足归一化条件 (eq.2.4)。注意,我们上面提到是说在某
次测量时发现系统能量为 𝐸𝑛,而不是说系统在测量时处于能量为 𝐸𝑛的一个

定态,系统的态始终是没有发生改变的。而且我们也注意到系统的能量并不
是一成不变的, 不同的测量显现出来的能量也不同, 但是系统的能量的平均
值是随时间或者测量改变的 (eq.2.5), 这一个性质就是在微观量子效应下的
能量守恒定律。

∞∑
𝑛=1
|𝑐𝑛 |2 = 1 (2.4)

〈𝐻〉 =
∞∑
𝑛=1
|𝑐𝑛 |2 𝐸𝑛 ⇒

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= 04 (2.5)

2.2 一维无限深方势阱

The Infinite Square Well

粒子如果处于无限深势阱中,那么它的势能可以写成下面的这种形式:

𝑉 (𝑥) =
{

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎
∞, otherwise

就像是在 𝑥 = 0和 𝑥 = 𝑎 处由两堵墙,粒子被困在两堵墙之间,然而在
两堵墙之间它可以

::::::::::
自由移动。

首先我们来看一下边界条件,显然,在势阱之外 Ψ(𝑥, 𝑡) ≡ 0,同样也应该
有 Ψ(0, 𝑡) = Ψ(𝑎, 𝑡) = 0。根据定态薛定谔方程 (eq.2.2),我们要去求解的是一
个分段函数形式给出的微分方程, 不妨分段去考虑它, (0, 𝑎) 之外波函数恒

4利用这个性质,你可以进一步简化平均能量的计算,即计算 〈𝐻〉 =
∫
Ψ(𝑥, 𝑡)∗�̂�Ψ(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,你可以直

接代入 𝑡 = 0进一步简化运算,因为这个性质保证了平均能量与时间无关。
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等于 0,对于 (0, 𝑎)那一部分,势能为 0,定态薛定谔方程写成5:

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 = 𝑘2𝜓, 𝑘 =

√
2𝑚𝐸
ℏ

(2.6)

实际上这里的 𝑘 从经典力学上看可以理解为角波数, 𝑘 =

2𝜋/𝜆 𝑑𝑒−𝐵𝑟𝑜𝑔𝑙𝑖𝑒−𝑒𝑞.
================ 𝑝/ℏ, 使用经典力学的观点来看, 粒子的能量为 𝐸 ,

那么动量为
√

2𝑚𝐸。

这就是一个自由振子的数学模型,代入边界条件6并且归一化可以得到:

𝜓𝑛(𝑥) =
√

2
𝑎

sin
(𝑛𝜋
𝑎
𝑥
)
, 𝑘 =

𝑛𝜋

𝑎
(2.7)

𝐸𝑛 =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝑎2 (2.8)

其中 𝑛 是正整数。计算的时候你会发现, 两个边界条件实际上不能完全确
定微分方程解的两个常数项, 但是它却限制了 𝑘𝑎 = 𝑛𝜋(𝑛 = 1, 2, 3, . . .), 而
𝑘 的值和能量是相关的,所以这也就说明了量子力学系统中的定态解的能量
这个时候只能取一系列离散数值7,又考虑到系统的真实解是定态解的叠加,
而且每次测量系统的能量时都会返回某个定态解的能量, 这也就体现了量
子力学中能量的不连续性,真正确定另一个常数的条件是归一化条件8。

完整写下定态的波函数应该为:

Ψ(𝑥, 𝑡) =
√

2
𝑎

sin
(𝑛𝜋
𝑎
𝑥
)
𝑒𝑖𝑛

2𝜋2ℏ𝑡/2𝑚𝑎2
(2.9)

𝑛 = 1时我们称作基态,其它的我们称为激发态。观察不同解在 𝑡 = 0时
的波函数 (fg.2.1)我们可以发现,这些定态本质上就是一系列

:::::
驻波,势阱的两

个边界是它的两个波节。
下面要谈到的性质虽然是根据无限深势阱总结来的, 但是他们却是普

遍适用的9。

5注意到 𝐸 ≤ 0时的解是平凡的或者不能归一化的
6𝜓(0) = 𝜓(𝑎) = 0,而且这里悄然已经利用了 𝜓(𝑥)的连续性,后面会再次提到
7对于束缚态是离散的,对散射态不是
8回想一下对 Ψ归一化等价于对 𝜓归一化
9𝛿符号的相关定义见附录 A
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Ψ(𝑥, 0)

𝑥𝑂 𝑎

(a) 𝑛 = 1

Ψ(𝑥, 0)

𝑥𝑂 𝑎

(b) 𝑛 = 2

Ψ(𝑥, 0)

𝑥𝑂 𝑎

(c) 𝑛 = 3

图 2.1: 不同的 𝑛对应不同的驻波波形
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定态解的重要性质定理

1.不管势能本身是否具有对称性,定态波函数总是关于势阱的中心成
奇函数或偶函数 (即关于中心轴对称或中心对称),且随着 𝑛的变化交

替出现;
2.不管势能本身形状如何,波函数的波节 (零点)个数总是随着能量的
增大而增大,且公差为 1;
⋆3.定态解之间相互正交ab∫

𝜓𝑚 (𝑥)∗𝜓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑛 (2.10)

⋆4. 定态解集合是完备的: 这个意思就是说你可以使用定态解的
线性组合来表示任何连续函数, 对于这里的无限深势阱, 实质就是
::::::::::::
傅里叶级数。

a回忆一下我们已经对 𝜓进行归一化
b积分为全空间,对于无限深势阱积分限为 (0, 𝑎)。实际上这里使用术语

::::::::
本征函数相互正交

更好,因为我们描述的是 𝜓而非 Ψ之间的关系。

上面的性质第四点说明了我们始终可以找到一组合适的 𝑐𝑛去满足初始

波函数,而如何去求这些 𝑐𝑛 又是基于定态解的正交性 (eq.2.10),使用傅里叶
方法我们可以很容易的得到 𝑐𝑛10:

𝑐𝑛 =
∫

𝜓𝑛(𝑥)∗Ψ(𝑥, 0)𝑑𝑥 (2.11)

使用正交性你还可以去证明11eq.2.4和 eq.2.5。

上面的两个证明书上都有,实际上你也可以证明按照上面的方法解出来
的系统的波函数, Ψ已经自动归一化。但这是多此一举的,因为无论是初
始波函数,还是确定 𝑐𝑛 后的完整波函数,波函数都是满足薛定谔方程的,
在前面的章节我们就说明了如果 Ψ在某一时刻是归一化的,那么之后任
一时刻它也是归一化的 (eq.1.6)

在计算能量平均值的级数时,经常会涉及黎曼函数,这里不做深入展开,
仅仅列出几个常用的和式。

10Ψ(𝑥, 0) 是初始波函数,如果初始波函数不是在 𝑡 = 0时刻给定的,你可能要额外考虑一下 wiggle-
function项 (eq.2.1)(更改时间原点也是一个不错的选择,复习一下波动学里面的操作)

11分别基于初始波函数的归一化和定态薛定谔方程的算子表示法
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黎曼 𝜁 函数

𝜁 (𝑠) 𝑑𝑒 𝑓
=

1
1𝑠
+ 1

2𝑠
+ 1

3𝑠
+ 1

4𝑠
+ · · ·

可以很容易的发现下面的等式成立：

1
1𝑠
+ 1

3𝑠
+ 1

5𝑠
+ 1

7𝑠
+ · · · = (2𝑠 − 1)𝜁 (𝑠) (2.12)

𝑠为偶数时,可以求出 𝜁 的精确值,但对于奇数情况却异常复杂,下面列出具
体表达式和几个值供参考：

𝑠为偶数时的解

𝜁 (2𝑛) = 𝜂𝑛𝜋2𝑛, 𝜂1 =
1
6
, 𝜂𝑛 =

𝑛−1∑
𝑘=1

(−1)𝑛−1 𝜂𝑛−𝑘
(2𝑘 + 1)! + (−1)𝑛+1 𝑛

(2𝑛 + 1)!

𝑠 2 4 6 8 10 12 14
value 𝜋2

6
𝜋4

90
𝜋6

945
𝜋8

9450
𝜋10

93555
𝜋12

638512875
2𝜋14

18243225

2.3 简谐振子

通过上一节我们已经大致知道了如何去求解特定势能下的波函数, 大
致来说就是找到所有的定态解, 每一个解对应一个常量 (能量), 这些常量的
选取是离散的, 然后我们再对求出来的定态解进行叠加, 使用傅里叶方法定
下权重即可。现在我们要碰到的势能函数形式是一个二次式,但方程的求解
却困难许多, 但这个工作是很有意义的, 因为任何势能函数的驻点附近, 使
用 Taylor展开,你都可以将它处理成一个简谐振子的模型。

The Harmonic Oscillator

势能形式是关于 𝑥的二次式,我们使用类似离心势能的形式写出:

𝑉 (𝑥) = 1
2
𝑚𝜔2𝑥2
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定态薛定谔方程相应的写成

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2 + 1

2
𝑚𝜔2𝑥2𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥)

这个方程可以使用幂级数解法去解决, 我们先介绍一种比较物理的方法去
求解,即

:::::::::::::::
升降阶算符法。

2.3.1 代数方法

定态薛定谔方程的算子写法为 �̂�𝜓 = 𝐸𝜓, 代数方法的基本思路是去分
解哈密顿算符:

�̂� =
1

2𝑚
[
𝑝2 + (𝑚𝜔𝑥)2

]
如果是普通的复数 𝑢2 + 𝑣2我们可以分解为 (𝑢 + 𝑖𝑣) (𝑢 − 𝑖𝑣),这也就启发了我
们像下面一样去定义升降阶算符,前面多出来的 1

𝜔ℏ 因子可以让后面的形式
更加美观。

产生/湮灭算子

�̂�±
𝑑𝑒 𝑓
=

1
√

2𝑚𝜔ℏ
(∓𝑖𝑝 + 𝑚𝜔𝑥) (2.13)

在计算算符时,要格外小心,算符一般情况下并不满足交换律,你需要先
将整个算符作用于一个函数上, 然后按照运算顺序逐个计算, 最后再进
行化简。比如 𝑥和 𝑝就不满足交换律12, 𝑥𝑝 𝑓 (𝑥) = −𝑖𝑥ℏ 𝑑 𝑓

𝑑𝑥
但是 𝑝𝑥 𝑓 (𝑥) =

−𝑖ℏ 𝑑
𝑑𝑥
[𝑥 𝑓 (𝑥)] = −𝑖ℏ[ 𝑓 (𝑥) + 𝑥 𝑑 𝑓 (𝑥)

𝑑𝑥
]。

对易子 [
�̂�, �̂�

] 𝑑𝑒 𝑓
= �̂��̂� − �̂� �̂� (2.14)

显然对易子是反对称的, 即
[
�̂�, �̂�

]
= −

[
�̂�, �̂�

]
, 计算可以得到下面很有

用的关系式：

[𝑥, 𝑝] = 𝑖ℏ [�̂�−, �̂�+] = 1 (2.15)
第一个式子也常称作正则对易关系, 我们继续使用算子重写定态薛定谔方
程:

�̂� = (�̂�−�̂�+ −
1
2
)𝜔ℏ = (�̂�+�̂�− +

1
2
)𝜔ℏ (2.16)
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𝜔ℏ(�̂�±�̂�∓ ±
1
2
)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) (2.17)

谐振子的定态解

如果 𝜓(𝑥) 是谐振子在能量为 𝐸 时的定态解, 那么 𝐴�̂�+𝜓(𝑥) 就是在能
量为 𝐸 + 1

2𝜔ℏ时的定态解
a,同理, 𝐴�̂�−𝜓(𝑥) 是在能量为 𝐸 − 1

2𝜔ℏ时的
定态解。根据这个性质我们便可知道谐振子是离散谱,我们用 |𝜓𝑛〉标
记这些定态。

a前面乘上常数是归一化需要,我们前面说过,你求出来的解都需要进行归一化

直接根据湮灭和产生算子的定义可以很快地证明上述定理。现在很自
然的就可以发现,因为能量是不能一直递减的,它至少要大于势能的最小值,
所以我们或许可以找到一个具有最低能量的定态解, 不能再使用湮灭算子
产生新的解,这个解我们称为 𝜓0(𝑥),是基态解。构造这个解的思路就是它的
下一级是没有物理意义,不能归一化的。也就是说有条件

�̂�−𝜓0(𝑥) = 0

使用这个条件就可以得到基态解 (不要忘了归一化)以及激发态解:

𝜓0(𝑥) =
(𝑚𝜔
𝜋ℏ

) 1
4
𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ 𝑥

2
(2.18)

𝜓𝑛(𝑥) =
1
√
𝑛!
(�̂�+)𝑛 𝜓0(𝑥), 𝐸𝑛 =

(
𝑛 + 1

2

)
𝜔ℏ (2.19)

前面由归一化条件所决定的系数可以使用递推关系来确定, 再次强调,
�̂�+𝜓𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛𝜓𝑛+1(𝑥), 𝑐要根据归一化去确定,并不是说使用产生算符可以直
接得到高一个能级的解,前面还有一个归一化条件确定的待定系数。产生湮
灭算符之间还有如下的非常有用的关系式,也很容易证明。13

�̂�−与 �̂�+是厄密共轭的 (相互为伴随算子)∫
𝑓 ∗(�̂�±𝑔)𝑑𝑥 =

∫
(�̂�∓ 𝑓 )∗𝑔𝑑𝑥 (2.20)

13在下一章讲了 Dirac符号之后再来回过头来看这些
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根据2.17,以及2.19中给出的能级表达式我们可以得知：

�̂�+�̂�−𝜓𝑛 = 𝑛𝜓𝑛, �̂�−�̂�+𝜓𝑛 = (𝑛 + 1)𝜓𝑛

再通过直接计算 ‖�̂�+𝜓𝑛(𝑥)‖ 和 ‖�̂�−𝜓𝑛(𝑥)‖, 并利用上面的等式便可以确
定递推关系前面的系数 (老规矩, 归一化只能确定模长, 但是我们只取最简
单的那个值)：

�̂�+𝜓𝑛 =
√
𝑛 + 1𝜓𝑛+1, �̂�−𝜓𝑛 =

√
𝑛𝜓𝑛−1 (2.21)

使用算符去表达可以使得计算更加简便, 你可以很容易的验证这些定
态解之间相互正交, 所以可以使用傅里叶方法 (你要求哪个常数, 你就在初
态前面乘上对应的定态解, 然后全空间内积分, 𝑡 ≠ 0 时要考虑一下 wiggle-
function项)去定系数。计算力学量平均值的时候也可以使用产生湮灭算符
去重新描述 𝑥和 𝑝简化运算:

𝑥 =

√
ℏ

2𝑚𝜔
(�̂�+ + �̂�−) , 𝑝 = 𝑖

√
ℏ𝑚𝜔

2
(�̂�+ − �̂�−) (2.22)

根据上面的等式可以比较容易的求出下面两个用的比较多的公式：

〈𝑛|𝑥 |𝑛′〉 =
√

ℏ
2𝑚𝜔

〈𝑛 | (𝑎+ + 𝑎−) | 𝑛′〉 =
√

ℏ
2𝑚𝜔

[√
𝑛′ + 1 〈𝑛 | 𝑛′ + 1〉 +

√
𝑛′ 〈𝑛 | 𝑛′ − 1〉

]
=

√
ℏ

2𝑚𝜔

(√
𝑛′ + 1𝛿𝑛,𝑛′+1 +

√
𝑛′𝛿𝑛,𝑛′−1

)
=

√
ℏ

2𝑚𝜔

(√
𝑛𝛿𝑛′,𝑛−1 +

√
𝑛′𝛿𝑛,𝑛′−1

)
〈𝑛|𝑝 |𝑛′〉 = 𝑖

√
𝑚ℏ𝜔

2

(√
𝑛𝛿𝑛′,𝑛−1 −

√
𝑛′𝛿𝑛,𝑛′−1

)
下面2.3.1画出前三个能级对应波函数的能量, 不难看出图像具有的规

律性和一维无限深势阱相同。

2.3.2 解析方法

两个无量纲数

𝜉 =

√
𝑚𝜔

ℏ
𝑥 𝐾 =

2𝐸
𝜔ℏ
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x

ψ(x)

(a) 𝑛 = 1

x

ψ(x)

(b) 𝑛 = 2

x

ψ(x)

(c) 𝑛 = 3

图 2.2: 可以看到,图像之间的递推联系还是满足前面的规则的。
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重写方程为:
𝑑2𝜓

𝑑𝜉2 = (𝜉2 − 𝐾)𝜓 (2.23)

你可能对这个形式的得到有所疑问, 实际上, 这就是一个求导的链式法
则的问题,注意,换元前的方程 𝑑𝜓

𝑑𝑥
表示把 𝜓写成 𝑓 (𝑥)后再求导,而换元

后的方程中 𝑑𝜓
𝑑𝜉
表示将 𝜓 表示为 𝜙(𝜉) 后再进行求导。而 𝜉 = 𝜑(𝑥),使用

链式法则便可以理解这里的换元了。

使用幂级数方法求解的第一步就是去求其
:::::::
渐近解,也就是说去观察 𝜉 →

±∞的时候方程的行为。这个方程在 𝜉 � 𝐾 时

𝑑2𝜓

𝑑𝜉2 ≈ 𝜉
2𝜓

这个方程的通解形式是

𝜓 ≈ 𝐴𝑒−𝜉 2/2 + 𝐵𝑒 𝜉 2/2

显然 𝐵 ≠ 0 时波函数不能进行归一化, 所以, 方程2.23的解的形式应该是
𝜓 = ℎ(𝜉)𝑒−𝜉 2/2,代入后有

𝑑2ℎ

𝑑𝜉2 − 2𝜉
𝑑ℎ

𝑑𝜉
+ (𝐾 − 1)ℎ = 0

这是一个二阶方程但是是变系数, 所以也很难求解, 只能考虑使用幂级数解
法,两边进行 Taylor展开后解得

ℎ(𝜉) =
∞∑
𝑗=0

𝑎 𝑗𝜉
𝑗 , 𝑎 𝑗+2 =

2 𝑗 + 1 − 𝐾
( 𝑗 + 1)( 𝑗 + 2) 𝑎 𝑗

我们只要确定 𝑎0 和 𝑎1 也就可以确定解, 二阶方程刚好两个待定系数, 但
是我们只有波函数归一化这一个方程似乎无法去完整的确定两个待定系数。
这里的原因是能量的量子化取值,导致了最后方程只会含有一个待定系数。
我们可以证明, ℎ(𝜉) 只能在某些特定的情况下在 𝜉 → ±∞ 时收敛, 这

也就决定了 𝐾 的取值是量子化的。事实上,收敛的充要条件是,上面的数列
{𝑎 𝑗}会终止于 0。
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𝑎 𝑗 会终止于 0

𝐾 = 2𝑛 + 1, (𝑛 = 0, 1, 2, . . .)

如果 𝑛 是奇数, 那么 𝑎2𝑛+1 会终止于 0, 但是 𝑎0 = 0 也就是说必须有
𝑎2𝑛 ≡ 0, 𝑛为偶数时类似

这样方程最终得到的解就只会有一个待定系数了, 而且由递推公式得
知是正比于 𝑎0或 𝑎1的,再利用归一化条件便可以得到解

厄米多项式

把 ℎ(𝜉) 的 𝑎0 或者 𝑎1 因子去掉并且乘上一个数将最高次项前面的因
子化为 2𝑛,得到的多项式为厄米多项式,记作 𝐻𝑛(𝜉)
例如:ℎ2(𝜉) = 𝑎0(1 − 2𝜉2) = − 1

2𝑎0(4𝜉2 − 2)则 𝐻2(𝜉) = 4𝜉2 − 2

我们不加证明地列出波函数归一化后的解与厄米多项式之间的关系14:

𝜓𝑛(𝑥) =
(𝑚𝜔
𝜋ℏ

) 1
4 1
√

2𝑛𝑛!
𝐻𝑛(𝜉)𝑒−𝜉

2/2 (2.24)

𝐻𝑛(𝜉)的诸多性质

• 𝐻𝑛(𝜉) = (−1)𝑛𝑒 𝜉 2
(
𝑑

𝑑𝜉

)𝑛
𝑒−𝜉

2

• 𝐻𝑛+1(𝜉) = 2𝜉𝐻𝑛(𝜉) − 2𝑛𝐻𝑛−1(𝜉)

•
𝑑𝐻𝑛

𝑑𝜉
= 2𝑛𝐻𝑛−1(𝜉)

• 𝑒−𝑧2+2𝑧 𝜉 =
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
𝐻𝑛(𝜉) (generate function)

量子效应下,谐振子的行为和经典力学非常不同,不再有
:::::
振幅这一概念,

粒子可以在无穷远处被发现, 不违背能量守恒定律正是因为量子力学中, 我
们只谈系综的力学量的平均值, 不再对于某个粒子有诸如动能这些的定义
了,我们只讲系综的平均效应,只谈概率,不谈确定性。

14前面因子的相位按照惯例按最简单的取
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2.3.3 *谐振子的相干态
下面介绍一个量子光学中比较常用的概念——相干态。下面讨论中我

们采用与量子场论教材接轨的记号，�̂�+ → 𝐴†, �̂�− → 𝐴。
首先我们在占有（居位）数表象15下求湮灭算符的本征态，注意 𝐴不是

厄米算符，所以其本征值可能是任意复数。

𝐴 |𝑧〉 = 𝑧 |𝑧〉 ⇒ 〈𝑛 | 𝐴 | 𝑧〉 = 𝑧 〈𝑛|𝑧〉
⇒
√
𝑛 + 1 〈𝑛 + 1|𝑧〉 = 𝑧 〈𝑛|𝑧〉

⇒ |𝑧〉 = 𝐶
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛
√
𝑛!
|𝑛〉

(2.25)

根据归一化条件 〈𝑧 |𝑧〉 = 1得到相干态的完整表达式：

|𝑧〉 = e−
1
2 |𝑧 |2

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛
√
𝑛!
|𝑛〉 (2.26)

注意 |𝑛〉 是定态，随时间演变不变（只差一个指数因子），但是叠加起来的
|𝑧〉没有这一性质：

|𝑧(𝑡)〉 = e−
1
2 |𝑧 |2

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛
√
𝑛!

e
−𝑖𝐸𝑛

ℏ 𝑡 |𝑛〉

= e−
1
2 𝑖𝜔𝑡e−

1
2 |𝑧e−𝑖𝜔𝑡 |2

∞∑
𝑛=0

(
𝑧e−𝑖𝜔𝑡

)𝑛
√
𝑛!

|𝑛〉

= e−
1
2 𝑖𝜔𝑡 |𝑧e−𝑖𝜔𝑡〉 ∼ |𝑧e−𝑖𝜔𝑡〉

(2.27)

相干态在演变时我们只要作替换 𝑧 → 𝑧 |𝑧e−𝑖𝜔𝑡〉就好。
15也就是粒子数算符 𝑁 = 𝐴†𝐴的本征矢 |𝑛〉 (𝜓𝑛)构成的表象，后面讲二次量子化时会再次提到
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相干态的性质

我们计算下相干态下的 〈𝑋〉和 〈𝐻〉，我们只需要先计算 𝑡 = 0时刻的值，
最后再作替换 𝑧 → 𝑧 |𝑧e−𝑖𝜔𝑡〉就好。

〈𝑧 | 𝑋 | 𝑧〉 =
√

ℏ
2𝑚𝜔

〈
𝑧
�� 𝐴† + 𝐴 �� 𝑧〉

=

√
ℏ

2𝑚𝜔
e−|𝑧 |2

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

〈
𝑚

�� 𝐴† + 𝐴 �� 𝑛〉 (𝑧∗)𝑚 𝑧𝑛√
𝑚!𝑛!

=

√
ℏ

2𝑚𝜔
e−|𝑧 |2

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

(√
𝑛 + 1𝛿𝑚,𝑛+1 +

√
𝑛𝛿𝑚,𝑛−1

) (𝑧∗)𝑚 𝑧𝑛
√
𝑚!𝑛!

=

√
ℏ

2𝑚𝜔
(𝑧 + 𝑧∗)

⇒ 〈𝑧(𝑡) | 𝑋 | 𝑧(𝑡)〉 = 𝜆
(
𝑧e−𝑖𝜔𝑡 + 𝑧∗e𝑖𝜔𝑡

)
(2.28)

〈𝑧 | 𝐻 | 𝑧〉 = 𝜔ℏ
〈
𝑧
�� 𝐴†𝐴 �� 𝑧〉 + 1

2
𝜔ℏ

= 𝜔ℏe−|𝑧 |2
∞∑

𝑚=0

∞∑
𝑛=0

〈
𝑚

�� 𝐴†𝐴 �� 𝑛〉 (𝑧∗)𝑚 𝑧𝑛√
𝑚!𝑛!

+ 1
2
𝜔ℏ

= 𝜔ℏ|𝑧 |2 + 1
2
𝜔ℏ

(2.29)

这里 1
2𝜔ℏ是量子力学特有的，用量子场论的方法叫真空零点能。在量

子力学里面谐振子能力最低也不为 0，但是我们可以把这一项丢掉，因为我
们最终能测量的都是能级差，用量子场论来说就是取正规编序后的哈密顿
量 : 𝐻 := 𝜔ℏ𝐴†𝐴为体系的哈密顿量。我们最终得到：

〈𝑧(𝑡) | : 𝐻 : | 𝑧(𝑡)〉 = 2𝑚𝜔2𝜆2 |𝑧 |2 (2.30)

现在取 𝜆𝑧 = 1
2𝑥0e−𝑖𝜑 得到：

〈𝑋〉 = 1
2
𝑥0

(
e−𝑖 (𝜔𝑡+𝑖𝜑) + e𝑖 (𝜔𝑡+𝑖𝜑)

)
= 𝑥0 cos(𝜔𝑡 + 𝜑) (2.31)

〈𝐻〉 = 1
2
𝑚𝜔2𝑥2

0 (2.32)

不难发现在相干态下 〈𝑋〉和 𝐻 的演化和经典谐振子十分相似，这是相
干态的重要性质，历史上也作为提出相干态概念的来源。
•虽然相干态是归一的，但是任意两个不同的态不正交：
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证明

〈𝑧 |𝑧′〉 = e−
1
2 ( |𝑧 |2+|𝑧′ |2)

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

〈𝑚 |𝑧〉 (𝑧
∗)𝑚 (𝑧′)𝑛
√
𝑚!𝑛!

= e−
1
2 ( |𝑧 |2+|𝑧′ |2)+𝑧∗𝑧′

搞定

•全部相干态是线性相关的，但是有限（可数）个相干态构成的集合线
性无关的：

证明 在复平面上积分我们取极坐标 d2𝑧 = 𝑟d𝑟d𝜃，我们为每个相干态加上权
重 𝑧𝑛后积分发现：∫

𝑧𝑚 |𝑚〉 d2𝑧 =
∞∑
𝑛=0

1
√
𝑛!
|𝑛〉

∫ ∞

0
𝑟𝑚+𝑛+1e−

1
2 𝑟

2d𝑟
∫ 2𝜋

0
e𝑖 (𝑚+𝑛) 𝜃d𝜃 = 0

可数个相干态集合线性无关可以从作为 𝑧 的函数 〈𝑧 |𝑧𝑘〉 之间线性无关
看出。 搞定

•全体相干态具有完全性：

1
𝜋

∫
|𝑧〉 〈𝑧 | d2𝑧 (2.33)

证明 只用证明 1
𝜋

∫
〈𝜓 |𝑧〉 〈𝑧 |𝜑| d2𝑧 = 〈𝜓 |𝜑〉 即可。tips: 利用 |𝑛〉 的完全性以

及积分公式
∫ ∞

0 𝑟 𝑘e−𝑟d𝑟 = 𝑘! 搞定

•相干态使得海森堡不确定性关系取等号：

Δ𝑥Δ𝑝 =
ℏ
2

证明 直接代入相干态波函数计算即可。 搞定
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相干态表象

既然相干态是归一完备的（但不正交），那么就可以作为 Hilbert 空间
的一组基底将态矢量展开：

|𝜓〉 = 1
𝜋

∫
|𝑧〉 〈𝑧 |𝜓〉 d2𝑧 ≡ 1

𝜋

∫
|𝑧〉 𝜓(𝑧)d2𝑧

下面具体来求在相干态表象下，产生湮灭算符作用在态函数上的具体形式。

〈𝑧 |𝐴|𝑧′〉 = 𝑧′ 〈𝑧 |𝑧′〉 = 𝑧′e− 1
2 ( |𝑧 |2+|𝑧′ |2)+𝑧∗𝑧′

=

(
𝑧

2
+ 𝜕

𝜕𝑧∗

)
〈𝑧 |𝑧′〉

(2.34)

再插入完全性关系：16

�̂�𝜓(𝑧) = 〈𝑧 |𝐴|𝜓〉 = 1
𝜋

∫
〈𝑧 |𝐴|𝑧′〉 〈𝑧′ |𝜓〉 d2𝑧′

=
1
𝜋

∫ (
𝑧

2
+ 𝜕

𝜕𝑧∗

)
〈𝑧 |𝑧′〉 〈𝑧′ |𝜓〉 d2𝑧′

=

(
𝑧

2
+ 𝜕

𝜕𝑧∗

)
1
𝜋

∫
〈𝑧 |𝑧′〉 〈𝑧′ |𝜓〉 d2𝑧′

=

(
𝑧

2
+ 𝜕

𝜕𝑧∗

)
𝜓(𝑧)

(2.35)

对于产生算符，计算相对容易：

𝐴 |𝑧〉 = 𝑧 |𝑧〉 ⇒ 〈𝑧 | 𝐴† = 𝑧∗ 〈𝑧 |
⇒�̂�†𝜓(𝑧) = 〈𝑧 |𝐴† |𝜓〉 = 𝑧∗𝜓(𝑧)

(2.36)

最终我们得到相干态表象下的产生湮灭算符形式：

�̂� =

(
𝑧

2
+ 𝜕

𝜕𝑧∗

)
�̂�† = 𝑧∗ (2.37)

2.4 自由粒子

自由粒子情况下即 𝑉 ≡ 0,不难发现定态薛定谔方程和无限深势阱的形
式是一样的,即

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 = −𝑘2𝜓

16这里我们给 𝐴加上了 ，̂强调这是函数空间中的算符，前面都是作用在态矢量空间的算符，或者
说是矩阵形式讨论的，不过很多情况下我们不会区分这两者，比如前面我们讨论 𝑝, 𝑥 都没有刻意强
调是态函数空间算符（详见 §3和附录 §𝐵）。
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解的形式为
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥

注意,
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
我们不再有边界条件去直接确定 𝐴和 𝐵的值,这个时候定态解的能量

的取值并不是离散的!可以取到任何大于 0的值!其实本身量子力学就是不
排斥连续性的,离散可以有很多种,不一定就表明某个量一定是离散取值。
考虑 wiggle-function后写成下面的形式17:

Ψ𝑘 (𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒
𝑖
(
𝑘𝑥− 𝑘2ℏ𝑡

2𝑚

)
, 𝜓𝑘 (𝑥) =

1
√

2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥 (2.38)

实际上我们更常见的写法是用：

𝜓𝑝 (𝑥) =
1
√

2𝜋ℏ
𝑒𝑖

𝑝
ℏ 𝑥

作为自由粒子体系的能量表象,这和动量表象表达式相同。详见下一章
讨论。

考虑到最后反正要对解进行线性叠加,而两项仅仅只在 𝑒指数上面差了
一个负号,所以我们将负号纳入 𝑘 后得到:

𝑘
𝑑𝑒 𝑓
= ±
√

2𝑚𝐸
ℏ

观察到每一项就代表一个
:::::
行波, 𝑘 > 0 的时候正向传播 (向右), 反之负向传

播,不再是前面势阱模型里面的驻波。

对于某个确定的振幅对应了一个 𝑥, 也就是说概率波上面的某一个确定
的点,其 𝑥 和 𝑡 之间满足 𝑥 ± 𝑣𝑡 = const的演化关系,也即 𝑥 = ∓𝑣 + const。
所以可以认为概率波上的每个点都以 𝑣 的速度在

::::::::::
平移运动,也很容易根

据速度前的正负号确定是左行波还是右行波了。顺带一提,这种形式下
的行波, 模长平方 (概率密度)与位置无关 (不同位置找到粒子概率都一
样),都等于指数项前面振幅的平方,这也是后面 𝛿 势阱散射态求透射系
数的基础。

与经典力学中的波动方程相对应,前面讲过 𝑘 可以理解为角波数,那么
波速 𝑣 = |𝑘 |ℏ

2𝑚 =
√

𝐸
2𝑚 ,角频率 𝜔 = 𝑘2ℏ

2𝑚 ,过会我们会再回到波速的问题上来,目

前来看似乎有自由粒子速度 𝑣 𝑝 =
√

2𝐸
𝑚

= 2𝑣𝑤𝑎𝑣𝑒。

17这里 𝜓𝑘 无法进行归一化,我们这里添上系数 1/√2𝜋是狄拉克意义下的正交归一化的考虑。



第二章 定态 SCHRÖDINGER方程 25

自由粒子的波函数的定态解与前面两个模型最大的不同就是它是无法
归一化的。所以现在我们求出来的定态解完全只是数学上的一个过程18,没
有实际的物理意义不存在一个状态, 其中自由粒子属于能量始终不变的定
态 (无论如何测量都是一个值)。但是没事, 虽然不存在定态, 但是我们还是
可以使用定态解的线性组合来构造符合初值的解19,这些“定态”解也是归
一化和完备的。

我们仍旧对定态解进行线性叠加, 注意是对定态解叠加, 也就是对定态
解的波函数进行叠加不是 𝜓 而是 Ψ, 所以不要忘记了每个 𝜓 后面的关于时

间的指数项。

Ψ =
∫ ∞

−∞
𝜙(𝑘)𝜓𝑘𝑒−

𝑖𝑘2ℏ
2𝑚 𝑡𝑑𝑘 =

1
√

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝜙(𝑘)𝑒𝑖

(
𝑘𝑥− 𝑘2ℏ

2𝑚 𝑡
)
𝑑𝑘

(2.39)
和2.3对比一下就会发现, 𝜙(𝑘) 取代了 𝑐𝑛,这一点很好理解,因为 𝜙𝑘 (𝑥) 变成
了一个关于 𝑘 的连续函数, 而数列我们也通常称为

::::::::::
整标函数, 所以, 前面变

成连续函数来加权,求和也变成了积分。
初始值还是在 𝑡 = 0处给定20,那么可以得到:

Ψ(𝑥, 0) = 1
√

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝜙(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑘 (2.40)

数学上 Ψ就是对 𝜙的
:::::::::::::::
傅里叶逆变换,下面的定理可以很方便的求出 𝜙(𝑘)。

Plancherel’s theorem

𝑓 (𝑥) = 1
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝐹 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑘 ⇐⇒ 𝐹 (𝑘) = 1
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

其中 𝐹 (𝑥)表示 𝑓 (𝑥)的傅里叶变换,反之即为逆变换。

𝜙(𝑘) = 1
√

2𝜋

∫ ∞

−∞
Ψ(𝑥, 0)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 (2.41)

遗憾的是, 很多函数都只能写出积分后进行数值模拟, 无法用基本初等
函数表示。

18虽然不存在这样一个定态, 但是我们前面介绍的解薛定谔方程的一般手段仍旧不变, 只是这些
“定态”不可归一化且是连续谱

19这些合成的解沿用波动学的观点,称为
::::
波包,是可归一化的

20若不是,你对 𝑡 进行一个换元平移一下计时零点即可
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群速度和相速度

• 群速度：波包的移动速度

• 相速度：波包里面有很多小峰, 这些小峰的移动速度便是相速
度,可以理解为一个在波上的质点跟随波的平移速度

上面的动画中,红色表示相速度,绿色表示群速度

关于群速度和相速度的讨论应该是波动学的内容, 这里我们不想讨论
过多, 只是先说明两个速度的计算公式, 在波包很明显也就是有很好的群速
度的定义的时候,单单从自由粒子的波动方程可以推出下面这一点。

群速度和相速度的计算

𝑣𝑔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑘
𝑣𝑝 =

𝜔

𝑘
(2.42)

其中,波包是由一系列定态解叠加而成的,具有下面的形式 (对比2.39):

Ψ =
1
√

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝜙(𝑘)𝑒𝑖 (𝑘𝑥−𝜔𝑡)𝑑𝑘, 𝜔 =

𝑘2ℏ
2𝑚

正是由于多列行波的叠加才形成了波包, 而每个分量 (行波) 中的频率又是
和 𝑘 相关的, 这样就会导致群速度不等于相速度, 这时我们称之为色散, 自
由粒子的波函数恰好就是多列行波的叠加, 𝜔是关于 𝑘 的二次式,那么,代表
粒子的群速度是代表行波前进的相速度的两倍这一论断就不难看出了。

2.5 𝛿函数势阱

2.5.1 束缚态和散射态

最好引入束缚态和散射态的方法是使用经典类比, 我们前面提到的谐
振子和无限深势阱都是束缚态, 他们每个定态解是可归一化的, 而且是分立
谱, 粒子的行为像驻波一般, 会因为某些特定的边界条件使得波函数被限制
在一个局域内。但是后面讲的自由粒子是连续谱, 不存在定态, 定态解不可
归一化, 它的行为更像是一种行波, 可以自由延伸到无穷远处, 但是由定态
解的线性组合构成的波包是可以归一化的, 这也就意味着, 一旦我们讨论的
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是自由粒子这种散射态, 他一定是很多种定态能量的叠加态, 不可能是测量
后只会出现一种能量的某个定态, 一定是很多很多定态的组合, 因为对于散
射态定态解是没有物理意义的,这一点我们后面会再次提到。
从经典力学来看,由于物体的动能始终是一个定值,所以在势能图上,粒

子永远不可能达到势能大于粒子总能量的地方 (能量守恒),从图上来看就是
粒子被限制在两个点之间来回折返 (2.5.1),除非物体的能量大于势能的最大
值,这样粒子就会越过“山峰”,不断前进。还是以上面的图像为例,在经典

图 2.3: 经典力学中,粒子会被“困在”𝑥 = 𝑎和 𝑥 = 𝑏之间

力学看来 (如果初始位置在 𝑎𝑏之间的话),这个图像会产生一个束缚态,在量
子力学中, 马上你将会看到, 由于所谓的量子隧穿效应, 任何有限高的势能
都不能阻挡粒子,粒子完全可以越过最高点大于其总能量的“山峰”。所以
上面的图像对于量子理论来说也是一个散射态, 只有像前面所说的无限深
势阱和谐振子,才会导致粒子的束缚态的产生。

束缚态和散射态的判定准则{
𝐸 > 𝑉 (+∞) ∨ 𝐸 > 𝑉 (−∞) ⇒ Bound State
𝐸 < 𝑉 (+∞) ∧ 𝐸 < 𝑉 (−∞) ⇒ Scattering State

一般情况下, 𝑉 (𝑥)会在 𝑥 → ±∞时趋近于 0(谐振子和无限深势阱就是
特例),这个时候可以再次简化判定准则为:{

𝐸 > 0⇒ Bound State
𝐸 < 0⇒ Scattering State

注意,我们前面在求解薛定谔方程时,都说过 𝐸 > 𝑉𝑚𝑖𝑛,很遗憾,这个条
件在散射态时, 不起作用, 因为散射态我们并不严格要求定态解一定是可归
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一化的, 所以这个条件只能对于束缚态使用, 前面我们对谐振子和无限深势
阱使用这个条件是完全正确的,因为无论 𝐸 是大于 0还是小于 0,这两个势
阱产生的都是束缚态, 那么束缚态的定态解必须是可归一化的, 这也就间接
要求了 𝐸 的非负性。事实上, 你如果在 𝐸 < 0 的假定下求解这两种模型的
解, 你会发现无论是定态还是线性组合后的解都是不可归一化的, 没有实在
的物理意义。在这个时候我们就说 𝐸 > 0的解已经构成了一个

:::::::
完备集,初始

的波函数一定是可以归一化的, 也一定是可以由对应的定态解组合而成, 然
而 𝐸 < 0的解都不可以归一化,所以这两种势能模型中仅当粒子 𝐸 > 0时有
物理意义,这一点实际上根据经典力学我们可以很容易类比得出。

依赖于直觉的推理

下面我们用一种偏向于物理直觉的方法来理解束缚态和散射态。前
面提到了束缚态导致离散谱, 散射态导致连续谱, 实际上束缚态也
可以

:::::
大致上理解为波函数局限在某个有限范围内, 就像高斯波包一

样。那么如果束缚态的谱线是连续谱, 定态解用连续的参数 𝛼 标记：
|𝜓(𝛼)〉。而且考虑参数微小的连续变化, 态也会产生一个微小的连续
变化：

|𝜓(𝛼 + 𝛿𝛼)〉 ≈ |𝜓(𝛼)〉 + |𝛿𝜓〉
由于哈密顿算符是厄米算符, 那么 |𝜓(𝛼 + 𝛿𝛼)〉 和 |𝜓(𝛼)〉 应该相互正
交。a

〈𝜓(𝛼 + 𝛿𝛼) |𝜓(𝛼)〉 = 〈𝜓(𝛼) |𝜓(𝛼)〉 + 〈𝛿𝜓 |𝜓(𝛼)〉
上式中第一项是正的b。而后面的一项是一个任意小的值,从波函数空
间内的内积定义出发将它写成积分形式可以更好的看出这一点,被积
函数是任意小的, 而积分区间又因为是束缚态被限制了 (也即波函数
集中在一个有限区间上), 所以总的来说如果束缚态也可以有连续谱
的话,是违背了“正交性”的,所以束缚态都是离散谱。而散射态积分
区域就是全空间,就没有这个问题了。当然,体系也可以是部分连续谱
部分散射谱, 下面要讲的 𝛿 势阱就是一类, 还有比如氢原子的电离和
非电离情况也是一类。

a这个是属于 Dirac意义下的正交归一化,问题不大,“正交”和离散情况还是一样的,“归
一”改了改。

b这里我并不想直接说它是“归一”的,虽然这里只是一种直觉上的推理,但是我还是想更
一般的去讨论它。

2.5.2 𝛿函数势阱

注意这里我们讨论的是
:::::
势阱, 主要是为了和后面的

:::::
势垒区分, 你可以将

势阱想象成一口井,但势垒是一座山。
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狄拉克 𝛿函数

这个函数的定义你可以立即为将克罗内克符号扩充为一个连续函数,
也可以理解为是以个函数序列的极限。

𝛿 function

𝛿(𝑥) ≡
{

0, 𝑥 ≠ 0
+∞, 𝑥 = 0

, but
∫ +∞

−∞
𝛿(𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 0+

0−
𝛿(𝑥)𝑑𝑥 = 1

𝛿函数的提取性质

• 𝑓 (𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎) = 𝑓 (𝑎)

•
∫ ∞
−∞ 𝑓 (𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎) = 𝑓 (𝑎)

我们现在考虑的势阱形式是 𝑉 (𝑥) = −𝛼𝛿(𝑥), 𝛼 > 0。显然, 𝐸 > 0时是散
射态, 𝐸 < 0时是束缚态21。

束缚态 (𝐸 < 0)

定态薛定谔方程:

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 − 𝛼𝛿(𝑥)𝜓 = 𝐸𝜓

定义 𝜅 ≡
√
−2𝑚𝐸
ℏ ,这个解应该是一个分段函数形式,分段求解首先考虑 𝑥 < 0,

方程可以写成:
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 = 𝜅2𝜓

方程的通解具有形式 𝜓(𝑥) = 𝐴𝑒𝜅𝑥 + 𝐵𝑒−𝜅𝑥 , 实际上对于波函数, 我们有下面
的必要边界条件22:

𝜓标准条件

• 连续性: 𝜓(𝑥)是一个连续函数

• 一阶导数连续性: 除了 𝛿(𝑥)这样的奇异函数 𝑑𝜓
𝑑𝑥
具有连续性

• 单值性: 显然一个点只能对应一个概率密度

21考虑束缚态时,除了根据判据,你还要观察下,在这个能量条件下,定态解是不是平方可积的,满足
束缚态的定义,在这里由于 𝑉𝑚𝑖𝑛 → −∞,所以恒有 𝐸 > 𝑉𝑚𝑖𝑛,粗略来看束缚态是可以在这个能量条件
下给出的,后面的势垒就是个反例。

22实际上是量子力学几条基本原理之一
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• 有界性: 𝑥 → ±∞时, 𝜓(𝑥)不能趋近于无穷大

• 归一化条件: 当然现在我们
::::::::::::::::::::::::
只能对束缚态这么做了,可以用这个

定出每个定态前的系数

利用有界性我们直接推出 𝐴 = 0, 𝑥 > 0 时, 同样分析可以得出 𝜓(𝑥) =
𝐹𝑒𝜅𝑥 + 𝐺𝑒−𝜅𝑥 ,其中 𝐹 = 0。另外,利用在 𝑥 = 0处的连续性可以得到 𝐵 = 𝐺 ,
但是在 𝑥 = 0处一阶导

::::::::::
并不连续,我们对定态方程两边积分可以得到

ℏ2

2𝑚
[
𝜓 ′+(0) − 𝜓 ′−(0)

]
+ 𝛼𝜓(0) = 0

然后再代入 𝜓 ′+(0) − 𝜓 ′−(0) = −2𝜅𝐵并进行归一化后不难得到

𝜓(𝑥) =
√
𝑚𝛼

ℏ
𝑒−𝑚𝛼 |𝑥 |/ℏ

2
, 𝐸 = −𝑚𝛼

2

2ℏ2 (2.43)

通常的束缚态都有无穷多个定态, 但是这个问题却出奇的单调, 只有一
个定态,只有一种能量的可取值。

x

ψ(x)

图 2.4: 这是束缚态 𝜓图像,不是概率密度曲线

散射态 (𝐸 > 0)

散射态比较难以处理,我们还是分段考虑我们可以得到下面的解:

𝜓(𝑥) =
{
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑥 < 0
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑥 < 0

, 𝑘 =

√
2𝑚𝐸
ℏ

遗憾的是,这次我们不能通过有界性指出哪一项前面的系数一定为 0了,散
射态最明显的性质就是 𝜓在无穷远处不会趋近于 0,也就是说不像束缚态的
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驻波性质一般被局限在某个范围内, 它更像是在描述一个粒子从无穷远处
来,过散射中心后到无穷远处去,所以被称作

:::::::
散射态。

不过好在波函数的连续性还在, 我们还是可以通过对方程两边积分得
到导数的跃变关系,同束缚态一样,我们得到:

𝐴 + 𝐵 = 𝐹 + 𝐺

𝐹 − 𝐺 = (1 + 2𝑖𝛽)𝐴 − (1 − 2𝑖𝛽)𝐵
其中 𝛽 ≡ 𝑚𝛼

𝑘ℏ2。这是一个不定方程,我们还缺少初始波函数条件,虽然这样的
定态是不存在的, 只有它们合成的波包才有意义, 但是不妨碍我们去考察一
下这个解背后蕴含的思想,实际上和光学上的反射和透射非常相似。
之前我们求解自由粒子的波函数的时候发现, 考虑了含时指数因子后,

Ψ𝑘 (𝑥, 𝑡) = 𝐴 exp
[
𝑖
(
𝑘𝑥 − 𝑘2ℏ

2𝑚 𝑡
)]
在 𝑘 > 0时表示向右传播的行波,反之表示向

左传播的行波。结合这个问题,考虑的解的区间,这个解可以看作是

• 𝑥 < 0,−∞ → 0的振幅为 𝐴的波和 0→ −∞的振幅为 𝐵的波;

• 𝑥 > 0,+∞ → 0的振幅为 𝐺 的波和 0→ +∞的振幅为 𝐹 的波。

我们考虑比较简单的情况即 𝐺 = 0,也就是说粒子从左边入射,然后在 𝑥 = 0
处就如有一个介质一般,粒子的入射波一部分被反射 (𝐵)一部分透射 (𝐹)

𝐹 =
1

1 − 𝑖𝛽 𝐴, 𝐵 =
𝑖𝛽

1 − 𝑖𝛽 𝐴 (2.44)

我们还可以同光学一样,讨论相对于原先的入射波,透射波和反射波损失了
多少,即透射系数 (𝑇)和反射系数 (𝑅):

𝑅 ≡ |𝐵|
2

|𝐴|2
=

𝛽2

1 + 𝛽2

𝑇 ≡ |𝐹 |
2

|𝐴|2
=

1
1 + 𝛽2

𝑅 + 𝑇 = 1

(2.45)

我们再将其写成能量的关系式:

𝑅 =
1

1 +
(
2ℏ2𝐸/𝑚𝛼2) , 𝑇 =

1
1 +

(
𝑚𝛼2/2ℏ2𝐸

) (2.46)
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能量越高透射波的振幅越大, 也就是说粒子
:::::
穿过势阱的可能性越高, 这

显然是与常识相符的。
当然, 由于定态解合成的波包才是真正有物理意义的解, 所以我们推出

来的 𝑅和 𝑇 应当理解成粒子的能量在某一个很小的范围的时候的近似值23

𝛿函数势垒

形式上来看势垒的解形式上应该和上面讨论的势阱的散射态相同, 只
是 𝛼的符号刚好相反。但是透射系数和反射系数是不变的。

注意, 这个时候是不存在束缚态的, 你可以这么想, 如果存在束缚态, 那
么束缚态的定态一定可归一化, 那么 𝐸 > 𝑉𝑚𝑖𝑛 = 0, 但是根据判定条件,
或者解方程可以明显的发现 𝐸 > 0的时候是一个散射态,就如谐振子和
自由粒子一样, 𝐸 > 0的解构成了一个完备集。

那么既然透射系数不一定为 0,也就是说,和经典情况不同,经典力学中,
粒子不可能穿过 𝛿势垒,但是量子散射效应下,粒子完全有概率穿过势垒,而
且与其携带的能量正相关, 这种现象称之为量子隧穿效应, 在电子显微镜及
其它很多领域中有广泛的应用。

𝛿函数势阱束缚态计算

我们之前讲的计算方法就是利用连续性和薛定谔方程两端积分, 这对
于只有一个 𝛿 函数的势阱很实用,但是 𝛿 函数数目较多时,由于还要分段求
解方程, 计算就显得比较繁琐了, 下面介绍一种利用傅里叶变换快速计算的
方法24。
傅里叶变换使用如下定义方法:

ℱ [ 𝑓 (𝑡)] = 𝐹 (𝜔) =
∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

ℱ−1 [𝐹 (𝜔)] = 𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋

∫ +∞

−∞
𝐹 (𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

(2.47)

傅里叶变换常用性质

• 线性性a:

ℱ [𝛼 𝑓 (𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)] = 𝛼𝐹 (𝜔) + 𝛽𝐺 (𝜔)
ℱ−1 [𝛼𝐹 (𝜔) + 𝛽𝐺 (𝜔)] = 𝛼 𝑓 (𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)

23前面提到过需要多个态叠加才有物理意义, 这也就意味着粒子测量时的能量一定是在某个连续
的范围内,散射态的能量本征值是连续谱。

24cf.顾樵,量子力学, vol.1, P140-144
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• 位移性:
ℱ [ 𝑓 (𝑡 − 𝑡0)] = 𝑒−𝑖𝜔𝑡0𝐹 (𝜔)
ℱ−1 [𝐹 (𝜔 − 𝜔0)] = 𝑒𝑖𝜔0𝑡 𝑓 (𝑡)

• 放缩性:
ℱ [ 𝑓 (𝑎𝑡)] = 1

|𝑎 |𝐹
(𝜔
𝑎

)
• 对称性:

ℱ [𝐹 (𝑡)] = 2𝜋 𝑓 (−𝜔)

• 微分关系:
ℱ

[
𝑑𝑛 𝑓 (𝑡)
𝑑𝑡𝑛

]
= (𝑖𝜔)𝑛𝐹 (𝜔)

ℱ−1
[
𝑑𝑛𝐹 (𝜔)
𝑑𝜔𝑛

]
= (−𝑖𝑡)𝑛 𝑓 (𝑡)

• 积分关系:

ℱ

[∫
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

]
=

1
𝑖𝜔
𝐹 (𝜔)

• 帕萨瓦尔定理:∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡)𝑔∗(𝑡)𝑑𝑡 = 1

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝐹 (𝜔)𝐺∗(𝜔)𝑑𝜔

• 时域卷积定理:

ℱ [ 𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔(𝑡)] = 𝐹 (𝜔)𝐺 (𝜔)

• 频域卷积定理:

ℱ [ 𝑓 (𝑡)𝑔(𝑡)] = 1
2𝜋
𝐹 (𝜔) ∗ 𝐺 (𝜔)

• 与 𝛿函数关系:
𝛿(𝑥) = ℱ−1 [1] (𝑥)

a使用ℱ表示变换,大写字母表示变换后相应的函数

我们下面以双 𝛿势阱为例来讲解这种方法。
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双 𝛿势阱

𝑉 (𝑥) = −𝛼 [𝛿(𝑥 − 𝑎) + 𝛿(𝑥 + 𝑎)] (2.48)

定态薛定谔方程写为:

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 − 𝛼 [𝛿(𝑥 − 𝑎) + 𝛿(𝑥 + 𝑎)] 𝜓 = 𝐸𝜓 (2.49)

方程两边进行傅里叶变换 (2.47), 𝑘 的定义同前,有:

−𝜔2𝒫(𝜔) − 𝑘2𝒫(𝜔) = −2𝑚𝛼
ℏ2

∫ ∞

−∞
[𝛿(𝑥 − 𝑎) + 𝛿(𝑥 + 𝑎)] 𝜓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

= −2𝑚𝛼
ℏ2

(
𝑒𝑖𝜔𝑎𝜓(−𝑎) + 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝜓(𝑎)

) (2.50)

其中ℱ [𝜓(𝑥)] (𝜔) ≡ 𝒫(𝜔),解得:

𝒫(𝜔) = 2𝑚𝛼
(𝑘2 + 𝜔2) ℏ2

(
𝑒𝑖𝜔𝑎𝜓(−𝑎) + 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝜓(𝑎)

)
(2.51)

再进行傅里叶逆变换得到:

𝜓(𝑥) = 𝑚𝛼

𝑘ℏ2

[
𝜓(𝑎)𝑒−𝑘 |𝑥−𝑎 | + 𝜓(−𝑎)𝑒−𝑘 |𝑥+𝑎 |

]
(2.52)

上式中,我们取 𝑥 = −𝑎和 𝑥 = 𝑎得到:(
𝑚𝛼
𝑘ℏ2 − 1 𝑚𝛼

𝑘ℏ2 𝑒
−2𝑘𝑎

𝑚𝛼
𝑘ℏ2 𝑒

−2𝑘𝑎 𝑚𝛼
𝑘ℏ2 − 1

) (
𝜓(𝑎)
𝜓(−𝑎)

)
=

(
0
0

)
(2.53)

这个方程显然必须要有非零解,倘若只有平凡解,则 𝜓(𝑥) ≡ 0,显然不能归一
化。对于非零解,最终定态解的系数由归一化条件确定。

Δ =

���� 𝑚𝛼
𝑘ℏ2 − 1 𝑚𝛼

𝑘ℏ2 𝑒
−2𝑘𝑎

𝑚𝛼
𝑘ℏ2 𝑒

−2𝑘𝑎 𝑚𝛼
𝑘ℏ2 − 1

���� = 0⇒ 𝑒−2𝑘𝑎 = ±
(
1 − 𝑘ℏ

2

𝑚𝛼

)
(2.54)

上式给出的是一个超越方程,我们对它进行如下变形:

𝑋 ≡ 2𝑘𝑎 = 2𝑎
√
−2𝑚𝐸
ℏ

𝜎 ≡ ℏ2

2𝑚𝑎𝛼

𝑦±(𝑥) ≡ 1 − 𝜎𝑋

 ⇒ 𝑌 (𝑋) = 𝑦±(𝑥) (2.55)

绘图后可以发现 𝜎 < 1时图像有两个交点, 𝜎 ≥ 1时图像只有一个交点, 而
交点的个数就代表着能量的可取值,一个交点对应了一个束缚态。
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2.6 有限深势阱

有限深势阱

𝑉 (𝑥) =
{
−𝑉0, −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎
0, |𝑥 | > 𝑎

对于束缚态,定义 𝑘 ≡
√
−2𝑚𝐸
ℏ ,对于散射态定义 𝑘 ≡

√
2𝑚𝐸
ℏ ,无论散射态还

是束缚态,统一定义 𝑙 =
√

2𝑚(𝐸+𝑉0)
ℏ 。

束缚态 (𝐸 < 0)
(i)𝑥 < 𝑎

这个范围内 𝑉 = 0,利用 𝜓(−∞) = 0的边界条件可以得到解为:

𝜓(𝑥) = 𝐴𝑒𝑘𝑥

(ii)−𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

这个范围内 𝑉 = −𝑉0, 通解的指数形式为 𝐶𝑒𝑖𝑙𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑙𝑥 , 这种形式我们
称之为行波形式,主要是散射态用的多。还可以利用 Euler公式写成三角形
式为 𝐶 cos(𝑙𝑥) + 𝐷 cos(𝑙𝑥),这种我们一般称为驻波形式解。这两种表达方式
是完全等价的, 其中两个任意常数在复数域中取值在这里我们采用第二种
驻波形式,后面的数学处理更加简便。我们有:

𝜓(𝑥) = 𝐶 cos(𝑙𝑥) + 𝐷 sin(𝑙𝑥)

(iii)𝑥 > 𝑎

和第一个范围形式一样,为:

𝜓(𝑥) = 𝐹𝑒−𝑘𝑥

边界条件

利用 𝜓(𝑥) 和 𝜓′(𝑥) 的连续性可以列出四个方程, 再利用归一化条件便
可以完全定下五个参数。这里我们使用了一阶导的连续性, 实际上, 只要势
能的性质并不是像 𝛿 函数这么坏,这个条件都是成立的,不成立时我们可以
得到两侧导数之间的关系。
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其实, 我们可以使用对称性进一步简化我们的运算25, 在束缚态的求解
中,下面的陈述十分有效:

定态波函数的对称性

如果所给势能 𝑉 (𝑥) 是一个偶函数,那么 𝜓(𝑥) 总可以取作偶函数或者
奇函数a,分奇偶讨论后根据条件取舍就可以得到全部的解。

a注意这里是
::::
取作, 意思是用奇函数和偶函数作为基底是完全等价的, 不是说 𝜓 一定有奇

偶性

上面的定理告诉我们可以只关心那些有对称性的解,计算结果等价。下
面分类求解。
首先讨论偶函数情况, 我们事先将 𝜓(𝑥) 在势阱内部的形式写成了驻波

解形式,这样我们就很容易根据对称性进一步得出 𝐷 = 0,事实上,实际问题
求解中到底选择行波形式还是驻波形式就是要尽可能让其中的一个待定系
数为 0, 比如 𝛿 势阱散射态中我们取行波形式, 一是为了突出问题的物理内
涵, 二是可以直接去掉另一个方向入射的波。我们还得到了 𝐴 = 𝐹 这个关
系。
利用边界条件和方程解算后可以得到:

𝑘 = 𝑙 tan(𝑎𝑙)

我们再一次得到了能量取值应满足的条件, 这又是一个超越方程需要数值
求解。我们不去具体计算能量, 我们通过这个式子将波函数进行归一化处
理,仍旧最简单的选取系数的相位,可以得到:

𝜓(𝑥) =


𝑒𝑘𝑎 cos(𝑙𝑎)√
𝑎+1/𝑘

𝑒𝑘𝑥 , 𝑥 < −𝑎
1√

𝑎+1/𝑘
cos(𝑙𝑥), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 0

(2.56)

利用 𝜓(𝑥)是偶函数可以得到另一边的解。
同理,对于奇函数情况,我们可以得到 𝐴 = −𝐹, 𝐶 = 0。解得:

𝑘 = −𝑙 cot(𝑙𝑎)

归一化得到:

𝜓(𝑥) =


𝑒𝑘𝑎 cos(𝑙𝑎)√
𝑎+2 cos2 (𝑙𝑎)/𝑘

𝑒𝑘𝑥 , 𝑥 < −𝑎
1√

𝑎+2 cos2 (𝑙𝑎)/𝑘
sin(𝑙𝑥), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 0

(2.57)

25如果没有想到对称性, 直接根据方程组有非零解, 系数行列式为 0, 也可以计算出能级, 只是最后
波函数的形式有点不同。
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利用 𝜓(𝑥)是奇函数可以得到另一边的解。
值得注意的是,上面的解在 𝑉0 → +∞, 𝑎 → 0是退化为 𝛿势阱模型的解;

在 𝑉0 → +∞, 𝑎 保持为有限值时,退化为无限深势阱的解,只是宽度为 2𝑎 能
量的取值应写为

𝐸𝑛 =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚(2𝑎)2 , (𝑛 = 1, 2, 3 . . .)

散射态 𝐸 > 0
散射态的求解和前面过程差不多, 只是对应微分方程解的形式变了一

下,即:

𝜓(𝑥) =

𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑥 < −𝑎
𝐶 cos(𝑙𝑥) + 𝐷 sin(𝑙𝑥), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑥 > 𝑎

(2.58)

势阱外部我们写成行波形式, 是为了突出物理意义, 势阱内部写成驻波形式
主要是为了表示方便。不失一般性,我们还是假定只有从 −∞向右入射的粒
子,也就是说 𝐺 = 0,再去求解透射系数和反射系数。
同样利用波函数的连续性和一阶导数的连续性, 最后我们解得透射系

数和反射系数 (这需要花点时间):

𝐵 = 𝑖
sin(2𝑙𝑎)

2𝑘𝑙
(
𝑙2 − 𝑘2) 𝐹

𝐹 =
𝑒−2𝑖𝑘𝑎𝐴

cos(2𝑙𝑎) − 𝑖 (𝑘
2+𝑙2)
2𝑘𝑙 sin(2𝑙𝑎)

(2.59)

令 𝑇 = 1,解得

𝐸𝑛 +𝑉0 =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚(2𝑎)2

方程右边正好就是无限深势阱束缚态能量的取值。这个现象在量子理
论还不成熟时首先在实验上被发现,称为 Ramsauer-Townsend effect。
另外说一句，我们这里讨论的一维散射问题都是那些 𝑉 (𝑥)在左右两边

都趋近于 0的势垒，这样的话左边的入射波反射波以及右边的透射波就都
可以看成是平面波然后按照前面的反射透射系数定义去计算。更一般的势
垒就需要利用前面第一章讲过的概率流密度的概念去重新定义反射透射系
数，具体为：

𝑅 =
|𝐽𝑅 |2
|𝐽𝐼 |2

, 𝑇 =
|𝐽𝑇 |2
|𝐽𝐼 |2

(2.60)
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3.1 可观测量

虽然量子力学需要引入虚数, 但是实际上实验测得的量都是实数, 也就
是说可观测量 𝑄的测量值始终是实数。1

𝑄 = 𝑄∗ ⇒ 〈𝑄〉 = 〈𝑄〉∗

第一章我们就强调了, 计算某个量的平均值时, 把这个量对应的算符夹在波
函数之间后积分即可2：

〈𝑄〉 =
∫

Ψ∗�̂�Ψ𝑑𝑥 =
〈
Ψ

�� �̂�Ψ〉
, 〈𝑄〉∗ =

〈
�̂�Ψ

�� Ψ〉
利用算符的厄米共轭的定义,可以发现:

�̂�† = �̂� (3.1)

也就是说：

每个可观测量都对应了一个厄米算符 (3.2)

很容易验证 𝑝 = 𝑖𝑑/𝑑𝑥, 𝑥 = 𝑥 都是厄米算符,但是微分算符 �̂� ≡ 𝑑
𝑑𝑥
不是厄米

算符,我们还可以得到一个更强的结论:

�̂�† = −�̂�(
�̂�𝑛

)† ≡ [
dn

dxn

]†
=

(
�̂��̂� · · · �̂�

)†
= (−1)𝑛�̂�𝑛

(3.3)

量子力学与经典力学最大的不同就是当你对系综测量某个可观测量 𝑄
时, 测量结果会呈现一定的概率分布。那么, 能否对于某个可观测量找到对
应的一个量子态 |Ψ〉, 当系综中所有的粒子均处于这个态时, 对这个系综测

1与书上顺序不同,我假定已经看过附录 B,对狄拉克符号已经有所了解
2其实更好的记号是狄拉克符号 〈Ψ| �̂� |Ψ〉

39
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量 𝑄那么得到的值失去了概率分布,总是固定值 (比方说 𝑞)?答案是肯定的,
而且我们将这种态称为

::::::::
定值态(不是前面定态波函数解的那个定态, 不过那

个定态波函数的解,确实是关于 �̂� 的定值态)。

〈𝑄〉 = 𝑞
𝜎2 = 0

}
⇒

〈
(𝑄 − 〈𝑄〉)2

〉
= 0

利用前面求 〈𝑄〉的方法可以验证:〈
(𝑄 − 〈𝑄〉)2

〉
=

〈
Ψ

���� (
�̂� − 𝑞

)2
Ψ

〉
再注意到 𝑞为实数, 𝑄为可观测量,所以 �̂� − 𝑞是厄米算符,所以〈(

�̂� − 𝑞
)
Ψ

��� (
�̂� − 𝑞

)
Ψ

〉
= 0⇒ �̂�Ψ = 𝑞Ψ

也就是说,定值态是算符 �̂�的本征向量,而对应的测量值就是本征值。3

比如定态薛定谔方程
�̂�𝜓 = 𝐸𝜓

很好解释为什么定态解是关于哈密顿算符的定值态,注意到波函数Ψ(𝑥, 𝑡) =
𝜓(𝑥)𝑒𝑖𝐸𝑡/ℏ仍是 𝐸 的特征向量,所以定态波函数确实就是能量的定值态。4

3.2 观察算符和算符的谱

厄米算符的谱可能是离散谱 (比如无限深势阱), 也可能是连续谱 (比如
自由粒子)。对于离散谱, 我们已经通过模型的计算大约了解到特征矢都是
平方可积的, 但对于连续谱就不再成立。但是这些本征矢之间有些重要性
质, 比如正交性, 完备性, 我们用标准的线性代数语言再来描述一下。注意,
我们讨论的范围一直是可观测量对应的厄米算符。

离散谱

• 本征值都是实数

• 对应于不同本征值的本征矢相互正交

3更多这方面的内容,请翻阅附录B
4或者说成比例的两个右矢表示的是同一个物理状态。
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上面的两个性质都很容易证明,我们证明第一个:

�̂� |𝜓〉 = 𝜆 |𝜓〉 ⇒ 〈𝜓 |�̂� |𝜓〉 = 𝜆〈𝜓 | 𝜓〉 ⇒
〈
𝜓

���̂�†��𝜓〉
= 𝜆∗〈𝜓 | 𝜓〉

⇒ 𝜆 = 𝜆∗ ⇔ 𝜆 ∈ R

另外一个很重要的概念就是完备性。我们在算符 �̂� 的本征值 𝜆𝑛 所对应的
本征空间 𝑔𝑛 中选取一组已正交归一化的基,其中的第 𝑖 个矢量标记为

��𝜓𝑖
𝑛

〉
,

最后我们将这些基合起来,根据前面的定理,我们事实上已经选取了算符 �̂�
的一个正交归一系: 〈

𝜓𝑖
𝑛

�� 𝜓𝑖′

𝑛′
〉
= 𝛿𝑖𝑖′𝛿𝑛𝑛′ (3.4)

对于有限维向量空间, 根据
::::::::::
复谱定理, 厄米算符 �̂� 一定可对角化, ℰ 一定可

以写成 𝑔𝑛 的直和形式,上面确定的正交归一系一定是ℰ 的一个基底。但是
这个定理在无限维向量空间中并不能推广。

观察算符

对于厄米算符 �̂�,如果ℰ 可以使用它的一组本征矢作为基底a,也就是
说

::::::::::::::::::::::
它的正交归一系满足:

∞∑
𝑛=1

𝑔𝑛∑
𝑖=1

��𝜓𝑖
𝑛

〉 〈
𝜓𝑖
𝑛

�� = 1 (3.5)

那么我们称 �̂�是观察算符,这只是在离散基中的定义,对于连续基,定
义类似,后面再阐述。

a不同的系统态空间不同,所以将观察算符都是相对于某个体系的态空间而言的

我们现在对可观测量做一个更强的假定:

可观测量对应的实际上是观察算符

连续谱

我们通过两个例子来说明这个问题,实际上他们是重要的 |p〉表象和 |r〉
表象。
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动量算符的本征值和本征矢

− 𝑖ℏ 𝑑
𝑑𝑥
𝑓𝑝 (𝑥) = 𝑝 𝑓𝑝 (𝑥) (3.6)

分离变量解方程得:

𝑓𝑝 (𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑝𝑥
ℏ ∉ℰ, 𝑝 ∈ F (3.7)

我们现在只关注本征值为实数对应的本征矢:〈
𝑓𝑝′ | 𝑓𝑝

〉
=

∫
|𝐴|2 𝑒

𝑖 (𝑝−𝑝′)𝑥
ℏ d𝑥 = |𝐴|2 2𝜋ℏ𝛿(𝑝 − 𝑝′) (3.8)

我们取

|𝐴| = 1
2𝜋ℏ

与离散基相似我们得到了一个“正交归一系”〈
𝑓𝑝′ | 𝑓𝑝

〉
= 𝛿(𝑝 − 𝑝′) (3.9)

由于这些本征右矢实际上是广义右矢,所以我们说他们在狄拉克意
义下正交,区别于通常所说的正交关系,但是非常相似。
至于完备性,对于连续基,我们应该验证下面的式子:∫ 𝜈2

𝜈1

𝑑𝜈 |𝜓𝜈〉 〈𝜓𝜈 | = 1 (3.10)

对于动量算符,全体实数都可以作为本征值,所以积分上下限,也就是连
续指标范围应该是 (−∞, +∞).∫ +∞

−∞
d𝑝

�� 𝑓𝑝〉 〈
𝑓𝑝 |𝑔

〉
=
∫ +∞

−∞

1
√

2𝜋ℏ
𝑒

𝑖𝑝𝑥
ℏ

∫ +∞

−∞

1
√

2𝜋ℏ
𝑒
−𝑖𝑝𝑥

ℏ 𝑔(𝑥)d𝑥d𝑝

=ℱ−1 [ℱ( 𝑔)] = 𝑔(𝑥)

所以本征值为实数的本征矢构成了一个完备的正交归一系。

从上面的例子我们就注意到,对于连续谱的厄米算符,如果是观察算符,
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那么应该满足连续的封闭性关系和狄拉克意义下的正交归一性：

〈𝜓𝜈 |𝜓𝜈′〉 = 𝛿(𝜈 − 𝜈′)∫ 𝜈2

𝜈1
𝑑𝜈 |𝜓𝜈〉 〈𝜓𝜈 | = 1

再看一例。

位置算符的本征值和本征矢

𝑥𝑔𝑦 (𝑥) = 𝑦𝑔𝑦 (𝑥) (3.11)

根据 𝛿函数的取样性质可以得出:

𝑔𝑦 (𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑦), 𝑦 ∈ R

∫
𝑔∗𝑦′ (𝑥)𝑔𝑦 (𝑥)d𝑥 =

∫
𝛿(𝑥 − 𝑦′)𝛿(𝑥 − 𝑦)d𝑥

= 𝛿(𝑦 − 𝑦′)

𝑓 (𝑥) =
∫

𝛿(𝑥 − 𝑦) 𝑓 (𝑦)d𝑦

=
∫

𝛿(𝑥 − 𝑦)
∫

𝛿(𝑥 − 𝑦) 𝑓 (𝑥)d𝑥d𝑦

≡
∫

d𝑦
��𝑔𝑦〉 〈

𝑔𝑦 | 𝑓
〉

我们再次发现, 在连续谱情况下, 对于实本征值对应的本征矢也有和离
散谱下类似的性质。

可对易观察算符的集合

下面的讨论都以离散谱为例。

可对易算符 �̂�的本征子空间在 �̂�的作用下不变[
�̂�, �̂�

]
= 0 ∧ �̂� |𝜓〉 = 𝛼 |𝜓〉 ⇒ �̂�(�̂� |𝜓〉) = 𝛼(�̂� |𝜓〉)
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也就是说 �̂�的本征矢被 �̂�作用后仍然是属于同一本征值的本征矢,也
即 �̂�的本征空间在 �̂�的作用下不变。

可对易观察算符的一个性质

若 |𝜓1〉和 |𝜓2〉分别是属于 �̂�的
:::::
不同本征值的本征矢,那么:

〈𝜓1 | �̂� |𝜓2〉

使用前面两个定理,我们可以得到一个基本定理:

基本定理

可对易观察算符 �̂�, �̂�的共同本征矢构成态空间的一个正交归一基。

上面的定理告诉我们对应于两个可对易观察算符, 我们总能找到一组
基底使得他们同时对角化。

Proof:
按照我们之前已经提到的本征矢的标记方法,我们记

�̂�
��u𝑖

𝑛

〉
= 𝑎𝑛

��u𝑖
𝑛

〉
并且, 由于 �̂� 是观察算符, 所以我们假定我们已经对这些本征矢做了归
一化处理,他们构成了一个完备的正交归一基。所以在这个表象下 �̂�的
矩阵是一个对角矩阵我们来看一下 �̂�在这个表象下的矩阵元:〈

u𝑖
𝑛

�� �̂� ��u𝑖
𝑛

〉 定理𝐼 𝐼−−−−→ 𝑛 ≠ 𝑛′时,矩阵元为 0

假设基底的排列顺序如下:��𝑢1
1
〉
,
��𝑢2

1
〉
, · · · ,

��𝑢𝑔1
1

〉
;

��𝑢1
2
〉
,
��𝑢2

2
〉
, · · · ,

��𝑢𝑔2
2

〉
;

��𝑢1
3
〉
, · · ·

那么在这样的排列顺序下, �̂�的矩阵是一个分块对角阵 (3.1)。我们
考察第 𝑘 个本征子空间ℰ𝑘

• 𝑔𝑘 = 1
这时 ℰ𝑘 这个矩阵块在 �̂� 看来也是对角的, 也就是说归一化后的
|u𝑘〉同时为 �̂�和 �̂�的本征矢。

• 𝑔𝑘 ≠ 1
在这种情况下我们不知道 ℰ𝑘 这个矩阵块是不是对角的, 表象的这
一部分是 ��𝑢1

𝑘

〉
,
��𝑢2

𝑘

〉
, · · · ,

��𝑢𝑔𝑘

1

〉
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但是可能无法使得 �̂� 对角化,所以需要重新选择,注意到这些本征
矢的线性组合仍然是本征矢,所以只要我们选取的新基底可以使用
原先的 ℰ𝑘 这个矩阵块对应的基底线性表示, 那么在这个新的表象
下, �̂�仍然是对角化的。
根据第一个定理, 我们可以得出 �̂�

��
ℰ𝑘
是 ℰ𝑘 上的一个算符, 而且因

为 �̂� 是观察算符, 所以 �̂�
��
ℰ𝑘
是 ℰ𝑘 是厄米的, 这里再使用有限维向

量空间中的复谱定理,始终可以在ℰ𝑘 中选取一个正交归一基,使得
�̂�
��
ℰ𝑘
对角化,而这一组基很显然刚好就是 �̂�和 �̂�的公共本征矢。

我们对于所有的本征子空间都做出这样的选取后,由于本征空间的
和是直和 (不同本征值对应的本征矢显然线性无关),我们把这些基并起
来便构成了ℰ𝑘 的一个基底。 □

图 3.1: �̂�的矩阵

3.3 广义概率诠释

薛定谔只是捣鼓出来了一个波函数方程, 但全然不知波函数方程的物
理意义是什么, 前面我们说了它的模方可以解释为粒子位置分布的概率密
度函数,这是广义解释的一个特例。

广义概率诠释

先考虑离散谱情况。我们对一个量子态 Ψ(𝑥, 𝑡)进行测量,会得到
观察算符 �̂�的一个本征值 𝑞𝑛,而且因为测量,体系会坍缩为 𝑞𝑛对应的
一个本征态 |𝜓𝑛〉。且 |𝜓𝑛〉实际上是 |Ψ〉在 𝑞𝑛 所对应的本征空间的归
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一化投影。定义投影算符：

𝑃𝑛 ≡
𝑔𝑛∑
𝑖=1

|𝑢𝑖𝑛〉 〈𝑢𝑖𝑛 |

其中 |𝑢𝑖𝑛〉是归一化的算符本征矢。那么 |𝜓𝑛〉满足a:

|𝜓𝑛〉 =
𝑃𝑛 |Ψ〉√
〈Ψ|𝑃𝑛 |Ψ〉

(3.12)

体系在测量之后会以 |𝜓𝑛〉为初态继续按照薛定谔方程演化,所以我们
说测量一定会影响系统b。对这个系统测量,得到 𝑞𝑛的概率为：

𝒫𝑛 =
𝑔𝑛∑
𝑖=1

��〈𝑢𝑖𝑛 ��Ψ〉��2 = 〈
Ψ

�� �̂�𝑛

��Ψ〉
(3.13)

这里求和是在简并子空间中进行的，需要选取简并空间中的一组完备
基。另外注意上式是先取模方再求和。
对于连续谱, 我们前面提到过其本征矢是没有物理意义的, 也就

是说,进行测量时,体系不会坍缩为一个确定的本征态,而是一个很狭
窄的范围,因为只有这些本征矢组合成的波包才有确定的物理意义。
对于非简并连续谱,测量值在 𝛼 ∼ 𝛼 + d𝛼范围内的概率为:

𝒫(𝛼)d𝛼 = |𝑐(𝛼) |2 d𝛼, 𝑐(𝛼) = 〈𝑢𝛼 |Ψ〉 (3.14)

这时,𝒫(𝛼)已经过渡为一个概率密度函数。
至于连续非简并、部分连续部分离散等等情况都很容易依照上面

的思路直接进行推广。

a利用了 𝑃2
𝑛 = 𝑃𝑛

b但是对于一个本身就处于 �̂�的某个定值态的系统,你测量 𝑄并不会影响系统

量纲分析

我们来看一下 〈𝛼 |𝜓〉 的量纲，对于离散谱，其模平方就是概率，所以
它本身是无量纲的。但对于连续谱情况 𝑐(𝛼) = 〈𝛼 |𝜓〉 是一个 PDF（概率密
度分布函数），它的模平方在 d𝛼测度下积分后才是概率，所以量纲应当是
[𝛼]−1。
这一量纲分析在初等量子力学中还体现的并不明显，但量子场论中会

采用 𝑐 = ℏ = 1的自然单位制，最终计算结果转换到国际单位制的时候这些
分析有大作用。
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下面的叙述都以离散非简并情况为例,对于一般情况也很好扩展。
对于观察算符, 我们已经知道它的正交归一系是完备的, 所以态可以展

开成:

|Ψ〉 =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛 |𝑢𝑛〉

𝑐𝑛 就是态在某个本征态上的分量, 这样来看似乎前面的概率诠释也很有道
理,但是注意,概率一定要取这个分量的模方。
由于波函数在任何时间都是归一化的,那么:

1 = 〈Ψ | Ψ〉 = 〈Ψ| 1 |Ψ〉 =
∑
𝑛

〈Ψ | 𝑢𝑛〉 〈𝑢𝑛 | Ψ〉 =
∑
𝑛

𝑐∗𝑛𝑐𝑛 =
∑
𝑛

|𝑐𝑛 |2

从概率的角度看,这个理论完全自洽。

〈Ψ| �̂� |Ψ〉 = 〈Ψ| �̂�1 |Ψ〉 =
∑
𝑛

〈Ψ| �̂� |𝑢𝑛〉 〈𝑢𝑛 |Ψ〉

=
∑
𝑛

𝑞𝑛 〈Ψ|𝑢𝑛〉 〈𝑢𝑛 |Ψ〉

=
∑
𝑛

𝑞𝑛 |𝑐𝑛 |2

= 〈𝑄〉
我们得到了计算测量平均值的一般方法,与前面提到的方法完全一致：

〈𝑄〉 = 〈Ψ| �̂� |Ψ〉 (3.15)

前面已经算出了位置和动量算符的本征值及本征矢,那么粒子位置的概
率分布函数:

𝑐 (𝑦) =
〈
𝑔𝑦 |Ψ

〉
=

∫
Ψ (𝑥, 𝑡) 𝛿(𝑥 − 𝑦)d𝑥

= Ψ (𝑦, 𝑡)

和波函数是完全一致的,波尔概率诠释也就是这个内容。
粒子动量的密度分布函数也可以计算出来:

𝑐 (𝑝) =
〈
𝑓𝑝 |Ψ

〉
=

1
√

2𝜋ℏ

∫
Ψ(𝑥, 𝑡)𝑒−

𝑖𝑝𝑥
ℏ

≡ Φ(𝑝, 𝑡)
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这里引入了一个新的概念, 动量空间波函数, Φ(𝑝, 𝑡). 原先的 Ψ(𝑥, 𝑡) 可
以称为位置空间波函数。他们之间的关系就是傅里叶变换5:

Φ(𝑝, 𝑡) = 1
√

2𝜋ℏ

∫
Ψ(𝑥, 𝑡)𝑒−

𝑖𝑝𝑥
ℏ d𝑥 (3.16)

Ψ(𝑥, 𝑡) = 1
√

2𝜋ℏ

∫
Φ(𝑝, 𝑡)𝑒

𝑖𝑝𝑥
ℏ d𝑝 (3.17)

两个表示粒子状态的波函数都非常重要。

算符的两种不同形式

我们之前提到的 𝑥 = 𝑥, 𝑝 = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥
实际上时算符在位置空间a下的描

述,在动量空间中应该是b:

𝑥 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝
, 𝑝 = 𝑝

或者更一般的,使用两种不同空间波函数求力学量平均值应该写成:

〈𝑄(𝑥, 𝑝, 𝑡)〉 =
{ ∫

Ψ∗�̂�
(
𝑥,−𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑥
, 𝑡

)
Ψ𝑑𝑥, in position space;∫

Φ∗�̂�
(
𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑝
, 𝑝, 𝑡

)
Φ𝑑𝑝, in momentum space.

(3.18)
a暂时先这么说,实际上应该说成 |r〉
b为了和前面区分,我改用˜表示算符

概率诠释是量子力学逻辑体系里面的一条基本假设, 这条假设之前的
一个假设是我们上一节提到的,每个可观测量对应一个观察算符。

例：证明对于定态 (能量本征态),有 〈𝑝〉 = 0。
Proof:
首先通过计算可以得到下面的关系：[

𝑥, 𝑝2] = 2𝑖ℏ𝑝 ⇒
[
𝑥, �̂�

]
=
𝑖ℏ
𝑚
𝑝

5量子力学里面更喜欢这样写傅里叶变换, 很容易证明它和我们之前讲自由粒子波函数时引进的
傅里叶变换的等价性
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利用广义概率诠释：

〈𝑝〉 = 〈Ψ | 𝑝 |Ψ〉 = 〈𝜓 | 𝑝 | 𝜓〉

=
〈
𝜓

��� 𝑚
𝑖ℏ

[
𝑥, �̂�

] ���𝜓〉
=
𝑚

𝑖ℏ

(〈
𝜓

�� 𝑥�̂� ��𝜓〉
−

〈
𝜓

�� �̂�𝑥 ��𝜓〉)
第一个等号的成立是因为 |Ψ〉和 |𝜓〉只相差一个 𝜙(𝑡)(而这个的本质是
因为薛定谔方程的可分离变量性),而且相位因子对平均值的计算没有
影响。
由于 |𝜓〉是能量本征态 (严格来说应该是 |Ψ〉,但是相位因子对于定

态问题真的没啥作用,有没有这个相位因子都还是本征矢),所以有:

�̂� |𝜓〉 = 𝐸 |𝜓〉

又因为 �̂� 是厄米算符,而且 𝐸 ∈ R,所以上式取厄米共轭得：

〈𝜓 | �̂� = 〈𝜓 | 𝐸

〈𝑝〉 = 𝑚

𝑖ℏ
(〈𝜓 |𝑥𝐸 |𝜓〉 − 〈𝜓 |𝐸𝑥 |𝜓〉) = 0

□

3.4 不确定性原理

在知晓广义概率诠释之后,我们下面规定 〈𝑄〉,即观测量的平均值,有时
也索性直接写成

〈
�̂�

〉
, 它和 〈Ψ| �̂� |Ψ〉 直接对应。后面的推导有时也不会严

格使用狄拉克符号,但请记住下面的转换关系：���̂�Ψ〉
= �̂� |Ψ〉 ,

〈
�̂�Ψ

�� = 〈Ψ| �̂�†
不确定性原理

对于任意两个可观测量 �̂�, �̂�,对同一个系综测量后得到的方差总是满
足下面的关系式：

𝜎𝐴𝜎𝐵 ≥
1
2

��〈 [ �̂�, �̂�]〉�� (3.19)
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Proof:

𝜎2
𝐴 =

〈(
�̂� − 〈𝐴〉

)
Ψ

��� (
�̂� − 〈𝐴〉

)
Ψ

〉
≡ 〈 𝑓 | 𝑓 〉 (3.20)

𝜎2
𝐵 =

〈(
�̂� − 〈𝐵〉

)
Ψ

�� (
�̂� − 〈𝐵〉

)
Ψ

〉
≡ 〈𝑔 | 𝑔〉 (3.21)

根据 Cauchy-Schwarz不等式,可以得到：

𝜎2
𝐴𝜎

2
𝐵 = 〈 𝑓 | 𝑓 〉 〈𝑔 | 𝑔〉 ⩾ |〈 𝑓 | 𝑔〉|2

任意复数可以拆分实部和虚部：

|〈 𝑓 | 𝑔〉|2 = (Re 〈 𝑓 | 𝑔〉)2 + (Im 〈 𝑓 | 𝑔〉)2 ⩾ (Im 〈 𝑓 | 𝑔〉)2

Im 〈 𝑓 | 𝑔〉 = 〈 𝑓 | 𝑔〉 − 〈𝑔 | 𝑓 〉
2i

〈 𝑓 | 𝑔〉 =
〈(
�̂� − 〈𝐴〉

)
Ψ

��� (
�̂� − 〈𝐵〉

)
Ψ

〉
=

〈
Ψ

��� (
�̂� − 〈𝐴〉

) (
�̂� − 〈𝐵〉

)
Ψ

〉
= 〈Ψ| �̂��̂� |Ψ〉 − 〈𝐴〉 〈Ψ| �̂� |Ψ〉 − 〈𝐵〉 〈Ψ| �̂� |Ψ〉 + 〈𝐴〉 〈𝐵〉 〈Ψ | Ψ〉
=

〈
�̂��̂�

〉
− 〈𝐴〉 〈𝐵〉

第二个等号成立是因为 〈𝐴〉 ∈ R且 �̂�是厄米算符,所以 �̂� − 〈𝐴〉 是厄米
的。
同理可得：

〈𝑔 | 𝑓 〉 =
〈
�̂� �̂�

〉
− 〈𝐴〉 〈𝐵〉

结合上面的等式立即得到:

𝜎2
𝐴𝜎

2
𝐵 =

���� 1
2𝑖

〈[
�̂�, �̂�

]〉����2
推导不确定性关系不需要额外的假设,它可以看作是概率诠释和柯西不
等式的一个推论。 □

这个不等式中,所谓的
:::::::::
不确定度就蕴含在 𝜎 中,它就表征了我们对一个

系综测量, 整个测量结果的数据分散程度, 偏离平均值的程度。对于位置和
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动量之间的不确定性正是上面的普遍关系式的一个推论:

𝜎𝑥𝜎𝑝 ⩾
1
2
|〈[𝑥, 𝑝]〉| = 1

2
|〈𝑖ℏ〉| = ℏ

2
(3.22)

海森堡对不确定性关系的理解

最初解释不确定性关系的时候,海森堡总是认为它和测量是相关
的,因此有了个著名的思想实验。大致说的是当我们对一个电子进行
测量时, 我们需要使用一个光子去撞击它, 也就是说会对它本身进行
干扰,我们对位置了解的越多,那么我们对它的干扰也就越大,我们对
动量的了解程度就越少,反之,我们对动量了解的越多,对位置信息了
解的也越少了。
这是海森堡当时对不确定性原理的解释, 因此不确定性原理也在

上世纪常常被称为测不准原理, 事实上这个理解是很有问题的, 不确
定性原理是量子力学不同于经典力学的一个原理,是粒子本身的性质,
是一个普遍物理规律,和你是否进行测量是毫无关系的。

在前面我们证明过,两个可对易观察算符可以同时对角化。我们称在这
两个可观测量是相容的, 从不确定性原理的角度理解就是这两个观测量是
可以同时测量的。测量两个量的顺序是无关紧要的, 测量 𝐴 之后测量 𝐵 也
不会让第一次测量的信息得到损失, 反而会得到补充, 这一切的一切定性点
来看就是两次坍缩得到的本征态同时是两个算符的本征态。仔细分析有点
复杂,可以参考科恩第三章 §𝐵。

我们再来看一下不等式3.19等号成立的
::::::::::
必要条件:

𝑔 = 𝑐 𝑓 ∧ Re 〈 𝑓 | 𝑔〉 = 0, 𝑐 ∈ C

根据内积的正定性,直接得到 𝑐是一个纯虚数,我们记作 i𝑎,其中 𝑎 ∈ R
回到动量位置不确定性关系上来, 如果式3.22可以取等号, 那么根据前

面分析

(𝑝 − 〈𝑝〉) Ψ = 𝑖𝑎 (𝑥 − 〈𝑥〉) Ψ⇒
(
−𝑖ℏ 𝑑

𝑑𝑥
− 〈𝑝〉

)
Ψ = 𝑖𝑎 (𝑥 − 〈𝑥〉) Ψ

解微分方程得到波函数的形式是6:

Ψ = 𝐴𝑒−
𝑎
2ℏ ( �̂�−〈𝑥 〉)

2
𝑒

𝑖
ℏ 〈𝑝〉𝑥 (3.23)

这显然是一个高斯分布的形式。当然,只是当某个时刻波函数有这个形式时
式3.22取等号,之后波函数随时间演化后可能就不再满足取等条件了。

6〈𝑥〉 , 〈𝑝〉和位置 𝑥无关。
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时间能量不确定性关系

很多书籍把不确定性关系也写作

Δ𝑥Δ𝑝 ≥ ℏ
2

(3.24)

对应的还会有一个时间和能量之间的不确定性关系7:

Δ𝑡Δ𝐸 ≥ ℏ
2

(3.25)

这两个公式看起来非常相似,但是物理实质却有很大的区别,从 Δ𝑡就可
以看出来。难道指的是时间的标准差？时间只是演化之中的一个参数而已,
何来标准差一说。所以从我们下面的推导中,要格外注意两个公式的不同之
处。

𝑑

𝑑𝑡
〈𝑄〉 = 𝑑

𝑑𝑡
〈Ψ|�̂� |Ψ〉 =

〈
𝜕Ψ
𝜕𝑡

���� �̂� ����Ψ〉
+

〈
Ψ

���� 𝑑�̂�𝑑𝑡 ����Φ〉
+

〈
Ψ

���� �̂� ���� 𝜕Ψ𝜕𝑡 〉
(3.26)

上面的求导具体过程可以使用定义直接推导, 有点像实分析中三个函数相
乘的导数公式。8

含时薛定谔方程可以写为9:

𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑡

= �̂�Ψ⇒ 𝜕Ψ
𝜕𝑡

= −𝑖�̂�
ℏ
Ψ

代入3.26得到:

𝑑 〈𝑄〉
𝑑𝑡

=

〈
�̂�

𝑖ℏ
Ψ

���� �̂� ����Ψ〉
+

〈
Ψ

���� 𝜕�̂�𝜕𝑡 ����Ψ〉
+

〈
Ψ

���� �̂� ���� �̂�𝑖ℏΨ〉
=
𝑖

ℏ

〈
Ψ

�� �̂��̂� ��Ψ〉
+

〈
Ψ

���� 𝜕�̂�𝜕𝑡 ����Ψ〉
− 𝑖
ℏ

〈
Ψ

�� �̂��̂� ��Ψ〉
=
𝑖

ℏ

〈
Ψ

�� [�̂�, �̂�] ��Ψ〉
+

〈
𝜕�̂�

𝜕𝑡

〉
也就是说对于任何的可观测量, 我们可以得到它的平均值随时间变化的规
律,是与体系的哈密顿算符 (量)之间相关的：10

𝑑 〈𝑄〉
𝑑𝑡

=
𝑖

ℏ

〈
Ψ

�� [�̂�, �̂�] ��Ψ〉
+

〈
𝜕�̂�

𝜕𝑡

〉
(3.27)

7从狭义相对论动力学的四位动量和四维时空坐标中你可以看出这种对应性
8
�� 𝜕Ψ
𝜕𝑡

〉
表示 𝜕

𝜕𝑡
|Ψ〉,对应的左矢为

〈
𝜕Ψ
𝜕𝑡

��,注意不是 𝜕
𝜕𝑡
〈Ψ|

9严格使用狄拉克符号的话这里的 Ψ要加上 |〉
10回忆一下经典力学中,力学量 𝑓 (𝑞, 𝑝, 𝑡) 有 𝑑 𝑓

𝑑𝑡
= { 𝑓 , 𝐻} + 𝜕 𝑓

𝜕𝑡
,再次体现了经典力学泊松括号和量

子力学对易括号的密切联系。
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当3.27中的 �̂� = 𝑝时11,我们得到 Ehrenfest’s theorem:

𝑑

𝑑𝑡
〈𝑝〉 =

〈
−𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥

〉
(3.28)

一般来说, 很多算符都是不显含时间的, 与时间无关, 我们着重研究这
些算符,式3.27写成:

𝑑 〈𝑄〉
𝑑𝑡

=
𝑖

ℏ

〈
Ψ

�� [�̂�, �̂�] ��Ψ〉
又因为 �̂� 和 �̂�都是两个可观测量,那么由不确定性原理有：

𝜎𝐻𝜎𝑄 ≥
1
2

��〈 [�̂�, �̂�]〉��
联立以上两式,得：

𝜎𝐻𝜎𝑄 ≥
ℏ
2

����𝑑 〈𝑄〉𝑑𝑡

���� (3.29)

由于哈密顿量对应的是体系的能量,所以我们把 𝜎𝐻 记作 Δ𝐸 ,为了凑出不确
定性原理,我们定义 Δ𝑡 为：

𝜎𝑄 =

����𝑑 〈𝑄〉𝑑𝑡

����Δ𝑡 (3.30)

它确实具有时间量纲, 可见这个时候, 3.25和我们关注的可观测量是相
关的。按照上面的公式你可以严格去验证不确定性原理,但是这通常很麻烦,
借用计算机方面的一个词语,时间能量不确定性关系又很好的鲁棒性。所以
我们一半对于 Δ𝑡 的解释很随意,用来进行一些估算是很好的,根据 Δ𝑡 的定
义,其实我们也有理由说：Δ𝑡可以解释为系统产生一个“显著”的变化所需
要的时间。

“显著”变化的时间,这个论述就非常的缺乏严谨性,非常模棱两可。所
以这个不等式中的 Δ𝑡 在很多情况下都有非常“物理”的解释, 可以说
通, 但比不上式3.30的严谨性, 很多时候这个式子用来估算非常好, 这方
面的例子 Griffiths书里面有三个。

11我们目前的讨论都在位置空间中,所以 𝑝 = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥
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位力定理

根据3.27,我们令 �̂� = 𝑥𝑝得到：

𝑑

𝑑𝑡
〈𝑥𝑝〉 = − 1

𝑖ℏ

〈[
�̂�, 𝑥𝑝

]〉
= − 1

𝑖ℏ

〈 [
�̂�, 𝑥

]︸ ︷︷ ︸
[𝑝2/2𝑚,�̂�]

𝑝 + 𝑥
[
�̂�, 𝑝

]︸ ︷︷ ︸
[𝑉, �̂�]

〉

= 2 〈𝑇〉 − 〈𝑥〉 𝜕𝑉
𝜕𝑥

上式最后一个等号成立可以参考下式：

[𝑉, 𝑝]𝑔 = 𝑉
ℏ
𝑖

𝑑𝑔

𝑑𝑥
−ℏ
𝑖

𝑑

𝑑𝑥
(𝑉𝑔) = 𝑉 ℏ

𝑖

𝑑𝑔

𝑑𝑥
−ℏ
𝑖

(
𝑑𝑉

𝑑𝑥
𝑔 + 𝑓 𝑑𝑔

𝑑𝑥

)
= 𝑖ℏ

𝑑𝑉

𝑑𝑥
𝑔 ⇒ [𝑉, 𝑝] = 𝑖ℏ𝑑𝑉

𝑑𝑥

对于定态,物理量不随时间演化,故 𝑑
𝑑𝑡
〈𝑥𝑝〉 = 0,我们便得到与经典力学中完

全类比的位力定理:

2
〈
𝑇
〉
=

〈
𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥

〉
Euler齐次
==========
函数定理

𝑘
〈
�̂�
〉

(3.31)

这里为了方便我们只讨论了一维情况,高维情况类似讨论即可。

3.5 表象理论

Griffiths 书里面的这一节的绝大部分内容在附录B中已讲, 这里我们回
到 Cohen第二章,给狄拉克符号相关内容结尾。
在附录B中我们最先研究了波函数空间ℱ,这里的波函数指的是以坐标

为参数表示的波函数,可以用波函数表示一个量子态。但是实际上我们发现
量子态更本质上可以使用态矢量来描述, 我们便引进了 ℰ𝑟 空间, 实际上你
可以认为波函数空间中的元素就是对应态空间矢量在

::::::::::
位置表象下的分量函

数。实际上,量子力学的一个基本假设就是任何一个体系的量子态可以使用
态空间中的一个右矢表示,在附录B中我们已经讨论了这个空间的运算性质,
其代数本质是线性空间, 下面我们正式从 ℱ 空间定义与其联系的 ℰ𝑟 空间,
其实就是一个通过分量和一组完备的正交基确定矢量的过程。
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ℱ空间与ℰ𝑟 空间的联系

对于波函数空间中的每一个波函数 𝜓(𝑏𝑚𝑟), 我们唯一选取态空间中
的一个右矢 |𝜓〉与之对应,这种对应是线性的,而且这种对应使得内积
定义为a:

〈𝜑|𝜓〉 =
∫

𝑑3𝑟𝜑∗(r)𝜓(r) (3.32)

a我们正是在定义一个内积空间

我们下面的讨论直接使用三维形式,实际上就是每个维度的缩并形式。

|r〉和 |p〉表象
波函数空间中可以找到两组不属于 ℱ 的基, 满足封闭性关系和狄拉克

正交归一关系：

𝜉r0 (r) = 𝛿(r − r0) (3.33)

𝜈p0 (r) = (2𝜋ℏ)−
3
2 𝑒

𝑖
ℏp0 ·r (3.34)

我们可以给这两个波函数分别对应两个
:::::::::
广义右矢|r0〉 , |p0〉。再根据3.32我

们可以得出态矢量 |Ψ〉在这两组基下的分量：

〈r0 |Ψ〉 = Ψ(r0) (3.35)
〈p0 |Ψ〉 = ℱ [Ψ(r)] (p0) = Φ(p0) (3.36)

可见态矢量在 |r〉 上的分量正是波函数在这个指标下的取值。我们将 |r0〉
换成 |r〉,那么内积得到的就是一个关于 |r〉 的函数,也正是波函数本身。我
们将上式写成下面更紧凑的形式, 方便我们看清之前定义的位置空间波函
数和动量空间波函数的意义：

〈r |Ψ〉 = Ψ(r) ⇒ |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑟 |r〉 〈r |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑟Ψ(r) |r〉 (3.37)

〈p|Ψ〉 = Φ(p) ⇒ |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑝 |r〉 〈p|Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑝Φ(p) |p〉 (3.38)

实际上, 任何一个可观测量对应的观察算符的特征矢都可以组成一个规范
正交基 (满足B.12和B.13),也就确定了一个表象。比如同样经常用的能量表
象, 就是根据哈密顿算符定义的, 也就是我们第二章一直在求的定态解 |𝜓〉,
他们也可以构成一个基底,对于束缚态同样可以写：

|Ψ〉 =
∑
𝑛

𝑐𝑛 |𝜓𝑛〉
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如果量子态 |Ψ〉 随时间演化, 那么上面的分量波函数或者是 𝑐𝑛 都要带上时
间参量,基底还是一般不用随时变的。
根据式3.33和式3.34,我们可以得到

〈r |p〉 = (2𝜋ℏ)− 3
2 𝑒

𝑖
ℏp·r (3.39)

使用附录 B中类似的方法,可以得到表象之间的变换关系：

Φ(r) = 〈r |Ψ〉 = 〈r | 1 |Ψ〉

=
∫

𝑑3𝑝 〈r | p〉 〈p |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑝 (2𝜋ℏ) 3
2 𝑒

𝑖
ℏp0 ·rΦ(p)

= ℱ−1 [Φ(p)] (r)

我们使用了一种新的方式去说明两种波函数之间的傅里叶变换关系, 当然,
这里的傅里叶变换是一个三维形式。

算符 R̂和算符 P̂

下面我们要讨论的可以看作是 𝑥和 𝑝的三维形式。

两个重要算符

• 算符 R̂
这个算符在 |r〉表象下由三个“分量算符”𝑋,𝑌, 𝑍 确定。a

〈r | 𝑋 |Ψ〉 = 𝑥 〈r |Ψ〉 = 𝑥Ψ(r)
〈r |𝑌 |Ψ〉 = 𝑦 〈r |Ψ〉 = 𝑦Ψ(r)
〈r | 𝑍 |Ψ〉 = 𝑧 〈r |Ψ〉 = 𝑧Ψ(r)

• 算符 P̂
这个算符在 |p〉表象下由三个“分量算符”𝑃𝑥 , 𝑃𝑦, 𝑃𝑧 确定。

b

〈p | 𝑃𝑥 |Ψ〉 = 𝑝𝑥 〈p |Ψ〉 = 𝑝𝑥Φ(p)〈
p

�� 𝑃𝑦

��Ψ〉
= 𝑝𝑦 〈p |Ψ〉 = 𝑝𝑦Φ(p)

〈p | 𝑃𝑧 |Ψ〉 = 𝑝𝑧 〈p |Ψ〉 = 𝑝𝑧Φ(p)
a这里的 r是个缩并的记号,波函数实际上是一个三元函数 Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧),下式中的 𝑥, 𝑦, 𝑧就是

包含在 |r〉中的三个指标。算符 P̂ 同理。
b如果考虑随时间演化的态,式中要加上时间项,形式不变。

那么根据上面的定义, 就可以解释我们一直说的在位置空间中 𝑥 ↔ 𝑥,
换成矩阵的语言, 就是在位置表象下, 算符 𝑥 的矩阵是 𝑥1, 因为波函数完全
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可以看作一个列矩阵。两者相乘便得到了 𝑥 |𝜓〉 在位置表象下的形式 (波函
数)。
我们来看一下动量算符在位置表象下的形式, 我们不去直接计算矩阵

元,先将它作用于一个右矢再取分量可以很快的看出它的等价形式：

〈r | 𝑃𝑥 |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑝 〈r | p〉 〈p | 𝑃𝑥 |Ψ〉 =
∫

𝑑3𝑝𝑝𝑥 〈r | p〉 〈p |Ψ〉

=
∫

𝑑3𝑝𝑝𝑥 (2𝜋ℏ)−
3
2 𝑒

𝑖
ℏp·rΦ(p)

= −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥

∫
𝑑3𝑝 (2𝜋ℏ)− 3

2 𝑒
𝑖
ℏp·rΦ(p)

= −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥

Ψ(r)

所以在位置空间中 𝑝 ↔ −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥

,进一步写成缩并形式便有：〈
r
�� P̂ ��Ψ〉

= −𝑖ℏ∇ 〈r |Ψ〉 (3.40)

式3.15, 告诉了我们计算物理量平均值的办法, 实际上我们一般用的都
是它在位置或动量空间下的形式, 严格点说, 式3.15可以利用封闭性关系重
新写成

〈𝑄〉 =
∫

𝑑3𝑟 〈Ψ | r〉
〈
r
�� �̂� ��Ψ〉

再利用上面已经得出的动量和位置算符在位置空间中的表示替换上式中的
第二项即可,也就是第一章就说的“把算符夹在中间,然后积分”。
很容易证明, |r〉和 |p〉分别是 R̂和 P̂ 的本征矢。

力学量完全集 (CSCO)
对于某个观察算符 �̂�,可以选取一组它的正交归一本征矢 {|𝑢𝑖𝑛〉}作为ℰ

中的一组基。如果对于 �̂�的每一个本征值都是非简并的,那么,给定了 �̂�的
本征值也就唯一确定了这个正交归一基 {|𝑢𝑛〉}(显然这个时候我们不再需要
额外使用指标 𝑖 去区分), 因为每个本征子空间 ℰ𝑛 的维数都是一, 我们认为
成比例的两个基矢是没有区别的,即 |𝑢𝑛〉 ↔ 𝑒𝑖 𝜃 |𝑢𝑛〉。这个时候我们就称算
符 �̂�单独构成了一个 CSCO。
如果存在一些非简并的本征值,那么这个时候 ℰ𝑛 中本征矢的取法就有

无限多种线性组合,那么 {|𝑢𝑖𝑛〉} 的取法就并不唯一了,但我们这个时候如果
引进一个与 �̂�对易的算符 �̂�,考察他们的公共本征矢,根据 §3.2的推导,他
们的公共本征矢构成了一组基 {|𝑢𝑖𝑛, 𝑝〉}, 由 �̂�, �̂� 的本征矢对

(
𝑎𝑛, 𝑏𝑝

)
确定。

如果每一个本征矢对唯一确定了一个 {|𝑢𝑖𝑛, 𝑝〉}(同样,成比例算作相同的本征
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矢),那么 �̂�, �̂�的公共本征矢确定的基底是唯一的12,这时我们称 { �̂�, �̂�}构成
了一个 CSCO。
如果这个时候对于每个本征矢对还是无法唯一确定一个本征矢, 那么

我们可以引进第三个同时与 �̂�, �̂� 对易的算符 �̂�, 再次按照前面的情况分类
讨论,一般的 CSCO定义如下:

力学量完全集 (CSCO)

按定义, 把观察算符 �̂�, �̂�, �̂� · · · 的一个集合叫做可对易观察算符
的完全集合的条件是:

• 所有的这些观察算符
:::::::::
两两对易；

• 给出了全体算符 �̂�, �̂�, �̂� · · · 的本征值的一个数组，便足以决定
唯一的一个共同本征矢a(倍乘因子除外)。

或者说:存在着由共同本征矢构成的一个正交归一基，而且这个基是
唯一的（除相位因子以外）。

a有且仅有 (∃!)

比如三维问题中 ˆ𝑏𝑚𝑅算符的三个分量算符 𝑋,𝑌, 𝑍就构成了一个CSCO,
很容易证明它们两两对易,而且给定了本征值 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 就唯一确定了本征
矢 |r〉,显然这正是 |r〉表象。

3.6 薛定谔方程的分离变量

第二章中我们直接从波函数出发, 给出了很多结论, 实际上现在看来就
是一些更广泛的结论在位置表象下的描述。比如我们第二章都是分离变量
先解出定态解,然后说明波动方程的通解是这些定态解的线性组合。现在我
们知道这些定态解就是哈密顿算符的本征矢 (用 |𝜓𝑛〉 表示), 哈密顿算符是
一个观察算符, 显然这些本征矢构成了一组基, 那么态矢量显然就可以用这
组基底表示 (以离散谱为例):

|Ψ(𝑡)〉 =
∑
𝑛

𝑐𝑛(𝑡) |𝜓𝑛〉 (3.41)

但是这远远不够, 显然, 我们如果不对 𝑐𝑛 加以限制的话, 式3.41实际上
可以表示态空间的所有矢量！真正满足量子力学规律的矢量显然有一定限
制, 而这个限制就是通过薛定谔方程和 |𝜓𝑛〉 对应的本征值完成的。实际上

12根据 §3.2构造这组基的过程,可以发现,这个条件等价于 �̂�
��
ℰ𝑛

(也就是那每一个分块小矩阵)有 𝑔𝑛

个不同的本征值,其中 𝑔𝑛 ≡ dimℰ𝑛
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之前我们利用分离变量法求解薛定谔方程 (哈密顿量不显含时间,即保守体
系)就已经得出了 𝑐𝑛要满足的规律 (式2.3),即

𝑐𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛(0)𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ

下面我们全程使用更广泛的狄拉克符号法来推导一下13。

我们之前解的薛定谔方程都是下面更加普遍的方程在 |r〉 表象下的形
式：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|Ψ(𝑡)〉 = �̂� |Ψ(𝑡)〉 (3.42)

定态方程可以写为:

�̂� |𝜓𝑛〉 = 𝐸𝑛 |𝜓𝑛〉 ⇒ 〈𝜓𝑛 | �̂� = 𝐸𝑛 〈𝜓𝑛 | (3.43)

在能量表象下, 3.42变为:

𝑖ℏ

〈
𝜓𝑛

���� 𝜕𝜕𝑡 ����Ψ(𝑡)〉 =
〈
𝜓𝑛

�� �̂� ��Ψ(𝑡)〉
又因为 |𝜓𝑛〉与时间无关14,那么上式又可以写为：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
〈𝜓𝑛 |Ψ(𝑡)〉 =

〈
𝜓𝑛

�� �̂� ��Ψ(𝑡)〉
= 𝐸𝑛 〈𝜓𝑛 |Ψ(𝑡)〉

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
𝑐𝑛(𝑡) = 𝐸𝑛𝑐𝑛(𝑡)

对时间积分得到：
𝑐𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛(𝑡0)𝑒−𝑖𝐸𝑛 (𝑡−𝑡0)/ℏ

为了方便, 有时我们从初态开始计时,𝑡0 = 0, 方程也就变成了我们经常看见
的2.1。
所以,要计算态随时间的演化,我们先解出系统的能量本征态 (定态),然

后根据初态对能量表象展开计算出对应的 𝑐𝑛(𝑡0)

𝑐𝑛(𝑡0) = 〈𝜓𝑛 |Ψ(𝑡0)〉

然后再对于每个 𝑐𝑛乘上对应的波动项即可:

|Ψ(𝑡)〉 =
∑
𝑛

𝑐𝑛(𝑡0)𝑒−𝑖𝐸𝑛 (𝑡−𝑡0)/ℏ |𝜓𝑛〉 (3.44)

13这里作为例子考虑最简单的离散谱非简并情况,其他情况的推广非常简单
14因为 �̂� 不显含时间,我们始终可以选取一组与时间无关的定态作为基底
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这里再次强调一下, 按照上面的做法, 可以发现定态, 即能量本征态随
时间的演化始终只是乘上一个 𝑒𝑖 𝜃 , 而我们提到过这种成比例的态在物理上
是不可区分的,所以定态的一切物理性质都不会随时间改变。而其它的算符
对应的定值态就不一定有这样的性质了, 只是每次对相应力学量的测量都
返回同一个值 (这个本征态对应的本征值),而不像定态一样是所有物理性质
不随时变。

3.7 量子力学公理体系

现在我们来总结一下本章内容：

公理一：物理状态

描写微观系统状态的数学量是希尔伯特 (Hilbert) 空间中的一个矢量，
且相差一个复数因子的两个矢量，描写同一个物理状态。

公理二：测量公理

• 描写微观系统物理量的是 Hilbert空间中的厄米算符

• 物理量所能取的值是相应算符的本征值

• 广义概率诠释a

a这里只是再提醒注意一下本征值简并的情况，是先取模方再求和得到概率，即3.13

这个公理中有一点比较微妙，我们知道经典力学中力学量可以表示成
𝑓 (𝑥, 𝑝) 的形式，现在到了量子力学，对应的算符形式是不是就是 𝑓 ( �̂�, �̂�)
呢？显然因为算符之间不对易，比如 𝐿 = r × p构造的时候就会有区别。所
以我们都是先用一般的构造方法猜出一个形式，然后再用实验去检验我们
猜的是否正确，比较有名的构造方法有 Bohm和Wyle规则。15

公理三：对易关系[
𝑅𝑖, 𝑅 𝑗

]
= 0

[
𝑃𝑖, 𝑃 𝑗

]
= 0 [𝑅𝑖, 𝑃𝑖] = 𝑖ℏ𝛿𝑖 𝑗 (3.45)

这个公理到可以说道说道，因为它也可以换成其它等价的表述，比如
位置表象下 𝑃 = −𝑖ℏ∇，或者动量和位置表象下的式3.39，不过这一种表述
方式与经典力学中的 Poisson括号之间有紧密的对偶关系，是 Dirac本人最
先提出的，往深了说还可以理解为伽利略代数的扩张。16

15见喀兴林书中介绍
16见 A.Zee群论书
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公理四：运动方程

物理系统态矢量的演化遵循薛定谔方程：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝜓(𝑡)〉 = �̂� |𝜓(𝑡)〉 (3.46)

公理五：全同粒子假设

描写全同粒子系统的态矢量对于任意一对粒子的对调是对称的或者
反对称的，服从前一种的叫玻色子，后者叫费米子。

这也就是说你解薛定谔方程最终得到的有物理意义的解只是那些对称
或者反对称的解。
量子力学所有结论都建立在这五大公理之上，一百多年来的实践表明

它们是正确的，我们学习量子力学很少去讨论背后的哲学问题（测量是什
么？）。因为这个问题是所谓公理以下的问题，不论我们相信量子论的哪种
诠释，最终得到的结论都依赖于这五大公理，从实用主义上看不会有区别。

Appendix:一般测量
在量子计算和量子信息领域会更加精细的考虑测量。

一般测量

孤立量子系统的状态观测由一组测量算子 {𝑀𝑚}描述。这些测量算子
作用在系统的状态空间上，下标对应测量结果。特别地，如果系统处
于态 |𝜓〉，则对系统利用 {𝑀𝑚}测量得到结果为 𝑚的概率是

𝑝(𝑚) = 〈𝜓 |𝑀†𝑚𝑀𝑚𝜓〉 (3.47)

且测量后系统处于
1√
𝑝(𝑚)

𝑀𝑚 |𝜓〉 (3.48)

同时，测量算子应该满足完备性∑
𝑚

𝑀†𝑚𝑀𝑚 = 1 (3.49)

我们抽象的定义了测量，并没有与可观测量进行联系，实际上，我们
前面所提到的测量指的都是一般测量中的特殊情况，投影测量。
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投影测量

对于一个可观测量 𝐴，其算符有谱分解

�̂� =
∑
𝑚

𝑚�̂�𝑚 (3.50)

其中 𝑚是 𝐴的本征值，�̂�𝑚是对应其本征子空间上的投影算符，那么
显然 {𝑃𝑚}就构成了一组测量。

不难发现我们这里更加数学严格化的论述与测量公理是等价的。投影
测量在物理上更容易实现，可以证明一般测量都可以通过引入一个辅助系
统并通过投影测量来实现。所以从量子计算角度来说，我们不去考虑测量
的物理实现，而是直接考虑一组给定的测量算子来进行分析。
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4.1 三维薛定谔方程求解

量子力学在三维空间的推广非常自然, 我们只需要把动量和位置算符
都改成上一章已经提及的三维形式 (R̂和 P̂ )即可,在位置表象下,三维薛定
谔方程便写为：

𝑖ℏ
𝜕Ψ (r, 𝑡)

𝜕𝑡
=

[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (r, 𝑡)

]
Ψ (r, 𝑡) (4.1)

如果势能不显含时间项,那么薛定谔方程依然是可以分离变量求定态解的：[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (r)

]
𝜓 (r) = 𝐸𝜓 (r) (4.2)

时间依赖项依然是 𝑒−𝑖𝐸𝑡/ℏ, 这些定态解构成了一组规范正交完备基, 它
们的线性组合也就是真正的解, 这里的说法和第二章第三章没有多大差别,
第三章我们就已经通过抽象的语言直接使用态矢量去描述了, 所以这种近
乎照搬的推广也不应感到意外。
现在我们真正要去解偏微分方程了, 在讨论它更一般的解之前, 我们先

来用它讨论一维无限深势阱在三维情况下的推广, 这时势函数具有下面的
性质：

𝑉 (r) =
{

0 , 0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝑎
∞ , else

(4.3)

也就是说粒子被限制在一个盒子里面移动。

解:
显然在区域 [0, 𝑎] × [0, 𝑎] × [0, 𝑎] 外部波函数的值为 0,在内部定态

薛定谔方程可以写为：

− ℏ2

2𝑚
∇2𝜓 = 𝐸𝜓 (4.4)

63
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这是一个具有 Dirichlet 条件的 Possion 方程, 在这种边界为长方体的情
况下,解是可以分离变量的,也就是说 𝜓(r)可以写成：

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶 (𝑧) (4.5)

代入4.4得到：
1
𝐴

𝑑2𝐴

𝑑𝑥2 +
1
𝐵

𝑑2𝐵

𝑑𝑦2 +
1
𝐶

𝑑2𝐶

𝑑𝑧2 = −2𝑚𝐸
ℏ2 (4.6)

上式左边的三项分别依赖于三个不同的独立变量, 最后相加是常数, 所
以最终只能是都是常数,得到：

1
𝐴
𝑑2𝐴
𝑑𝑥2 = −2𝑚𝐸1

ℏ2
1
𝐵
𝑑2𝐵
𝑑𝑦2 = −2𝑚𝐸2

ℏ2

1
𝐶
𝑑2𝐶
𝑑𝑧2

= −2𝑚𝐸3
ℏ2

(4.7)

其中 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3 = 𝐸 ,我们得到的这三个方程恰好就是之前在一维情况
下已经推导过的, 它只具有束缚态的解, 所有舒服态的解构成了一个完
备基,令 𝑘 𝑖 =

√
2𝑚𝐸𝑖

ℏ ,根据第二章的分析我们直接得到：
𝐴(𝑥) =

√
2
𝑎 sin

(𝑛1𝜋
𝑎 𝑥

)
𝐵(𝑥) =

√
2
𝑎 sin

(𝑛2𝜋
𝑎 𝑦

)
𝐶 (𝑥) =

√
2
𝑎 sin

(𝑛3𝜋
𝑎 𝑧

) (4.8)

综上,我们便得到了定态解：

Ψ𝑛(r, 𝑡) =
(
2
𝑎

) 3
2

sin
(𝑛1𝜋

𝑎
𝑥
)

sin
(𝑛2𝜋

𝑎
𝑦
)

sin
(𝑛3𝜋

𝑎
𝑧
)
𝑒
−𝑖𝐸𝑛𝑡

ℏ (4.9)

其中能量 𝐸𝑛需要三个参数去确定：

𝐸𝑛 =
(
𝑛2

1 + 𝑛2
2 + 𝑛2

3
) 𝜋2ℏ2

2𝑚𝑎2 , (𝑛𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, · · · )

这个时候同一个能量显然对应多组 (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3), 所以这个三维束缚态每
个能级并不都是简并的。
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极坐标下的薛定谔方程

对于一类中心势场,势函数具有各向同性,也就是说势函数只与 r 的模
长有关,和其方向无关,势函数退化为𝑉 (𝑟)。由于这种独特的球对称性,我们
考虑在球坐标系下重新写出定态薛定谔方程。
根据附录 §A.3,我们得到拉普拉斯算符在极坐标下的表示为：

∇2 =
1
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(
𝑟2 𝜕

𝜕𝑟

)
+ 1
𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)
+ 1
𝑟2 sin2 𝜃

(
𝜕2

𝜕𝜙2

)
(4.10)

那么式4.2便改写成：

− ℏ2

2𝑚

[
1
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(
𝑟2 𝜕𝜓

𝜕𝑟

)
+ 1
𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(
sin 𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃

)
+ 1
𝑟2 sin2 𝜃

(
𝜕2𝜓

𝜕𝜙2

)]
+𝑉𝜓 = 𝐸𝜓

(4.11)
再次使用分离变量法去求解薛定谔方程1,令

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑅(𝑟)𝑌 (𝜃, 𝜙)

代入4.11得到:{
1
𝑅

𝑑

𝑑𝑟

(
𝑟2 𝑑𝑅

𝑑𝑟

)
− 2𝑚𝑟2

ℏ2 [𝑉 (𝑟) − 𝐸]
}
+ 1
𝑌

{
1

sin 𝜃
𝜕

𝜕𝜃

(
sin 𝜃

𝜕𝑌

𝜕𝜃

)
+ 1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌

𝜕𝜙2

}
= 0

(4.12)
再次,我们又利用到两项依赖于不同的独立变量,得到：

1
𝑅

𝑑

𝑑𝑟

(
𝑟2 𝑑𝑅

𝑑𝑟

)
− 2𝑚𝑟2

ℏ2 [𝑉 (𝑟) − 𝐸] = ℓ(ℓ + 1) (4.13)

1
𝑌

{
1

sin 𝜃
𝜕

𝜕𝜃

(
sin 𝜃

𝜕𝑌

𝜕𝜃

)
+ 1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌

𝜕𝜙2

}
= −ℓ(ℓ + 1) (4.14)

其中 ℓ ∈ C.

角向解

首先我们来看方程4.14, 其中不含势能项, 是可以求出一般解的。这个
方程实际上会在电动力学问题求解 Laplace方程中得到,还是利用分离变量
法,令：

𝑌 (𝜃, 𝜙) = Θ(𝜃)Φ(𝜙)
代入4.14得到：{

1
Θ

[
sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃

(
sin 𝜃

𝑑Θ
𝑑𝜃

)]
+ ℓ(ℓ + 1) sin2 𝜃

}
+ 1
Φ
𝑑2Φ
𝑑𝜙2 = 0 (4.15)

1Hassani在其名著 Mathematical in Physics中有一句话,大意是说我们物理学中所关心的方程几乎
都能分离变量去解。
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我们便得到了两个常微分方程：

1
Θ

[
sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃

(
sin 𝜃

𝑑Θ
𝑑𝜃

)]
+ ℓ(ℓ + 1) sin2 𝜃 = 𝑚2 (4.16)

1
Φ
𝑑2Φ
𝑑𝜙2 = −𝑚2 (4.17)

式4.17的解为:

Φ(𝜙) = 𝑐𝑒𝑖𝑚𝜙 + 𝑑𝑒−𝑖𝑚𝜙, (c,d为任意常数) (4.18)

由于薛定谔方程是线性方程, 所以重点是找到一组线性无关解, 那么上面的
解可以简写为

Φ(𝜙) = 𝑒𝑖𝑚𝜙

只要允许 𝑚 是负值即可,这些解和4.18表示的解是等价的,我们把前面的常
数因子纳入到 Θ中了,最后再归一化一并求出。

Φ还需要满足边界条件 Φ(𝜙 + 2𝜋) = Φ(𝜙),所以 𝑚只能取整数：

Φ(𝜙) = 𝑒𝑖𝑚𝜙, (𝑚 = 0,±1,±2,±3 . . .) (4.19)

方程4.16的求解在一般的数理方法书中都会提到,它的解可以用连带勒
让德函数表达2：

Θ(𝜃) = 𝐴𝑃𝑚
ℓ (cos (𝜃)) , (ℓ = 0, 1, 2 . . .) (4.20)

勒让德函数

𝑃ℓ (𝑥) ≡
1

2ℓℓ!

(
𝑑

𝑑𝑥

)ℓ (
𝑥2 − 1

)2
(4.21)

连带勒让德函数

𝑃𝑚ℓ ≡ (−1)𝑚
(
1 − 𝑥2

) 𝑚
2
(
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑃ℓ (𝑥), (𝑚 > 0) (4.22)

𝑃−𝑚ℓ = (−1)𝑚 (ℓ − 𝑚)!(ℓ + 𝑚)!𝑃
𝑚
ℓ (𝑥) (4.23)

2当然,这个方程还有别的解,但没有物理意义,详见数学物理方法内容
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现在完全确定一个定态解的角向函数需要给出 𝑙 和 𝑚 两个参数, 而且
根据上面的定义,在 ℓ确定后, 𝑚只能取某些固定的值才能使方程4.16有 (含
物理意义的)解。即：

ℓ = 0, 1, 2 . . .⇒ 𝑚 = 0,±1,±2,±3, . . . ,±ℓ

最后归一化3我们得到:

𝑌𝑚ℓ (𝜃, 𝜙) =

√
(2ℓ + 1)

4𝜋
(ℓ − 𝑚)!
(ℓ + 𝑚)!𝑒

𝑖𝑚𝜙𝑃𝑚ℓ (cos 𝜃) (4.24)

在数学上被称为球谐函数,满足：∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0

[
𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙)

]∗ [
𝑌𝑚′

ℓ′ (𝜃, 𝜙)
]

sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙 = 𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚′ (4.25)

径向求解

方程4.13的求解必须要在知道具体的势函数后才能完全求解,但是我们
可以做换元：

𝑅(𝑟) = 𝑢(𝑟)
𝑟
⇒ 𝑑𝑅

𝑑𝑟
=

1
𝑟

𝑑𝑢

𝑑𝑟
− 𝑢

𝑟2

方程4.13可以写为：

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 +
[
𝑉 (𝑟) + ℏ2

2𝑚
ℓ (ℓ + 1)
𝑟2

]
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟) (4.26)

与一维的定态薛定谔方程对比：

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 +𝑉𝜓 = 𝐸𝜓

径向方程4.26等价于一个
::::::::::
有效势能为

𝑉eff(𝑟) = 𝑉 (𝑟) +
ℏ2

2𝑚
ℓ (ℓ + 1)
𝑟2 (4.27)

的一维粒子波函数方程。

3不要忘记三重积分球坐标换元后的雅可比系数
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经典力学中我们解决中心力场问题时, 在质心系下系统的拉格朗日量
可以写成：

L =
1
2
𝜇r2 −𝑉 (r)

其中 r是相对位矢, 𝜇是二体约化质量。使用极坐标重写上面的拉格朗日量
为:

L =
1
2
𝜇

(
¤𝑟2 + ¤𝜃2𝑟2) −𝑉 (𝑟)

利用角动量 𝐽 = 𝜇 ¤𝜃𝑟2 守恒, 上面的拉格朗日量可以写成完全不依赖于 𝜃 的
形式：

L =
1
2
𝜇 ¤𝑟2 −

[
𝑉 (𝑟) + 𝐽2

2𝑚𝑟2

]
定义等效势能：

𝑉eff(𝑟) = 𝑉 (𝑟) +
𝐽2

2𝑚𝑟2

根据拉格朗日量可以写出径向的运动方程, 和一个在等效势场下运动
的一维粒子等价。我们将等效势能中的第二项称为离心势能,在转动非惯性
系下,离心力是一个保守力可以定义势能,势能的形式正是一个关于 r 的二
次型的形式。事实上, 我们如果在跟随系统转动的参考系下写拉格朗日量,
这一项的出现会非常自然。
现在, 回到量子力学, 量子力学相对于对经典力学, 力学量变成了算符,

经典态变成了量子态。沿用经典力学的一些说法,我们也称4.27中的第二项
为离心项。下面求解一个具体的问题。

无限深球形势阱

𝑉 (𝑟) =
{

0, 𝑟 ≤ 𝑎
∞, 𝑟 > 𝑎

(4.28)

在外部 𝑢(𝑟) = 0,在内部定态方程可以写为：

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 =

[
ℓ (ℓ + 1)
𝑟2 − 𝑘2

]
𝑢, 𝑘 ≡

√
2𝑚𝐸
ℏ

(4.29)

ℓ = 0时,方程的解和一维无限深势阱非常相似

𝑅(𝑟) = 𝑢(𝑟)
𝑟

= 𝐴
sin(𝑘𝑟)
𝑟

+ 𝐵cos(𝑘𝑟)
𝑟

𝑟 → 0时, 𝑅(𝑟) → 1
𝑟
⇒ Ψ(r) → 1

𝑟
,由于 ∇2 ( 1

𝑟

)
= −4𝜋𝛿(𝑟),薛定谔方程:

− ℏ2

2𝑚
∇2Ψ = 𝐸Ψ
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左边是病态 delta函数,右边是一个解析函数,显然无法满足。所以 𝐵必须为
0,否则在 𝑟 = 0时不满足薛定谔方程,而且由于 𝑢(𝑎) = 0, 𝑘 的取值也有一定
限制, 𝑘𝑎 = 𝑁𝜋, 𝑁 是自然数。再根据归一化条件：∭

𝑑3𝑟 |Ψ(r) |2 =
∫
𝑟2 |𝑅(𝑟) |2 𝑑𝑟

∬
𝜃,𝜙

��𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙)

��2 𝑑𝜃𝑑𝜙
球谐函数已经归一化,所以解得4

𝑢𝑁0 =

√
2
𝑎

sin
(
𝑁𝜋𝑟

𝑎

)
, 𝐸 =

𝑁2𝜋2ℏ2

2𝑚𝑎2 (4.30)

ℓ ≠ 0时方程的解是特殊函数:

𝑢(𝑟) = 𝐴𝑟 𝑗ℓ (𝑘𝑟) + 𝐵𝑟𝑛ℓ (𝑘𝑟)

球贝塞尔函数

𝑗ℓ (𝑥) ≡ (−𝑥)ℓ
(
1
𝑥

𝑑

𝑑𝑥

)ℓ sin 𝑥
𝑥

(4.31)

𝑥 → 0⇒ 𝑗ℓ (𝑥) →
2ℓℓ!
(2ℓ + 1)!𝑥

ℓ → 0

球诺伊曼函数

𝑛ℓ (𝑥) ≡ −(−𝑥)ℓ
(
1
𝑥

𝑑

𝑑𝑥

)ℓ cos 𝑥
𝑥

(4.32)

𝑥 → 0⇒ 𝑛ℓ (𝑥) → −
(2ℓ)!
2ℓℓ!

1
𝑥ℓ+1
→∞

按照之前的方法不难得出 𝐵 = 0,再根据边界条件得出：

𝑅(𝑟) = 𝐴 𝑗ℓ (𝑘𝑟), 𝑘𝑎 = 𝛽𝑁ℓ , 𝑁 = 1, 2, . . .

其中 𝛽𝑁ℓ 指 𝑗𝑙 (𝑥)的第 𝑁 个零点。对应的定态解的能量为：

𝐸𝑁ℓ =
ℏ2

2𝑚𝑎2 𝛽
2
𝑁ℓ

之前一维问题求解定态解时 (非简并情况),我们要确定定态解中的某个
量子态只需要知道一个参数 𝑛, 也就是能级, 结合问题本身我们就能唯一确

4这里的下标"0"是指 𝑒𝑙𝑙 = 0
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定这个量子态。但是在三维情况下, 大多问题都是简并的, 我们确定一个量
子态就需要 𝑁, 𝑚, ℓ三个参数。其中我们仿照一维问题再引入一个量子数 𝑛,
常被称为主量子数,与能量直接相关。按照能量 𝐸𝑁ℓ的大小排列可以确定这
个量子数,也就是说 𝑛与 𝑁, ℓ相关。

4.2 氢原子

4.2.1 波函数求解

我们现在要考虑的是氢原子核外电子的波函数, 由于质子的质量远大
于电子,所以可以认为电子在库仑中心势场中运动

𝑉 (𝑟) = − 𝑒2

4𝜋𝜖0

1
𝑟

径向定态薛定谔方程写成：

− ℏ2

2𝑚𝑒

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 +
[
𝑒2

4𝜋𝜀0

1
𝑟
+ ℏ2

2𝑚𝑒

ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

]
𝑢 = 𝐸𝑢 (4.33)

等效势能为

𝑉eff =
𝑒2

4𝜋𝜀0

1
𝑟
+ ℏ2

2𝑚
ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

显然,根据我们解一维薛定谔方程的经验, 𝐸 < 0为束缚态, 𝐸 > 0为散
射态。其实这又可以和经典力学中的开普勒问题类比, 开普勒问题中, 运动
轨迹为圆锥曲线,当且仅当 𝐸 < 0时轨道为椭圆,为束缚态。其它情况下轨
道为抛物线或者双曲线, 也就是说这个时候粒子运动没有被限制在一定的
空间范围中,也即散射态。我们下面的讨论中主要考虑束缚态情况。
定义 𝜅 ≡

√
−2𝑚𝑒𝐸

ℏ ,我们可以将4.33改写为：

1
𝜅2
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 +
[
𝑚𝑒𝑒

2

2𝜋𝜀0ℏ2𝜅

1
𝜅𝑟
− ℓ (ℓ + 1)
(𝜅𝑟)2

]
𝑢 = 𝑢 (4.34)

我们再做换元

𝜌 = 𝜅𝑟, 𝜌0 =
𝑚𝑒𝑒

2

2𝜋𝜀0ℏ2𝜅

4.34写为 (注意这里 𝑢变成了关于 𝜌的函数):

𝑑2𝑢

𝑑𝜌2 =

[
1 + ℓ (ℓ + 1)

𝜌2 − 𝜌0

𝜌

]
𝑢 (4.35)

我们考察下这个方程的渐近解:
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• 𝜌 →∞
方程4.35形式变为:

𝑑2𝑢

𝑑𝜌2 = 𝑢

那么在 𝜌充分大时,方程的解应该具有如下形式：

𝑢∞ = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

显然根据波函数有界性,有 𝐵 = 0,故 𝑢∞ ∼ 𝑒−𝜌.

• 𝜌 → 0
方程4.35形式变为:

𝑑2𝑢

𝑑𝜌2 =
ℓ (ℓ + 1)
𝜌2 𝑢

这是一个 Euler方程,解得 𝜌充分小时,方程解的形式为：

𝑢0 = 𝐶𝜌
ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ

同样根据波函数的有界性,有 𝐷 = 0,故 𝑢0 ∼ 𝜌ℓ+1.
有了上面的讨论,我们从 𝑢(𝜌)中分离出近进解,下面的变换也显得比较

自然：
𝑢 = 𝜌ℓ+1𝑒−𝜌𝑣(𝜌)

𝑣(𝜌)是个未知函数,下面我们将方程4.35转换为关于 𝑣(𝜌)的方程：

𝜌
𝑑2𝑣

𝑑𝜌2 + 2 (ℓ + 1 − 𝜌) 𝑑𝑣
𝑑𝜌
+ (𝜌0 − 2ℓ − 2) 𝑣 = 0 (4.36)

方程在形式上好像并没有变得更加简单, 但是分离出渐近解后, 会让我
们后面的级数解讨论变得更加简洁。
为了解4.36,我们设：

𝑣(𝜌) =
∑
𝑗=0

𝑐 𝑗𝜌
𝑗 ⇒ 𝑑𝑣

𝑑𝜌
=

∑
𝑗=0

( 𝑗 + 1) 𝑐 𝑗+1𝜌 𝑗 ,
𝑑2𝑣

𝑑𝜌2 =
∑
𝑗=0

𝑗 ( 𝑗 + 1) 𝑐 𝑗+1𝜌 𝑗−1

代入原方程得到递推公式：

𝑐 𝑗+1 =
2 ( 𝑗 + ℓ + 1) − 𝜌0

( 𝑗 + 1) ( 𝑗 + 2ℓ + 2) 𝑐 𝑗 (4.37)

𝑗 充分大时,上式变为5:

𝑐 𝑗+1 =
2
𝑗 + 1

𝑐 𝑗 ⇒ 𝑐 𝑗 ≈
2 𝑗

𝑗!
𝑐0 ⇒ 𝑣(𝜌) = 𝑐0𝑒

2𝜌

5你也可以近似的更狠一点,把分母中的 1拿掉,也可以导出正确的结果,但是推导略微复杂一点。
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那么我们得到了一个 𝑢(𝜌)的渐近解：

𝑢(𝜌) = 𝑐0𝑒𝜌𝜌
ℓ+1

显然不满足 𝜌 → ∞时的波函数有界性要求,所以这个解并不具有物理意义,
回忆一下我们在求解一维谐振子模型中使用过的技巧, 为了让最终的解具
有物理意义,只能是递推公式4.37在某处截断,这样 𝑗 充分大时 𝑐 𝑗 为 0.
假设 𝑐𝑁 = 0且 𝑐𝑁−1 ≠ 0,那么：

2 (𝑁 + ℓ) − 𝜌0 = 0

𝑛 ≡ 𝑁 + ℓ,为主量子数6,根据 𝜌0的定义式,我们得到:

𝐸𝑛 = −
𝑚𝑒

2ℏ2

(
𝑒2

4𝜋𝜀0

)2 1
𝑛2 ≡

𝐸1
𝑛2 , 𝑛 = 1, 2, 3 . . . (4.38)

其中：

𝐸1 = −𝑚𝑒
2ℏ2

(
𝑒2

4𝜋𝜀0

)2
= −13.6 eV (4.39)

这个公式称为波尔公式,可以称得上是量子力学发展史中的一个里程碑,结
合 𝜅的定义式可以得到：

𝜅 =

(
𝑚𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ2

)
1
𝑛
=

1
𝑎𝑛

其中

𝑎 ≡ 4𝜋𝜀0ℏ2

𝑚𝑒2 = 0.592 Å (4.40)

称为玻尔半径。薛定谔方程在 1924年才被给出, 玻尔当时使用半经典半量
子的方法在 1913年“推导”出了这些公式。在继续我们下面的推导之前,我
认为花点功夫介绍一下波尔当时推导出来这个公式的思路是必要的。

波尔公式

其实对于氢原子的离散谱线的解释, 当时已经有诸如巴尔末公式
等经验公式。玻尔主要的思想还是经典力学那一套,认为电子在核外

6由于历史原因, ℓ称为角量子数, 𝑚称为磁量子数
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做圆周运动,库仑力充当向心力,那么：

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟2 = 𝑚
𝑣2

𝑟

然后玻尔认为电子的轨道是离散的,进一步应该认为电子绕核运动的
角动量只能取一系列离散的值：

𝐿𝑧 = 𝑚𝑣𝑟 = 𝑛ℏ, (𝑛 = 1, 2, 3 . . .)

结合第一个运动方程：

𝑟 = 𝑛2 4𝜋𝜀0ℏ2

𝑚𝑒𝑒2 ≡ 𝑛
2𝑎

电子的总能量 (当然这又是经典的考虑,只计动能和势能)：

𝐸 = −1
2

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
⇒ 𝐸𝑛 =

𝐸1

𝑛2

不难验证基态能量 𝐸1 和玻尔半径 𝑎 都和我们使用量子力学的解
一致。不过我们之前计算的都是量子力学的图象,这里只能说使用经
典方法凑了个巧。𝐸1也被称为氢原子的结合能,表示了电离核外电子
需要多少能量。
当然, 现在看来玻尔当时的想法是非常荒诞的, 在试图用一个经

典的图像解释一个量子力学问题,但是不得不说这一量子化的想法对
今后量子力学的建立还是起到了很大的推动作用,特别是玻尔使用这
个模型很好的解释了外层电子为 1的原子的光谱,但就连铍也无法再
用这个模型解释。

由于 𝑁 ∈ N∗,所以当主量子数确定时,角量子数的可取值只能为：

ℓ = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 − 1

求解角向薛定谔方程时我们就知晓了磁量子数和角量子数之间的取值关系,
所以能级 𝐸𝑛的简并度为:

𝑑𝑛 =
𝑛−1∑
ℓ=0

(2ℓ − 1) = 𝑛2

𝑛取 1时,根据上面的讨论, ℓ, 𝑚的取值只能是 0

𝜓100 = 𝑅10𝑌
0
0 =

1
√

4𝜋
𝑅10, 𝑅𝑛ℓ =

1
𝑟
𝜌ℓ+1𝑒−𝜌𝑣(𝜌)
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𝑛 = 1时, 𝑐1 = 0,故 𝑣(𝜌) = 𝑐0,再根据 𝜌 = 𝜅𝑟 = 𝑟
𝑛𝑎

,对波函数进行归一化求得
𝑐0后得到基态定态波函数解：

𝜓100(𝑟, 𝜃, 𝜙) =
1
√
𝜋𝑎3

𝑒−
𝑟
𝑎 (4.41)

这里要格外注意,粒子并非最有可能出现在半径为 𝑟 = 0的球面上,虽然
波函数的值随着半径的增大而减小, 但是球面面积也在变大, 而波函数
的概率解释是与体积元相关的。也就是说

𝑃 = |𝜓100(𝑟, 𝜃, 𝜙) |2 𝑑𝑉

在直角坐标中 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,球坐标中 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙.这里对于一
个球面, 我们应当使用积分去计算粒子出现在半径为 𝑟 ∼ 𝑟 + 𝑑𝑟 的球壳
内的概率,根据波函数球对称性很容易得到：

𝑃(𝑟) = 4
𝑎3 𝑟

2𝑒−2𝑟/𝑎𝑑𝑟

求得上式在 𝑟 = 𝑎 的时候取极大值, 所以玻尔使用经典理论预测
到

::::::::::
轨道半径为 𝑎在量子力学上看就是求出了最概然位置。

拉盖尔函数

𝐿𝑞 ≡
𝑒𝑥

𝑞!

(
𝑑

𝑑𝑥

)𝑞
(𝑒−𝑥𝑥𝑞) (4.42)

连带拉盖尔函数

𝐿 𝑝
𝑞 (𝑥) ≡ (−1) 𝑝

(
𝑑

𝑑𝑥

) 𝑝

𝐿 𝑝+𝑞 (𝑥) =
𝑥−𝑝𝑒𝑥

𝑞!

(
𝑑

𝑑𝑥

)𝑞
(𝑒−𝑥𝑥 𝑝+𝑞) (4.43)

𝑣(𝜌)可以利用拉盖尔函数写成 (已经略去前面的归一化常数)：

𝑣(𝜌) = 𝐿2ℓ+1
𝑛−ℓ−1(2𝜌) (4.44)

最后归一化后得到定态解为：

𝜓𝑛ℓ𝑚 =

√(
2
𝑛𝑎

)3 (𝑛 − ℓ − 1)!
2𝑛(𝑛 + ℓ)! 𝑒

−𝑟/𝑛𝑎
(
2𝑟
𝑛𝑎

)ℓ [
𝐿2ℓ+1
𝑛−ℓ−1(2𝑟/𝑛𝑎)

]
𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙) (4.45)
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而且由三个量子数确定的定态解是一组完备的正交归一基, 我们不用再进
行施密特正交化了！ ∫

𝑑3𝑟𝜓∗𝑛ℓ𝑚𝜓𝑛′ℓ′𝑚′ = 𝛿𝑛𝑛′𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚′ (4.46)

其中 ℓ和 𝑚之间的正交归一性是球谐函数的性质, 𝑛的正交归一性可以
由 �̂� 属于不同本征值的本征向量正交性得出。也就是说,从代数结构上看,
𝑛 确定本征空间, 由于三维量子力学中简并态的普遍性, ℓ 和 𝑚 是在这个本
征空间中寻找基底。

4.2.2 氢原子光谱

一般情况下, 氢原子处于基态, 但是当它吸收能量之后便会跃迁到激发
态, 里面的具体机制我们不探究, 我们还是按照中学的知识来大致解释。氢
原子吸收光子的能量, 当且仅当吸收的能量是两能级之差时发生跃迁, 否则
不吸收能量, 这个时候产生的谱线称为吸收谱；反之, 氢原子自发的从激发
态向低能级跃迁会向外发出对应能量的电磁辐射 (光子形式),这个时候产生
的谱线称为发射谱。
根据 𝐸𝑛 = 𝐸1/𝑛2 = −13.6 eV/𝑛2 和普朗克公式 𝐸 = ℎ𝜈.可以得到从第 𝑛 𝑓

能级跃迁到 𝑛𝑖 释放的光子的波长：

1
𝜆
= R

(
1
𝑛 𝑓

− 1
𝑛𝑖

)
(4.47)

其中:

R ≡ −𝐸1

ℎ𝑐
=

𝑚𝑒

4𝜋𝑐ℏ3

(
𝑒2

4𝜋𝜖0

)2

= 1.097 × 107 m−1

称为 Rydberg constant, 4.47最先开始是作为经验公式给出的。

• 𝑛 𝑓 = 1 谱线位于紫外光区,称为 Lyman series

• 𝑛 𝑓 = 2 谱线位于可见光区,称为 Balmer series

• 𝑛 𝑓 = 3 谱线位于红外光区,称为 Paschen series

还有一种极端情况就是电子能量过大而电离,这个时候就是连续谱了。

4.3 角动量

在经典力学中,粒子的角动量定义为:

L = r × p
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写成分量形式为:

𝐿𝑥 = 𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦, 𝐿𝑦 = 𝑧𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑧, 𝐿𝑧 = 𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥

涉及到经典力学中的两个力学量相乘转换为算符时, 可能要考虑一下
算符结合的顺序, 但是好在这里我们不需要考虑, 因为正则对易关系的三维
形式为: [

𝑟𝑖, 𝑝 𝑗

]
= 𝑖ℏ𝛿𝑖 𝑗

[
𝑟𝑖, 𝑟 𝑗

]
=

[
𝑝𝑖, 𝑝 𝑗

]
= 0 (4.48)

显然角动量涉及到的都是两个可对易算符相乘。
我们先来计算这三个角动量分量算符之间的对易子7:[

𝐿𝑥 , 𝐿𝑦

]
=

[
𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦

]
= [𝑦𝑝𝑧𝑧, 𝑧𝑝𝑥] − [𝑦, 𝑥] 𝑝𝑧 − 𝑧

[
𝑝𝑦, 𝑝𝑥

]
+

[
𝑧𝑝𝑦, 𝑥𝑝𝑧

]
= 𝑦𝑝𝑧𝑧𝑝𝑥 − 𝑧𝑝𝑥𝑦𝑝𝑧 + 𝑧𝑝𝑦𝑥𝑝𝑧 − 𝑥𝑝𝑧𝑧𝑝𝑦
= 𝑦𝑝𝑥 [𝑝𝑧, 𝑧] − 𝑥𝑝𝑦 [𝑝𝑧, 𝑧]
= [𝑧, 𝑝𝑧] 𝐿𝑧

= 𝑖ℏ𝐿𝑧

根据自变量的 𝑥 → 𝑦 → 𝑧 → 𝑥轮换性,我们得到:[
𝐿𝑥, 𝐿𝑦

]
= 𝑖ℏ𝐿𝑧,

[
𝐿𝑦, 𝐿𝑧

]
= 𝑖ℏ𝐿𝑥, [𝐿𝑧, 𝐿𝑥] = 𝑖ℏ𝐿𝑦 (4.49)

𝐿2和 𝐿𝑧 的本征值

根据 §3.4的讨论,不对易的算符找不到一组共同的本征矢,但是对易的
可以,矩阵的观点看来也即可以同时对角化。显然我们不应浪费时间在寻找
三个分量算符之间的共同本征矢上面。根据

𝐿2 = 𝐿2
𝑥 + 𝐿2

𝑦 + 𝐿2
𝑧

我们可以计算[
𝐿2, 𝐿𝑧

]
=

[
𝐿2
𝑥 , 𝐿𝑧

]
+

[
𝐿2
𝑦, 𝐿𝑧

]
+

[
𝐿2
𝑧, 𝐿𝑧

]
= 𝐿𝑥 [𝐿𝑥 , 𝐿𝑧] + [𝐿𝑥 , 𝐿𝑧] 𝐿𝑥 + 𝐿𝑦

[
𝐿𝑦, 𝐿𝑧

]
+

[
𝐿𝑦, 𝐿𝑧

]
𝐿𝑦

= 0

第二个等号利用了下面的事实:[
�̂��̂�, �̂�

]
= �̂�

[
�̂�, �̂�

]
+

[
�̂�, �̂�

]
�̂�

7后面的推导中我们一律略去算符上面的ˆ
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第三个等号利用了正则对易关系。
那么我们可以尝试去寻找 𝐿2 与某个分量算符之间的本征矢,索性就取

𝐿𝑧,对于某个共同本征矢有:

𝐿2 𝑓 = 𝜆 𝑓 , 𝐿𝑧 𝑓 = 𝜇 𝑓

我们下面利用的方法是 §2.3中已经用到的
::::::::::::::
升降阶算符法,定义：

𝐿± ≡ 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦

𝐿± 𝑓 也是 𝐿2的本征矢

𝐿2 𝑓 = 𝜆 𝑓 ⇒ 𝐿±𝐿
2 𝑓 = 𝜆𝐿± 𝑓 ⇒ 𝐿2 (𝐿± 𝑓 ) = 𝜆 (𝐿± 𝑓 ) (4.50)

𝐿±的 ::::
升降是针对 𝐿𝑧 而言的:

[𝐿𝑧, 𝐿±] = [𝐿𝑧, 𝐿𝑥] + 𝑖
[
𝐿𝑧, 𝐿𝑦

]
= ±ℏ𝐿±

我们再来计算：

𝐿𝑧 (𝐿± 𝑓 ) = [𝐿𝑧, 𝐿±] 𝑓 + 𝐿±𝐿±𝐿𝑧 𝑓

= ±ℏ (𝐿± 𝑓 ) + 𝜇 (𝐿± 𝑓 )
= (𝜇 ± ℏ) (𝐿± 𝑓 )

根据上面的推导又可以得到下面的定理：

𝐿± 𝑓 也是 𝐿𝑧 的本征矢

𝐿𝑧 𝑓 = 𝜇 𝑓 ⇒ 𝐿𝑧 (𝐿±𝑛 𝑓 ) = (𝜇 + 𝑛ℏ) 𝐿±𝑛 𝑓 (4.51)

以本征矢 𝑓 为基础,我们便可以使用 𝐿± 去生成本征值更大或者更小的
𝐿𝑧 的本征矢,而且依旧是 𝐿2关于本征值 𝜆的本征矢。但是这个“阶梯”是
不能无限延伸的

𝜆2 = 〈𝐿2〉 = 〈𝐿2
𝑥〉 + 〈𝐿2

𝑦〉 + 〈𝐿2
𝑧〉

= 〈𝐿2
𝑥〉 + 〈𝐿2

𝑦〉 + 〈 𝑓 |𝐿2
𝑧 | 𝑓 〉

= 〈𝐿2
𝑥〉 + 〈𝐿2

𝑦〉 + 〈𝐿𝑧 𝑓 |𝐿𝑧 𝑓 〉 > 𝜇2

所以这个阶梯一定有一个顶端和一个底端,暂且记为 𝑓𝑡 和 𝑓𝑏,且满足8:

𝐿+ 𝑓𝑡 = 0, 𝐿− 𝑓𝑏 = 0
8根据求谐振子的经验, 我们最终要让阶梯延伸终止, 也就是要让通过升降阶算符法得到的本征矢

无法归一化,这里直接选为 0有些不明不白,但是是可以证明的
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相应的本征值设为：
𝐿𝑧 𝑓𝑡 = ℏℓ 𝑓𝑡 , 𝐿𝑧 𝑓𝑏 = ℏℓ̄ 𝑓𝑏

𝐿±𝐿∓ =
(
𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦

) (
𝐿𝑥 ∓ 𝑖𝐿𝑦

)
= 𝐿2

𝑥 + 𝐿2
𝑦 ∓ 𝑖

[
𝐿𝑥 , 𝐿𝑦

]
= 𝐿2 − 𝐿2

𝑧 ± ℏ𝐿𝑧

利用上式 𝐿2可以表示为：

𝐿2 = 𝐿2
𝑧 + 𝐿±𝐿∓ ± ℏ𝐿𝑧 (4.52)

依照 𝑓𝑡 和 𝑓𝑏 的定义：

𝐿2 𝑓𝑡 = 𝐿
2
𝑧 + 𝐿−𝐿+ − ℏ𝐿𝑧

= 𝐿2
𝑧 𝑓𝑡 − ℏ𝐿𝑧 𝑓𝑡

= ℏ2ℓ (ℓ + 1) 𝑓𝑡

类似的推导可以得到
𝐿2 𝑓𝑏 = ℏ2ℓ̄

(
ℓ̄ − 1

)
𝑓𝑏

根据4.50, 𝑓𝑡 和 𝑓𝑏 都是 𝐿2的关于 𝜆的本征矢,所以:

𝜆 = ℏ2ℓ (ℓ + 1) = ℏ2ℓ̄
(
ℓ̄ − 1

)
⇒ ℓ̄ = −ℓ

显然根据升降阶算符的定义, ℓ̄ 和 ℓ 之间肯定相差的一个整数,故 2ℓ = 𝑁 得
出 ℓ取值为:

ℓ = 0,
1
2
, 1,

3
2
, . . .

当 𝜆确定之后也便确定了 ℓ,那么根据升降阶算符生成的两算符之间的共同
本征矢可以使用 ℓ和 𝑚标识:{

𝐿2 𝑓 𝑚ℓ = ℏ2ℓ (ℓ + 1) 𝑓 𝑚ℓ
𝐿𝑧 𝑓

𝑚
ℓ = ℏ𝑚 𝑓 𝑚ℓ

(4.53)

𝑚取值为:−ℓ,−ℓ + 1, · · · , ℓ − 1, ℓ
求出了 𝐿2 所有的本征值 𝜆 后我们便确定了 ℓ 的取值, ℓ 和 𝑚 便一起标

识了 𝐿2 和 𝐿𝑧 的本征值, 下一步我们就是要去求出对应的一组共同的本征
矢。当然, 这两个字母的设置绝不是空穴来风, 我们说氢原子定态解由三个
量子数完全描绘,主量子数 𝑛与能量相关,角量子数 ℓ和磁量子数 𝑚 与角动
量相关。
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注意,不确定性原理意味着,你永远无法让角动量指向 𝑧轴！
如果你要让角动量只有 𝑧轴分量,说明你必须同时测得 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 0。

但是不确定性原理告诉你这是不可能的,所以角动量矢量的尾端始终没
有指向一个确定的方位, 这与你的测量是无关的, 这是量子力学本身的
性质。

这里我们来具体求出升降阶算符作用后的系数,设：

𝐿+ | 𝑓 𝑚ℓ 〉 = 𝐴𝑚
ℓ | 𝑓 𝑚+1ℓ 〉 , 𝐿− | 𝑓 𝑚ℓ 〉 = 𝐵𝑚

ℓ | 𝑓 𝑚−1
ℓ 〉

将上面的第一个式子取厄米共轭,利用 𝐿†+ = 𝐿−:

〈 𝑓 𝑚ℓ | 𝐿− = (𝐴𝑚
ℓ )∗ 〈 𝑓 𝑚+1ℓ |

然后根据态的归一性得：

𝐴𝑚
ℓ =

√
〈 𝑓 𝑚ℓ |𝐿−𝐿+ | 𝑓 𝑚ℓ 〉

最后根据4.52及4.53:

𝐴𝑚
ℓ = ℏ

√
ℓ(ℓ + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)

同理可得 𝐵𝑚
ℓ :

𝐵𝑚
ℓ = ℏ

√
ℓ(ℓ + 1) − 𝑚(𝑚 − 1)

这两个式子有时在计算上比较有用,免去了一些偏导计算,涉及到 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦

时也可以把它们转换成 𝐿±来简化计算。

𝐿2和 𝐿𝑧 的本征矢

因为我们之前列方程都是在球坐标系下表达的, 这里我们也想到在位
置表象下,用球坐标去表示出角动量算符9。

L = 𝑏𝑚𝑟 × p = −𝑖ℏ (r × ∇)

注意我们说过 L 是一个缩并的记号, 实际上代表三个分量算符, 即 𝐿 |𝜓〉 ≡(
𝐿𝑥 |𝜓〉 , 𝐿𝑦 |𝜓〉 , 𝐿𝑧 |𝜓〉

)
。根据正交曲线坐标系的相关知识,我们可以得到梯

9下面我们使用向量运算去推导角动量算符, 但是实际上也可以使用其分量算符在直角坐标下的
表述, 结合直角坐标和球坐标之间的关系去得到角动量算符。但是下面介绍的方法可以一次计算直
接得到三个分量算符。
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度算符在球坐标系下的表示:

∇ = ê𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ê𝜃

1
𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ ê𝜙

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
(4.54)

再利用 r = 𝑟êr 有如下推导：

L = −𝑖ℏ𝑟
[
(ê𝑟 × ê𝑟 )

𝜕

𝜕𝑟
+

(
ê𝑟 × ê𝜃

1
𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+

(
ê𝑟 × ê𝜙

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

))]
= −𝑖ℏ𝑟

[
0 + ê𝜙

1
𝑟

𝜕

𝜕𝜃
− ê𝜃

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

]
= −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝜃
ê𝜙 + 𝑖ℏ

1
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
ê𝜃

事实上我们已经求出 𝐿 𝜃 和 𝐿𝜓 了,但记住最终我们要的是 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦, 𝐿𝑧 在球坐
标下的表达。利用：

ê𝜃 cos 𝜃 cos 𝜙î + cos 𝜃 sin 𝜙ĵ − sin 𝜃k̂
ê𝜙 = − sin 𝜙î + cos 𝜙ĵ

将上式转为直角坐标单位矢量的表述：

L = +
(
𝑖ℏ sin 𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖ℏ cot 𝜃 cos 𝜙

𝜕

𝜕𝜙

)
î

+
(
−𝑖ℏ cos 𝜙

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖ℏ cot 𝜃 sin 𝜙

𝜕

𝜕𝜙

)
ĵ

+
(
−𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝜙

)
k̂

≡𝐿𝑥 î + 𝐿𝑦 ĵ + 𝐿𝑧k̂

𝐿𝑧 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜙
(4.55)

为了进一步计算 𝐿2,我们先来计算 𝐿±:

𝐿± ≡ 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦

= 𝑖ℏ sin 𝜙
𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖ℏ cot 𝜃 cos 𝜙

𝜕

𝜕𝜙
± ℏ cos 𝜙

𝜕

𝜕𝜃
∓ ℏ cot 𝜃 sin 𝜙

𝜕

𝜕𝜙

= ±ℏ𝑒±𝑖𝜙
(
𝜕

𝜕𝜃
± 𝑖 cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)
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上面的推导利用了 Euler公式简化结果。

𝐿+𝐿− = −ℏ2𝑒+𝑖𝜙
(
𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖 cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)
𝑒−𝑖𝜙

(
𝜕

𝜕𝜃
− 𝑖 cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)
· · · · · ·

= −ℏ2
(
cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖 𝜕
𝜕𝜙
+ 𝜕2

𝜕𝜃2 + cot2 𝜃
𝜕2

𝜕𝜙2

)
上面的推导要格外小心, 注意运算的次序, 不要直接把 𝑒𝑖𝜙 消掉了。再利
用4.52:

𝐿2 = −ℏ2 𝜕
2

𝜕𝜙2 + 𝑖ℏ
2 𝜕

𝜕𝜙
+ 𝐿+𝐿−

= −ℏ2
(
𝜕2

𝜕𝜙2 + cot2 𝜃
𝜕2

𝜕𝜙2 + cot 𝜃
𝜕

𝜕𝜃
+ 𝜕2

𝜕𝜃2

)
= −ℏ2

[
1

sin 𝜃

(
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+ 1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

)]
我们来看一下特征方程 𝐿2 𝑓 𝑚ℓ = ℏ2ℓ (ℓ + 1) 𝑓 𝑚ℓ ,实际上它等价于：

− ℏ2
[

1
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)
+ 1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

]
𝑓 𝑚ℓ = ℏ2ℓ (ℓ + 1) 𝑓 𝑚ℓ (4.56)

特征方程 𝐿𝑧 𝑓
𝑚
ℓ = ℏ𝑚 𝑓 𝑚ℓ ,写为：

− 𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝜙

𝑓 𝑚ℓ = ℏ𝑚 𝑓 𝑚ℓ (4.57)

对照4.14和4.17, 其实满足上面两个方程的函数就是我们已经用纯分析方法
得到的球谐函数10:

𝑓 𝑚ℓ = 𝑌𝑚
ℓ

再广泛点说,我们在解薛定谔方程时,由于角向和径向是分离的,所以我
们解出定态薛定谔方程的解实际上是构造了一个 𝐿𝑧, 𝐿

2, �̂� 的共同本征矢：

�̂�𝜓 = 𝐸𝜓, 𝐿𝑧𝜓 = ℏ𝑚𝜓, 𝐿2𝜓 = ℏ2ℓ (ℓ + 1) 𝜓

回头再看4.26的离心势能项, 当我们将 𝐿2 顺利与 ℏ2ℓ (ℓ + 1) 联系起来
后, 离心项和经典力学里面的 𝐿2/(2𝑚𝑟2) 更加相似了。现在只剩下一个问
题是我们前面纯代数推导本征矢和前面的纯分析解薛定谔方程不相容的了,
那就是根据前面的推导, 球谐函数中的 ℓ 只能取整数, 但是我们求本征值时
允许 ℓ 取值为半整数,在这里, ℓ 确实取整数才有物理意义,但是半整数解在
我们下面要提到的自旋也是有物理意义的。

10请注意,角向解是薛定谔方程的通解,与所处势场无关,只要可分离变量求解即可,这要求薛定谔
方程势能不含时。
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CSCO的物理意义简单探讨
广义概率诠释中提到,当我们对某个态进行测量时,态会坍缩到测量 (本

征)值对应的一个本征态,比如在 ℓ = 1的角动量问题中,选取 𝑓 𝑚ℓ 为表象,则
角动量算符的矩阵为：

𝐿𝑧 = ℏ ©­«
1 0 0
0 0 0
0 0 −1

ª®¬
显然对于每个本征矢都不是简并的,所以我们测量 𝐿𝑧,在只要知道了测

量值, 就相当于知道体系坍缩到了哪个态, 当然, 相差相位因子的态认为是
物理上相同的态。但是一旦当我们测量 𝐿2

𝑧：

𝐿2
𝑧 = ℏ

©­«
1 0 0
0 0 0
0 0 1

ª®¬
对于本征值 ℏ,简并度为 2,所以这个时候如果测量到 𝐿2

𝑧 = ℏ,我们不能
再区分体系到底坍缩到了哪个态, 只能说坍缩到了 ℰ1 空间。这个时候要想
去确定体系到底坍缩到了哪个本征态, 可以选择再测一个力学量。显然, 根
据不确定性原理, 这个力学量应该是要和 𝐿2

𝑧 是对易的, 这样才能同时确定
两个力学量的值, 也就是说两次测量可以看作是独立的, 不会相互影响。我
们索性就取 𝐿𝑧 11,共同本征矢叫做 |𝑢𝑖〉:

本征矢

本征值 算符
𝐿𝑧 𝐿2

𝑧

|𝑢1〉 1 1
|𝑢2〉 0 0
|𝑢3〉 1 -1

那么现在如果我们对体系同时测量 𝐿𝑧 和 𝐿2
𝑧,得到的一组本征值就一定

能完全确定体系坍缩到了哪个本征矢, 只是缺了一个相位因子, 但是它们在
物理上是一样的。那么这几个力学量,基于其共同本征矢和相应的本征值就
可以完全描述这个系统,这在量子态的制备和测量都是有很重要的意义的。

4.4 自旋

经典力学中, 刚体就是一个质点组, 根据柯尼希定理, 这个质点组的总
角动量可以分为两部分。一部分是因为质心的运动引起的,也称为轨道角动

11当然,这个例子举得不是很恰当,因为在 ℓ一定时, 𝐿𝑧 由于非简并性,本身就可以很好的描述这个
系统了。
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量；还有一部分是因为质点绕质心运动带来的,也就是在质心系下相对质心
的角动量,这也称为自旋角动量。
在量子力学中,也有类似的概念,我们前面谈到的 L都是指电子的轨道

角动量, 它和电子的空间运动相关, 由球谐函数 𝑌𝑚
ℓ 描述, 但是还有一部分

角动量是自旋角动量 S,与粒子的空间运动无关,也常常被称为内禀角动量。
经典力学上我们区分这两种角动量更多的是为了方便, 但是在量子力学中,
自旋的存在是不能类比为粒子的自转的。其一是我们现在对于基本粒子都
处理成数学上一个没有大小的点；其二,如果去按照这种经典的自转去计算
电子表面的线速度,会发现其已远远超过光速。所以现在我们暂且把它的存
在当作是公理,而且认为自旋角动量的代数结构和轨道角动量的完全一致:[

S𝑥 ,S𝑦

]
= 𝑖ℏS𝑧,

[
S𝑦,S𝑧

]
= 𝑖ℏS𝑥 , [S𝑧,S𝑥] = 𝑖ℏS𝑦 (4.58)

由于代数结构的一致性,下面这些结论也就直接复制于 § 3. 2-3. 3

S2 |𝑠, 𝑚〉 = ℏ2𝑠 (𝑠 + 1) ,S𝑧 |𝑠, 𝑚〉 = ℏ𝑚 |𝑠, 𝑚〉 (4.59)

上面的 |𝑠, 𝑚〉 表示粒子的自旋态, 无法在位置表象下用波函数表示出
来,这也是为何我们要引入狄拉克符号的一个重要原因。现在引入粒子的自
旋态后,这些自旋态也构成了一个线性空间, S 是这个空间中的观察算符12。
其中 𝑠, 𝑚取值为：

𝑠 = 0,
1
2
, 1,

3
2
, . . . 𝑚 = −𝑠,−𝑠 + 1, . . . , 𝑠 − 1, 𝑠

这里我们并没有任何理由忽略半整数的 𝑠取值。
类似定义 S±,有13：

S± |𝑠, 𝑚〉 = ℏ
√
𝑠(𝑠 + 1) − 𝑚(𝑚 ± 1) |𝑠, 𝑚 ± 1〉 (4.60)

最后提一下, 基本粒子都有一个独特的自旋量子数 𝑠, 虽然粒子的量子
态受到扰动后, 其轨道角量子数 ℓ 可能发生改变, 但是自旋量子数 𝑠 是永远
不变的。

4.4.1 自旋 1/2
𝑠 = 1/2的自旋系统是最简单的非平凡系统,因为 𝑚 只有 ±1

2 两个取值,
对应的两个自旋态构成了一组正交归一基14。我们用 | 12 , ↑〉 和 |

1
2 , ↓〉 分别表

12我们下面的讨论无特殊说明都是指粒子的自旋态空间。实际上它比前面的量子态空间好处理,我
们后面会看到,很多时候它是一个有限维的向量空间。

13参考下书上习题 4.21
14之前提到过,我们现在只考虑自旋态, S𝑧 是自旋态空间中的观察算符
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示对应 S𝑧 本征值
ℏ
2 和 −

ℏ
2 的自旋态。15在这两个自旋态构成的表象下,其它

自旋态可以用一个列向量表示,我们称之为旋量 𝜒。
定义基向量：

𝜒+ ≡
(
1
0

)
, 𝜒− ≡

(
0
1

)
(4.61)

则:
𝜒 =

(
𝑎
𝑏

)
= 𝑎𝜒+ + 𝑏𝜒− (4.62)

表示一个自旋态为 𝑎 | 12 , ↑〉 + 𝑏 |
1
2 , ↓〉的粒子。再根据广义概率诠释,在在这个

态下测量 S𝑧 得到 ℏ/2的概率为 |𝑎 |2,得到 −ℏ/2的概率为 |𝑏 |2。那么应该有
|𝑎 |2 + |𝑏 |2 = 1,也就是说 𝜒是归一化的, 𝜒†𝜒 = 1.
如果进一步问在这个态下测量 S𝑥 和 S𝑦 会得到怎样的结果, 我们就需

要在这个表象下去计算 S𝑥 的矩阵表示了。
S𝑧 在这个基下是对角的：

S𝑧 =
ℏ
2

(
1 0
0 −1

)
(4.63)

根据4.60,可以得出：

S+ =
(
0 1
0 0

)
, S− =

(
0 0
1 0

)
(4.64)

再根据 S±的定义：

S𝑥 =
𝑆+ + 𝑆−

2
=
ℏ
2

(
0 1
1 0

)
, S𝑦 =

𝑆+ − 𝑆−
2𝑖

=
ℏ
2

(
0 −𝑖
𝑖 0

)
(4.65)

观察到这些矩阵前面都有系数 ℏ/2,我们定义泡利矩阵16：

𝜎𝑥 ≡
(
0 1
1 0

)
, 𝜎𝑦 ≡

(
0 −𝑖
𝑖 0

)
, 𝜎𝑧 ≡

(
1 0
0 −1

)
(4.66)

不难看出这三个自旋算符不是对易的，但它们是反对易的：{
𝑆𝑖, 𝑆 𝑗

}
=

1
2
ℏ2𝛿𝑖 𝑗

15分别称为自旋向上和自旋向下,因为它们是 S𝑧 的定态。
16关于它的两个常用公式,第一个根据 S分量之间的对易关系来记忆：[

𝜎𝑖 , 𝜎𝑗

]
= 2i𝜖𝑖 𝑗𝑘𝜎𝑘

(a · 𝝈)(b · 𝝈) = a · b + 𝑖(a × b) · 𝜎
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对应的自旋角动量算符的矩阵只要在前面乘一个 ℏ/2 即可。注意到这
些矩阵都是厄米矩阵,这也力学量算符都是厄米算符相一致。
回到以开始的问题,假设我们要对 𝜒 测量 S𝑥 ,我们先去根据 S𝑥 计算本

征值和本征矢。不难得出 S𝑥 的本征值为 ±ℏ
2 ,对应的本征矢为：

𝜒 (𝑥)+ =

(
1/
√

2
1/
√

2

)
, 𝜒 (𝑥)− =

(
1/
√

2
−1/
√

2

)
(4.67)

那么 𝜒可以写成 S𝑥 的两个本征矢的线性组合：

𝜒 =

(
𝑎 + 𝑏
√

2

)
𝜒 (𝑥)+ +

(
𝑎 − 𝑏
√

2

)
𝜒 (𝑥)− (4.68)

根据广义概率诠释, 有 |𝑎 + 𝑏 |2/2的概率测得 ℏ/2, 有 |𝑎 − 𝑏 |2/2的概率测得
−ℏ/2.
更一般的，对于任意方向的自旋 S¤̂n，我们可以根据 Pauli 矩阵写出其

在 S𝑧 表象下的矩阵，不难证明其本征值为 ± ℏ
2，对应的本征矢为：

cos
𝛽

2
𝜒+ + sin

𝛽

2
e𝑖𝛼𝜒−, sin

𝛽

2
𝜒+ − cos

𝛽

2
e𝑖𝛼𝜒−

4.4.2 可观测量的相容性

其实这部分内容在讲不确定性原理的时候就应该讲到了, 但是现在我
们将它放到自旋- 1

2 系统中来重新思考一下,当然也只是一个简单的探讨。
如果我们有一个 | 12 , ↑〉 的自旋, 我们知道如果测量 S𝑧, 一定会得到 ℏ/2,

且无论做多少次测量, 都不会对系统产生影响, 但是一旦我们去测量 S𝑥 , 那
么我们有各自一半的概率得到 ℏ/2和 −ℏ/2(假设得到了 ℏ/2)。确实,对于 S𝑧

和 S𝑥 的这两次测量我们都精确的得到了 ℏ/2的结果17。那有的人可能马上
就会跳出来说：“你看,我们不是

:::::
同时精确确定了 S𝑥 和 S𝑧 吗？不确定性原

理一定是错的！”。实际上, 造成这种误解的原因就在于测量是一定会对态
造成扰动的,当你 S𝑥 测量完成后,体系已经坍缩为 𝜒𝑥

+ ,如果你再去立即测量
S𝑧, 结果就不再是确定的 ℏ/2, 而是还有百分之五十的概率为 −ℏ/2, 又具有
了随机性。18也就是说我们前面测量得到的 S𝑧 的信息已经完全丢失了, 我
们永远不能

:::::
同时确定 S𝑥 和 S𝑧。而且你如果两个量的测量顺序不同,你还会

得到不同的结果。这也就是算符之间的不相容导致的直接后果。
对于两个可对易算符 �̂�, �̂�, 它们一定有一对共同本征矢构成的完备基。

根据广义概率诠释, 我们可以证明, 无论 𝐴, 𝐵 的测量顺序如何, 得到的结果
(概率)都是一样的,而且如果测量 𝐴后得到 𝑎𝑛,测量 𝐵后得到 𝑏𝑝,那么之后

17前面动量、位置这种连续谱确实得到的只能是个范围,因为波函数肯定坍缩成一定范围内的波包,
而这种离散谱,只要我们的测量手段足够先进就能保证测量的精确性。

18为了完成这个实验你可能需要一个系综。
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继续测量 𝐴(或者 𝐵),得到的结果都是 𝑎𝑛(或 𝑏𝑝)。也就是说可以认为测量 𝐴
不会对 𝐵的测量产生干扰,测量 𝐵非但不会让之前测量 𝐴的信息丢失,还会
得到补充,反之亦然。所以相容的两个可观测量是可以同时确定的。更详细
的推导可以参考科恩书的 §3-𝐶-6

4.4.3 磁场中的带电粒子

在电磁学课程中我们讲过带电粒子在磁场中运动时会受到洛伦兹力的
作用, 在电动力学中有关于磁偶极矩的介绍, 原子核外运动的电子有轨道角
动量, 这一部分就是我们经典力学中研究的磁矩的构成部分。实际上, 一个
自旋不为 0的带电粒子单独构成了一个磁偶极子,磁矩可以写为：

𝜇 = 𝛾S

其中 𝛾 叫做旋磁比,对于电子, 𝛾 = −𝑒/𝑚。磁偶极子在匀强磁场中受到的合
力为 0,但是受到的合力矩不为 019:

M = 𝜇 × B

如果粒子还在磁场中运动, 那么需要考虑洛伦兹力, 这个时候薛定谔方程会
变得比较复杂,我们只考虑静止情形。那么这个时候我们哈密顿量只需要考
虑力偶矩做功相应的机械能：

H = −𝜇 · B

在自旋表象下20,哈密顿矩阵可以写成：

H = −𝛾B · S = −𝛾
(
B𝑥 · S𝑥 + B𝑦 · S𝑦 + B𝑧 · S𝑧

)
拉莫尔进动

我们先看一下经典力学中的拉莫尔进动,由角动量定理：

𝑑L
𝑑𝑡

= M = 𝜇 × B (4.69)

由于 L ‖ 𝜇, 所以角动量尾端绕磁感线做圆周运动, 大小不变, 方向改变, 这
也就是所谓的进动。
上面的结论在电动力学中早已学习, 只是做简要介绍, 下面详细看量子

力学情形。
假设磁场沿 𝑧轴方向：

B = 𝐵0k̂
19这个力矩是力偶矩,与参考点位置的选取无关。
20后面的推导都在 𝜒+ 和 𝜒− 下完成,这样我们就只需要直接操作矩阵
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那么哈密顿矩阵可以写为：

H = 𝛾𝐵0S = 𝛾𝐵0

(
1 0
0 −1

)
(4.70)

由于自旋角动量算符是不显含时间的,而且磁场是不随时变的,所以 �̂� 不显
含时间。所以我们先解定态薛定谔方程,再加上时间变化因子就行了。我们
很容易解得哈密顿算符的本征值和本征矢：21

𝜒+, 𝐸+ =
𝛾𝐵0ℏ

2
; 𝜒−, 𝐸− = −

𝛾𝐵0ℏ
2

(4.71)

因为哈密顿算符在这里就是 S𝑧 的倍数,所以不用额外的计算。则薛定谔方
程的解为：

𝜒 = 𝑎𝜒+𝑒
−𝑖𝐸+𝑡/ℏ + 𝑏𝜒−𝑒−𝑖𝐸−𝑡/ℏ =

(
𝑎𝑒

𝑖𝛾𝐵0𝑡
2

𝑏𝑒
−𝑖𝛾𝐵0𝑡

2

)
(4.72)

其中 𝑎, 𝑏由初态决定,且 |𝑎 |2 + |𝑏 |2 = 1。按照下面的方式重写 𝑎, 𝑏：

𝑎 = cos
𝛼

2
𝑒𝑖𝐵0𝑡1/2, 𝑏 = sin

𝛼

2
𝑒𝑖𝐵0𝑡2/2 (4.73)

下面计算自旋角动量的平均值：

〈S𝑥〉 = 𝜒†S𝑥𝜒 (4.74)

=
ℏ
2

(
cos 𝛼

2 𝑒
−𝑖𝛾𝐵0 (𝑡+𝑡1 )

2 sin 𝛼
2 𝑒

𝑖𝛾𝐵0 (𝑡−𝑡2 )
2

) (
1 0
0 −1

) (
cos 𝛼

2 𝑒
𝑖𝛾𝐵0 (𝑡+𝑡1 )

2

sin 𝛼
2 𝑒

−𝑖𝛾𝐵0 (𝑡−𝑡2 )
2

)
(4.75)

=
ℏ
2

sin𝛼 cos (𝜔𝑡 + 𝜙) (4.76)

其中 𝜔称为拉莫尔频率:

𝜔 ≡ 𝛾𝐵0, 𝜙 ≡
𝑡1 − 𝑡2

2
𝛾𝐵0

同理：

〈S𝑦〉 = −
ℏ
2

cos𝛼 sin (𝜔𝑡 + 𝜙) , 〈S𝑧〉 =
ℏ
2

cos𝛼 (4.77)

自旋 𝑧分量不变,总长度不变, 𝑥, 𝑦分量做相位相同的谐振,显然,这正是进动
的特征。这个结果与经典力学是及其类似的,但是力学量都变成了平均值。

21自旋态也是按照薛定谔方程演化的,我们在前面章节就写出了一般量子态形式的薛定谔方程。只
要你给出相关体系演化的哈密顿量就好。
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图 4.1: Larmor precession:图中的自旋矢量是平均值 〈S〉

Stern–Gerlach实验

我们下面考虑非均匀磁场, 这时不仅力偶矩不为 0, 所受的合力也不为
0,合力的公式为：

F = ∇ (𝜇 · B) (4.78)

这里计算梯度的时候把 𝜇当作只与时间有关,与空间无关的矢量22。我们考
虑所加磁场在 𝑧方向上有个偏差 (𝛼 � 1)：

B ∼ (𝐵0 + 𝛼𝑧) k̂

显然,根据 ∇ · B = 0,磁场一定会在 𝑥方向也有个偏差：

B = −𝛼𝑥 î + (𝐵0 + 𝛼𝑧) k̂

根据4.78,受力可以写成:

F = 𝛾𝛼
(
𝑆𝑧k̂ − 𝑆𝑥 î

)
(4.79)

由于拉莫尔进动效应, 𝑆𝑥 变化的很快 (磁场还是 𝑧 方向占主导作用),所
以可以认为 𝐹𝑥 平均效果为 0,最终粒子受到 𝑧方向的作用力偏转,而且与 𝑆𝑧
成正比。
实验观测到最终粒子被分为一系列离散的粒子流, 这也说明了粒子的

自旋角动量的量子性 (如果是连续的显然应该各个方向出射的粒子都有)。

22确实,由于粒子的运动,磁矩也应该看作是与位置有关,但是如果看一下这个公式的推导过程,我
们会发现它是在

:::::::
某一时刻考虑偶极子附近磁场变化情况得出的,所以实际上求梯度的时候 𝜇 不参与,

它与时间的依赖性,造成了 F随时间的变化
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这个实验在量子态的测量和制备上也具有重大意义, 我们可以利用这个实
验装置入射粒子流最终得到一系列的 𝑆𝑧 取值不同的粒子, 这个过程是量子
态的制备。我们还可以让一个粒子通过这个装置,根据它出射的角度去确定
其 𝑆𝑧 的取值,这便是量子态的测量。

图 4.2: The Stern–Gerlach apparatus:自旋向上的粒子向上偏转, 反之向下偏
转

4.5 数学准备：张量积

这一节主要是线性代数的补充附录, 其实这部分内容早该讲了, 因为从
一维量子力学引入到三维是自然的,ℰ𝑟 � ℰ𝑥 ⊗ℰ𝑦 ⊗ℰ𝑧。

张量积空间

张量积空间是两个向量空间通过运算“⊗”生成的新的向量空间:

ℰ =ℰ1 ⊗ℰ2

ℰ中的元素由ℰ1和ℰ2中元素的张量积构成
a：

∀ |𝜑〉 ∈ ℰ1, |𝜒〉 ∈ ℰ2 ⇒ |𝜑〉 ⊗ |𝜒〉

其中张量积运算满足“双线性”：

[𝜆 |𝜑〉] ⊗ |𝜒〉 = 𝜆 [|𝜑〉 ⊗ |𝜒〉] (4.80)
|𝜑〉 ⊗ [𝜇 |𝜒〉] = 𝜇 [|𝜑〉 ⊗ |𝜒〉] (4.81)
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|𝜑〉 ⊗ [|𝜒1〉 + |𝜒2〉] = |𝜑〉 ⊗ |𝜒1〉 + |𝜑〉 ⊗ |𝜒2〉 (4.82)
[|𝜑1〉 + |𝜑2〉] ⊗ |𝜒〉 = |𝜑1〉 ⊗ |𝜒〉 + |𝜑2〉 ⊗ |𝜒〉 (4.83)

而且如果 {|𝜑𝑖〉} 是 ℰ1 中的一组基, {|𝜒𝑙〉} 是 ℰ2 中的一组基。那么他
们的张量积 {|𝜑𝑖〉 ⊗ |𝜒𝑙〉}构成了ℰ中的一组基。

a |𝜒〉 ⊗ |𝜑〉和 |𝜑〉 ⊗ |𝜒〉是一样的。

ℰ中的内积

张量积空间中内积的定义依赖于 ℰ1,ℰ2 中标量积的定义。首先我们换
一个更加清爽的符号记ℰ中的向量：

|𝜑𝜒〉 ≡ |𝜑〉 ⊗ |𝜒〉

下式给出了内积的定义:

〈𝜑2𝜒2 | 𝜑1𝜒1〉 ≡ 〈𝜑2 | 𝜑1〉 〈𝜒2 | 𝜒1〉 (4.84)

根据这个定义我们可以立即得出, 如果我们得到了两个空间中的正交归一
基, 那么对应的张量积在张量积空间中构成的基底也是正交归一的, 只是这
个时候要使用两个指标来标记：

〈𝜑𝑖′𝜒𝑙′ | 𝜑𝑖𝜒𝑙〉 = 𝛿𝑖𝑖′𝛿𝑙𝑙′

算符的张量积

设 �̂�是定义在ℰ1 上的一个算符, �̂�定义在ℰ2 上,它们的延伸算符按照
下式定义：

�̃� [|𝜑〉 ⊗ |𝜒〉] =
[
�̃� |𝜑〉

]
⊗ |𝜒〉 , �̃� [|𝜑〉 ⊗ |𝜒〉] = |𝜑〉 ⊗

[
�̃� |𝜒〉

]
按照上面的定义可以得出： [

�̃�, �̃�
]
= 0

这实际上就是在说, 两个无相互作用的粒子构成的体系, 它们两个之间的任
意力学量都是对易相容的, 也就是说一定可以同时精确确定两个粒子的任
意力学量。23

23当然, 这是非常自然的, 除非两个粒子之间建立了纠缠态, 否则我测量一个粒子肯定不会干扰到
另一个粒子的测量, 但是我单独测量一个粒子, 根据不确定性原理, 测量是会干扰体系影响下一次测
量的。
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算符 𝐴, 𝐵的张量积定义为：

�̂� ⊗ �̂� ≡ �̃��̃� (4.85)

或直接写为： (
�̂� ⊗ �̂�

)
|𝜑𝜒〉 =

[
�̂� |𝜑〉

]
⊗

[
�̂� |𝜒〉

]
(4.86)

例如,按照这个定义,ℰ中的投影算符可以写为：

|𝜑𝜒〉 〈𝜑𝜒 | = ( |𝜑〉 〈𝜑 |) ⊗ (|𝜒〉 〈𝜒 |) (4.87)

符号约定

量子力学中, 我们的符号体系尽量简化, 但是有时候会存在含糊不清的
情况,这个时候就要根据上下文来判断了,具体简化如下：

• |𝜑〉 ⊗ |𝜒〉 ⇒ |𝜑〉 |𝜒〉

• �̂� ⊗ �̂�⇒ �̂��̂�

• �̃�⇒ �̂�

一般来说,只要根据上下文确定算符的作用对象,就不会有含糊的地方,
而且这里的符号简化在物理上也很自然。我们这里只是简要的介绍了一下
多重线性代数的一些定义,不过对于下一节要讲的内容来说已经够用了。
现在我们再用严格的数学语言描述一下自旋假设，需要注意，初等量

子力学中处理自旋我们是将其作为一个基本假设唯象地进行解释的，而自
旋本质上其实是相对论效应，可以从 Dirac方程中自然的导出。

第三章说过一个量子体系是 Hilbert空间中的一个态矢量，现在加上自
旋，量子体系应当是原先那个 Hilbert空间与系统的自旋态空间的张量积中
的矢量，自旋算符实际上是自旋空间中的算符。对于自旋为 𝑠的粒子，其自
旋空间是一个 2𝑠 + 1维的自旋空间，在自旋表象下常常用 |𝑠, 𝑚〉表示基矢。
涉及到多体问题时，总的态矢量就是所有粒子的态空间张量积空间中

的矢量，我们下面角动量耦合会稍微涉足一些，其实还要涉及到全同粒子
假设进行对称和反对称化。更一般的处理手段是所谓的二次量子化。

4.6 角动量的合成

这一部分的内容还是比较深奥的, 我们只是用初等的方法做一个极其
简单的介绍。
我们下面考虑两个自旋耦合的粒子体系,我们只考虑它们的自旋。单个

粒子的态空间为ℰ1和ℰ2。以第一个粒子为例,在自旋态空间中, S2,S𝑧 构成
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了一个 CSCO,所以我们可以使用它们的本征值所对应的参数 𝑠1, 𝑚1,去完整
描述这单个粒子,而且它们的共同本征矢 |𝑠1, 𝑚1〉构成了ℰ1中的基底。对于
某个粒子来说,其自旋角量子数 𝑠是不会变的,所以实际上我们只需要 𝑚1这
一个参数就可以完整描述一个 𝑠1已知的粒子的自旋态。
两个粒子耦合的自旋态空间ℰ是两个粒子自身的自旋态空间的张量积,

且对应的基底可以用下式确定：

|𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉 = |𝑠1, 𝑚1〉 ⊗ |𝑠2, 𝑚2〉

显然 𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2 四个参数加上态之间的线性组合完全描绘了整个系统,实
际上是因为 S1

2,S2
2,S1𝑧,S2𝑧 在ℰ中构成了一个 CSCO,由于 𝑠1, 𝑠2又是固定

的, 所以实际上只需要 𝑚1, 𝑚2 就可以描绘整个系统。当然我们也可以找其
它的 CSCO,用别的参数去描述这个系统,但是总的自由度就是 424。

可以证明总的自旋角动量算符和其 𝑧轴上的分量算符25与 S1
2,S2

2一起
构成了一个 CSCO：

S2 = (S1 + S2)2 = S1
2 + S2

2 + 2S1 · S2 (4.88)
S𝑧 = S1𝑧 + S2𝑧 (4.89)

上式中利用了 [S1,S2] = 0,而且：

S1 · S2 ≡ S1𝑥S2𝑥 + S1𝑦S2𝑦 + S1𝑧S2𝑧

那么根据代数结构上的类似性我们就可以考虑使用 S2 和 S𝑧 对应的联
系本征值的参数 𝑠, 𝑚 以及其共同本征矢 |𝑠, 𝑚〉 去描绘整个系统。且类似的
去定义本征值和 𝑠, 𝑚之间的关系：

S2 |𝑠, 𝑚〉 = ℏ2𝑠(𝑠 + 1) |𝑠, 𝑚〉 (4.90)
S𝑧 |𝑠, 𝑚〉 = ℏ𝑚 |𝑠, 𝑚〉 (4.91)

这也就是我们要做的事情, 把两个自旋等效为一个自旋, 并且写出对应
的自旋量子数。对于一个粒子而言,𝑠是确定的,但是对于两个粒子构成的体
系来说,就不一定了, 𝑠的取值受 𝑚1, 𝑚2的影响,所以现在正是要去求出所有
的本征值和本征矢。这个问题很复杂,我们下面在两个自旋 1

2 的粒子体系中
具体考虑这个问题,用的也是初等的方法。

双自旋 1
2 体系

根据 S的定义可以证明它也具有4.49所示的代数结构,所以我们也类似
定义 S±, S与 S𝑧 的共同本征矢 |𝑠, 𝑚〉也应该满足4.60。

24当然,如果你不算 𝑠1, 𝑠2 的话就是 2
25下面的推导中我们使用上一节的符号约定,略去延伸算符的˜
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如果我们考虑使用 𝑚1, 𝑚2 去描述系统, 那么很容易得出系统的一组基
底：

|↑↑〉 = |1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
〉

|↑↓〉 = |1
2
,
1
2
,
1
2
,−1

2
〉

|↓↑〉 = |1
2
,
1
2
,−1

2
,
1
2
〉

|↓↓〉 = |1
2
,
1
2
,−1

2
,−1

2
〉

(4.92)

实际上就是 {|↑〉 , |↓〉} ⊗ {|↑〉 , |↓〉}。而且这些本征矢同时也是 S𝑧 的本征矢：

S𝑧 |↑↑〉 = + |↑↑〉 𝑚 = 1
S𝑧 |↑↓〉 = 0 𝑚 = 0
S𝑧 |↓↑〉 = 0 𝑚 = 0
S𝑧 |↓↓〉 = − |↓↓〉 𝑚 = −1

但是这些本征矢却不全是 S2 的本征矢, 下面的方法具有猜测性, 根据
对于某个自旋有：

S− |↑〉 = ℏ |↑〉 S− |↓〉 = 0

可以得到：

S− |↑↑〉 = ℏ ( |↓↑〉 + |↑↓〉)

= ℏ
√

2 · 1
√

2
( |↓↑〉 + |↑↓〉)

通过上式的第二步变形, 后面的叠加态满足了归一化原理, 我们再次对其作
用降阶算符：

S−
[

1
√

2
( |↓↑〉 + |↑↓〉)

]
= ℏ
√

2 |↓↓〉

上面得到的态再次降阶就变成 0了。
通过上面的铺垫我们下面的说法也显得比较自然了。如果 |↑↑〉 是 S2

和 S𝑧 的共同本征矢, 那么显然 𝑚 = 1, 再根据4.60 和文中出现的
√

2, 以及
𝑚 = −1, 0, 1的取值。种种迹象表明 𝑠应该等于 1,而且按照这个想法, S− 每
次操作确实是降低了 𝑚的值。

|1, 1〉 = |↑↑〉
|1, 0〉 = 1√

2
( |↓↑〉 + |↑↓〉)

|1,−1〉 = |↑↑〉

 𝑠 = 1(triplet) (4.93)
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而且4.92中 𝑚 = 0的 S𝑧 简并的情况应该是对应了 𝑠 = 0的另一种取值：{
|0, 0〉 = 1

√
2
( |↑↓〉 − |↓↑〉)

}
𝑠 = 0(singlet) (4.94)

当然,目前为止我们都只能说是把结果
::
猜出来了,还应该进一步去证明。

其实, 只要利用 S2 的定义, 是很好证明上面的三重态和单重态分别对应其
本征值 2ℏ和 0的本征矢26：

S2 = S1
2 + S2

2 + 2S1 · S2

事实上,对于一般的系统,可以证明 𝑠的取值为：

𝑠 = (𝑠1 + 𝑠2), (𝑠1 + 𝑠2 − 1), . . . , |𝑠1 − 𝑠2 | (4.95)

当然, 𝑚 的取值问题就非常 trival 了, 直接相加就好了, 并且也会从 −𝑠
取到 𝑠27。而且 |𝑠, 𝑚〉(耦合表象) 和 |𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉(非耦合表象) 这两种表象
之间有如下的变换关系：

|𝑠, 𝑚〉 =
∑

𝑚1+𝑚2=𝑚

𝐶𝑠1𝑠2𝑠
𝑚1𝑚2𝑚

|𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉 (4.96)

其中𝐶𝑠1𝑠2𝑠
𝑚1𝑚2𝑚是CG系数28。利用这个式子,我们可以根据 𝑠和 𝑚的取值推断

出测量体系中的单个粒子得到结果的概率分布。反过来,也可以已知单个粒
子的状态参量, 根据下面的式子使用 |𝑠, 𝑚〉 表出, 从而计算出测量结果 𝑠, 𝑚
的取值和概率分布：

|𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉 =
∑
𝑠

𝐶𝑠1𝑠2𝑠
𝑚1𝑚2𝑚

|𝑠, 𝑚〉 (𝑚 = 𝑚1 + 𝑚2) (4.97)

这一切的一切都需要使用𝐶𝐺系数表,其使用方法从书上的具体例子和
习题中去领会。
最后, 我们这里虽然只考虑了两个自旋的叠加, 但实际上轨道角动量和

自旋也是能如此操作的,一样的套路,把其中一个 𝑠1(或者 𝑠2)换成 ℓ 就可以
了, 因为就从代数结构上来说, 自旋和轨道角动量没啥差别, 要说差别只能
说一个的本征矢只能使用狄拉克符号表示, 无法在位置表象下表示为波函
数。

26后面会专门规范一下
:::::::
矢量算符的符号问题

27最终合成的角动量磁量子数 𝑚 𝑗 绝对值一定会小于 𝑗 的,比如前面你就没看见有 |0, 1〉。这和我们
之前学习的角动量理论是一致的,毕竟你也没见过 ℓ < 𝑚 的情况,本质上是因为两者具有相同的代数
结构

28Clebsch–Gordan coefficients
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Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.
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®𝑅到底表示什么？
我们前面写的 ®𝑅, ®𝑃, ®𝐿, . . . 这些算符实际上都应该看成是三个算符的缩

并记法。这样的话我们可以大大简化我们的记号,比如三个对易式：[
𝐿2, 𝐿𝑥

]
=

[
𝐿2, 𝐿𝑦

]
=

[
𝐿2, 𝐿𝑧

]
= 0 (4.98)

可以简单的记为： [
𝐿2, ®𝐿

]
= 0 (4.99)

你显然不能直接把这样记录的算符直接作用在波函数上,因为 ®𝑅Ψ你要
认为是三个分量算符 𝑋,𝑌, 𝑍 分别作用在 Ψ 上, 这样得到的就不是 𝐿2 中的
波函数了,而是三个波函数构成的一个向量。
但是使用这个记号要非常小心, 因为每个这样的式子都表示了三个分

量式子,特别是缩写的对易子,下面的对易子是有意义的：[
𝑃2

2𝑚
, ®𝑅

]
= (4.100)

因为 𝑃2 解释为 𝑃2
𝑥 + 𝑃2

𝑦 + 𝑃2
𝑧,上面的式子根据 𝑅的下标来标记,等价于

三个分量式。使用这种矢量形式记的式子可以很大程度上方便我们的形式
计算,比如:(

®𝑃 − 𝑞 ®𝐴
)2
𝑓 =

(
®𝑃 − 𝑞 ®𝐴

)
·
(
®𝑃 − 𝑞 ®𝐴

)
𝑓

=
(
𝑃2 + 𝑞2𝐴2 − 𝑞 ®𝑃 · ®𝐴 − 𝑞 ®𝐴 · ®𝑃

)
𝑓

= −ℏ2∇2 𝑓 + 𝑞2𝐴2 𝑓 + 𝑖ℏ𝑞 ®𝐴 · ∇ 𝑓 + 𝑖ℏ𝑞 𝑓∇ · ®𝐴 + 𝑖ℏ𝑞 ®𝐴 · ∇ 𝑓

=
(
−ℏ2∇2 + 2𝑖ℏ𝑞 ®𝐴 · ∇

)
(利用规范变换我们取:∇ · ®𝐴 = 0)

对的,形式上和矢量的运算法则是一样的！基本上你形式上这样算不会出现
差错。但是一旦涉及到对易子的计算就要格外小心了,比如：[(

®𝑃 − 𝑞 ®𝐴
)2
, ®𝑃 − 𝑞 ®𝐴

]
你不能想当然的就认为是

[
𝑓 ( �̂�), �̂�

]
形式, 觉得它就是 0。实际上你在

考虑这个运算时, 应当先把这个式子分解为三个分量式, 分别考虑, 最后再
看能不能写成合并的形式。而不是只想着一步到位。
再比如计算4.100的时候你也不能使用公式把它拆开成下面的式子去计

算：

®𝑃
[
®𝑃

2𝑚
, ®𝑅

]
+

[
®𝑃

2𝑚
, ®𝑅

]
®𝑃
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因为我们碰到的对易子形式上看都是 [scalar,vector]的形式,但是 [ ®𝑃, ®𝑅]
是 [vector,vector]的形式。如果你硬是想搞一个良好的定义的话需要涉及到
3 × 3个指标,而且这种缩并的记号每个都不是代表单独的一个算符,它们之
间的算符复合乘法运算已经失去了意义, 也不能想当然的直接把 [ ®𝑃, ®𝑅] 用
对易子的定义拆开来算。总之, 遇到这种记号就回到分量形式去看, 也不需
要复杂地定义一套对于这套记号的专属对易子运算法则。只要清楚 𝑃2这种
平方的算符记号代表什么就可以消除很多疑惑了。

4.7 电磁相互作用

本节我们讨论一下在电磁场的作用下, 带电粒子的量子行为, 前面已经
对有自旋粒子做了部分修正, 下面的考虑都是无自旋粒子的动力学, 经典情
况已经由麦克斯韦方程加洛伦兹力公式完全描述了。但是当我们考虑量子
力学的时候会有意想不到的事情发生。

最小电磁耦合原理

矢量力学中对电磁作用动力学的描述是洛伦兹力公式：

F = 𝑞 (E + v × B) (4.101)

哈密顿力学版本：

𝐻 =
1

2𝑚
(p − 𝑞A)2 + 𝑞𝜑 (4.102)

其中：

E = −∇𝜑 − 𝜕A
𝜕𝑡
,B = ∇ × A (4.103)

我们直接将4.102中的力学量换成算符得到哈密顿算符：

�̂� =
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)2 + 𝑞𝜑 (4.104)

故薛定谔方程在电磁作用下变成了：

𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑡

=

[
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)2 + 𝑞𝜑

]
Ψ (4.105)

规范不变性

我们对 𝐴和 𝜑施以下面的变换：

A→ A + ∇Λ, 𝜑→ 𝜑 − 𝜕Λ
𝜕𝑡

(4.106)
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其中Λ是一个任意的关于时间和空间的函数。我们称之为规范变换,而
且很容易证明在这个变换下 𝐸 和 𝐵 具有不变性。这也说明了 𝐴 和 𝜑 是没
有绝对意义的,就像势能一定要先选取势能点一样,它们也是有多种形式的。
一般我们选取 ∇ · A = 0。
在这个变换下,薛定谔方程4.105变成了：

𝑖ℏ
𝜕Ψ′

𝜕𝑡
=

[
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)2 + 𝑞𝜑′

]
Ψ′ (4.107)

下面我们来证明,这个变换只是让解多出了一个指数因子：

Ψ′ = 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏΨ (4.108)

而我们知道这样的两个解在物理上是不可区分的, 也就是说虽然薛定
谔方程是直接与矢势相关联的, 但是矢势的选取不同, 也就是做规范变换,
并不会对解造成任何影响。所以薛定谔方程具有规范不变性。

Proof:
我们的证明是验证性证明,依据4.108先去计算4.107的左边:

𝑖ℏ
𝜕Ψ′

𝜕𝑡
= 𝑖ℏ

[
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ

𝜕Ψ
𝜕𝑡
+ 𝑖𝑞

ℏ
𝜕Λ
𝜕𝑡
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏΨ

]
= 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ

[
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)2 + 𝑞𝜑 − 𝑞 𝜕Λ

𝜕𝑡

]
Ψ

上面最后一步代入了4.105。下面代入规范变换得：

𝑖ℏ
𝜕Ψ′

𝜕𝑡
= 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ

[
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′ + 𝑞∇Λ)2 + 𝑞𝜑

]
Ψ (4.109)

看来我们要做的就是将 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ移到 Ψ那里去。首先注意到：

𝑖ℏ∇
(
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ 𝑓

)
= −𝑖ℏ𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ∇ 𝑓 + 𝑞 (∇Λ) 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ 𝑓 = 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ [𝑖ℏ∇ + 𝑞∇Λ] 𝑓

(4.110)
其中 𝑓 是任意的一个函数。所以我们立刻得到：

𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ [−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′ + 𝑞(∇Λ)] 𝑓 = (−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)
(
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ 𝑓

)
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最后：

𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ [−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′ + 𝑞(∇Λ)]2 Ψ
= 𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ [−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′ + 𝑞(∇Λ)] 𝑒−𝑖𝑞Λ/ℏ𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ [−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′ + 𝑞(∇Λ)] Ψ︸                                             ︷︷                                             ︸

𝑓

= (−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)
[
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏ𝑒−𝑖𝑞Λ/ℏ (−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)

(
𝑒𝑖𝑞Λ/ℏΨ

)]
= (−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)2 Ψ′.

(4.111)
即：

𝑖ℏ
𝜕Ψ′

𝜕𝑡
=

[
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A′)2 + 𝑞𝜑′

]
Ψ′ (4.112)

□

在电动力学中,我们引入矢势很大程度上是为了数学上的便利。但是在
量子力学中, 矢势往往较与经典理论有更大的物理意义, 当然, 它们虽然会
导致一些物理上和经典力学有很大不同的可观测效应, 但是它们本省仍旧
是不可测量的, 否则它们将是绝对的, 量子力学就不再是规范对称了。这里
有个很有趣的例子就是下面要讲的 A-B 效应, 因为它说明了即使某处并没
有磁场和电场,只要 A ≠ 0,在量子尺度上就会产生电磁作用的可观测效应。
颠覆了很长一段时间科学界的认识, 之前认为发生电磁相互作用必须要有
电场和磁场,现在看来未必如此。

Aharonov-Bohm效应
这里我们只是粗略的介绍,初步定性了解。
考虑一根不带电无限长螺线管,半径为 𝑎,通入稳恒电流 𝐼,外部电场和

磁场都为 0,只有内部有磁场,且磁通量为 Φ。虽然螺线管外部没有电磁场,
但是矢势不为 0,且可以得出：

A =
Φ

2𝜋𝑟
𝜙(𝑟 > 𝑎)

这里我们取的是柱坐标, 𝜙 是方位角方向单位矢量。由于没有电场, 所以
𝜑 = 0,我们来具体考虑螺线管外部粒子的波函数,薛定谔方程为:[

1
2𝑚
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)2

]
Ψ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ
𝜕𝑡

我们做如下换元：
Ψ = 𝑒𝑖𝑔Ψ′
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图 4.3: AB效应

其中 𝑔(r)定义为：
𝑔(r) ≡ 𝑞

ℏ

∫ r

O
A(r′) · 𝑑r′ (4.113)

上面的定义要求积分是与路径无关的, O 是任选的一个参考点,显然这
里的 A满足这些条件。注意到29：

∇𝑔 · 𝑑r = 𝑔(r + 𝑑r) − 𝑔(r)

=
𝑞

ℏ

∫ r+𝑑r

r
A(r′) · 𝑑r′

=
𝑞

ℏ
A · 𝑑r

故 ∇𝑔 = 𝑞
ℏA,代入 ∇Ψ表达式得到：

(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)Ψ = −𝑖ℏ𝑒𝑖𝑔∇Ψ′

进一步运算得到：
(−𝑖ℏ∇ − 𝑞A)2Ψ = −ℏ2𝑒𝑖𝑔∇2Ψ′

故我们通过这个换元将薛定谔方程简化为了：

− ℏ2

2𝑚
∇2Ψ′ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ′

𝜕𝑡

这个方程是一个与 A 等环境参数都无关的方程, 假设解为 Ψ0, 我们只
需要通过积分求出 𝑔(r) 并代入粒子的初始条件, 便可以完全确定粒子的波
函数。回到图4.3, 粒子从左边入射, 在螺线管前分成两束, 分别对应了逆着
电流方向传播和顺着电流方向传播的两股波函数, 最后在螺线管右侧交汇

29注意下面的式子是 𝑑r 不是 Δr, 所以隐含了一个取极限的过程, 高阶项直接扔掉, 只保留一阶项,
而且是严格等于。
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叠加。就如我们在波动光学中所做的一样计算相位差来判断干涉条纹,这里
我们只是简单的计算一下两股波函数是否因为传播路径的不同而出现相位
差,最终产生干涉条纹。
利用积分4.113, 我们来计算一下波函数传播过程中相对于分离处积累

的相位差：

𝑔 =
𝑞

ℏ

∫
A · 𝑑r =

𝑞Φ
2𝜋ℏ

∫ (
1
𝑟
𝜙

)
· (𝑟𝜙𝑑𝜙) = ±𝑞Φ

2ℏ
(4.114)

计算时选取柱坐标,显然 𝜙的范围是 0 ∼ ±𝜋。这里的“+”指的是和电流方
向一致的那股波函数的相位。显然,相位差：

|Δ𝜑| = 𝑞Φ
ℏ

≠ 0

所以最终因为 A ≠ 0, 造成了可观测的电磁效应, 而更加令人震惊的是
粒子所经过的地方没有任何的电磁场, 而且最终的结果竟然于螺线管内部
的磁场,就好像是“隔空”影响了他们一样。这也是为什么说在量子力学中
电磁作用里面的矢势开始有了些明显的物理意义。

4.8 两个自旋体系的计算警示

我们以单重态为例：

|0, 0〉 = 1
√

2
( |↑↓〉 + |↓↑〉)

对于这个态中 S1𝑧,S2𝑧 的测量, 对于两个粒子都是 ±ℏ
2 各一半概率。这

就很容易造成一种错觉, 是不是我每次在这个态中计算测量 S𝑥 ,S𝑧 或是粒
子 2的力学量把单重态完全看作是下面两个态的复合然后分开算？{

1√
2
( |↑〉 − |↓〉)

1√
2
( |↓〉 − |↑〉)

(4.115)

如果你按照上面的式子得出无论是测量 S1𝑥 还是 S2𝑥, 结果都一定是
− ℏ

2 , 那你就大错特错了。要分析清楚这个问题还是要回到张量积空间的运
算上去。
我们首先来直接计算一下 〈S1𝑥〉30,根据 §4.4的相关内容：

S1𝑥 |↑, ·〉 =
ℏ
2
|↓, ·〉 S1𝑥 |↓, ·〉 =

ℏ
2
|↑, ·〉

30实际上根据定义,两个自旋体系中,我们计算的是 〈 ˜S1𝑥〉
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再根据广义概率诠释：

〈S1𝑥〉 = 〈0, 0 | S1𝑥 | 0, 0〉 =
〈
0, 0

����S1𝑥

���� 1
√

2
( | ↑↓〉 + | ↓↑〉)

〉
=
ℏ
2

〈
0, 0

���� 1
√

2
( | ↓↓〉 + | ↑↑〉)

〉
=
ℏ
2
|0, 0〉 (|1,−1〉 − |1, 1〉)

= 0

到这里, 就已经说明了把态拆成完全独立的两个单粒子自旋态去计算
S1𝑥 的取值是错误的, 因为按照那个思想, S1𝑥 应该为 −ℏ

2。我们接下来进行

更仔细的计算,第一步显然是要在双粒子自旋态空间中建立起 S̃1𝑥 的本征矢
构成的基底。对于单粒子的自旋态空间, S1𝑥 的本征矢构成的基底为：

1
√

2
( |↑〉 + |↓〉) , 1

√
2
( |↑〉 − |↓〉)

而由 S2𝑧 的本征矢也可以建立一个ℰ2中的基底31：

{|↑〉 , |↓〉}

这两组基底做张量积便构成了ℰ中的 (正交归一)基底：

|++〉 = 1
√

2
( |↑↑〉 + |↓↑〉) S1𝑥 = +

ℏ
2

S2𝑧 = +
ℏ
2

|+−〉 = 1
√

2
( |↑↓〉 + |↓↓〉) S1𝑥 = +

ℏ
2

S2𝑧 = −
ℏ
2

|−+〉 = 1
√

2
( |↑↓〉 − |↓↓〉) S1𝑥 = −

ℏ
2

S2𝑧 = +
ℏ
2

|−−〉 = 1
√

2
( |↑↑〉 + |↓↑〉) S1𝑥 = −

ℏ
2

S2𝑧 = −
ℏ
2

不难验证, 这组基底仍然是 S̃1𝑥 的本征矢, 而且从这些本征矢对应的本
征值我们还额外发现 S1𝑥 ,S2𝑧 构成了一个 CSCO。

我们将 |0, 0〉写成这组基底的线性组合:

|0, 0〉 = −1
2
|++〉 + 1

2
|+−〉 + 1

2
|−+〉 + 1

2
|−−〉

根据这个我们才能肯定的说,测量 S1𝑥 得到 ± ℏ
2 的概率各为一半。现在

更复杂的力学量你也应该知道如何去计算了,也应该知道为啥 S𝑧 就可以直

31可观测量一定是观察算符
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接拆开来搞。习题 4.59 就给了一个这个方面的练习, 而且答案的解法比较
巧妙。总之,这类计算回归到张量积本身的计算就行了。
还有一个点之前一直没有明确说明, 就是我们之前在讨论自旋或是角

动量时,都是在某个坐标框架下讨论。当然这个坐标框架完完全全是可以取
向随便选区的,因为空间具有各向同性。在某个坐标框架下,还是 S𝑧 的本征
矢作为基底,可以写出任意 𝑟 方向的自旋算符矩阵表示 𝑆𝑟 :32

S𝑟 = S · 𝑟 = S𝑥 sin 𝜃 cos 𝜙 + S𝑦 sin 𝜃 sin 𝜙 + S𝑧 cos 𝜃

=
ℏ
2

[
𝜎𝑥 sin 𝜃 cos 𝜙 + 𝜎𝑦 sin 𝜃 sin 𝜙 + 𝜎𝑧 cos 𝜃

]
=

ℏ
2

(
cos 𝜃 𝑒−𝑖𝜙 sin 𝜃
𝑒𝑖𝜙 sin 𝜃 − cos 𝜃

) (4.116)

对应的本征值和本征矢为：

𝜒 (𝑟)+ =

(
cos(𝜃/2)
𝑒𝑖𝜙 sin(𝜃/2)

)
, 𝑆𝑟 =

ℏ
2

; 𝜒 (𝑟)− =

(
𝑒−𝑖𝜙 sin(𝜃/2)
− cos(𝜃/2)

)
, 𝑆𝑟 = −

ℏ
2

(4.117)

显然, 各个方向上测量自旋, 得到的结果都是 ±ℏ
2 , 这正好就是我们之前所说

的空间各向同性。
所以, 很多时候为了方便, 我们完全可以选取某个更利于计算的 𝑧 轴取

向33。(1, 0)T总要比直接写式4.117好,而且这种坐标系的旋转不难看到就是
选取 𝑆𝑧 还是 𝑆𝑟 的本征矢作为基底的区别。

32习题 4.33
33习题 4.70就是个很好的例子
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5.1 两个粒子的相互作用体系

前面我们一直讨论的系统都只有一个粒子, 如果现在又加入了一个粒
子,自由度变成了 6,体系的波函数应该用 Ψ(r1, r2, 𝑡)去描述。我们首先可以
断言体系的哈密顿算符可以写为：

�̂� =
𝑝2

1

2𝑚1
+
𝑝2

2

2𝑚2
+𝑉 (r1, r2, 𝑡)

故薛定谔方程写为：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(r1, r2, 𝑡) =

[
− ℏ2

2𝑚1
∇2

1 −
ℏ2

2𝑚2
∇2

2 +𝑉 (r1, r2, 𝑡)
]
Ψ(r1, r2, 𝑡) (5.1)

其中 ∇1 ≡ 𝜕
𝜕r1

,而且波函数的概率诠释也很显然,它表示在 r1 附近测量到粒

子 1
:::::
并且在 r2附近测量到粒子 2的概率为：

|Ψ(r1, r2, 𝑡) |2 𝑑3𝑟1𝑑
3𝑟2 (5.2)

现在如果哈密顿算符不显含时间, 我们仍旧可以分离出时间项进行求
解：

Ψ(r1, r2, 𝑡) =
∑

𝜓𝑛(r1, r2)𝑒𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ

其中 𝜓𝑛(r1, r2)由下面的定态薛定谔方程给出：[
− ℏ2

2𝑚1
∇2

1 −
ℏ2

2𝑚2
∇2

2 +𝑉 (r1, r2)
]
𝜓𝑛 = 𝐸𝑛𝜓𝑛 (5.3)

上面的方程一般来说求解是及其困难的, 但是对于两种特殊情况, 两个
粒子的问题实际上可以化简为一个粒子体系的问题。

104
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两个粒子之间没有相互作用

这也就是说, 𝑉 (r1, r2)可以完全分离：

𝑉 (r1, r2) = 𝑉1(r1) +𝑉2(r2)

这时,波函数可以分离变量：

𝜓(r1, r2) = 𝜓1(r1)𝜓2(r2)

方程5.3可以写为：

− ℏ2

2𝑚1
∇2

1𝜓1 +𝑉1(r1)𝜓1 = 𝐸1𝜓1

− ℏ2

2𝑚2
∇2

2𝜓2 +𝑉2(r2)𝜓2 = 𝐸2𝜓2

且 𝐸1 + 𝐸2 = 𝐸。显然,现在双粒子体系问题变成了两个单粒子体系问题,比
如粒子 1处于本征态 𝜓𝑎,能量为 𝐸𝑎,粒子 2处于本征态 𝜓𝑏,能量为 𝐸𝑏。则
整个体系波函数就应该为：

Ψ (r1, r2, 𝑡) = 𝜓𝑎 (r1) 𝜓𝑏 (r2) 𝑒−𝑖 (𝐸𝑎+𝐸𝑏)𝑡/ℏ = Ψ1(r1)Ψ2(r2)

是总能量 𝐸 = 𝐸𝑎 + 𝐸𝑏 对应的本征矢。目前看来一切的推导都很合理,
但是别忘了, 薛定谔是线性方程, 所以本征态的叠加态也是体系可能处于的
状态, 一旦涉及到多个单粒子体系的本征态, 事情就开始变得有些微妙了。
比如在合适的初始条件下,粒子的波函数假设是：

Ψ (r1, r2, 𝑡) =
3
5
Ψ𝑎 (r1, 𝑡) Ψ𝑏 (r2, 𝑡) +

4
5
Ψ𝑐 (r1, 𝑡) Ψ𝑑 (r2, 𝑡)

这个波函数演化是满足薛定谔方程的, 那么如果在这个体系中去测量
粒子 1,可能得到 𝐸𝑎(概率为 9

25)或者 𝐸𝑐(概率为 16
25),单独测量 𝐸2 也是随机

得到 𝐸𝑏 或者 𝐸𝑑, 但是一旦当我们测量到 𝐸1 = 𝐸𝑎, 体系将不可避免地坍缩
到 𝜓𝑎𝜓𝑏 这个态, 这时我们可以断定测量 𝐸2 得到的一定是 𝐸𝑏, 失去了随机
性。这种量子层面上神奇的粒子间的“互相纠缠”效应,我们称体系处于一
个纠缠态 (entanglement)。比如最初用来说明这个问题的典例, 就是双 1/2
粒子的单重态 |0, 0〉,它无法写成单个粒子的态的直积形式,比如

1
√

2
( |↑↑〉 + |↓↓〉) = 1

√
2
( |↑〉 + |↓〉) ⊗ |↑〉

这个态就没有像 |0, 0〉一样纠缠,而是如 Ψ𝑎Ψ𝑏 一般。
量子纠缠是一个非常复杂深奥的问题, 当时爱因斯坦先提出了这个问

题来质疑量子力学的完备性,这里不展开解释。
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中心势场

这时势能相退化为：

𝑉 (r1, r2) → 𝑉 ( |r1 − r2 |)

参考我们经典力学中研究二体运动的思路, 首先我们改用质心坐标 R
和相对坐标 r去描述系统, 我们这里也作坐标变换, 用这两个矢量去描述系
统波函数。根据：

R ≡ 𝑚1r1 + 𝑚2r2

𝑚1 + 𝑚2
, r = r1 − r2, 𝜇 ≡

𝑚1𝑚2

𝑚1 + 𝑚2

得到：

𝑟1 = R + 𝜇

𝑚1
r, 𝑟2 = R − 𝜇

𝑚2
r

且微分算符 ∇：
∇1 =

𝜇

𝑚2
∇𝑅 + ∇𝑟 ,∇2 =

𝜇

𝑚1
∇𝑅 − ∇𝑟

关于 𝜓(R, r)定态薛定谔方程变为：

−
2

2(𝑚1 + 𝑚2)
∇2

𝑅𝜓 −
ℏ2

2𝜇
∇2
𝑟𝜓 +𝑉 (r)𝜓 = 𝐸𝜓 (5.4)

然后现在对 𝜓分离变量求解方程, 𝜓(R, r) = 𝜓𝑅 (R)𝜓𝑟 (r):

− ℏ2

2(𝑚1+𝑚2)∇
2𝜓𝑅 = 𝐸𝑅𝜓𝑅

− ℏ2

2𝜇∇2𝜓𝑟 +𝑉 (r)𝜓𝑟 = 𝐸𝑟𝜓𝑟

}
𝐸𝑅 + 𝐸𝑟 = 𝐸

可见,“质心”位矢 𝑅 的波函数正是自由粒子波函数,和我们在经典力
学里面预测的质心保持匀速直线运动相一致。相对位矢的波函数就是前面
解氢原子的球谐函数加上径向解,只要把电子质量𝑚𝑒改为约化质量 𝜇即可。

5.1.1 玻色子和费米子

现在我们假设粒子 1和粒子 2分别处于 𝜓𝑎 和 𝜓𝑏 那么根据前面的讨论,
总的系统波函数应该为两者乘积1：

𝜓(r1, r2) = 𝜓𝑎 (r1)𝜓𝑏 (r2) (5.5)

打住,我们现在一直在讨论粒子 1和粒子 2,说它们分别处于两个态,如
果说一个是氢原子,一个是氦原子,那还好,我们不会搞混,我们可以完全区

1这里我们讨论定态,忽略时间项
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分这两个粒子。但是要是你面对的是两个电子呢？你还能区分吗？在经典
力学里面, 当然是可以的, 就算两个球做工完全一致, 外观看来完全没有差
异, 但是在经典力学层面上我们始终可以追踪每个单独的球从而区分它们。
但是基本粒子却是全同的, 意思就是无论如何你都不能区分它们, 这和不确
定性原理一样, 不是一个技术上的难题。在量子力学里面, 一旦我们进行了
测量,就不可避免的影响了整个系统。对于全同粒子我们不能再说某个粒子
处于 𝜓𝑎,另一个处于 𝜓𝑏,我们只能说两个粒子中有一个处于 𝜓𝑎,有一个处于
𝜓𝑏,而且两个粒子的地位完全等同,我们无法区分。全同粒子假设目前已经
经历了无数实验验证,这里我们姑且就当作公理。
既然现在两个电子不能区分了,那么5.5也就失去了意义,我们现在应该

去构造关于 r1 和 r2 交换对称的波函数, 注意这里包含反对称, 因为这样相
当于只是差了个相位因子。所以有下面的两种构造方式2：

𝜓±(r1, r2) = 𝐴 [𝜓𝑎 (r1)𝜓𝑏 (r2) ± 𝜓𝑏 (r1)𝜓𝑎 (r2)] (5.6)

显然𝜓+(r1, r2) = 𝜓+(r2, r1),满足这种对称性的粒子称为玻色子 (bosons)；
另外, 𝜓−(r1, r2) = −𝜓−(r2, r1),满足反对称的称为费米子 (fermions)。而且有
下面的

::::::::::
经验规律3：

自旋-统计定理

• 自旋量子数 𝑠为整数的粒子是玻色子,满足玻色-爱因斯坦统计

• 自旋量子数 𝑠为半整数的粒子是费米子,满足费米-狄拉克统计

全同粒子更一般的说明

其实根据全同粒子不可区分的特性,我们要求的仅仅是交换两个粒子
之后物理并不发生改变, 而波函数本身不是物理, 其模方也就是机率
幅才是物理。所以我们要求的应该是：

|𝜓(r1, r2) |2 = |𝜓(r2, r1) |2

也就是说要求交换后波函数只能相差一个相位：

𝜓(r2, r1) = 𝑒𝑖𝛼𝜓(r1, r2)

实验上观测发现 𝛼 取值为 0 或者 𝜋, 也就是这里的玻色子和费
米子。后来物理学家通过更高级的方法严格证明了在一维和三维问

2注意这里实际上有很大的漏洞, 我们目前还没有讨论自旋部分, 其实并不是说费米子的波函数一
定要反对称, 我们说的对称反对称是相较于粒子空间波函数和自旋整体而言的, 后面我们将会看到,
如果两个电子的自旋是反对称的,那么它们也会处在对称的空间波函数状态。这里没有考虑自旋,只
是先初步有一个费米子玻色子的量子态对称性概念。

3要完整解释只能用量子场论
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题中, 𝛼 确实只能取这两个值, 同时也预言了在二维情况下, 𝛼 可以取
0 ∼ 𝜋之间的任意值。这种粒子我们称为任意子 (Anyon),最近有研究
声称发现了这种粒子a,它的发现对凝聚态理论的发展具有重要意义。

ahttps://doi.org/10.1126/science.aaz5601

现在如果两个粒子始终处于完全相同的状态, 也就是说5.6中有 𝜓𝑎 =
𝜓𝑏。对于玻色子

𝜓+(r1, r2) = 𝜓𝑎 (r1)𝜓𝑏 (r2)
但是对于费米子4：

𝜓−(r1, r2) = 0
这就是熟知的泡利不相容原理。

泡利不相容原理

两个 (或以上)全同的费米子不能处于相同的量子态

那根据泡利不相容原理, 难道两个氢原子里面的电子就不能都处于基
态了吗？这显然是荒谬的,就拿我们上面的例子来说, 𝜓− = 0的条件是 𝜓𝑎 =
𝜓𝑏 也就是 𝜓𝑎 (r1) = 𝜓𝑏 (r1) 且 𝜓𝑎 (r2) = 𝜓𝑏 (r2),对于两个相隔 r的氢原子,它
们的电子都处于基态,相应的波函数分别是：

𝜓𝑎 (r1) = 𝜓100(r1), 𝜓𝑏 (r2) = 𝜓100(r2 − r)
显然这里不再有 𝜓𝑎 = 𝜓𝑏,虽然两个电子确实是都处于氢原子基态。但

是对于同一个氦原子,在高中化学中就接触到同一个轨道上的两个电子5,必
定一个自旋向上,一个自旋向下。

5.1.2 𝑁 个粒子的全同体系对称波函数构造

下面的讨论中我们形式上对粒子进行编号，并且忽略粒子间相互作用，
𝜓1, 𝜓2, · · · 为每个粒子可能单独具有的各种定态波函数。

对称化构造

𝜓𝑆 =

(
𝑁1!𝑁2! · · ·

𝑁!

) 1
2 ∑

𝜓𝑝1 (r1)𝜓𝑝2 (r2) · · ·𝜓𝑝𝑁
(r𝑁 ) (5.7)

其中求和是对所有下标的排列方式求和，𝑁𝑖表示下标都为 𝑖的下标个数（在
同一个态的粒子数目）。

4我们这里的讨论少了粒子的自旋,当然真实情况是包含自旋的
5这里说的都是基态,也就是 𝑛 = 1,那么 ℓ = 𝑚 = 0

https://doi.org/10.1126/science.aaz5601
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反对称构造

𝜓𝐴 =
1
𝑁!

��������
𝜓𝑝1 (r1) 𝜓𝑝1 (r2) · · · 𝜓𝑝1 (r𝑁 )
𝜓𝑝2 (r1) 𝜓𝑝2 (r2) · · · 𝜓𝑝2 (r𝑁 )
· · · · · · · · · · · ·

𝜓𝑝𝑁
(r1) 𝜓𝑝𝑁

(r2) · · · 𝜓𝑝𝑁
(r𝑁 )

�������� (5.8)

这个式子也被称为 slater行列式，可以很容易看出来任意两个粒子不能
有完全相同的量子数（处于相同的状态）。本章最后我们会发展一种更加系
统地处理多个全同粒子体系的方法。

5.1.3 交换力

我们继续考虑两个粒子,现在只考虑一维情况。如果两个粒子是可以去
区分的,其中一个处于 𝜓𝑎另一个处于 𝜓𝑏而且这两个态是正交归一的。在没
有纠缠的情况下,总的态可以写成：

𝜓(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓𝑎 (𝑥1)𝜓𝑏 (𝑥2)

我们现在计算一下两个粒子之间的平均距离：〈
(𝑥1 − 𝑥2)2

〉
=

〈
𝑥2

1
〉
+

〈
𝑥2

2
〉
− 2 〈𝑥1〉 〈𝑥2〉

对于两个可区分的粒子显然有6：

〈𝑥2
1〉 =

∫
𝑥2

1 |𝜓𝑎 (𝑥1) |2𝑑𝑥1

∫
|𝜓𝑏 (𝑥2) |2𝑑𝑥2 = 〈𝑥2〉𝑎

〈𝑥2
1〉 =

∫
|𝜓𝑎 (𝑥1) |2𝑑𝑥1

∫
𝑥2

2 |𝜓𝑏 (𝑥2) |2𝑑𝑥2 = 〈𝑥2〉𝑏

〈𝑥1𝑥2〉 =
∫

𝑥1𝑥2 |𝜓𝑎 (𝑥1) |2 |𝜓𝑏 (𝑥2) |𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 〈𝑥〉𝑎 〈𝑥〉𝑏

故对于可分辨的两个粒子：〈
(𝑥1 − 𝑥2)2

〉
= 〈𝑥2〉𝑎 + 〈𝑥2〉𝑏 − 〈𝑥〉𝑎 〈𝑥〉𝑏 (5.9)

但是如果是两个全同的玻色子或是费米子, 根据我们前面所说的这要
求我们必须去构造堆成或是反对称的波函数,也就是说：

𝜓±(𝑥1, 𝑥2) =
1
√

2
(𝜓𝑎 (𝑥1)𝜓𝑏 (𝑥2) ± 𝜓𝑏 (𝑥1)𝜓𝑎 (𝑥2))

6注意这里我并没有用 〈𝑥2
1〉𝑎 去指代

∫
𝑥2

1 |𝜓𝑎 (𝑥1) |2𝑑𝑥1,因为 𝑥1 只是一个类似于哑标的中间记号,这
样写有助于后面的化简。
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这个时候我们再去计算：〈
𝑥2

1
〉
=

1
2

[∫
𝑥2

1 |𝜓𝑎 (𝑥1) |2 𝑑𝑥1

∫
|𝜓𝑏 (𝑥2) |2 𝑑𝑥2

+
∫

𝑥2
1 |𝜓𝑏 (𝑥1) |2 𝑑𝑥1

∫
|𝜓𝑎 (𝑥2) |2 𝑑𝑥2

±
∫

𝑥2
1𝜓𝑎 (𝑥1)∗ 𝜓𝑏 (𝑥1) 𝑑𝑥1

∫
𝜓𝑏 (𝑥2)∗ 𝜓𝑎 (𝑥2) 𝑑𝑥2

±
∫

𝑥2
1𝜓𝑏 (𝑥1)∗ 𝜓𝑎 (𝑥1) 𝑑𝑥1

∫
𝜓𝑎 (𝑥2)∗ 𝜓𝑏 (𝑥2) 𝑑𝑥2

]
=

1
2

[〈
𝑥2〉

𝑎
+

〈
𝑥2〉

𝑏
± 0 ± 0

]
=

1
2

(〈
𝑥2〉

𝑎
+

〈
𝑥2〉

𝑏

)
(5.10)

同理,有：
〈𝑥2

2〉 =
1
2

(〈
𝑥2〉

𝑏
+

〈
𝑥2〉

𝑎

)
(5.11)

最后计算交叉项：

〈𝑥1𝑥2〉 =
1
2

[∫
𝑥1 |𝜓𝑎 (𝑥1) |2 𝑑𝑥1

∫
𝑥2 |𝜓𝑏 (𝑥2) |2 𝑑𝑥2

+
∫

𝑥1 |𝜓𝑏 (𝑥1) |2 𝑑𝑥1

∫
𝑥2 |𝜓𝑎 (𝑥2) |2 𝑑𝑥2

±
∫

𝑥1𝜓𝑎 (𝑥1)∗ 𝜓𝑏 (𝑥1) 𝑑𝑥1

∫
𝑥2𝜓𝑏 (𝑥2)∗ 𝜓𝑎 (𝑥2) 𝑑𝑥2

±
∫

𝑥1𝜓𝑏 (𝑥1)∗ 𝜓𝑎 (𝑥1) 𝑑𝑥1

∫
𝑥2𝜓𝑎 (𝑥2)∗ 𝜓𝑏 (𝑥2) 𝑑𝑥2

]
=

1
2
(〈𝑥〉𝑎〈𝑥〉𝑏 + 〈𝑥〉𝑏〈𝑥〉𝑎 ± 〈𝑥〉𝑎𝑏〈𝑥〉𝑏𝑎 ± 〈𝑥〉𝑏𝑎〈𝑥〉𝑎𝑏)

=〈𝑥〉𝑎〈𝑥〉𝑏 ± |〈𝑥〉𝑎𝑏 |2

(5.12)

其中：

〈𝑥〉𝑎𝑏 ≡
∫

𝑥𝜓𝑎 (𝑥)∗𝜓𝑏 (𝑥)𝑑𝑥 (5.13)

故对于全同粒子有：〈
(𝑥1 − 𝑥2)2

〉
=

〈
𝑥2〉

𝑎
+

〈
𝑥2〉

𝑏
− 2 〈𝑥〉𝑎 〈𝑥〉𝑏 ∓ 2| 〈𝑥〉𝑎𝑏 |2 (5.14)

对照一下式5.9,可以发现全同粒子多了一项 ∓2| 〈𝑥〉𝑎𝑏 |2,对于玻色子,这
一项倾向于让粒子相互靠近,而对于费米子,这一项倾向于让粒子相互远离。
就

:::::
好像是它们之间有一股神奇的作用力一样,我们称之为交换力。但是请特

别注意, 交换力并不是真实存在的我们通常意义上的四大基本作用力之一
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或其某种表现, 而是纯粹的由于费米子和玻色子的波函数对称性导致的几
何结果,而且是一种纯粹的量子效应。
有一种情况可以使得修正项5.13贡献为 0, 那就是当两个波函数没有

“重叠”的地方, 或者说通常意义下的两个粒子隔得很远。比如一个电子在
武大一个电子在华科, 那么这两个电子的波函数由于隔得很远基本上可以
认为相乘之后总是 0, 那么这个时候无论我们是直接使用波函数 𝜓𝑎𝜓𝑏 去
描述, 还是使用对称化后的波函数 𝜓± 去描述都是一样的, 没有差别。所以,
原则上虽然整个宇宙的电子都是全同的, 看起来我们不能只单单研究其中
一个, 但是只要两个电子充分隔离, 我们在实际操作中就可以认为这两个
电子是可以分辨的。所以我们可以明确的说

::::::::::::::::::::::::
武大实验室的哪个电子, 或者

::::::::::::::::::::::::
华科实验室的哪个电子。但是在原子尺度范围内的两个电子,我们就必须去
考虑它们之间的全同粒子效应了。

共价键

交换力的一个重要表现就是化学中的化学键, 我们考虑最简单的氢气
分子H2。成键的是环绕两个质子的两个电子,假设它们都处于基态。两个电
子构成了一个全同粒子体系,如果描述它们的波函数是完全对称的 𝜓+,那么
根据上面关于交换力的论述, 电子会在两个氢原子核的连线中点处聚集, 聚
集的负电荷就倾向于把两个质子向中间吸引, 这样就使得两个氢原子牢牢
地结合在了一起,这便是化学键的本质 (下图5.1)。用化学上的话说就是电子
云 (波函数)的重叠,这样 〈𝑥〉𝑎𝑏 ≠ 0。反之,如果波函数是反对称的 𝜓−,负电
荷就倾向于分散这样分子便会被撕裂,而不是聚合。

P P

FF+ +e-

e-

(a) 对称结构产生吸引力
P

F+

P

F +

e- e-

(b) 反对称结构产生排斥力

图 5.1: 化学键的本质

呃等等, 我们前面不是说了电子是费米子吗, 这样描述它们的波函数应
该是 𝜓− 啊！所以化学家骗我们了,分子间根本不能成键！这句话当然是错
的, 因为我们还一直没考虑粒子的自旋。我们现在加上粒子的自旋, 对于单
个粒子,总的量子态为：

𝜓(r)𝜒 (5.15)
注意我们这里直接写了个乘积, 这也是最简单的考虑, 表明粒子的自旋

和粒子的空间坐标是完全分离的, 也就是说发现粒子自旋向上的概率不受
粒子发现位置的影响。对于两个粒子组成的系统,我们把自旋加进来：

𝜓(r1, r2)𝜒(1, 2) (5.16)

其中 𝜒(1, 2) 是由我们 §4-6中就讨论过的两个自旋体系的自旋态,态空
间基底是张量积空间可以用耦合基底 |𝑠, 𝑚〉 表示, 也可以用未耦合的基底
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|𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉表示,其中基底之间的变换关系由 CG系数确定。那么电子的
反对称性要求应该是对于包含自旋的量子态而言：

𝜓(r2, r1)𝜒(2, 1) = −𝜓(r1, r2)𝜒(1, 2) (5.17)

电子对体系是双 1/2 自旋体系, 那么如果 𝜒(1, 2) 是自旋三重态, 那显然空
间波函数只能是反对称 𝜓− 形式,这样的话确实电子对无法成键。但是如果
𝜒(1, 2)是单态 |0, 0〉,那么显然空间波函数要求是对称的 𝜓+形式。这样电子
对就可以成键了,所以成键电子对的自旋都是“相反”的。而且从这里我们
还可以进一步看出泡利不相容原理并没有说两个电子的波函数必须不一样,
只要它们自旋一个是 ↑一个是 ↓就好。只是不能自旋和波函数都在同一状
态。

对称化假设

首先我们定义置换算符 �̂�：

�̂� |1, 2〉 = |2, 1〉 (5.18)

其中 |1, 2〉 表示粒子 1和粒子 2构成的体系的量子态,置换算符的作用
就是交换两个粒子的角色, 或者说的更加实操一点, 就是把两个粒子所有的
量的下标全部交换。当然,我们上面只是用双粒子体系来叙述,类似的 N个
粒子组成的系统也可以类似定义。
对于全同粒子,根据交换对称性,描述它们的哈密顿算符一定是对称的,

也就是说 𝑚1 = 𝑚2且 𝑉 (r1,∖2, 𝑡) = 𝑉 (r2,∖1, 𝑡)我们得到：[
�̂�, �̂�

]
= 0 (5.19)

再根据3.27：
𝑑
〈
�̂�
〉

𝑑𝑡
= 0 (5.20)

也就是说如果粒子体系的量子态是对称的, 那么之后它们如何演化都
还是对称的, 反对称亦然。对于两个可分辨粒子的体系, 它们的波函数也可
以是对称的或者反对称的, 只要我们构造一个体系, 使得描述这个体系的哈
密顿量是对称的就行了, 那么5.19描述的对易关系仍旧成立, 仍然有波函数
对称性与时间无关。注意, 我们对于可分辨的粒子体系, 我们是说它们的量
子态可以是对称形式的, 但是对于全同粒子, 他们的量子态必须是完全对称
或者完全反对称的。下面我们要叙述的是一般的公理。
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对称化假设

在体系含有多个全同粒子时, 只有其态空间中的某些右矢a才能描述
其物理状态,根据全同粒子的性质,这些物理右矢,对于粒子的对换而
言, 或是完全对称的, 或是完全反对称的. 我们称一类粒子为玻色子,
它们的物理右矢是对称的; 而称另一类粒子为费米子, 它们的物理右
矢是反对称的.

|1, 2, . . . , 𝑖, . . . , 𝑗 , . . . , 𝑛〉 = ± |1, 2, . . . , 𝑗 , . . . , 𝑖, . . . , 𝑛〉 (5.21)

a我们用狄拉克符号叙述,你也可以就说是量子态。

我们之前说的 𝜓±的对称化构造是上述假设的特殊形式。

5.2 原子轨道近似求解

我们现在来考虑一个一般的中性原子, 原子数为 𝑍。注意, 由于核外电
子质量远小于原子核的质量, 所以我们下面的讨论中可以认为原子核就是
不动的,电子受一个稳定的有心势场作用。我们写下核外电子体系的哈密顿
量：

�̂� =
𝑍∑
𝑗=1

{
− ℏ2

2𝑚
∇2

𝑗 −
(

1
4𝜋𝜖0

)
𝑍𝑒2

𝑟 𝑗

}
+ 1

2

(
1

4𝜋𝜖0

) 𝑍∑
𝑖≠𝑘

𝑒2��r 𝑗 − r𝑘
�� (5.22)

上式中的第一项是电子的动能以及电子与原子核间相互作用的库伦势
能, 第二项是核外电子之间的库伦排斥力导致的静电互能, 这些在经典电磁
学中都已经详细讨论过了。顺便说一句,上面的式子显然是对于每两个指标
交换对称的,这符合我们前面的全同粒子假设。
哈密顿算符不显含时间, 所以我们可以空间时间变量分离, 去寻找定态

方程的解：
�̂�𝜓 = 𝐸𝜓

𝑍 = 1即氢原子的情况,我们在上一章中已经详细讨论精确求解。但很
遗憾,对于 𝑍 > 1的情形我们无法精确求解上面的方程,烦人的就是最后一
项电子之间的相互作用。我们只能借助一些近似方法数值求解,我们接下来
就定性分析一下解的特征。

氦原子

氦原子是 𝑍 > 1里面最简单的情形：

�̂� =

{
− ℏ2

2𝑚
∇2

1 −
1

4𝜋𝜖0

2𝑒2

𝑟1

}
+

{
− ℏ2

2𝑚
∇2

2 −
1

4𝜋𝜖0

2𝑒2

𝑟2

}
+ 1

4𝜋𝜖0

𝑒2

|r1 − r2 |
(5.23)
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如果现在我们忽略最后一项电子之间的相互作用, 现在哈密顿量就简化为
了两个粒子间无相互作用的情形。根据我们之前的说法,这种情况是可以分
离变量求解的, 可以完全化简为两个单独的单粒子体系问题, 对每个单粒子
体系求解后波函数相乘便得到了系统的解, 若是全同粒子体系, 进一步用前
面的解构造出对称和反对称的解即可。
不难看出, 剩下要做的事情在上一章我们求解氢原子的时候就已经做

完了,现在我们只用照搬上一章的结果,只是需要把 𝑒2改成 𝑍𝑒2即可。

𝜓 = 𝜓𝑛ℓ𝑚𝜓𝑛′ℓ′𝑚′

等等,我们好像又没有考虑自旋。我们在求解空间波函数的时候确实不
用考虑自旋, 因为哈密顿算符并没有对自旋有作用, 但是最后我们的结果应
该包含自旋 𝜒(1, 2)。7如果两个电子都处于基态,那么8：

𝜓0 (r1, r2) = 𝜓100 (r1) 𝜓100 (r2) =
8
𝜋𝑎3 𝑒

−2(𝑟1+𝑟2)/𝑎

这是已经一个对称的空间波函数, 所以两个电子的自旋态应该是反对
称的单态 |0, 0〉,用化学家的话说就是两个电子自旋“相反”,这也是泡利不
相容原理所希望的。
体系基态能量为:

𝐸0 = 4(𝐸0,H + 𝐸0,H) = 8 × (−13.6 eV) ≈ −109 eV

实验测得上面的值为 −78.975 eV,相差还是蛮大的,这也不难理解,因为
我们的近似做的实在是太粗略了。我们首先利用上面没有考虑电子对之间
的相互作用粗略得出来的系统空间波函数计算：

〈 1
|r1 − r2 |

〉 =
∫

1
|r1 − r2 |

|𝜓0(r1, r2) |2𝑑3𝑟1𝑑
3𝑟2 (5.24)

上面这个积分比较难算, 但是我们可以充分利用波函数的球对称性, 我
们先对 r2 积分, 重点来了, 这里根据波函数球对称性, 我们可以设积分时 r1
沿着极轴方向。尝试计算9：∫

𝑑3𝑟1

∫ (√
𝑟2

1 + 𝑟2
2 − 2𝑟1𝑟2 cos 𝜃2

)−1 [
8
𝜋𝑎3 𝑒

−2(𝑟1+𝑟2)/𝑎
]2

𝑑3𝑟2 (5.25)

7我们目前都是最简单的考虑, 一是认为自旋和空间波函数之间没有耦合, 而且在三个或更多粒子
的全同粒子体系中, 没有反对称的自旋态, 量子态的构造更加复杂, 是一系列线性组合。这里我们就
考虑了最简单的氦原子,总的量子态就直接是 𝜓(r1, r2)𝜒(1, 2)

8按照 𝑒2 → 𝑍𝑒2 的变换,显然玻尔半径变成原来的一半,单个电子基态能量变成原来的四倍。
9如果你用不惯这个技巧,直接直角坐标系或者换元计算也可以,常规方法更不易出错。
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根据球坐标换元我们马上可以得到上面积分的结果为：

Ans =
512
𝜋𝑎6

∫
𝑑3𝑟1

∫ +∞

0

𝑟2
2𝑒

4(𝑟1+𝑟2 )
𝑎

|𝑟1 + 𝑟2 | + |𝑟1 − 𝑟2 |
𝑑𝑟2

=
∫ +∞

0

32
𝑎4 𝑒

− 8𝑟1
𝑎
𝑎(𝑒

4𝑟1
𝑎 − 1) − 2𝑟1

𝑟1
· 4𝜋𝑟2

1𝑑𝑟1

=
5
4𝑎

根据上面的算式我们可以估算基态能量的修正值为：

Δ𝐸0 ≈
𝑒2

4𝜋𝜀0
〈 1
|r1 − r2 |

〉

=
𝑒2

4𝜋𝜀0

(
5
4𝑎

)−1

≈ 34 eV

和前面计算出来的 −109 eV相加后得到 −75 eV,这和测量值已经吻合的很好
了。
我们再来简单的考虑一下激发态：10

𝜓 = 𝜓100𝜓𝑛ℓ𝑚

我们根据这个可以构造对称和反对称波函数, 对于对称的波函数, 电子
的自旋态是反对称的单重态,我们把处于这个状态的氦原子称为仲氦 (para-
helium)。对于反对称的波函数,自旋态处于对称的三重态,这个时候我们称
之为正氦 (orthohelium)。显然,仲氦的能量要普遍高于正氦,因为对称的波
函数导致的结果是电子靠的更近, 所以对应的电子对之间的库伦势能也要
更大,所以整体来看能量更大。

一点点化学

高中阶段的化学和量子力学联系的最为紧密的就是原子的基态电子排
布式了, 下面我们用量子力学的观点, 再来解释一下高中所学的那些化学家
的语言。
首先这部分来说在原子物理的课程中也有所介绍, 但是一般来说都是

给还未学过量子力学的人介绍, 所以相关的术语就还停留在玻尔的老的量
子论阶段,比如“电子轨道”这些。我们知道对于多电子的情形我们是很难

10激发态必然是一个电子处于基态, 另一个电子处于激发态, 如果两个电子都处于激发态, 那么其
中一个电子会向基态跃迁并发射能量,使得另一个电子吸收能量电离！这样我们考虑的就不是 He原
子了,而是 He+
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定量分析的, 所以接下来的分析都是定性的分析, 首先我们还是假设先不考
虑电子之间的相互作用。这样我们可以继续利用氢原子的波函数的解去描
述电子,如此看来,每个电子的状态就可以利用三个量子数 𝑛, ℓ, 𝑚 去描述其
轨道性质,最后再加上其自旋性质,使用其自旋磁量子数即可完全描述。
化学家喜欢把同一个能级 (主量子数 𝑛相同)上的电子称作是同一个壳

层 (Shell),依次使用 K,L,M,N,标记。根据泡利不相容原理,不能同时有两个
电子处在相同的电子态, 那么根据第 𝑛 能级的简并度 𝑑 (𝑛) = 𝑛2, 再加上每
组相同的量子数取值又有 ↑ & ↓ 两种自旋状态11。故每个壳层最多可以容
纳 2𝑛2 个电子,那么元素周期表的每行元素数量为何是 2, 8, 8, 18, . . .而不是
2, 8, 18, 32, . . .呢？
电子的排布总是倾向于让整个原子的能量最低, 这样才最稳定, 经过上

面的讨论, 确定每个电子能量的就是其主量子数, 在电子之间没有相互作用
的时候也确实如此。这样来看只要按照壳层顺序依次来排布注意自旋取向
就行了。但是实际上电子之间的作用还是蛮大的, 就算是氦原子都有大约
足足 34 eV 的贡献, 而这一部分的能量主要就是由角量子数 ℓ 确定的。用
化学家的术语, 每个壳层的电子有 𝑛 − 1 种轨道, 由 ℓ 的取值标记。ℓ = 0,
s(sharp);ℓ = 1,p(pincipal);ℓ = 2,d(diffuse);ℓ = 3。进一步, 这些轨道有不同的
取向,由磁量子数 𝑚取值确定。比如 𝑠轨道只有一种取值, 𝑝轨道由于 𝑚取
值为 0,±1,就有 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 三种取向。

可以说角量子数取值对应的是轨道角动量的大小, 且越大角动量越大,
而轨道角动量定性的看是趋向于把电子向外甩, 而电子越往外面甩12, 其内
层电子对原子核的“屏蔽”作用越大13,导致外层电子“感觉”到的吸引力越
小,进而导致整体能量更大,所以电子在某一壳层会尽量占据 ℓ 较小的轨道,
直到上一个轨道被填满。氩原子之后的钾原子和钙原子不填充满第三层,从
第四层开始填正是因为 𝑛 = 3, ℓ = 3的取值方式 ℓ已经足够大导致这样做由
于电子之间的能量比较高,还不如填到下一能层的 𝑠轨道总能量低。然后从
钪到锌又继续填充到第三层 𝑑 轨道。
所以很多时候排布式只能依靠经验规则写出来, 再经过实验验证, 确实

因为电子之间的相互作用给我们求解带来了不少麻烦。至于排布式具体怎
么写, 这个化学课上已经讲过, 然后我们再根据上面的量子力学背景分析就
好了。

5.3 固体量子模型简介

中学就学过, 金属能导电是因为其中有些电子脱离了原子的束缚成为
自由电子,这些电子因为电场的作用在固体结构种移动便形成了电流。我们

11我们的讨论都是非常简化了的, 实际情况可以是这些态的线性组合, 但是不要紧, 总的线性无关
态数目与我们讨论的没有差别。

12我们只是说了一种倾向,并没有说就真的甩出去了,所以电子还是在一个固定的壳层
13可以用原子实的观点去思考
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下面就是要用两种不同的模型基于量子力学的原理去研究固体中电子的运
动。它们只是固体理论中最最基础的理论。

5.3.1 自由电子气理论

这个模型中, 我们认为所有的电子都是在固体中自由运动的, 也就是说
忽略电子之间的库伦斥力以及原子对电子的吸引力, 除了电子不能飞出固
体边界这个条件。如果固体是一个长方体14,那么问题就是我们在 §4-1中就
研究过的三维无限深势阱模型, 只是那里是正方体, 我们这里是更一般的长
方体,但也是分离变量法很快的就能求解出来：

𝜓𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧 =

√
8

𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙𝑧
sin

(
𝑛𝑥𝜋

𝑙𝑥
𝑥

)
sin

(
𝑛𝑦𝜋

𝑙𝑦
𝑦

)
sin

(
𝑛𝑧𝜋

𝑙𝑧
𝑧

)
(5.26)

对应的定态能量15：

𝐸𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧 =
ℏ2𝜋2

2𝑚

(
𝑛2
𝑥

𝑙2𝑥
+
𝑛2
𝑦

𝑙2𝑦
+
𝑛2
𝑧

𝑙2𝑧

)
=
ℏ2𝑘2

2𝑚
(5.27)

图 5.2: k-space

14我们这里只是使用长方体模型去计算,实际上我么后面推导出的5.29,5.30,5.32,5.34对任何形状的
固体都是适用的。

15k是波矢。
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图 5.3: 固体中所有电子占据的态

其中量子数的取值都是 1, 2, 3, . . .。为了形象的表示出电子可能所处的
定态, 我们可以使用下面所谓“k-空间”的概念, 也便于我们后面进一步的
计算。
如图5.2,我们给定了 𝑘 𝑥 , 𝑘 𝑦, 𝑘 𝑧就相当于给定了电子的状态,表现在图上

就是一个交点, 所有的交点填满了整个直角坐标的第一卦限, 标记了电子的
所有定态波函数的可能情况。但是这是离散化的,还是不方便我们后面的计
算,我们下面将它连续化。还记得化学里面数晶体的原子数密度吗？这里我
们画了一个阴影部分, 在这一部分有八个顶点, 也就是八个定态, 但是每个
定态又被八个这样的体积所“共有”。所以总的来说这样一个体积内可以看
作是平均有一个定态。我们如果把电子的自旋考虑进来,那么图中的每个交
点应该代表两个不同的量子态, 自旋向上自旋向下各一个, 平均一个态占据
的“体积”也便是图中阴影部分的一半了。
根据泡利不相容原理, 自由电子在固体中只可能有两个电子处于相同

的定态,但具有相反的自旋态。我们现在考虑一个具有 𝑁 个原子的体系, 𝑁
具有阿伏伽德罗常数的数量级,平均每个原子贡献 𝑑个自由电子。所有的电
子处于的量子态合起来看就是 k-空间中占据的某个体积, 总能量应该趋于
最小,这应该是 k-空间中的 1/8球体。如下图5.3所示。

注意,严格来说这不是一个球体,而是表面面有很多“锯齿”的球体,但
是因为电子数目很多, 所以越往外越接近球形, 我们下面的计算就按照球形
来算也是很好的近似。我们现在设这个 1/8球体的半径为 𝑘𝐹 ,称为费米半径,
现在我们一方面可以利用费米半径表示出它的体积, 然而这个体积和总的
自由电子数目又是完全相关的,我们前面把这些点阵“连续化”为点所占据
的小盒子的方法就派上用场了：

1
8

(
4
3
𝜋𝑘3

𝐹

)
=

1
2

[
𝑁𝑑

(
𝜋

𝑙𝑥

) (
𝜋

𝑙𝑦

) (
𝜋

𝑙𝑧

)]
(5.28)
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注意上面公式中出现的二分之一,这是因为电子的两种不同自旋状态。16定
义 𝑉 ≡ 𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙𝑧 即固体的体积,得：

𝑘𝐹 =
(
3𝜌𝜋2)1/3 (5.29)

其中 𝜌 ≡ 𝑁𝑑
𝑉
可以认为是自由电子的数密度。

这个球体的表面对应的能量称为费米能, 是固体中的自由电子可能的
最大能级。根据5.27

𝐸𝐹 =
ℏ2

2𝑚
(
3𝜌𝜋2)2/3 (5.30)

我们还可以进一步计算自由电子的总能量 𝐸𝑡𝑜𝑡 ,我们考虑厚度为 𝑑𝑘 的
球壳, 这部分体积内的量子态对应的能量为 ℏ2𝑘2

2𝑚 , 数目根据我们前面的体积
算法为：

2
1
8 · 4𝜋𝑘2 · 𝑑𝑘

𝜋3/𝑉 (5.31)

前面的 2又是考虑了两种自旋取向。求和变成了积分：17

𝐸tot =
ℏ2𝑉

2𝜋2𝑚

∫ 𝑘𝐹

0
𝑘4𝑑𝑘 =

ℏ2𝑘5
𝐹𝑉

10𝜋2𝑚
=
ℏ2 (

3𝜋2𝑁𝑑
)5/3

10𝜋2𝑚
𝑉−2/3 (5.32)

这个能量和热学里面的气体的内能差不多意思, 我们就叫他电子气的
内能吧。这个能量显然是和固体的体积相关的, “电子气”也会对

:::::
器壁, 也

就是固体表面产生压力,我们假设这个压强是 𝑃。我们用虚功原理来看待这
个问题, 如果器壁现在因为电子气的压力产生微小形变 𝑑𝑉。显然电子气对
其做功大小为：𝑑𝑊 = −𝑃𝑑𝑉。而这应该正好等于电子气能量的变化：

𝑑𝐸tot = −
2
3
ℏ2 (

3𝜋2𝑁𝑑
)5/3

10𝜋2𝑚
𝑉−5/3𝑑𝑉 = −2

3
𝐸tot

𝑑𝑉

𝑉
(5.33)

所以可以计算出压强的大小：

𝑃 =
2
3
𝐸tot

𝑉
=

2
3

ℏ2𝑘5
𝐹

10𝜋2𝑚
=

(
3𝜋2)2/3

ℏ2

5𝑚
𝜌5/3 (5.34)

这个固有压强是支撑起固体使其不会塌缩的部分原因, 我们称之为简
并压 (degeneracy pressure)。这和电子之间的库仑斥力或是电子的热运动无
关,是一个纯粹的量子力学结果,是费米子的量子态的反对称性要求导致的,
也是泡利不相容原理的必然结果。天文学上的中子星的产生就跟引力塌缩
突破简并压有关。

16我们目前使用了很多不太严谨的说法, 比如电子的上下自旋这种说法, 只要牢记我们提的是自旋
磁量子数的两种取值就行了,当然实际上电子自旋可以处于两种状态的叠加态。

17你仔细一想就会明白, 我们这里本来是要对 𝑁𝐴 数量级的电子求和, 和求积分的结果肯定是有出
入的,但好在我们这样一路的近似最终看起来也没多大偏差。
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𝑉 (𝑥)

𝑥𝑂−2𝑎 −𝑎 𝑎 2𝑎 3𝑎 4𝑎 5𝑎 6𝑎

图 5.4: 狄拉克梳状函数

5.3.2 价带结构

如果按照我们前面的最简单的自由电子气模型, 那么所有的固体都应
该是导体, 因为都或多或少有自由电子存在。所以我们现在要前进一点点,
把周期性的18原子对电子的作用考虑进来。但是我们依旧认为电子之间是
没有相互作用的, 我们下面先考虑一维情形单个电子在周期性势场中的问
题求解, 因为不考虑电子之间相互作用, 所以多个电子只需要把单个电子问
题的解相乘即可。

狄拉克梳

没啥好讨论的,不过就是前面的狄拉克 𝛿函数加了个周期性而已

𝑉 (𝑥) = 𝛼
𝑁−1∑
𝑗=0

𝛿(𝑥 − 𝑗𝑎) (5.35)

这个狄拉克梳状函数就是我们要面对的势场,或许我们需要取 𝛼 < 0才
能描述原子核对电子的吸引性质, 不过我们现在仅仅只是想定性的去分析
势场的周期性质到底会给我们带来什么, 所以势场的具体性状我们并不是
那么关心, 更关心它的周期性, 所以我们为了最大的简化我们的计算, 就选
取 𝛼 > 0的狄拉克梳状函数。
为了求解具有空间周期性的势场下的薛定谔方程, 我们首先介绍布洛

赫 (Bloch)定理19。

18这个周期性也很好理解,因为晶体结构具有周期性
19我们现在探讨的问题是空间周期性对解的影响, 在经典力学中曾经处理过参数共振的问题, 那个

时候是势场的时间周期性对解的影响, 那个时候也有和 Bloch 定理对应的 Floquet 理论, 整个问题的
求解和这里也极为相似。
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Bloch’s theorem

如果势场 𝑉 (𝑥) 以 𝑎 为周期, 那么定态薛定谔方程的解一定满足下面
的性质：

𝜓(𝑥 + 𝑎) = 𝑒𝑖𝑞𝑎𝜓(𝑥) (5.36)

其中 𝑞是与 𝑥无关 (但与 𝐸 有关)的一个常数。

可惜没有固体是无限大的, 所以严格意义上来说根本没有周期性的势
场。所以这样的边界效应需要我们对 Bloch定理进行修正,不过好在固体的
原子数目众多, 达到了 𝑁𝐴 量级, 所以这样的修正还算简单。我们现在考虑
把 x轴首位相连形成一个圆,这个修正就是在这样的基础上有边界条件：

𝜓(𝑥 + 𝑁𝑎) = 𝜓(𝑥) (5.37)

𝑁 是原子数目。所以我们可以得到 q必须满足：

𝑒𝑖𝑞𝑁𝑎 = 1⇒ 𝑞 =
𝑛𝜋

𝑁𝑎
, (𝑛 = 0,±1,±2, . . .) (5.38)

我们只需要解出 [0, 𝑎] 内的解, 其它区间内的解可以直接由5.36迭代得
到。在 (0, 𝑎)内有：

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 = −𝑘2𝜓, 𝑘 ≡
√

2𝑚𝐸
ℏ

(5.39)

驻波形式解为：

𝜓(𝑥) = 𝐴 sin(𝑘𝑥) + 𝐵 cos(𝑘𝑥), 𝑥 ∈ (0, 𝑎) (5.40)

再利用5.36我们得到 [−𝑎, 0] 内的解：

𝜓(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑞𝑎 [𝐴 sin 𝑘 (𝑥 + 𝑎) + 𝐵 cos 𝑘 (𝑥 + 𝑎)] , 𝑥 ∈ (−𝑎, 0) (5.41)

再根据波函数在 𝑥 = 0处的连续性：

𝜓(0+) = 𝜓(0−) ⇒ 𝐵 = 𝑒−𝑖𝑞𝑎 [𝐴 sin 𝑘𝑎 + 𝐵 cos 𝑘𝑎] (5.42)

然后再根据薛定谔方程在 0− ∼ 0+ 上积分得出 𝛿 函数导致的一阶导在 0 附
近的突变值：20

𝜓 ′(0+) − 𝜓 ′(0−) = 2𝑚𝛼
ℏ2 𝜓(0) = 2𝑚𝛼

ℏ2 𝐵 (5.43)

对5.40和5.41求导后代入5.43得：

𝑘𝐴 − 𝑒−𝑖𝑞𝑎𝑘 (𝐴 cos 𝑘𝑎 − 𝐵 sin 𝑘𝑎) = 2𝑚𝛼
( ℏ2)𝐵 (5.44)

20在 §2-5中已经处理过很多次
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将5.42和5.44联立求解得到：

cos 𝑞𝑎 = cos 𝑧 + 𝛽 sin 𝑧
𝑧

(5.45)

其中：

𝑧 ≡ 𝑘𝑎, 𝛽 ≡ 𝑚𝛼𝑎
ℏ2

方程5.45给出了 𝑘 的可能取值,也即能量取值。我们作下面函数的图像来分
析：

𝑓 (𝑧) = cos 𝑧 + 𝛽 sin 𝑧
𝑧

0 𝜋 2𝜋 3𝜋 4𝜋 5𝜋

𝑂 𝑧

−1

1

图 5.5: 𝛽 = 10时 𝑓 (𝑧)的图像

见图5.5中阴影部分,这一部分才是有解的部分,因为 | cos(𝑞𝑎) | ≤ 1。根
据5.38, q 的取值使得在每个阴影部分内, cos(𝑞𝑎) 都有 N 种不同的取值, 这

𝐸允带 带隙 允带 带隙 允带

图 5.6: 固体的能带
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也直接导致了最终每个阴影部分内可以得到 𝑁 个不同的可取能量的解。我
们把能级在图上标识出来即为图5.6所示, 这里的效应和我们以往见得的有
很大的不同。主要在于能带是由一些离的特别近的分立的谱线组成的,每个
能带之间又隔了很远的距离,这部分我们称为能隙。由于 𝑁 实在是太大了,
有时我们也直接认为能带见能量的取值是连续的。
由于电子的自旋,根据泡利不相容原理,每条能带最多容纳 2𝑁 个电子。

定性的看21。, 𝑑 = 1 时, 第一条能带被半充满, 这个时候要激发电子需要的
能量较低, 因为能带之中的能级几乎是连续分布的；𝑑 = 2 时, 第一条能带
被完全充满,这个时候若想激发电子必须让电子跨越能隙,需要的能量较大,
这个时候固体为绝缘体；22如果有能带被全充满但是能隙很小,温度又足够
大,这样的话有些电子就能随机被激发到下一能带, 这样的固体导电性介于
导体和绝缘体之间,我们称为半导体。23关于半导体有一个常听的词就是掺
杂,这是说在半导体中掺入 𝑑 或更大或更小的材料,这些材料会将一些额外
的电子放入下一能带, 或是在先前填充的能带中产生一些空穴, 以此来控制
半导体的导电性。24

5.4 *二次量子化（施工中）

5.4.1 全同粒子希尔伯特空间

在非相对论性量子力学框架中描述多个粒子构成的体系我们必须唯象
地引入全同性假设，也就是微观粒子不可标号，没有“两个不同的电子”这
种说法，他们的地位是完全等价的，这一点在哈密顿量中就应当显现出来。
但是作为数学描述，我们又必须得对粒子进行标号，这种矛盾可以通过认
为物理态只能由对称或者反对称的矢量描述来化解。
假设单粒子态空间为 𝑅 (𝑖)，我们在其中选取 CSCO为 {𝐵}，也就是说使

用 𝑏𝛼, 𝑏𝛽, . . .来标记单粒子态。单粒子态满足正交归一 〈𝑏𝛼 |𝑏𝛽〉 = 𝛿(𝑏𝛼−𝑏𝛽)，
那么全部 𝑁 个粒子的态空间就应当是这些单粒子态空间的直积（张量积）
空间25：

R𝑁 = 𝑅 (1) ⊗ 𝑅 (2) ⊗ · · · ⊗ 𝑅 (𝑁 )

其中的基矢是下面的直积形式：

|𝑏𝛼〉1 |𝑏𝛽〉2 · · · |𝑏𝜈〉𝑁

这里我们用 |〉𝑖的下标标记每个粒子。但是真正的态空间要比这小得多，
对于玻色子，我们只能选取关于下标对换对称的那些态构成的 R𝑁𝑆 来描述

21三维情况或者更复杂的周期势场,结果会很复杂,但是大体上的特征就是能带被能隙分割开
22d更大情况以此类推。
23半导体的能隙一般小于 4 eV,以至于室温下就可以产生可观的激发。
24吐槽下这两个 LATEX彩图我画了一个晚上。。。
25见 §4的数学准备部分
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物理态；对于费米子，只能选取反对称的态构成的 R𝑁𝐴来进行研究。实现
这一点最简单的方式是将基矢进行（反）对称化。

|𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · 𝑏𝜈〉 = 1
𝑁!

∑
𝑃

𝜀P �̂� |𝑏𝛼〉1 |𝑏𝛽〉2 · · · |𝑏𝜈〉𝑁 (5.46)

上式左边表示（反）对称化后的基矢，对于费米子 𝜀 = −1，对于玻色子 𝜀 = 1，
右边的求和是对所有的下标排列求和26，对于偶置换 P = 1，否则为 −1。而
且对于费米子，只要 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 中有两个相同的态，则反对称化后为 0，这正
是泡利不相容原理。这个特点用反对称基矢的行列式形式可以很好地看出
来，即5.8。

但是要注意，虽然从5.46的定义来看，对称化基矢依赖于 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · 𝑏𝜈〉
中这些 𝑏 的排列顺序，但实际上不难发现不同的排列顺序最多会导致一个
负号的差别，而这在基矢的意义上没有差别，选择其中一个为基矢就不必
将其它的也选进来了，所以：𝑁 个 𝑏 值的每一种组合，而不是排列代表一
个基矢。
另外，我们这里的分析框架完全适用于有自旋体系，只要把自旋希尔

伯特空间也纳入进来，一起进行对称化就好。
现在考虑对称化基矢的正交归一问题，与一般的公式形式上有所差别。

〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1
(𝑁!)2

∑
𝑃′

∑
𝑃

𝜀P
′
𝜀P �̂�′�̂� 1〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛼〉1 2〈𝑏𝛽

′ |𝑏𝛽〉2 · · · 𝑁 〈𝑏𝜈
′ |𝑏𝜈〉𝑁

=
1
𝑁!

∑
𝑃

𝜀P �̂� 1〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛼〉1 2〈𝑏𝛽
′ |𝑏𝛽〉2 · · · 𝑁 〈𝑏𝜈

′ |𝑏𝜈〉𝑁

(5.47)

正交归一性

〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1
𝑁!

∑
𝑃

𝜀P �̂�𝛿(𝑏𝛼′ − 𝑏𝛼)𝛿(𝑏𝛽′ − 𝑏𝛽) · · · 𝛿(𝑏𝜈′ − 𝑏𝜈)

这里 �̂�的含义是 𝑏𝛼′ 这些不变，对 𝛿函数内的 𝑏𝛼 进行排列。27

下面的公式是后面推导中经常要用的：28

26这里有两种等价的观点，一种是态矢内的 𝑏 不动，对态矢下标轮换，另一种是下标不动对括号
内的态矢轮换。

27上式的推导中需要注意的是，直积空间中的态矢量在进行内积时总是相对应的同一空间中的态
矢量进行内积，然后相乘得到最终结果。比如这里就总是下标相同的单粒子态进行内积。

28上面提到的这些公式的证明就像是排列组合题，从公式上看只用写几行，难点都在文字叙述理
解，为了简化我们都不作证明。
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内积定理

〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1
𝑁
[〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛼〉 〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁 − 1; 𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉

+ 𝜀 〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛽〉 〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉
+ 𝜀2 〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛾〉 〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉
+ · · · + 𝜀𝑛−1 〈𝑏𝛼′ |𝑏𝜈〉 〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜇〉]

(5.48)

再来看一下对称化基矢关于对称的量子态，也即真实物理态的完备性。
首先注意到所有的基矢（包括不对称的），对 R 中的任意矢量都完备：

|Ψ〉 = 𝑐1 |𝑏𝛼〉1 |𝑏𝛽〉2 · · · |𝑏𝜈〉𝑁 + 𝑐2 |𝑏𝛼′〉1 |𝑏𝛽
′〉2 · · · |𝑏𝜈

′〉𝑁 + · · ·

再注意到我们关心的是（反）对称态矢：

�̂� |Ψ〉 = 𝜀P |Ψ〉

进一步得到：∑
𝑃

𝜀P �̂� |Ψ〉 = 𝑐1

∑
𝜀P𝑃 |𝑏𝛼〉1 |𝑏𝛽〉2 · · · |𝑏𝜈〉𝑁 + · · ·

上式左边是 |Ψ〉的 𝑁!倍，而右边的每一项都是相应的对称化基矢的 𝑁!倍，
所以

|Ψ〉 = 𝑐1 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 + 𝑐2 |𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′〉 + · · ·

这个式子说明了所有的对称化基矢确实是完备的，也即：29

∫
d𝑏𝛼

∫
d𝑏𝛽 · · ·

∫
d𝑏𝜈 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 〈𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈 | (5.49)

在统计力学中求配分函将会涉及到对一组完备基底和密度算符构成的
矩阵元进行求和。Boltzmann统计中我们考虑的态空间是更大的 R，那些完
备基底是为对称化的 |𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽

′ · · · 𝑏𝜈′)。而 Fermi和 Bose统计考虑的态空间
是 R𝐴与 R𝑆，这也导致完备基底是对称化后的 |𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽

′ · · · 𝑏𝜈′〉，粒子间的
全同性导致要求和的态数目上变少了，或者说能级的简并度其实也相应的
减少了，各种计数法是统计力学中格外重要也比较麻烦的一点。

29如果比较仔细，会发现下面的完备性关系我们其实是把所有
::::::
b的排列当作一个基矢，而不是组合。

实际上两种写法是等价的，这种更简洁一些。
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5.4.2 产生湮灭算符

巨希尔伯特空间（Fock空间）

首先我们介绍一种与前面用直积构造更大的空间相似的另一种构造方
法。

直和空间

任意两个线性空间都可以通过运算“直和 ⊕”构成一个更大的线性空
间，记为 𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊。

𝑉 = {|𝑢〉 ⊕ |𝑤〉 |∀ |𝑢〉 ∈ 𝑈,∀ |𝑤〉 ∈ 𝑊}

也就是两个线性空间中的元素不论顺序的摆在一起，在 𝑉 中我们可
以定义加法数乘和内积。

• 加法：|𝛼〉 ⊕ |𝛽〉 + |𝜓〉 ⊕ |𝜑〉 = ( |𝛼〉 + |𝜓〉) ⊕ (|𝜓〉 + |𝜑〉)

• 数乘：𝑎 ( |𝛼〉 ⊕ |𝛽〉) = (𝑎 |𝛼〉) ⊕ (𝑎 |𝛽〉)

• 内积：( |𝛼〉 ⊕ |𝛽〉 , |𝜓〉 ⊕ |𝜑〉) = 〈𝛼 |𝜓〉 + 〈𝛽 |𝜑〉

上面的 +, 〈·|·〉这些操作应该按照对象所属的线性空间进行理解，为了
负号上的简便同一用同一个符号表示。

我们一条条对比与直积空间的差别。首先是元素本身，都是两个空间
中地元素不论顺序的摆在一起，这个是相同地；其次是加法，直和空间中
的加法可以类似于加法结合律一样用两个空间中自带的加法来定义，而直
积空间中的加法要重新定义；然后是数乘，直和空间对数乘充分展现出了
“和”这一特征，对数乘是类似于加饭分配律，两个构成直和空间的矢量都
要乘相同的数，而直积空间就是整体乘一次；最后是内积，两者从公式上
看一个是相乘一个是相加，这里的相加可以看作是认定不同空间中矢量内
积为 0，然后按照分配律展开得到的结果。从维数上看，直积空间维数是相
乘而直和空间是相加。
另外，我们这里提到的直和和直积与数学上的定义有所不同。数学上

讲直和指的更多是内直和，是说一个线性空间 𝑉 有两个子空间𝑊 和𝑈，如
果 𝑉 中任意一个元素 |𝑣〉都存在唯一的 |𝑤〉 ∈ 𝑊, |𝑢〉 ∈ 𝑈，有 |𝑣〉 = |𝑢〉 + |𝑤〉，
那么就称 𝑉 是𝑈和𝑊 的（内）直和。直观上看就是两个子空间“垂直”不
相交地并起来。我们这里的直和在数学上来讲是所谓的外直和。
如统计力学中的巨正则系综一样，考虑粒子数可变的系统时，系统的

态空间应该是更大的，包含了所有的粒子数的态空间之并。毫无疑问这里
我们应当选取直和，最后的态矢量应该是不同粒子数空间态矢量的线性叠



第五章 全同粒子 127

加，只有线性空间的直和才完美保留了线性叠加这一性质。

R𝐺 = R0 ⊕ R1 ⊕ · · · ⊕ R𝑁 ⊕ · · ·

巨希尔伯特空间中的矢量表示为：

|Ψ〉〉 = 𝑐0 |Ψ0〉 ⊕ 𝑐1 |Ψ1〉 ⊕ · · · ⊕ 𝑐𝑁 |Ψ𝑁 〉 ⊕ · · ·

相应的，对成化基矢的完备性关系也要修改为：

∞∑
𝑁=0

∫
d𝑏𝛼

∫
d𝑏𝛽 · · ·

∫
d𝑏𝜈 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 〈𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈 |

产生湮灭算符

R0是平凡的线性空间，只有一个量子态 |0〉，我们称为真空态，意思是
啥也没有。对于每一个 CSCO取值 𝑏，都可以定义一个 R𝑁 → R𝑁+1的线性
映射30𝑎†(𝑏)，作用就是在原先空间中“对称地”产生一个单粒子态 |𝑏〉，所
以就成为产生算符。我们用对成化基底对其如下定义：

𝑎†(𝑏) |0〉 =
√

1 |1; 𝑏〉
𝑎†(𝑏) |1; 𝑏𝛼〉 =

√
2 |1; 𝑏𝑏𝛼〉

...

𝑎†(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 =
√
𝑁 + 1 |𝑁 + 1; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

(5.50)

这里注意 𝑏都是加在最左边，在这样的顺序要求下，任何一个 𝑁 粒子态都
可以从真空态生成：

|𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 = 1
√
𝑁
𝑎†(𝑏𝛼)𝑎†(𝑏𝛽) · · · 𝑎†(𝑏𝜈) |0〉 (5.51)

前面说过，就对称化基底而言，玻色子随意交换 𝑏𝛼, 𝑏𝛽 都不会带来任
何改变，而费米子对于奇置换多一个负号。这将导致下面的对易关系：

𝑎†(𝑏)𝑎†(𝑏′) − 𝜀𝑎†(𝑏′)𝑎†(𝑏) = 0 (5.52)

很多地方也把上面的关系式分开写为：[
𝑎†(𝑏), 𝑎†(𝑏′)

]
= 0

{
𝑎†(𝑏), 𝑎†(𝑏′)

}
= 0

30在数学上只有在定义域和之余相同的情况下我们才把线性映射称为算子 (operator)。物理上我们
啥玩意都习惯叫算符 (operator)。
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对于玻色子取对易关系，对于玻色子取反对易关系，后面提到的其它对易
关系也可以分开写为对易和反对易形式。后面除非额外说明，我们都使用
统一形式。
对5.50两边同时求厄米共轭我们可以得到 𝑎(𝑏)算符左作用的定义。

〈0| 𝑎(𝑏) =
√

1 〈1; 𝑏 |
〈1; 𝑏𝛼 | 𝑎(𝑏) =

√
2 〈1; 𝑏𝑏𝛼 |

...

〈𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈 | 𝑎(𝑏) =
√
𝑁 + 1 〈𝑁 + 1; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈 |

(5.53)

同样可以得到对易关系：

𝑎(𝑏)𝑎(𝑏′) − 𝜀𝑎(𝑏′)𝑎(𝑏) = 0 (5.54)

其作用在右矢上比较麻烦，可以使用内积定理进行计算：

〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑎(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉
=
√
𝑛 〈𝑁; 𝑏𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |𝑎(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉

= 〈𝑁 − 1; 𝑏𝛽′𝑏𝛾′ · · · 𝑏𝜈′ |
{ 1
√
𝑁
[𝛿(𝑏 − 𝑏𝛼) |𝑁 − 1; 𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉

+ 𝜀𝛿(𝑏 − 𝑏𝛽) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉 + 𝜀2𝛿(𝑏 − 𝑏𝛾) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

+ · · · + 𝜀𝑁−1𝛿(𝑏 − 𝑏𝜈) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜇〉]
}

(5.55)

得到：

𝑎(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉

=
1
√
𝑁
[𝛿(𝑏 − 𝑏𝛼) |𝑁 − 1; 𝑏𝛽𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉

+ 𝜀𝛿(𝑏 − 𝑏𝛽) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛾 · · · 𝑏𝜈〉 + 𝜀2𝛿(𝑏 − 𝑏𝛾) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉
+ · · · + 𝜀𝑁−1𝛿(𝑏 − 𝑏𝜈) |𝑁 − 1; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜇〉]

(5.56)

相比于产生算符，这个式子要复杂很多，但也很容易看出其作用就是
对称地消去一个单粒子态 |𝑏〉，所以我们称 𝑎(𝑏)为湮灭算符。事实上，这个
式子对于费米子还是比较简单的，因为费米子由于泡利不相容原理至多只
能有一个处于 𝑏的粒子，所以上式右侧至多剩下一项。
最后，我们写下产生湮灭算符之间的对易关系：

𝑎(𝑏)𝑎†(𝑏′) − 𝜀𝑎†(𝑏′)𝑎(𝑏) = 𝛿(𝑏 − 𝑏′) (5.57)
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占有数密度算符和总粒子数算符

根据产生湮灭算符构造31：

�̂� (𝑏) ≡ 𝑎†(𝑏)𝑎(𝑏), �̂� ≡
∫

d𝑏�̂� (𝑏) (5.58)

不难计算发现：

�̂� (𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 =
[

𝜈∑
𝜇=𝛼

𝛿(𝑏 − 𝑏𝜇)
]
|𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

�̂� |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 = 𝑁 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉
(5.59)

所以 �̂�告诉我们体系总共多少个粒子，�̂� (𝑏)告诉我们这其中处于 𝑏量
子态的粒子又有几个。它们都是厄米算符，因为对应可观测量。之所以我
们叫做占有数

:::::
密度算符，是因为连续本征值情况不可避免地涉及到 𝛿函数。

这些性质在后面发展离散本征值的理论时会更加明显。
最后给出它们与产生湮灭算符的对易关系，注意，这个对易关系对玻

色子和费米子均适用：

[�̂� (𝑏), 𝑎†(𝑏′)] = 𝑎†(𝑏)𝛿(𝑏 − 𝑏′) [�̂� (𝑏), 𝑎(𝑏′)] = −𝑎(𝑏)𝛿(𝑏 − 𝑏′)
[𝑁, 𝑎†(𝑏)] = 𝑎†(𝑏) [𝑁, 𝑎(𝑏)] = −𝑎(𝑏)

(5.60)

算符的二次量子化形式

现在我们尝试将力学量算符用产生湮灭算符进行改写。𝑁 粒子体系的
物理量可以分成单体算符 𝑔 (1)𝑖 ，比如单粒子动量 𝑝2

𝑖 /2𝑚；还有二体算符 𝑔 (2)𝑖 𝑗 ，

涉及到两个粒子之间的相互作用，比如相互作用势 𝑉 (|r𝑖 − r 𝑗 |)，显然，由于
全同性，𝑔 (2)𝑖 𝑗 = 𝑔 (2)𝑗𝑖 ；另外还有三体算符 𝑔 (3)𝑖 𝑗𝑘，对于三个指标都是对称的。所

以力学量可以一般的写为：

𝐺 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑔 (2)𝑖 +
1
2!

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1, 𝑗≠𝑖

𝑔 (2)𝑖 𝑗 +
1
3!

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑁∑
𝑘=1,𝑘≠ 𝑗≠𝑖

𝑔 (3)𝑖 𝑗𝑘 + · · · (5.61)

但是注意，我们这里所说 𝑔 (𝑛)𝑖 𝑗 · · · 的指标具有对称性是对绝大多数情况，

并不是绝对的。比如 L𝑖 · L 𝑗 角动量之间的耦合也是二体算符，但是你这个
时候不能说 𝑔𝑖 𝑗 = 𝑔 𝑗𝑖，除非它们以和的形式整体出现。这个时候由于指标对
称带来的 1/𝑛!因子就不能要了。

31关于产生湮灭算符在构造粒子数算符时谁先谁后可以从真空态来想，�̂� 作用在真空态上必须为
0，这要求先作用湮灭算符。



第五章 全同粒子 130

我们假定 𝐺 是 R𝑁 中的算符，现在将 R𝑁 中的完备性关系5.49作用于
𝐺 两侧得到：

𝐺 =
∫

d𝑏𝛼′
∫

d𝑏𝛽′ · · ·
∫

d𝑏𝜈′
∫

d𝑏𝛼

∫
d𝑏𝛽 · · ·

∫
d𝑏𝜈 |𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽

′ · · · 𝑏𝜈′〉

× 〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |𝐺 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 〈𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈 |

=
1
𝑁!

∫
d𝑏𝛼′

∫
d𝑏𝛽′ · · ·

∫
d𝑏𝜈′

∫
d𝑏𝛼

∫
d𝑏𝛽 · · ·

∫
d𝑏𝜈

× 𝑎†(𝑏𝛼′)𝑎†(𝑏𝛽′) · · · 𝑎†(𝑏𝜈′) |0〉 〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |𝐺 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

× 〈0| 𝑎(𝑏𝜈) · · · 𝑎(𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛼)
(5.62)

首先是单体算符项：

〈𝑁; 𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ · · · 𝑏𝜈′ |

∑
𝑖

𝑔 (1)𝑖 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1
(𝑁!)2

∑
𝑃

∑
𝑃′

𝜀P+P
′
�̂��̂�′

[
1〈𝑏

𝛼′ |𝑔 (1)1 |𝑏
𝛼〉1 2〈𝑏𝛽

′ |𝑏𝛽〉2 · · · 𝑁 〈𝑏𝜈
′ |𝑏𝜈〉𝑁

+ 1〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛼〉1 2〈𝑏
𝛽′ |𝑔 (1)2 |𝑏

𝛽〉2 · · · 𝑁 〈𝑏
𝜈′ |𝑏𝜈〉𝑁 + · · ·

+ 1〈𝑏𝛼′ |𝑏𝛼〉1 2〈𝑏𝛽
′ |𝑏𝛽〉2 · · · 𝑁 〈𝑏

𝜈′ |𝑔 (1)𝑁 |𝑏𝜈〉𝑁
]

(5.63)

现在考虑 𝑃, 𝑃′ 排列，我们采取下标不动，{𝑏} 之间排列的观点。显
然在积分的意义下每种排列后，括号内的积分值最多相差一个负号。注意
到 5.62 还涉及到 𝑎(𝑏𝛼) · · ·，而这些产生湮灭算符在积分计算时也要一起
排列，由于反对易消除了负号的差异。比如考虑 𝑏𝛼 ↔ 𝑏𝛽，这个奇置换会
带来一个负号，而积分时由于 𝑏𝛼𝑏𝛽 相当于哑指标，我们将其对调，随之
𝑎(𝑏𝛼)𝑎 (𝑏𝛽) ↔ 𝑎 (𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛼)，为了还原到与5.63，即未对调前一致的形式，湮
灭算符之间的反对易性又会带来一个负号，最终这些排列得到的 (𝑁!)2 个
项之间完全一致。
再者，5.63中括号内的 𝑁项在积分后也是相等的，因为粒子全同，所以

单粒子算符对于每个粒子而言地位都是相同的。同理，对于两体算符，我
们也会得到类似于5.63的式子，其中括号内有 𝑁 (𝑁 − 1) 项，它们积分后仍
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然是相同的。最终我们可以得到 𝐺 的表达式为：

𝐺 =
1
𝑁!

∬
· · ·

∫
d𝑏𝛼′d𝑏𝛽′ · · · d𝑏𝜈′

∬
· · ·

∫
d𝑏𝛼d𝑏𝛽 · · · d𝑏𝜈

× 𝑎†(𝑏𝛼′)𝑎†(𝑏𝛽′) · · · 𝑎†(𝑏𝜈′) |0〉
[

+ 𝑁 〈𝑏𝛼′ |𝑔 (1) |𝑏𝛼〉 𝛿(𝑏𝛽′ − 𝑏𝛽)𝛿(𝑏𝛾′ − 𝑏𝛾) · · · 𝛿(𝑏𝜈′ − 𝑏𝜈)

+ 𝑁 (𝑁 − 1)
2!

(𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ |𝑔 (2) |𝑏𝛼𝑏𝛽)𝛿(𝑏𝛾′ − 𝑏𝛾) · · · 𝛿(𝑏𝜈′ − 𝑏𝜈)

+ 𝑁 (𝑁 − 1)(𝑁 − 2)
3!

(𝑏𝛼′𝑏𝛽
′
𝑏𝛾
′ |𝑔 (2) |𝑏𝛼𝑏𝛽𝑏𝛾) · · · 𝛿(𝑏𝜈′ − 𝑏𝜈)

+ · · ·
]
× 〈0| 𝑎(𝑏𝜈) · · · 𝑎(𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛼)

(5.64)

其中 |𝑏𝛼𝑏𝛽) ≡ |𝑏𝛼〉1 |𝑏𝛽〉2表示未对称化的基矢，那么

(𝑏𝛼′𝑏𝛽
′ |𝑔 (2) |𝑏𝛼𝑏𝛽) ≡ 𝑖〈𝑏𝛼′ |

𝑗
〈𝑏𝛽′ |𝑔 (2)𝑖 𝑗 |𝑏𝛼〉

𝑖
|𝑏𝛼′〉 𝑗

其中 𝑖, 𝑗 选取是任意的。
下面进一步简化5.64，以单粒子那一项为例，把所有的 𝛿函数积分之后

根据5.50和5.53，我们会得到一个 R𝑁−1 中的完全性关系，其它多体算符类
似。注意到系数之间的变化后我们得到：

𝐺 =
∬

d𝑏𝛼′d𝑏𝛼𝑎†(𝑏𝛼′) 〈𝑏𝛼′ |𝑔 (1) |𝑏𝛼〉

+ 1
2!

∬
d𝑏𝛼′d𝑏𝛽′

∬
d𝑏𝛼d𝑏𝛽𝑎†(𝑏𝛼′)𝑎†(𝑏𝛽′)(𝑏𝛼′𝑏𝛽

′ |𝑔 (2) |𝑏𝛼𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛼)

+ 1
3!

∭
d𝑏𝛼′d𝑏𝛽′d𝑏𝛾′

∭
d𝑏𝛼d𝑏𝛽d𝑏𝛾𝑎†(𝑏𝛼′)𝑎†(𝑏𝛽′)𝑎†(𝑏𝛾′)

× (𝑏𝛼′𝑏𝛽
′
𝑏𝛾
′ |𝑔 (3) |𝑏𝛼𝑏𝛽𝑏𝛾)𝑎(𝑏𝛾)𝑎(𝑏𝛽)𝑎(𝑏𝛼) + · · ·

(5.65)
值得注意的是，上式可以推出 [𝐺, 𝑁] = 0，其中 𝐺可以是哈密顿量，这

也说明了非相对论量子体系下我们考虑的都是粒子数守恒的系统，态矢量
演化始终不会跑出 R𝑁。

实例：位置表象

无论如何，我们总是可以选取CSCO为位置或动量表象来描述体系，这
里仅介绍位置表象，动量表象与其只差个傅里叶变换。
在这一表象下，对称化基底为 |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽, · · · , 𝑏𝜈〉，产生算符我们用 𝜓†(𝑥)

表示。所有的那些产生湮灭算符之间的对易关系，以及产生算符对基矢的
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作用，只要在前面讨论中进行替换 𝑏 → 𝑥, 𝑎 → 𝜓即可。这里我们重要讲一
下 B表象到位置表象之间的变换。
利用 R𝑁+1中的完全性关系，我们有：

𝑎†(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉 =
√
𝑁 + 1 |𝑁 + 1; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
√
𝑁 + 1

∫
d𝑥

∫
d𝑥𝛼′

∫
d𝑥𝛽′ · · ·

∫
d𝑥𝜈′ |𝑁 + 1; 𝑥𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′〉

× 〈𝑁 + 1; 𝑥𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′ |𝑁 + 1; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1

𝑁 + 1

∫
d𝑥

∫
d𝑥𝛼′

∫
d𝑥𝛽′ · · ·

∫
d𝑥𝜈′𝜓†(𝑥) |𝑁; 𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′〉

×
[
〈𝑥 |𝑏〉 〈𝑁; 𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′ |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

+ 𝜀 〈𝑥𝛼′ |𝑏〉 〈𝑁; 𝑥𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′ |𝑁; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉
+ · · · + 𝜀𝑁−1 〈𝑥𝜈′ |𝑏〉 〈𝑁; 𝑥𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜇′ |𝑁; 𝑏𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

]
(5.66)

注意到，𝜓†(𝑥) |𝑁; 𝑥𝛼′𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′〉 = 𝜀𝜓†(𝑥𝛼′) |𝑁; 𝑥𝑥𝛽′ · · · 𝑥𝜈′〉 = · · ·，这里 𝜀 出
现的原因是我们定义产生算符时要求新的粒子统一写在最左边。利用完全
性关系有：

𝑎†(𝑏) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
1

𝑁 + 1

[∫
d𝑥 〈𝑥 |𝑏〉 𝜓†(𝑥) +

∫
d𝑥𝛼′ 〈𝑥𝛼′ |𝑏〉 𝜓†(𝑥𝛼′)

+ · · · +
∫

d𝑥𝜈′ 〈𝑥𝜈′ |𝑏〉 𝜓†(𝑥𝜈′)
]
|𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

=
∫

d𝑥 〈𝑥 |𝑏〉 𝜓†(𝑥) |𝑁; 𝑏𝛼𝑏𝛽 · · · 𝑏𝜈〉

(5.67)

由于
∫

d𝑥 〈𝑥 |𝑏〉 𝜓†(𝑥)是任意的，我们得到：

𝑎†(𝑏) =
∫

d𝑥 〈𝑥 |𝑏〉 𝜓†(𝑥) (5.68)

完全由单粒子表象的矩阵元决定，把 𝑎†(𝑏), 𝜓†(𝑥)看作是不同表象下的
波函数，上式产生算符之间的变换关系竟然与不同表象之间波函数的变换
形式完全一致！本章最后我们会讨论这个巧合。

运动方程

前面我们都是在薛定谔绘景下进行讨论，现在切换到海森堡绘景32，考
虑算符随时间的演化。根据海森堡方程，我们有：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝑥, 𝑡) = [𝜓(𝑥, 𝑡), 𝐻] (5.69)

32略去角标 𝐻，用算符是否显含时间来区分两大绘景。关于海森堡绘景下算符与薛定谔绘景下的
联系见 §6.6。
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根据上一小节的结论，我们可以用 𝜓(𝑥, 𝑡)来表示出 𝐻：

𝐻𝐻 = 𝐻𝑆 =
∫

d𝑥𝜓†(𝑥, 𝑡)
(
ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝑥)

)
𝜓(𝑥, 𝑡)

+ 1
2

∬
d𝑥 ′𝑑𝑥𝜓†(𝑥 ′, 𝑡)𝜓†(𝑥, 𝑡)𝑉 (𝑥 ′, 𝑥)𝜓(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑥 ′, 𝑡)

(5.70)

代入海森堡方程得到：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝑥, 𝑡) =)

(
ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝑥)

)
𝜓(𝑥, 𝑡) +

[∫
d𝑦𝜓†(𝑦, 𝑡)𝑉 (𝑥, 𝑦)𝜓(𝑦, 𝑡)

]
𝜓(𝑥, 𝑡)

(5.71)
当 𝑉 = 0时，方程形式上与薛定谔方程一致，但注意这里 𝜓 并不是波

函数，而是算符。本章最后我们会继续讨论此问题。

5.4.3 离散本征值

当体系只有束缚态时，二次量子化的理论形式还可以大大简化，首先
我们介绍箱归一化方法，这个 trick及其有用，可以把许多连续谱当成离散
谱来处理。

箱归一化

首先考虑自由粒子，其能量本征态是连续的 |p〉 ∼ exp(ip
ℏ · r)，其只能

做 𝛿 意义下的归一化，真实物理态是叠加而成的波包。无法归一化的关键
原因是我们考虑的物理空间无限大33，假设现在我们考虑粒子被束缚在体
积为 𝑉，边长为 𝐿 的立方体（箱子）中，而且我们赋予波函数周期性边界
条件，即 𝜓 |left-side = 𝜓 |right-side , · · ·。34显然这个时候就可以对动量本征态进
行归一化了：

𝜓p(r) =
1
√
𝑉

ei pn
ℏ ·r (5.72)

而且本征值变为离散的：

pn =
2𝜋ℏ
𝐿

n, n = (𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) ∈ Z3

然后就可以按照离散谱情况进行处理，最后只需要在结果中取𝑉 →∞就行
了。

33量子场论中类似的发散称为
:::::::
红外发散

34这样子取边界条件才能让 p̂ = −𝑖ℏ∇在这有限的范围内是厄米算符
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还要注意在取极限时求和要跟着变成积分：∑
n
𝑓 (pn) =

𝑉

ℎ3

∑
n
𝑓 (pn) ·

ℎ

𝐿
· ℎ
𝐿
· ℎ
𝐿

=
𝑉

ℎ3

∑
𝑛𝑥

∑
𝑛𝑦

∑
𝑛𝑧

𝑓 (pn) · Δ𝑝𝑧Δ𝑝𝑦Δ𝑝𝑥

→ 𝑉

ℎ3

∭
∞

d𝑝𝑥d𝑝𝑦d𝑝𝑧 𝑓 (p)

(5.73)

最后我们利用了黎曼积分定义，所以我们最终需要做替换：∑
n
→ 𝑉

ℎ3

∭
∞

(5.74)

在量子场论中我们有时候还要把时间也考虑进来一起作箱归一化，和这里
是一样的思想。这里考虑的是自由粒子，对于二体系统，哈密顿量为：

𝐻 = − ℏ2

2𝑚
(
∇2

1 + ∇2
2
)
+𝑉 ( |r1 − r2 |)

做变量替换：

R =
1
2
(r1 + r2) , r = r1 − r2

哈密顿量变为：

𝐻 = − ℏ2

2𝑚
(
∇2

R + 2∇2
r
)
+𝑉 (𝑟)

现在 R与 r完全分离，R部分是自由粒子，解是平面波形式，而体系的势
能项全部由 r承担。最后波函数可以用箱归一化手段写为：

ΨPn,𝛼 (R, r) =
1
√
𝑉

exp(iPn)
· 𝜓𝛼 (r)

最后在结果中取 𝑉 →∞。

离散本征值

5.4.4 占有数表象

kerson huang书中对归一化的讨论
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5.4.5 Hatree-Fock方法（施工中）

5.4.6 *密度泛函理论简介（施工中）

5.4.7 二次量子化与量子场论

量子化薛定谔场



第六章 量子力学中的对称性

经典力学中我们曾利用拉格朗日量的不变性讨论过了经典力学中的守
恒律与对称性之间的关系,这里我们再来量子力学中探讨一下。
简单点说谈系统的某个对称性就是说系统关于某个操作具有不变性。

比如我们把整个系统平移后, 整个系统仍然按照相同的物理规律演化, 只是
换了个地方继续演化,这时候我们说物理规律是具有空间平移对称性的。同
样的还有时间平移对称性, 空间各向同性等等。在量子力学中, 描述操作的
正是算符,所以我们先来讲几个对称操作对应的算符。

平移算符

平移算符 (translation operator)

平移算符在位置表象下看来就是把某个波函数平移一段距离,也就是：

𝑇 (𝑎)𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥 − 𝑎) (6.1)

𝑂

𝜓(𝑥) 𝜓(𝑥 − 𝑎)

图 6.1: 波函数的平移

136
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宇称算符

宇称算符 (parity operator)

宇称算符可以看成是给波函数
::::::::
照镜子：

Π̂𝜓(r) = 𝜓(−r) (6.2)

或者你也可以利用球坐标写为：

Π̂𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝜓(𝑟, 𝜋 − 𝜃, 𝜙 + 𝜋) (6.3)

𝑂

𝜓(𝑥) 𝜓(−𝑥)

图 6.2: 宇称操作

对于中心势场, 波函数的一般解是 𝜓𝑛ℓ𝑚𝑅𝑛ℓ (𝑟)𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙) 形式, 其中只有

𝑅𝑛ℓ (𝑟)依赖于势场的具体形式,但宇称变换下对它没有影响。所以中心势场
的定态波函数宇称变换为:

Π̂𝜓𝑛ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜙) = (−1)ℓ𝜓𝑛ℓ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜙)

旋转算符

旋转算符 (rotation operator)

我们现在只讨论绕 z轴的旋转,这时在球坐标系下讨论是合适的：

ˆ𝑅(𝜑)𝑧𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙 − 𝜑) (6.4)

比如上面的一维情况下的宇称变换就可以看作是 180◦的旋转变换。
下面我们要做的就是围绕这几个算符展开讨论了。



第六章 量子力学中的对称性 138

6.1 平移对称性

我们看能不能把 𝑇 (𝑎)用函数的求导等运算表示。首先注意到变换后的
函数 𝜓(𝑥 − 𝑎)可以表示为泰勒展式：1

𝜓(𝑥 − 𝑎) =
∞∑
𝑛=0

(−𝑎)𝑛
𝑛!

(
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝜓(𝑥) (6.5)

利用动量算符,上面的式子可以写成:

𝑇 (𝑎)𝜓(𝑥) =
∞∑
𝑛=0

1
𝑛!

(
−𝑖𝑎
ℏ
𝑝

)𝑛
𝜓(𝑥) (6.6)

显然,这意味着：

𝑇 (𝑎) = exp
[
−𝑖𝑎
ℏ
𝑝

]
(6.7)

如果用李群去描述对称性,我们会说动量是平移的生成元。下面的性质也非
常容易证明：

𝑇†(𝑎)𝑇 (𝑎) = 1 (6.8)

显然,平移算符是幺正算符。

算符的平移变换

我们定义,算符 �̂�平移后的算符 �̂�′由下式给出：∫
d3𝑟𝜓 ′∗�̂�𝜓 ′ =

∫
d3𝑟𝜓�̂� ′𝜓 (6.9)

其中 |𝜓 ′〉 ≡ 𝑇 (𝑎) |𝜓〉。上面的定义式也可以写成下面更便于计算的等
价形式：

�̂� ′ = 𝑇†�̂�𝑇 (6.10)

这就是一个幺正变换。

例如：
𝑥 ′ = 𝑥 + 𝑎, 𝑝′ = 𝑝

如果某个一般的力学量算符可以写成 𝑥, 𝑝的幂级数展开形式,那么有：

�̂� ′(𝑥, 𝑝) = �̂�(𝑥 + 𝑎, 𝑝) (6.11)

1一定要注意上面的展开式不是对于一个固定的点展开,比如说我要用幂级数表示 𝜓(1− 𝑎)我就把
𝜓(𝑥)在 1处展开然后代入 𝑥 = 1 − 𝑎,一次类推便清楚如此展开的意义了。



第六章 量子力学中的对称性 139

上面的定义有几点需要注意，首先我们并没有采用 Dirac 符号把6.9写
成： 〈

𝜓 ′
�� �̂� ��𝜓 ′〉 = 〈

𝜓
�� �̂� ′ ��𝜓〉

因为我们想突出在本章讨论对称性，这些算符都是直接对态函数的作用，是
波函数空间上的算符，而不是希尔伯特空间上的算符。其实也就是所谓的
被动观点，系统不动，参考系进行变换。后文中为了简化式子表达会使用
Dirac符号，但始终记住这些算符都是对波函数的算符，或者 Dirac符号直
接理解为波函数，从而正确看待这些等式。其次，新旧算符的变换关系是
在被动观点下写的，§12中我们会重新使用主动观点来讨论对称性，虽不如
波函数方法讨论具象，但是有助于引入群论方法进行分析，主动观点和被
动观点新旧算符的变换关系有所不同需要注意。
哈密顿量唯一决定系统演化，那么系统具有某种对称性就是在说哈密

顿量在对应的幺正变换下保持不变：

�̂� = 𝑇†�̂�𝑇 (6.12)

利用 𝑇 的幺正性我们得到: [
�̂�, 𝑇 (𝑎)

]
= 0 (6.13)

所以系统具有平移 a 的对称性要求的是系统的哈密顿量与对应的平移
算符对易。比如上一章的狄拉克梳, 是一个周期势, 显然系统对于 a的整数
倍的平移具有不变性,很容易验证其满足上面的条件。
狄拉克梳这样的例子是分立对称性的典例, 平移前后的系统定态薛定

谔方程形式为：

�̂�𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥), �̂�𝜓(𝑥 − 𝑎) = 𝐸𝜓(𝑥 − 𝑎)

𝜓(𝑥) 和 𝜓(𝑥 − 𝑎) 是相同的运动方程的解, 最 trivial 的情况就是相差一个相
因子,这不就是布洛赫定理给我们描述的定态解的性质吗！我们下面来详细
证明一下布洛赫定理：

Proof:
哈密顿算符与平移算符对易,这意味着两个算符具有相同的一组本

征矢构成完备正交基,也就是说定态解一定可以取为满足下面的两个本
征方程：

�̂� |𝜓〉 = 𝐸 |𝜓〉 , 𝑇 (𝑎) |𝜓〉 = 𝜆 |𝜓〉
所以这些定态波函数有性质：

𝜓(𝑥 − 𝑎) = 𝜆𝜓(𝑥)
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而平移算符是幺正的, 那么 |𝜆 | = 1, 我们便可以把 𝜆 写成 𝑒−𝑖𝑞𝑎 的形式,
其中 ℏ𝑞称为晶格动量。所以：

𝜓(𝑥 − 𝑎) = 𝑒−𝑖𝑞𝑎𝜓(𝑥)

进一步可以得到：

𝜓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑞𝑥𝑢(𝑥) (6.14)

其中 𝑢(𝑥) 是一个周期为 a的函数。并不是说所有的定态波函数都有这
个性质, 但我们始终可以选取一组完备基, 可以分解为一个周期波函数
和行波。 □

我们再来谈一下连续对称性, 也就是说系统具有的平移对称性是连续
的, 𝑇 (𝑎)中的 a可以取任意值,那么我们首先就考虑无穷小平移：

𝑇 (𝛿) = 𝑒−𝑖 𝛿ℏ �̂� −→ 1 − 𝑖 𝛿
ℏ
𝑝 (6.15)

根据对称性要求：

[�̂�, 𝑇 (𝛿)] =
[
�̂�, 1 − 𝑖 𝛿

ℏ
𝑝

]
= 0⇒ [�̂�, 𝑝] = 0 (6.16)

再根据式3.27得到2：
𝑑

𝑑𝑡
〈𝑝〉 = 𝑖

ℏ

[
�̂�, 𝑝

]
= 0 (6.17)

这就是量子力学中的动量守恒！确实, 对于单个粒子, 连续平移对称性的要
求就是粒子在匀强势场下的运动, 你可能说这比较 trivial, 不过对于多粒子
系统还是有 non-trivial的情况。比如二体问题：

�̂� = − ℏ2

2𝑚1

𝜕2

𝜕𝑥2
1
− ℏ2

2𝑚2

𝜕2

𝜕𝑥2
2
+𝑉 (|𝑥1 − 𝑥2 |)

这个时候平移算符为：

𝑇 (𝑎)𝜓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝜓 (𝑥1 − 𝑎, 𝑥2 − 𝑎) (6.18)

且定义总动量：
�̂� ≡ 𝑝1 + 𝑝2

不难证明下式成立：
𝑇 (𝑎) = 𝑒𝑖 𝑎ℏ �̂�

2在经典力学中, 某个力学量是运动积分的条件是它与哈密顿量的泊松括号为 0, 在量子力学中变
成了对易括号。
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后面的就和前面的单粒子体系推导差不多了,依然是先说明：[
�̂�, 𝑇 (𝑎)

]
= 0

对于任意的 𝑎都成立,也就是说体系具有连续的平移对称性。再次考虑无限
小体系的平移变换,即可说明总动量 𝑃是守恒的。
讲到这里我们或许要明确说明一下量子力学中的守恒律, 这在经典力

学里面是个很蠢的论题,因为经典力学我们考虑的都是决定性的系统。但是
在量子力学里面我们说一个量是守恒的有下面两种等价的说法：

• 〈𝑄〉的值不随时间变化

• 测量 𝑄得到的结果及其相应的概率都不会随时间变化

前者就是我们前面隐含的“守恒律”的表述,后者对于前者的充分性是
显然的,我们现在来考虑一下必要性。还是考虑哈密顿算符不显含时间的系
统, 对于这种系统我们在第三章末尾证明了它一定是可以分离时间变量的,
体系一般的态可以写为：

|Ψ〉 =
∑
𝑛

𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ𝑐𝑛 |𝜓𝑛〉

现在假设算符 �̂�的本征值为 𝜆𝑛对应的本征矢为 |𝑞𝑛〉,3根据广义概率诠
释,测量值为 𝜆𝑚的概率为：

𝑃𝑛 = | 〈𝑞𝑚 |Ψ〉 | =
∑
𝑛

|𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ𝑐𝑛 〈𝑞𝑛 |𝜓𝑛〉 | (6.19)

继续假设算符 �̂� 不显含时间, 那么第一条陈述等价于 �̂�, �̂� 可交换。
这直接导致可以选取一组共同本征矢作为正交归一基底, 不失一般性, 令
|𝑞𝑛〉 = |𝜓𝑛〉。代入6.19：

𝑃𝑛 =
∑
𝑛

|𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ𝑐𝑛𝛿𝑛𝑚 | = |𝑐𝑚 | (6.20)

而 𝑐𝑚 是由初始状态确定的常数, 所以看来在绝大多数条件下, 这两个陈述
完全等价,这也是我们描述量子力学守恒律的方式。从前面几章的推导中也
能领会到很多时候经典力学的一些运动定律, 把物理量换成对应的平均值
在量子力学中就能继续奏效了。
总之, 现在应该明白动量守恒是系统的连续平移对称性的直接结果, 对

于离散的情况, 动量虽然不是守恒的, 但是晶格动量是守恒的, 这就是固体
物理中的内容了。

3我们的讨论都是以非简并情况为例
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6.2 宇称守恒

这部分的内容很多都是上一节的简单换皮, 当作上一节思想的运用实
例也蛮好。
不难发现,宇称算符满足幺正性和厄米性：

Π̂†Π̂ = 1, Π̂† = Π̂

实际上宇称算符和前面的平移算符的不同点在于它是一个观察算符,
对应了一个可观测量,即宇称。根据线性代数不难知道宇称算符的本征值只
能是 ±1,对应波函数的奇偶性。
同样的,我们可以定义对算符的宇称操作：

�̂� ′ = Π̂�̂�Π̂† (6.21)

例如：
r̂† = −r̂, p̂† = −p̂

类似于6.11,有：
�̂� ′(r̂, p̂) = �̂�(−r̂,−p̂) (6.22)

例如角动量算符：
L̂′ = (−r̂) × (−p̂) = r̂ × p̂ = L̂ (6.23)

像这种在宇称变换下不变的矢量我们称为赝矢量 (Pseudovector), 也称
为轴矢量 (axial vector),这是对矢量的又一细分。同样的,在宇称变换下
变号的标量我们称为赝标量 (Pseudoscalar),如图6.3。

如果系统有空间反演对称性4,也即：

�̂� ′ = �̂� ⇒
[
�̂�, Π̂

]
= 0 (6.24)

同样的我们得到下面的宇称守恒：

𝑑

𝑑𝑡
〈Π〉 = 0 (6.25)

6.24中的对易式也说明了始终可以取或奇或偶的 𝜓𝑛(𝑥) 作为一组完备
基。对于一维情况, �̂� 能级非简并,故对于 𝑉 (𝑥) 为偶函数的体系,也即空间
反演对称的体系, 所有的定态解组成的一组正交基一定是由奇偶函数组成,
例如 §2-3 的简谐振子。三维情况下由于简并的普遍性, 需要额外去构造具
有宇称的定态解,不过好在氢原子求解中的 𝜓𝑛ℓ𝑚本身就是有奇偶性的。
而且宇称守恒告诉我们在空间反演对称的体系中, 偶函数随时间演化

绝对不会变成奇函数。

4镜面对称,或者严格点说空间三个正交基反向都行。
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图 6.3: 图中的两辆车互为镜像,都向纸面内运动,可以发现它们的后轮的角
动量是同向的。镜像有时候来解释这个问题其实是不妥的,因为这实际上只
反演了一个坐标,但是大致是这个意思。

宇称选择定则 (parity selection rule)

像 r̂或是 p̂一样在宇称变换下反号的我们称为宇称变换下为奇的。再
比如下面的电偶极矩算符：

p̂𝑒 ≡ 𝑞r̂

这个算符显然是奇的,我们来看下两个态之间的矩阵元：

〈𝜓 ′ | p̂𝑒 | 𝜓〉 = −
〈
𝜓 ′

�� Π̂†p̂𝑒Π̂
��𝜓〉

= (±1)(±1) 〈𝜓 ′ | p̂𝑒 | 𝜓〉 (6.26)

显然, 当这两个态具有相同的宇称时, 矩阵元为 0, 这也叫 Laporate’s
rule, 与原子跃迁有紧密联系。同样的也可证明, 对于角动量算符这种偶的,
两个态的宇称相反时,它们之间的矩阵元为 0.
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6.3 旋转对称性

根据式6.4, 我们对 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙 − 𝜑) 在 (𝑟, 𝜃, 𝜙) 处作泰勒展开, 就像我们
在6.5做的一样：

�̂�𝑧 (𝜑)𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) =
∞∑
𝑛=0

(−𝜑)𝑛
𝑛!

(
𝜕

𝜕𝜙

)𝑛
𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙)

=
∞∑
𝑛=0

(
−𝑖 𝜑ℏ �̂�𝑧

)𝑛
𝑛!

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙)

= 𝑒−𝑖
𝜑
ℏ �̂�𝑧

其中第二个等号我们利用了角动量算符在球坐标系下的表达,也即4.55。所
以我们说绕 𝑧 轴的角动量是绕 𝑧 轴的转动的生成元。很自然的我们可以想
到对于一般的转动,转动算符为：

�̂�n(𝜑) = exp
[
−𝑖 𝜑

ℏ
n · L

]
(6.27)

其中 n是转轴的方向向量。所以角动量是转动的生成元。
现在我们应该开始研究算符的转动变换了, 我们重点研究位置算符 r̂。

刚体力学中我们常常使用 Euler角来描述转动,所以我们不必直接研究最一
般的转动,我们只需研究 �̂�𝑥 , �̂�𝑦, �̂�𝑧 下算符的变换关系即可。
首先我们来考虑绕 x轴的无穷小转动：

�̂�𝑧 (𝛿) = e−𝑖
𝛿
ℏ �̂�𝑥 ≈ 1 − 𝑖 𝛿

ℏ
�̂�𝑥 (6.28)

忽略高阶小量 O(𝛿),有5：

r̂′ = 𝑅𝑥 (𝛿)†r̂𝑅𝑥 (𝛿) =
(
1 + 𝑖 𝛿

ℏ
�̂�𝑥

)
r̂
(
1 − 𝑖 𝛿

ℏ
�̂�𝑥

)
(6.29)

≈ r̂ + 𝑖 𝛿
ℏ

[
�̂�𝑥 , r̂

]
(6.30)

根据角动量算符的定义 L̂ ≡ r̂ × p̂,以及基本对易式4.48。可以得到：[
�̂�𝑥 , 𝑥

]
= 0,

[
�̂�𝑥 , �̂�

]
= 𝑖ℏ𝑧,

[
�̂�𝑥 , 𝑧

]
= −𝑖ℏ𝑦 (6.31)

5我们这里写了这么多 ≈你可能认为最后得到的只是一个近似结果,实际上是严格的等式。物理中
这里使用 ≈表示的是扔掉高阶小量,你可以认为这些运算都是带上极限符号 lim

𝛿→0
,只是没有明确写出

来而已。在极限的语境下我们这些等式显然都是严格成立的。
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带入后我们将最后的结果写成矩阵形式为：

©­«
𝑥 ′

�̂�′

𝑧′

ª®¬ =
©­«

1 0 0
0 1 −𝛿
0 𝛿 1

ª®¬ ©­«
𝑥
�̂�
𝑧

ª®¬ (6.32)

考虑完了无穷小转动,自然要考虑有限大转动。首先注意到绕 x轴转动
有限大的角度 𝜑,相当于施加 𝑁 次 �̂�𝑥

( 𝜑
𝑁

)
,当 𝑁 →∞时, 𝜑

𝑁
→ 𝛿。便可以利

用6.32了,这也是所谓的无穷大变换的方法。
具体来说我们下面要求的是：

lim
𝑁→∞

©­«
1 0 0
0 1 − 𝜑

𝑁

0 𝜑
𝑁

1

ª®¬
𝑁

(6.33)

这等价于去求：

lim
𝑁→∞

(
1 − 𝜑

𝑁
𝜑
𝑁

1

)𝑁
(6.34)

记这个矩阵为M,为了求这个幂,将M对角化：

Λ = S−1MS =

(
1 + i 𝜑

𝑁
0

0 1 − i 𝜑
𝑁

)
(6.35)

其中 S为:
1
√

2

(
𝑖 1
1 i

)
注意到根据二项式定理：(

1 ± 𝑖 𝜑
𝑁

)𝑁
=

𝑁∑
𝑘=0

C𝑘
𝑁

(
±𝑖 𝜑
𝑁

) 𝑘
=

𝑁∑
𝑘=0

𝑁!
(𝑁 − 𝑘)!𝑁 𝑘

(±𝑖𝜑)𝑘
𝑘!

(6.36)

再取 𝑁 →∞极限：

lim
𝑁→∞

Λ𝑁 =

(
𝑒𝑖𝜑 0
0 𝑒−𝑖𝜑

)
= lim

𝑁→∞
S−1M𝑁S (6.37)

最后得到对于有限大转动6.32应改写为：

©­«
𝑥 ′

�̂�′

𝑧′

ª®¬ = ©­«
1 0 0
0 cos 𝜑 − sin 𝜑
0 sin 𝜑 cos 𝜑

ª®¬ ©­«
𝑥
�̂�
𝑧

ª®¬ (6.38)
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同样的对于绕 y轴和 z轴的转动,上面的矩阵应该改为：6

©­«
cos 𝜑 0 sin 𝜑

0 1 0
− sin 𝜑 0 cos 𝜑

ª®¬ and ©­«
cos 𝜑 − sin 𝜑 0
sin 𝜑 cos 𝜑 0

0 0 1

ª®¬ (6.39)

这和我们刚体力学中接触到的转动矩阵是完全一致的,算符 r̂的旋转和
矢量的旋转是一致的！这就涉及到我们下面要定义的矢量算符了。
附录 §A.5中我们定义了欧氏空间中的矢量和张量,这里类似的,我们可

以定义矢量算符就是在旋转变换下各个分量按照 r̂ 的方式 (6.32,6.39) 变换
的算符。等等, 这里的矩阵为何与A.7相差一个负号？这是因为我们这里的
观点就是所谓的主动观点, 整个系统旋转, 原先的坐标系不变, 然后再考察
算符的形式。而我们在刚体力学或是附录 A中使用的一般是被动形式描述,
也就是说系统本身不变, 参照系反而旋转, 然后再看算符在新的参照系下的
形式。这两种观点等价,数学描述上显然差了个负号,但是无伤大雅。
现在回看我们的推导, 不难发现上面的定义等价于说矢量算符 V̂ 和角

动量算符之间满足如下的对易关系：[
�̂�𝑖, �̂� 𝑗

]
= iℏ𝜖𝑖 𝑗 𝑘�̂�𝑘 (6.40)

用这个式子作为矢量算符的定义是等价的, 更便于操作和叙述。而在转动
下不变的算符我们称为标量算符：[

L̂, 𝑓
]
= 0 (6.41)

上一节中我们讲了算符与宇称算符之间的对易关系可以将矢量和标量
分为“赝”和“真”两种,而标量和矢量的区分方法就是利用其和角动量算
符的对易关系,整理成下表7：

parity rotations examples
true vector V̂

{
Π̂, �̂�𝑖

}
= 0

[
�̂�𝑖, �̂� 𝑗

]
= 𝑖ℏ𝜖𝑖 𝑗𝑘�̂�𝑘 r̂, p̂

pseudovector V̂
[
Π̂, �̂�𝑖

]
= 0

[
�̂�𝑖, �̂� 𝑗

]
= 𝑖ℏ𝜖𝑖 𝑗𝑘�̂�𝑘 L̂

true scalar 𝑓 [Π̂, 𝑓 ] = 0
[
�̂�𝑖, 𝑓

]
= 0 r̂ · r̂

pseudoscalar 𝑓 {Π̂, 𝑓 } = 0
[
�̂�𝑖, 𝑓

]
= 0 triple product

6一定要注意绕 y轴转动的那个矩阵, − sin 𝜙 在左下方,和另外两个看起来不同。这是旋转矩阵比
较容易记混的地方。

7其中
{
�̂�, �̂�

}
≡ �̂��̂� + �̂� �̂�.
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角动量守恒

若体系具有连续的旋转对称性, 也即各向同性, 则考虑无穷小转动下的
哈密顿量不变性：[

�̂�, 𝑅n(𝛿)
]
=

[
�̂�, 1 − i

𝛿

ℏ
n · L

]
= −i

𝛿

ℏ
n ·

[
�̂�, L̂

]
= 0 (6.42)

还是根据3.27:
𝑑

𝑑𝑡
〈L〉 = i

ℏ

[
�̂�, L̂

]
= 0 (6.43)

所以角动量守恒是体系各向同性的直接结果。一个很重要的例子就是中心
势场问题,对于中心势场,下面的三个对易式是成立的：[

�̂�, �̂�2
]
= 0,[

�̂�, �̂�𝑧

]
= 0,[

�̂�𝑧, �̂�
2
]
= 0.

实际上, �̂�, �̂�𝑧, �̂�
2 构成了一个 CSCO, 这也是为什么我们选用三个表征

着三个算符的本征值的量子数 𝑛ℓ𝑚 来描述氢原子系统的原因, 这三个量子
数就唯一确定了一个定态,体系一般的态是这些定态的叠加态。

6.4 简并与对称（这部分要更改）

事实上, 量子力学中绝大部分的能级简并的原因都可以归结为体系具
有某种对称性。8 这部分要彻底解释清楚需要利用群表示论的相关工具,这
里先挖个坑,先简短的做个介绍。
根据前面几节的讨论, 我们已经大致上明白对称性都对应一个幺正算

符, 体系的哈密顿算符与某个与对称性有关的幺正算符对易, 那么体系就具
有这种对称性。如果 |𝜓〉是 �̂� 的关于能量 𝐸 的本征矢,即：

�̂� |𝜓〉 = 𝐸 |𝜓〉

设体系具有 �̂�的对称性,根据 �̂��̂� = �̂��̂�：

�̂�
(
�̂� |𝜓〉

)
= �̂��̂� |𝜓〉 = 𝐸�̂� |𝜓〉 (6.44)

故 |𝜓 ′〉 = �̂� |𝜓〉也是本征值为 𝐸 的本征态,很明显这时的简并就可以解释为
体系的某种对称性了。

8如果不是因为对称,我们称为偶然简并 (accidental degeneracy)。
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我们拿一个经典的开普勒问题来类比解释, 开普勒问题的一般解是圆
锥曲线,我们考虑椭圆解,解的能量由半长轴唯一确定：

𝐸 = −𝐺𝑀𝑚
2𝑎

(6.45)

有心力场是具有旋转对称性的, 这也是开普勒第二定律 (面积定律) 的
角动量守恒的原因。如果我们已知体系的某个能量为 𝐸 的解, 那么我们
将体系转动一个角度9, 这也是算符 �̂� 的作用。显然这时轨道的取向改变
了, 但是它还是开普勒问题的解。量子力学的语言就是 |𝜓〉 是体系的解, 那
么 |𝜓 ′〉 也是体系的解。更重要的是由于旋转是保长变换, 所以半长轴不
变, 根据6.45, 这两个解对应同一个能量！这不正好就类似于量子力学中的
简并吗？！我们还知道有心力场是具有各向同性的, 所以实际上有无限多
个轨道取向, 它们都对应同一个轨道能量 (6.4)。换成量子力学的语言就是
|𝜓〉 , �̂� |𝜓〉 , �̂�2 |𝜓〉 . . . 均对应同一个能量, 也就是说看来连续的对称性始终
会带来无限多的简并度。

图 6.4: 这是行星轨道进动的图,这里是想说明椭圆轨道的多种不同取向

经典力学中确实是这样,但是量子力学中就不一样了,在经典力学中,如
果两个态相同, 那么它们必须完全一致, 但是在量子力学中它们可以相差一
个相因子,即我们认为 |𝜓〉 和 ei𝜃 |𝜓〉 代表的是同一个物理状态,这也是为什
么我们简并度数的是特征空间的维数, 也就是最大线性无关组的本征矢个
数。如果6.44中的 |𝜓〉是 �̂�的本征矢,根据 |𝑄〉的幺正性:

|𝜓 ′〉 = �̂� |𝜓〉 = ei𝜃 |𝜓〉 (6.46)

显然这种情况下对称性就无法带来能级的简并了, 这一点和经典力学
有很大的不同。事实上,如果体系仅仅只是拥有一个对称性,那么显然,我们

9或者用被动观点,参考系反方向转动
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可以取 �̂� 和 �̂�的共同本征矢构成的完备正交归一基,这个时候 �̂� 的简并性
和体系的对称性没有一丁点关系, 因为这个基底的所有右矢都是 �̂� 的本征
矢, �̂�作用在其上并不会产生“新”的 �̂�的本征矢,也就是说对称性对 �̂�任
何一个本征空间的维数都没有贡献。
我们证明过一维问题下束缚态能级都是非简并的, 比如一维谐振子模

型,显然他是有宇称的。但 𝑃𝑖并没有对能级的简并有贡献,从谐振子的定态
解我们就可以看出其或奇或偶。𝑃𝑖 作用在这些态上面只会多出一个 ±1 的
相位因子,不会产生额外的简并。

能级简并和对称性的联系

体系的多个互不对易的对称性是大多数a能级简并的原因。

a这里写“大多数”意思是排除体系的偶然简并

假设体系有两种对称性, �̂�和 �̂�,但是
[
�̂�, �̂�

]
≠ 0.我们可以选取一组由

�̂� 和 �̂�的共同本征矢构成的完备正交基 {𝜓𝑛}:

�̂� |𝜓𝑛〉 = 𝐸𝑛 |𝜓𝑛〉 , �̂� |𝜓𝑛〉 = 𝑞𝑛 |𝜓𝑛〉 (6.47)

按照前面的解释,简并性自然不能归咎于对称性 A了,但是设：

|𝑔𝑛〉 ≡ �̂� |𝜓𝑛〉

如果对称性 B 也无法带来简并, 那么只能说所有的 |𝜓𝑛〉 也都是 |𝐵〉 的
本征矢,也就是说存在一个 �̂�, �̂�, �̂�的共同本征矢构成的完备正交基,而这必
须要求三者两两简并10。与

[
�̂�, �̂�

]
≠ 0矛盾,所以这个时候能级简并就可以

由体系的对称性来解释了。
最后附上一个例子,我们将用旋转对称性来解释氢原子磁量子数的 2ℓ +

1种不同取值 (简并)。

氢原子的有心力场具有三个轴方向的旋转对称性,也即各向同性。|𝜓𝑛ℓ𝑚〉
的能级简并重点就在于 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦, 𝐿𝑧 互不对易 (式4.49)！[

�̂�,L
]
= 0⇒

[
�̂�, 𝐿±

]
= 0

设 |𝜓𝑛ℓ𝑚〉是 �̂� 的本征矢,对应的能量为 𝐸𝑛:

�̂� |𝜓𝑛ℓ𝑚〉 = 𝐸𝑛 |𝜓𝑛ℓ𝑚〉

10对易算符存在一组共同本征矢构成的正交基逆命题也是成立的, 且更容易证明, 扩展到多个算符
两两对易的情况也可证明。此命题就像在第三章提到过的,非常重要,如果不关注证明细节就当公理
吧。
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根据 Hamilton与 𝐿±的对易性得：

�̂� (𝐿± |𝜓𝑛ℓ𝑚〉) = 𝐸𝑛𝐿± |𝜓𝑛ℓ𝑚〉

再根据：
𝐿± |𝜓𝑛ℓ𝑚〉 = ℏ

√
ℓ(ℓ + 1) − 𝑚(𝑚 ± 1) |𝜓𝑛ℓ𝑚+1〉

得出：
�̂� (𝐿± |𝜓𝑛ℓ𝑚+1〉) = 𝐸𝑛𝐿± |𝜓𝑛ℓ𝑚+1〉

而 |𝑚 | > ℓ 时, 上式退化为 0 = 0 平凡成立。这也就用各向同性解释了
𝜓𝑛ℓ𝑚 磁量子数的简并, 而角量子数的简并是因为势能的反比例形式的
额外对称性造成的。这个额外对称性其实我们在经典力学开普勒问题中
就遇到过了,对应的守恒量是 Laplace-Runge-Lenz矢量,在经典力学中
对于 𝑉 (𝑟) = 𝛼

𝑟
的有心势场,这个守恒矢量定义为：

M = p × L + 𝑚𝛼r
𝑟

而量子力学中就变成了矢量算符：

M̂ =
p̂ × L̂ − L̂ × p̂

2𝑚
+𝑉 (𝑟)r

这是个观察算符,对应了一个可观测量,可以证明
[
�̂�, M̂

]
= 0,也即这在

量子力学中确实意味着一个守恒量。

6.5 旋转选择定则

我们前面讲了宇称选择定则, 大致就是在计算矩阵元时, 因为算符和宇
称算符具有一定的对易关系, 我们可以在计算前就提前确定一些为 0 的元
素,从而简化计算。这里我们要讲的旋转选择定则实际上是研究当算符和角
动量算符具有一定关系的时候11,矩阵元为 0的一些条件。我们下面的讨论
不涉及宇称, 讨论标量算符和矢量算符的一般结论, 所以对于真赝矢量 (标
量)都是适用的。12

11当然,这实际上就是与小角度转动 �̂�(𝛿)之间的对易关系
12我们这些讨论最后可以进化为一个量子力学中非常重要的Wigner-Eckart定理
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6.5.1 标量算符的选择定则

根据标量算符的定义：

[
L̂, 𝑓

]
= 0⇒


[
𝐿±, 𝑓

]
= 0[

�̂�𝑧, 𝑓
]
= 0[

�̂�2, 𝑓
]
= 0

(6.48)

下面我们将使用符号 |𝛼ℓ𝑚〉 来表示某个量子态, 𝛼, ℓ, 𝑚 三个数是描述
这个态相应的量子数, 所有可能取值的集合就构成了体系量子态的一组完
备正交归一基底。前面我们使用 |𝑛ℓ𝑚〉 去描述氢原子, 这实际上是选取了
�̂�, 𝐿2, 𝐿𝑧 构成的 CSCO。这里我们使用 𝛼 而不是 𝑛 去标记就是表明我们完
全可以依照研究内容的不同,方便的取 �̂�, 𝐿𝑧, 𝐿

2 作为 CSCO, �̂� 不必再是哈
密顿量。|𝛼ℓ𝑚〉 是它们的共同本征矢,所以关于角动量的那些代数结构结论
我们可以继续用。
根据

[
�̂�𝑧, 𝑓

]
= 0:〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� [�̂�𝑧, 𝑓
] ��𝛼ℓ𝑚〉

= 0
⇒

〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑧 𝑓
��𝛼ℓ𝑚〉

−
〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� 𝑓 �̂�𝑧

��𝛼ℓ𝑚〉
= 0

⇒ (𝑚′ − 𝑚)
〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉
= 0

注意上面最后一个等式的得到我们利用了4.53, �̂�𝑧 的厄米性以及 𝑚 ∈
R。根据上面的推导, 当且仅当 𝑚 = 𝑚′ 时矩阵元 〈𝛼′ℓ′𝑚′ | 𝑓 |𝛼ℓ𝑚〉

:::::
可能不为

0。同样的,根据
[
�̂�2, 𝑓

]
= 0:

[ℓ′(𝑒𝑙𝑙 ′ + 1) − ℓ(ℓ + 1)]
〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉
= 0 (6.49)

这次我们得到的是当且仅当 ℓ = ℓ′ 时矩阵元可能不为 0。13 继续考虑[
�̂�±, 𝑓

]
= 0: 〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� [�̂�±, 𝑓 ] ��𝛼ℓ𝑚〉

= 0
⇒

〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�± 𝑓 − 𝑓 �̂�± ��𝛼ℓ𝑚〉
= 0

⇒ (𝐿∓ |𝛼′ℓ′𝑚′〉)† 𝑓 |𝛼ℓ𝑚〉 −
〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� 𝑓 �̂�± ��𝛼ℓ𝑚〉
⇒

√
ℓ′(ℓ′ + 1) − 𝑚′(𝑚′ ∓ 1)

〈
𝛼′ℓ′(𝑚′ ∓ 1)

�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉
−

√
ℓ(ℓ + 1) − 𝑚(𝑚 ± 1)

〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� 𝑓 ��𝛼ℓ(𝑚 ± 1)
〉

再根据我们前面的两个结论只有在 𝑚′ = 𝑚 + 1 ∧ ℓ′ = ℓ 的情况下,上面
的等式不是 trivial的 0 = 0。在这种情况下可以继续得到：〈

𝛼′ℓ𝑚
�� 𝑓 �� 𝑛ℓ𝑚〉

=
〈
𝛼′ℓ(𝑚 + 1)

�� 𝑓 �� 𝑛ℓ(𝑚 + 1)
〉

(6.50)

13当然上面的方程如果 ℓ′ = −(ℓ + 1) 时也会得到 trivial的 0 = 0, 但是显然根据角量子数的可能取
值,这个解需要舍弃。
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上面的式子可以反复迭代, 而且结合磁量子数取值的步长为 1, 所以上
面的式子说明的实际上是

〈
𝛼′ℓ𝑚

�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉
的取值与m无关14,所以这个时候

我们可以使用统一的一个不包含 m的符号来指代这一系列相等的矩阵元：〈
𝛼′ℓ



 𝑓 

𝛼ℓ〉 ≡ 〈
𝛼′ℓ − ℓ

�� 𝑓 ��𝛼ℓ − ℓ〉 = · · · = 〈
𝛼′ℓℓ

�� 𝑓 ��𝛼ℓℓ〉 (6.51)

这里使用了双竖线来区分,称为约化矩阵元 (reduced matrix element)。
结合所有上面的三个结论,可以发现实际上它们可以写成下面的形式：〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉

= 𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚′
〈
𝛼′ℓ′



 𝑓 

𝛼ℓ〉 (6.52)

下面举个例子来说明如何利用这个定理来简化计算：15

下面是氢原子系统电子的某个轨道量子态,试求这个态下的 〈𝑟2〉：

|𝜓〉 = 1
√

2
( |200〉 − 𝑖 |211〉) (6.53)

根据定义,我们实际上要计算的是矩阵元
〈
𝜓

�� 𝑟2
��𝜓〉

,而 𝑟2是一个标量算
符。 〈

𝑟2〉 =1
2
(〈200| + 𝑖 〈211|) 𝑟2 ( |200〉 − 𝑖 |211〉)

=
1
2

(〈
200

��� 𝑟2
��� 200

〉
− 𝑖

〈
200

��� 𝑟2
��� 211

〉
+ 𝑖

〈
211

��� 𝑟2
��� 200

〉
+

〈
211

��� 𝑟2
��� 211

〉)
根据6.52： 〈

200
��� 𝑟2

��� 211
〉
=

〈
211

��� 𝑟2
��� 200

〉
= 0 (6.54)

而计算另外两个实际上是计算约化矩阵元:〈
20




 𝑟2



 20

〉
and

〈
21




 𝑟2



 21

〉
我们可以都选取 𝑚 = 0来简化约化矩阵元的计算,详细计算过程贴在这

14一定要注意在这个结论的适用条件下,矩阵元前后的两个态仅仅是 𝛼这个量子数有区别
15啰嗦一句,下面最后的计算使用的是球坐标计算,这个表象下 𝑟2 算符就是直接波函数乘上 𝑟2。如

果硬是要使用直角坐标计算,那么这个表象下相当于波函数乘上 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
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里了： 〈
20




 𝑟2



 20

〉
=

〈
200

��� 𝑟2
��� 200

〉
=

∫
𝑟2 |𝜓200(𝑟) |2 𝑑3r

=
∫ ∞

0
𝑟4 |𝑅20(𝑟) |2 𝑑𝑟

∫ ��𝑌 0
0 (𝜃, 𝜙)

��2 𝑑Ω
=

∫ ∞

0
𝑟4 1

2𝑎3

(
1 − 1

2
𝑟

𝑎

)2

𝑒−𝑟/𝑎𝑑𝑟

= 42𝑎2

〈
21




 𝑟2



 21

〉
=

〈
210

��� 𝑟20
��� 210

〉
=

∫
𝑟2 |𝜓210(𝑟) |2 𝑑3r

=
∫ ∞

0
𝑟4 |𝑅21(𝑟) |2 𝑑𝑟

∫ ��𝑌 0
1 (𝜃, 𝜙)

��2 𝑑Ω
=

∫ ∞

0
𝑟4 1

24𝑎3
𝑟2

𝑎2 𝑒
−𝑟/𝑎𝑑𝑟

= 30𝑎2

所以最终的结果为 36𝑎2, 𝑎是玻尔半径。

6.5.2 矢量算符的选择定则

矢量算符比标量算符麻烦多了,首先类似于 �̂�±,我们定义 �̂�±:

�̂�± ≡ �̂�𝑥 ± 𝑖�̂�𝑥 (6.55)

根据6.40,我们有如下的对易关系：[
�̂�𝑧, �̂�𝑧

]
= 0 (6.56)[

�̂�𝑧, �̂�±
]
= ±ℏ�̂�± (6.57)[

�̂�±, �̂�±
]
= 0 (6.58)[

�̂�±, �̂�𝑧

]
= ∓ℏ�̂�± (6.59)[

�̂�±, �̂�∓
]
= ±2ℏ�̂�𝑧 (6.60)
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然后我们要干的活儿就和上一节一样了, 还是把这些对易关系夹在中
间。6.56和6.57的计算比较简单,可以据此得到：〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� �̂�+ ��𝛼ℓ𝑚〉

= 0 unless 𝑚′ = 𝑚 + 1 (6.61)〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑧

��𝛼ℓ𝑚〉
= 0 unless 𝑚′ = 𝑚 (6.62)〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� �̂�− ��𝛼ℓ𝑚〉

= 0 unless 𝑚′ = 𝑚 − 1 (6.63)

再根据 �̂�𝑥 , �̂�𝑦 与 �̂�+, �̂�− 之间的关系就可以将上述选择定则用于计算〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑥

��𝛼ℓ𝑚〉
和

〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑦

��𝛼ℓ𝑚〉
了。

比较难的是6.58∼6.60的计算, 下面给出最一般的结论, 和最最一般的
Wigner-Eckart定理已经非常相近了16：〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� �̂�+ ��𝛼ℓ𝑚〉

= −
√

2𝐶ℓ1ℓ′
𝑚1𝑚′ 〈𝛼′ℓ′ ‖ V ‖ 𝛼ℓ〉〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� �̂�− ��𝛼ℓ𝑚〉

=
√

2𝐶ℓ1ℓ′
𝑚−1𝑚′ 〈𝛼′ℓ′ ‖ V ‖ 𝛼ℓ〉〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� �̂�𝑧

��𝛼ℓ𝑚〉
= 𝐶ℓ1ℓ′

𝑚0𝑚′ 〈𝛼′ℓ′ ‖ V ‖ 𝛼ℓ〉
(6.64)

这里我们又遇到了 CG系数 𝐶 𝑗1 𝑗2𝐽
𝑚1𝑚2𝑀

, 上面的式子实际上是包含了 6.63,
6.64和 6.65的结论的。因为 CG系数仅在

𝑚1 + 𝑚2 = 𝑀 and 𝐽 = ( 𝑗1 + 𝑗2), ( 𝑗1 + 𝑗2 − 1), . . . , | 𝑗1 − 𝑗2 |

的情况下不为 0,可以用角动量合成的理论理解。态 |𝑠, 𝑚〉 只能分解成那些
满足上式取值的态 |𝑠1, 𝑠2, 𝑚1, 𝑚2〉 的线性组合 (4.96)。所以那些不满足这些
取值的 𝐶 𝑗1 𝑗2𝐽

𝑚1𝑚2𝑀
在 CG系数表里面压根没有,也就是说它们等于 0. 根据这里

的讨论, 我们得出 V̂ 的各个分量的矩阵元
〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑖 ��𝛼ℓ𝑚〉
不为 0 的条件

是：
Δℓ = 0,±1 and Δ𝑚 = 0,±1

特别注意, 这里的约化矩阵元 〈𝛼′ℓ′ ‖ V ‖ 𝛼ℓ〉 是一个与 𝑚, 𝑚 ′ 无关的量,
但是并不是和6.51一般的定义,也就是说不能通过随便选取 𝑚来计算它。详
细的定义比较复杂, 但是我们可以根据6.64来间接计算出它, 比如根据第三
个式子, 我们只要按照通常的方法计算矩阵元

〈
𝛼′ℓ′𝑚′

�� �̂�𝑧

��𝛼ℓ𝑚〉
, 然后再乘

上一个系数就可以了。
最后,因为𝐶ℓ0ℓ′

𝑚0𝑚′ = 𝛿𝑚𝑚′𝛿ℓℓ′,所以我们可以把标量算符的选择定则6.52写
成类似的形式： 〈

𝛼′ℓ′𝑚′
�� 𝑓 ��𝛼ℓ𝑚〉

= 𝐶ℓ0ℓ′
𝑚0𝑚′

〈
𝛼′ℓ′



 𝑓 

𝛼ℓ〉 (6.65)

16这一节 Griffiths书后面的习题有一个
:::::
验证性证明。
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6.6 时间平移对称性

按照空间平移算符的定义, 或许时间平移算符就是将态在时间轴上平
移,也就是说得到演化一段时间后的态 |𝜓(𝑡 + 𝑡0)〉。既然谈到态的演化,我们
就更应该用薛定谔方程来详细引入：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝜓(𝑡)〉 = �̂� |𝜓(𝑡)〉

这个方程唯一确定了态随时间的演化,我们如此定义时间演化算符：

�̂� (𝑡, 𝑡0) |𝜓(𝑡0)〉 = |𝜓(𝑡)〉 (6.66)

我们一般便利的取 𝑡0 = 0下面的推导中我们简写算符为 �̂� (𝑡)。
我们在位置表象下用波函数来表示6.66,并把波函数对 𝑡 作麦克劳林展

开17：

�̂� (𝑡)Ψ(r, 0) = Ψ(r, 𝑡)

=
∞∑
𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
Ψ(r, 𝑡)

����
𝑡=0

如果 �̂� 不显含时间,根据薛定谔方程：

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
Ψ(r, 𝑡)

����
𝑡=0

=

(
�̂�

𝑖ℏ

)𝑛
Ψ(r, 0) (6.67)

代入上面的推导,我们便得到时间演化算符的具体形式：

�̂� (𝑡) = exp
[
− 𝑖
ℏ
�̂�𝑡

]
(6.68)

这个玩意和薛定谔方程是等价的, 都唯一确定了量子态在给定初值下
的演化。对一个体系, 如果我们得到了其态空间内的一组完备基, 不妨就用
|𝜓〉标记18。我们可以把初态写成这些的线性组合：

|Ψ(0)〉 =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛 |𝜓𝑛〉

17并不是所有函数都能随便展开成幂级数形式, 对应的还要考虑收敛域, 所以下面我们得到了时间
演化算符的形式严格意义上来说并不是普适的。这篇论文研究了这个问题：doi: 10.1119/1.4985723。
物理人用起来实际上也很少有问题,彻底严谨化那套是数学家玩的。

18这里我们选择了最方便的形式, 只有一个指标来标记基底。但实际上可以有多个指标, 这与我们
CSCO的选取有关,比如我们接触过的 |𝑛ℓ𝑚〉

https://doi.org/10.1119/1.4985723
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则态之后的演化可以根据时间演化算符的作用得到：

|Ψ(𝑡)〉 = �̂� (𝑡) |Ψ(0)〉 =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑒
−𝑖 𝑡ℏ �̂� |𝜓𝑛〉

如果我们取的就是能量表象,根据定态方程,上式可以便为：

|Ψ(𝑡)〉 =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑒
−𝑖 𝑡ℏ𝐸𝑛 |𝜓𝑛〉

我们再次得到了前面通过空间时间分离变量得到的结论。

6.6.1 薛定谔/海森堡绘景
不难发现, 时间演化算符又是一个幺正算符。按照套路, 我们现在应该

去研究一般的算符在这个算符下的幺正变换了,即 �̂� ′ = �̂��̂��̂�†。前面的这些
变换后的算符都可以解释为系统在平移或者旋转这些空间变换之后算符的
形式。那这里应该解释成体系在时间演化下算符的变化吗？也即算符随时
间的演化？可前面我们说一个系统随时间演化时位置动量算符都不随时间
变化啊？！这里我们就需要引入薛定谔绘景 (Schödinger picture) 和海森堡
绘景 (Heisenberg picture)了。这些绘景本质上只是我们看同一问题的不同
角度罢了，都是用来简化计算的。
回忆一下计算某个力学量在某个时刻的平均值我们是这样做的：

〈𝑄〉 =
〈
𝜓(𝑡)

�� �̂�𝑆

��𝜓(𝑡)〉
动量、位置算符这些本身都不随时间变化,态矢量按照薛定谔方程随时

间演化, 从而导致力学量的演化。为了和后面的海森堡绘景区分, 我们为对
应的力学量加上了下标 S。所以前面我们其实一直在使用薛定谔绘景研究
问题。
态矢随时间的演化可以用时间演化算符确定, 将6.66代入上式, 我们得

到：

〈𝑄〉 =
〈
𝜓(0)

��� (�̂�†�̂�𝑆�̂�
) ���𝜓(0)〉

我们定义海森堡绘景下的算符，其与我们之前一贯使用的薛定谔绘景下的
算符在 𝑡 = 0是一致，在之后随时间演化：

�̂�𝐻 (𝑡) ≡ �̂�†(𝑡)�̂�𝑆�̂� (𝑡) (6.69)

现在我们计算 〈𝑄〉采取态矢量不动 (计算时始终用初态 |𝜓(0)〉),而算符
随着时间演化的方法。这两个绘景就是描述同一个问题的两种方法,只是看
到底把时间演化归咎于态本身还是力学量算符而已。某种意义上来说,海森
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堡绘景就是态空间基矢运动,态矢不动；薛定谔绘景就是基矢不动,态矢运
动。就像是一个时钟, 我们可以表针不动表盘运动, 也可以表盘运动表针不
动,但都指向同一个正确的时间19。
总结一下，薛定谔绘景中态矢量随时间变化，满足薛定谔方程，而可

观测量，也就是算符不随时间变化：

|𝜓(𝑡)〉𝑆 = 𝑈 (𝑡) |𝜓(0)〉 , 𝜕

𝜕𝑡
�̂�𝑆 = 0

然而在海森堡绘景的时候态矢量就不随时间变化了，恒等于初始态：

|𝜓(𝑡)〉𝐻 ≡ |𝜓(0)〉 = 𝑈†(𝑡) |𝜓(𝑡)〉𝑆
采用薛定谔绘景时20, 重点就是利用薛定谔方程计算态矢随时间的变

化。而对应的海森堡绘景,这个时候 �̂�𝐻 (𝑡) 的演化满足海森堡方程,下面我
们对于哈密顿量和力学量 𝑄不显含时间的情况加以说明。21

将6.69两边对时间微分：

𝑑�̂�𝐻

𝑑𝑡
=
𝑑�̂�†

𝑑𝑡
�̂�𝑆�̂� + �̂�†�̂�𝑆

𝑑�̂�

𝑑𝑡
(6.70)

再根据6.68以及附录 §B.6相关内容：

𝑑�̂�

𝑑𝑡
=
�̂�

𝑖ℏ
�̂� (6.71)

代入到6.70得：

𝑖ℏ
𝑑�̂�𝐻

𝑑𝑡
= �̂�†�̂�𝑆�̂��̂� − �̂��̂�†�̂�𝑆�̂�

=
[
�̂�†�̂�𝑆�̂�, �̂�

]
≡

[
�̂�𝐻 , �̂�

]
注意第二个等号我们利用了

[
�̂�, �̂�

]
= 0。其实这玩意和反复提及的3.27形

式很像是吧，但是一定要注意两者其实完全不是一个东西，来源于不同的
绘景下的推导。利用它, 我们就可以更为便利的去计算某个具体系统的 𝑥𝐻
等等,我们下面以谐振子为例。22

�̂� =
𝑝2

2𝑚
+ 1

2
𝑚𝜔2𝑥2

19当然还可以表针表盘一起动, 这是相互作用绘景 (Dirac 绘景)，后面讲含时微扰论的时候我们会
碰到。

20后面都用这个绘景
21对于哈密顿算符显含时间的一般海森堡方程为：

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
�̂�𝐻 (𝑡) =

[
�̂�𝐻 (𝑡), �̂�𝐻 (𝑡)

]
+ �̂�† 𝜕�̂�

𝜕𝑡
�̂�

22注意下面的推导中,利用了 �̂�𝐻 (0) = �̂�𝑆 去表达结果
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例：又是谐振子

首先我们直接按照定义来求:

𝑥𝐻 (𝑡) = e𝑖
𝑡
ℏ �̂�𝑥e−𝑖

𝑡
ℏ �̂�

直接这么算肯定很难,我们得充分利用已知结论,利用升降阶算符,我
们可以把位置算符写成：

𝑥 =

√
ℏ

2𝑚𝜔
(�̂�+ + �̂�−)

而算符最终肯定是要作用到态矢量上面的,我们不妨就选取能量表象
下的 |𝜓𝑛〉, 由于它们张成了体系的态空间, 所以只要求出 𝑥𝐻 对每个
|𝜓𝑛〉都成立,那也就顺理成章的对所有的态都成立了。

𝑥𝐻 (𝑡) |𝜓𝑛〉 = e𝑖
𝑡
ℏ �̂�

√
ℏ

2𝑚𝜔
(�̂�+ + �̂�−) e−𝑖

𝑡
ℏ𝐸𝑛 |𝜓𝑛〉

=

√
ℏ

2𝑚𝜔
e−𝑖

𝑡
ℏ𝐸𝑛e𝑖

𝑡
ℏ �̂�

(√
𝑛 + 1 |𝜓𝑛+1〉 +

√
𝑛 |𝜓𝑛−1〉

)
=

√
ℏ

2𝑚𝜔
e−𝑖

𝑡
ℏ𝐸𝑛

[√
𝑛 + 1 |𝜓𝑛+1〉 𝑒𝑖

𝑡
ℏ𝐸𝑛+1 +

√
𝑛 |𝜓𝑛−1〉 𝑒𝑖

𝑡
ℏ𝐸𝑛−1

]
=

√
ℏ

2𝑚𝜔

[√
𝑛 + 1𝑒𝑖𝜔𝑡 |𝜓𝑛+1〉 +

√
𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑡 |𝜓𝑛−1〉

]
上式第一个等号利用了定态方程,第二个等号利用了递推关系2.21,最
后一个等号利用了能级 𝐸𝑛 = (𝑛 + 1

2)𝜔ℏ。综上,得到：

𝑥𝐻 (𝑡) =
√

ℏ
2𝑚𝜔

[
𝑒𝑖𝜔𝑡 �̂�+ + 𝑒−𝑖𝜔𝑡 �̂�−

]
利用产生湮灭算符的定义,将上式利用 𝑥, 𝑝亦可重新写为：

𝑥𝐻 (𝑡) = 𝑥𝐻 (0) cos(𝜔𝑡) + 1
𝑚𝜔

𝑝𝐻 (0) sin(𝜔𝑡)

其实使用海森堡方程, 上面的结论可以很快的得出, 我们下面对一般
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的势场进行推演：

𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝐻 =

1
𝑖ℏ

[
𝑥𝐻 , �̂�

]
=

1
𝑖ℏ

[
�̂�†𝑥�̂�, �̂�

]
=

1
𝑖ℏ

©­­­«�̂�
†𝑥

[
�̂�, �̂�

]︸  ︷︷  ︸
0

+�̂�† [𝑥, �̂�]�̂� +
[
𝑈†, �̂�

]︸   ︷︷   ︸
0

𝑥�̂�)
ª®®®¬

=
1
𝑖ℏ
�̂�†

[
𝑥,
𝑝2

2𝑚
+𝑉 (𝑥)

]
�̂�

=
1
𝑖ℏ
�̂�†( 1

2𝑚
[
𝑥, 𝑝2] + [𝑥,𝑉]︸︷︷︸

0

)�̂�

=
1
𝑖ℏ
�̂�†

1
2𝑚
(𝑝 [𝑥, 𝑝]︸︷︷︸

𝑖ℏ

+[𝑥, 𝑝]𝑝)�̂�

=
1
𝑚
�̂�†𝑝�̂� =

1
𝑚
𝑝𝐻 (𝑡)

(6.72)

同理,对于 𝑝𝐻 (𝑡)：
𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝐻 =

1
𝑖ℏ
�̂�†

[
𝑝,
𝑝2

2𝑚
+𝑉

]
�̂�

=
1
𝑖ℏ
�̂�†

©­­­­­«
[
𝑝,
𝑝2

2𝑚

]
︸    ︷︷    ︸

0

+[𝑝,𝑉 (𝑥)]
ª®®®®®¬
�̂�

=
1
𝑖ℏ
�̂�†

(
−𝑖ℏ𝑑𝑉

𝑑𝑥

)
�̂� ≡

(
−𝑑𝑉
𝑑𝑥

)
𝐻

(𝑡)

(6.73)

写在一起便是

𝑚
𝑑𝑥𝐻
𝑑𝑡

= 𝑝𝐻 (𝑡)
𝑑𝑝𝐻
𝑑𝑡

=

(
−𝑑𝑉
𝑑𝑥

)
𝐻

(6.74)

这太眼熟了, 这形式上不就是经典力学里面的粒子的运动方程
吗？所以海森堡方程告诉我们,形式上,算符的演化规律和经典力学里
面的位移动量随时间的变化是一样的。你看我们上面的得到的 𝑥𝐻 (𝑡),
这不是和经典谐振子的简谐运动方程：

𝑥(𝑡) = 𝑥(0) cos(𝜔𝑡) + 𝑣(0)
𝜔

sin(𝜔𝑡)
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形式上一模一样么？ □

前面我们提到薛定谔绘景下基矢不动态矢运动，这个很好理解，我们
取观察算符的一组本征矢量为基矢，然而薛定谔绘景的核心就是 𝑄𝑆 不随
时间变化，自然我们取定了基矢之后就不变了。
我们还提到海森堡绘景下态矢不动基矢运动，还是按照上面的说法来。

在薛定谔绘景下，一组基矢满足：

𝐴𝑆 |𝑎〉 = 𝑎 |𝑎〉 ⇒ 𝑈†𝐴𝑆𝑈𝑈
† |𝑎〉 = 𝑎𝑈† |𝑎〉

再根据6.69不难发现这意味着在海森堡绘景下 𝑈†(𝑡) |𝑎〉 才应该作为一
组基矢。形象的理解一下，薛定谔绘景下我们讨论其中态矢量的变化是直
接使用的𝑈 (𝑡)，而海森堡绘景下态矢不动，基矢量根据𝑈†(𝑡)演化，也就是
相对于薛定谔绘景“反方向”演化，这么一看两大绘景是不是就和我们研
究三维空间中旋转时采用的被动和主动观点类似了。下面的两个式子很好
的诠释了两种绘景下态矢量在基矢量下展开的系数关系：

𝑐𝑎 (𝑡) = 〈𝑎 |︸︷︷︸
base bra

· (𝑈 |𝜓(0)〉)︸       ︷︷       ︸
state ket

(the Schrödinger picture)

𝑐𝑎 (𝑡) = (〈𝑎 |𝑈)︸  ︷︷  ︸
base bra

· |𝜓(0)〉︸ ︷︷ ︸
state ket

(the Heisenberg picture).

前面的讨论都是设定初始时刻为 𝑡 = 0，当然只需要对符号进行一些明
显的改动就能将上面的讨论适用于初始时刻为 𝑡0的一般问题，例如𝑈 (𝑡) →
𝑈 (𝑡0, 𝑡)，态矢量 |𝜓(𝑡)〉 → |𝜓, 𝑡0; 𝑡〉，初态 |𝜓(0)〉 → |𝜓, 𝑡0〉。所以让我们对上
面的讨论进行总结：
首先我们需要选取一个参考时刻，在这个时刻 𝑡0，两大绘景完全重合：

𝑄𝐻 (𝑡0) = 𝑄𝑆 (𝑡0), |𝜓(𝑡0)〉𝐻 = |𝜓(𝑡0)〉𝑆 (6.75)

然后我们定义海森堡绘景下的态矢与薛定谔绘景下的态矢通过幺正变换联
系：

|𝜓〉𝐻 = 𝑈†(𝑡, 𝑡0) |𝜓(𝑡)〉𝑆 (6.76)

注意海森堡绘景也可以在 Hamiltonian含时的系统中定义，这时 𝑈 (𝑡, 𝑡0) 没
有6.68那样简单的形式，而由下面的算符微分方程定义：

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
𝑈 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0) (6.77)

再根据不同绘景下力学量平均值不变可以得到算符之间的关系：

𝑄𝐻 (𝑡) = 𝑈†(𝑡, 𝑡0)𝑄𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0) (6.78)

另外根据定义很容易得到下面的性质：在不同的绘景下，同一时刻算符之
间的对易关系是不会变的。
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正则量子化

这是一种有效的从经典物理过渡到量子物理的手段，前面我们讲五大
公理，是在薛定谔绘景下说的，正则量子化则给出了一种从经典力学到海
森堡绘景下的量子力学的量子化方案。

(1) 在经典力学中写下经典哈密顿量（以单自由度系统为例）𝐻 (𝑞, 𝑝)，然
后将 𝑞, 𝑝 看作是算符，相应的哈密顿量也看成算符。而其它力学量
𝐴(𝑞, 𝑝)也变成了算符。

(2) 将泊松括号改为对易括号23：

{𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)} → 1
𝑖ℏ
[ �̂�(𝑡), �̂�(𝑡)]

特别地有：[𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)] = 𝑖ℏ

(3) 经典力学中力学量的运动方程相应变为：

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= {𝐴, 𝐻} → 𝑑 �̂�

𝑑𝑡
=

1
𝑖ℏ
[ �̂�, �̂�]

体现在 𝑞, 𝑝上就是正则方程变为算符方程：

¤𝑞 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝
¤𝑝 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞

(4) 找一些不含时的对象来描述系统状态。

经过以上四步，我们就将一个经典的系统转为了量子系统描述，而且
显然是在海森堡绘景下。上面的过程中有两点需要注意，一是算符的对易
关系都是在同一时刻选取的，所以也称等时对易关系；二是可以将泊松括
号自然过渡到对易括号是因为两者有着相同的数学结构——李括号。
正则量子化在量子场论发展初期也是非常有效的手段，我们只需要从

离散自由度力学体系转为连续自由度体系，对应的 𝑞, 𝑝 都变为了场，这一
些经典力学理论早就发展好了，我们只需要一样的用上面类似的步骤对场
进行正则量子化就得到了量子场论。24

6.6.2 能量守恒定律

对于一般的系统, 哈密顿算符可能显含时间, 我们依旧可以定义时间演
化算符：

|Ψ(𝑡)〉 = �̂� (𝑡, 𝑡0) |Ψ(𝑡0)〉 (6.79)

23注意前面说过无论是薛定谔绘景还是海森堡绘景，同一时刻的算符对易关系都不会变。
24http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/qft.html

http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/qft.html
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只是这里的 �̂� (𝑡, 𝑡0)不再具有6.68的形式。
我们下面考察系统无限小时间内的演化, 我们再次回到坐标表象下用

波函数 Ψ(r, 𝑡) 来写方程, 我们假设波函数始终可以对时间作泰勒展开。对
于哈密顿量显含时间的问题, 最麻烦的点就是高阶的 𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
不能用 �̂� 的幂表

示。但没关系,我们考虑的是无穷小演化,高阶量都可以丢掉。

Ψ(r, 𝑡0 + 𝛿) =
(
1 + 𝛿 𝜕

𝜕𝑡

����
𝑡=𝑡0

+ O(𝛿)
)
Ψ(r, 𝑡)

=

(
1 − i

𝛿

ℏ
�̂� + O(𝛿)

)
Ψ(r, 𝑡0)

把后面的那个高阶小量丢掉,然后和6.79对比：

�̂� (𝑡0 + 𝛿, 𝑡0)
!
= 1 − 𝑖 𝛿

ℏ
�̂� (6.80)

很巧, 这玩意儿我们要是直接用6.68, 展开到一阶也能得到, 但我们说过
了6.68仅适用于哈密顿量不显含时间的系统。

何谓 (连续的)时间平移对称性？我们用形象的语言解释就是周三和周
四在同样的初始条件下做实验, 应该得到相同的结果, 仅仅只是你记录实验
的初始和末尾的时间有差别而已。转换成标准化的语言来说就是, 态矢量
|𝛼〉 在 𝑡1 时刻开始演化一个无穷小时间到 |𝛽〉,那同样的条件下, |𝛼〉 在 𝑡2 时
刻开始演化一个无穷小时间也应该得到 |𝛽〉。也就是说下面的式子对 ∀𝑡1, 𝑡2
都成立：

�̂� (𝑡1 + 𝛿, 𝑡1) = �̂� (𝑡2 + 𝛿, 𝑡2)
根据6.80,这意味着下面的等式恒成立：

�̂� (𝑡1) = �̂� (𝑡2)

这实际上也就是在说哈密顿量不显含时间, 𝜕�̂�
𝜕𝑡

= 0。再利用3.27,我们得到：

𝑑

𝑑𝑡
〈𝐻〉 = 0

即能量守恒,所以时间的连续平移对称性直接导致了体系的能量守恒 (Hamil-
tonian不显含时间)。
本章主要是建立对称性的基本概念，在数学中，描述对称性的强有力

的工具是群论，在经典力学中由于方程的非线性，除了多自由度振动模型，
我们很难借助这一优美的理论进行分析。而整个量子力学就是建立在线性
空间的基础上的，我们可以以态空间作为表示空间对对称性群做线性表示，
从而得到许多关于能级简并的结果，这也是固体物理中比较关心的部分。本
章也主要是在位置表象下进行讨论，对于最为核心的结果Wigner-Eckart定
理并未给出一般性的公式，这些问题都会在 §12借助群表示论的工具集中
解决。
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6.7 *费曼路径积分
量子力学三大表述，一个是薛定谔方程，一个是海森堡方程，还有一个路

径积分没有提过。前面我们的讨论都集中于构建量子力学中的 Hamiltonian，
而路径积分则是去考察量子力学中对应的 Lagrangian。

数学准备

在经典力学中我们讨论过“泛函”的概念，简单点说，函数就是数到数
的对应，泛函就是函数到数的映射。现在我们来看怎么对泛函作积分，首
先强调，我们下面的讨论都是数学上及不严格但是非常复合物理直觉的讨
论，严谨的那些论证我们留给数学家。
考察对于函数 𝜉 (𝑥)的泛函 𝐹 [𝜉]，首先我们把函数 𝜉 的定义域 [𝑎, 𝑏] 分

成一堆小元胞 Δ𝑥，这其实就是把原先的函数 𝜉 (𝑥)看成是一个数列25𝜉 (𝑥) →
{𝜉𝑥}，这里 𝑥取值范围是 𝑥0 = 𝑎, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 = 𝑏，类似于黎曼积分的定义，这里
𝑥𝑖𝑥 取元胞内的任意一处的函数值就好，因为最终我们感兴趣的是 𝑁 → +∞
的情况。原先的泛函也就变成了这个数集的函数 𝐹 [𝜉] = 𝐹 (𝜉𝑥) 积分可以定
义为下列无穷维的重积分：∫

D[𝜉]𝐹 [𝜉] ≡ lim
Δ𝑥→0

∫ (
Π𝑥

𝑑𝜉𝑥
𝐶 (Δ𝑥)

)
𝐹 (𝜉𝑥) (6.81)

上面的D[𝑥]完全是一个记号，因为 𝑁 →∞的时候积分元有无穷多个，
所以我们就用这个记号来表示这是一种特殊的积分。另外 𝐶 (Δ𝑥) 是适当选
取的一个结构常数，使得最后积分有限，我们暂时不用管它。
这个积分首先是无穷维空间中的一个空间，体积元是 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · ·，我们

想一下黎曼积分的本质26就是先对积分空间进行分割得到一系列体积元，积
分就是现在积分空间中选取一个点代入函数，然后与点附近的体积元相乘，
最后再把所有的这些加起来。那么这里6.81，这些体积元是 𝑑𝜉1𝑑𝜉2 · · ·，那
么我们在积分空间中选定某个点之后就相当于选定了一个 {𝜉𝑥}也就是一个
函数 𝜉 (𝑥)，积分空间的每个点都遍历一边就相当于选遍了所有的显然积分
做的就是把所有的这些 [𝑎, 𝑏] 上的函数，也就是泛函 𝐹 的自变量。那显然
我们积分做的就是把所有的这些 𝜉 (𝑥)函数的贡献加起来。

25或者准确点说是叫数集
26这里实际上需要使用勒贝格积分定义，我们也不管这么多了，选最好理解的一种方式。
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传播子

前面我们定义了时间演化算符 �̂� (𝑡, 𝑡0)，我们对6.66两边同时取位置表
象得到：27

𝜓(r, 𝑡) = 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0) |𝜓(𝑡0)〉 = 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0)1|𝜓(𝑡0)〉

⇔
∫

𝑑3𝑟0 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0)r0〉 〈r0 |𝜓(𝑡0)〉

定义传播子为：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) ≡ 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0)r0〉 (6.82)

那么最终我们有：

𝜓(r, 𝑡) =
∫

𝑑3𝑟0𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0)𝜓(r0, 𝑡0) (6.83)

我们若是利用6.68以及能量表象下的完备性关系式，可以得到与6.82等价的：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =
∑
𝑛

〈r|𝑛〉 𝑒−𝑖𝐸𝑛 (𝑡−𝑡0)/ℏ 〈𝑛|r0〉 (6.84)

例：自由粒子传播子

利用定义式6.82有：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) = 〈r|𝑒−𝑖
𝐻
ℏ (𝑡−𝑡0) |r0〉 =

∫
〈r|p〉 〈p|𝑒−𝑖 𝑃2

2𝑚ℏ (𝑡−𝑡0) |p′〉 〈p′ |r0〉 d3𝑝 d3𝑝′

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒𝑖
p
ℏ ·r𝑒−𝑖

𝑝2
2𝑚ℏ (𝑡−𝑡0)𝑒−𝑖

p
ℏ ·r0 d𝑝

∫
𝛿 (p − p′) d3𝑝′

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒
𝑖
ℏ

[
p· (r−r0)− p2

2𝑚 (𝑡−𝑡0)
]

d3𝑝

=

[
𝑚

2𝜋𝑖ℏ (𝑡 − 𝑡0)

]3/2

exp
[
𝑖
𝑚(r − r0)2

2ℏ (𝑡 − 𝑡0)

]
既然我们是在看演化所以考虑的都是 𝑡 > 𝑡0的情况，可以定义：

𝐾ret (r, 𝑡; r0, 𝑡0) ≡ 𝜃 (𝑡 − 𝑡0) 𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0)

将6.83代入薛定谔方程之中我们会发现传播子满足的方程为：(
𝑖ℏ𝜕𝑡 +

ℏ2

2𝑚
∇2 −𝑉 (r)

)
𝐾ret (r, 𝑡; r0, 𝑡0) = 𝑖ℏ𝛿3 (r − r0) 𝛿 (𝑡 − 𝑡 ′)

27后面的写作中，我们用小写字母 r,p表示位置和动量表象，对应的算符用大写字母表示
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上面这其实说明我们实际上是在用含时的格林函数法解决问题，传播子就
是格林函数。
我们再看下传播子的物理意义。我们假设我们已知初始态是 |r0〉，也就

是说 〈r0 |𝜓(𝑡0)〉 = 1，现在我们求粒子在 𝑡 时测量到在 r的概率。

𝑃 = 〈𝜓(𝑡0) |�̂�†(𝑡, 𝑡0) |r〉 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0) |𝜓(𝑡0)〉

=
∫

𝑑3𝑟1𝑑
2𝑟2 〈𝜓(𝑡0) |r1〉 〈r1 |�̂�†(𝑡, 𝑡0) |r〉 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0) |r2〉 〈r2 |𝜓(𝑡0)〉

= | 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0) |r0〉 |2 = |𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) |2

所以传播子的模方就是已知 𝑡0 时刻粒子在态 |r0〉，𝑡 − 𝑡0 时间后演化到
|r〉的概率幅，是一个条件概率。
下面我们来推导一个及其重要的等式，这是后面论证的基础：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) ≡ 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡0)r0〉 = 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡 ′)�̂� (𝑡 ′, 𝑡0)r0〉

=
∫

𝑑3𝑟 ′ 〈r|�̂� (𝑡, 𝑡 ′)�̂� |r′〉 〈r′ | (𝑡 ′, 𝑡0)r0〉

=
∫

𝑑3𝑟 ′𝐾 (r, 𝑡; r′, 𝑡 ′)𝐾 (r′, 𝑡 ′; r0, 𝑡0)

(6.85)

量子力学路径积分表述

看来我们考虑的重点是如何形式上得出一套求解传播子的公式，式6.85显
然是可以推广的，现在我们考虑将 [𝑡0, 𝑡]分成𝑁份，端点处值为 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 =
𝑡。这个分割是任意的，不需要等分，而且我们记 Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1。那么传播
子就可以写成：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =
∫ [

𝑁∏
𝑛=1

𝐾 (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1)
]

d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1 (6.86)

现在考虑 Δ𝑡𝑛 → 0，我们把上式更改一下符号，提醒我们积分号里面的
是个无穷小传播子，后面我们还会利用它独有的性质进一步简化：28

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =
∫ [

𝑁∏
𝑛=1

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1)
]

d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1 (6.87)

28由于后面的推导都会基于无穷小传播子，所以我们的推导后面都是在 Δ𝑡𝑛 → 0的情形下进行的，
所以就略去了极限符号，偶尔在推导末尾写写是为了再次强调，将无穷维积分最后改写为泛函积分。
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相空间路径积分

要想计算 𝐾，就要先搞清楚 K：

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1) = 〈r𝑛 |𝑈 (𝑡𝑛, 𝑡𝑛−1) | r𝑛−1〉 =
〈
r𝑛

���𝑒− 𝑖𝐻
𝑛 Δ𝑡𝑛

��� r𝑛−1

〉
考虑到：29

𝑒−
𝑖
ℏ𝐻Δ𝑡𝑛 = 𝑒−

𝑖
ℏ

[
𝑃2
2𝑚+𝑉 (R,𝑡𝑛)

]
Δ𝑡𝑛

Δ𝑡𝑛→0========
𝑒−

𝑖
ℏ𝑉 (R,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛𝑒−

𝑖
ℏ
𝑃2
2𝑚Δ𝑡𝑛

下面的推导的具体说明就略去了，重点就在于插入完备性关系式：30

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1) =
〈
r𝑛

���𝑒− 𝑖
ℏ𝑉 (R,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛𝑒−

𝑖
ℏ
𝑃2
2𝑚Δ𝑡𝑛

��� r𝑛−1

〉
= 𝑒−

𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛

〈
r𝑛

���𝑒− 𝑖
ℏ
𝑃2
2𝑚Δ𝑡𝑛

��� r𝑛−1

〉
=

∫
d3𝑝𝑛𝑒

− 𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛 〈r𝑛 | p𝑛〉

〈
p𝑛

���𝑒− 𝑖
ℏ
𝑃2
2𝑚Δ𝑡𝑛

��� r𝑛−1

〉
=

∫
d3𝑝𝑛𝑒

− 𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛 〈r𝑛 | p𝑛〉 𝑒−

𝑖
ℏ

𝑝2
𝑛

2𝑚Δ𝑡𝑛 〈p𝑛 | r𝑛−1〉

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒−
𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛𝑒𝑖

p𝑛
ℏ ·Δr𝑛𝑒−

𝑖
ℏ

𝑝2
𝑛

2𝑚Δ𝑡𝑛 d3𝑝𝑛

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒
𝑖
ℏ [p𝑛 · Δr𝑛

Δ𝑡𝑛
−𝐻 (r𝑛 ,p𝑛 ,𝑡𝑛)]Δ𝑡𝑛 d3𝑝𝑛

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒
𝑖
ℏ [p𝑛 · ¤r𝑛−𝐻 (r𝑛 ,p𝑛 ,𝑡𝑛) ]Δ𝑡𝑛 d3𝑝𝑛

=
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒𝑖
𝐿 (r𝑛,p𝑛,𝑡𝑛 )

ℏ Δ𝑡𝑛d3𝑝𝑛

(6.88)
这个推导明显的表示现在我们把经典力学中的 Lagrangian 凑上来了，

不过注意这都是形式上的，形式上定义 ¤r𝑛 ≡ Δr𝑛
Δ𝑡𝑛
，并不是经典力学里面的速

度，因为我们考虑的路径实际上绝大多数都不是可微的！31

29一般来说是没有 𝑒𝐴𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵 = 𝑒𝐵𝑒𝐴成立的，但是这里 Δ𝑡𝑛 → 0，动能势能之间的对易子是个二
阶小量，所以可认为上面公式成立。也正是从这开始 K ≠ 𝐾，两者函数形式不再一致。

30这里我们用 pn 而不是直接用 p是因为我们最终传播子要用 K 累乘，插入的这 𝑁 个完备性关系
式显然都要单独积分。

31这里 𝐿你也理解成只是一个为了后面行文方便的记号吧，毕竟我们都把它写成 r, p的函数了，你
听说过相空间中用拉式量的？？？
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把我们刚才得到的结果带入到6.87中得到：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =
∫ [

𝑁∏
𝑛=1

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1)
]

d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

=
∫ 𝑁∏

𝑛=1

[
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒
𝑖
ℏ 𝐿 (r𝑛 ,p𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛 d3𝑝𝑛

]
d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

=
1

(2𝜋ℏ)3𝑁
∫ [∫

𝑒
𝑖
ℏ

∑𝑁
𝑛=1 𝐿 (r𝑛 ,p𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛 d3𝑝1 · · · d3𝑝𝑁

]
d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

maxΔ𝑡𝑛→0
===========

1
(2𝜋ℏ)3𝑁

∫
𝑒

𝑖
ℏ

∫ 𝑡

𝑡0
𝐿 (r,p,𝜏)d𝜏d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1 d3𝑝1 · · · d3𝑝𝑁

=
1

(2𝜋ℏ)3𝑁
∫
D[r]D[p]𝑒𝑖

𝑆 (r,p,𝑡;𝑡0)
ℏ

(6.89)
回头看一下泛函积分的定义，这里的推导完美符合定义，而且更劲爆

的是我们把传播子的计算和经典力学中的泛函——作用量联系起来了。而
且还有更劲爆的，上式中作用量那一项蕴含的是相位，然而根据前面的讨
论，这个泛函积分的物理意义就是所有路径32对作用量确定的那个相位加
权之后求和就能得到跃迁振幅33。当然由于我们传播子讨论的是 𝜓(r, 𝑡) 和
𝜓(r0, 𝑡0)，所以我们固定了初末端点，这也是上面推导中没出现 𝑑3𝑟0, 𝑑

3𝑟𝑁
的原因，固定端点显然不会参与积分求和，所以这些路径都是从 r0(𝑡0) 到
r(𝑡)的路径。不过动量积分比 𝑟 多一层，没有啥端点束缚，这在经典力学中
也有对应，经典力学中我们在相空间和位形空间中利用最小作用量原理的
时候都是固定广义坐标的两端，而对广义动量的两端无限制。34

所以人们常说量子力学其实粒子每条可能路径都走了，最后总和才是
真实路径，当然这句话还是有一定的误导性的。
我们现在来看一下经典极限。经典情况下 𝑆相对于 ℏ之间非常非常大，

所以只要 𝑆 有一点点的改变，反映到相位上面都是非常快的震荡。那如果
我们考虑一条作用量附近变分不是 0的路径，那么它附近的路径由于作用
量相对来说会发生变化，相位震荡的又非常迅速，所以这附近的路径在相
位加权后对 𝐾 的净贡献是 0。但是对于作用量变分为 0的路径就不一样了，
它附近的路径由于作用量相对而言不发生改变，相位自然不变，所以求和
后就会出现非零的贡献35。所以对于经典力学下的极限，我们就认为6.89说
明了经典力学中的粒子会走作用量变分为 0的路径，不涉及到多路径求和
算概率了，退化为决定论了。

32这里真的就是字面意义“所有”，包括那些奇奇怪怪的不可导路径，粒子违反物理规律的瞬移路
径都算，所以实际上这里在数学上会出现麻烦，我们先不管这个，能用就行！

33换了个高大上的名字，其实就是传播子表示的所谓跃迁概率幅。
34变分时候限制了也不会导致用变分法推出的方程不一样，而且同时限制广义动量的两端还能在

讨论正则变换母函数的时候有一定的方便，对此更多的讨论请参见 Goldstein书。
35在量子涨落不明显的时候，就可以近似认为只有经典路径附近的路径会有非零的贡献，这是驻

定相位微扰方法近似计算路径积分的基本思想。
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位形空间路径积分

常常看到的路径积分一般不是用6.89写的，而是把动量部分先积分积
掉，只剩下 r。
我们现在目的是直接将 6.88中第五个等号的积分直接积出来：36

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1) =
1

(2𝜋ℏ)3
∫

𝑒−
𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛𝑒𝑖

p𝑛
ℏ ·Δr𝑛𝑒−

𝑖
ℏ

𝑝2
𝑛

2𝑚Δ𝑡𝑛 d3𝑝𝑛

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2

𝑒−
𝑖
ℏ𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)Δ𝑡𝑛𝑒𝑖

𝑚(Δr𝑛 )2
2ℏΔ𝑡𝑛

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2

𝑒
𝑖
ℏ

[
1
2𝑚

(Δr𝑛 )2
(Δ𝑡𝑛 )2

−𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)
]
Δ𝑡𝑛

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2

𝑒
𝑖
ℏ [ 1

2𝑚¤r2
𝑛−𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)]Δ𝑡𝑛

(6.90)

不过细细推究会发现我们这里直接形式上用Gauss公式是有问题的，因
为前面的系数出现了

√
𝑖，众所周知，复数域上求根是有多指性的，事实上严

谨的求解方式是用Euler公式把指数形式换成三角形式之后利用Frenel积分
公式计算。这里不想讨论计算细节37，我们这里就直接定义

√
𝑖 = 𝑒𝑥𝑝 [𝑖𝜋/2].

然后再利用 K 计算 𝐾，我们得到：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =
∫ [

𝑁∏
𝑛=1

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1)
]

d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

=
∫ [

𝑁∏
𝑛=1

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2

𝑒
𝑖
ℏ [ 1

2𝑚¤r2
𝑛−𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)]Δ𝑡𝑛

]
d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

=
𝑁∏
𝑛=1

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2
∫

𝑒
𝑖
ℏ

𝑁∑
𝑛=1
[ 1

2𝑚¤r2
𝑛−𝑉 (r𝑛 ,𝑡𝑛)]Δ𝑡𝑛 d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

Δ𝑟𝑛→0
========

𝑁∏
𝑛=1

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2
∫

𝑒
𝑖
ℏ

∫ 𝑡

𝑡0
1
2𝑚¤r2

𝑛−𝑉 (r,𝜏) d𝜏 d3𝑟1 · · · d3𝑟𝑁−1

=
∞∏
𝑛=1

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2
∫
D[r]𝑒𝑖

𝑆 (r,¤r,𝑡;𝑡0)
ℏ

(6.91)

36参见附录 C里面的高斯积分
37因为最终表现在波函数上就是一个相位差别，没有物理影响，要是追求极致的数学严格可以细

细考究。
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现在我们得到了两种等价的传播子的路径积分形式：

𝐾 (r, 𝑡; r0, 𝑡0) =


1
(2𝜋ℏ)3𝑁

∫
D[r]D[p]𝑒𝑖

𝑆 (r,p,𝑡;𝑡0)
ℏ

∞∏
𝑛=1

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2 ∫
D[r]𝑒𝑖

𝑆 (r,¤r,𝑡;𝑡0)
ℏ

(𝑁 →∞) (6.92)

那么现在
:::::::
形式上我们便把量子力学问题从解薛定谔方程的问题转变为

了求泛函积分的问题，其中这种第二种形式 Δ𝑡𝑛 的分法是任意的，计算时
可以为了简便就等分。
这两个泛函积分算起来还是有相当大的难度，最直接粗暴的就是根据

定义，根据这两个积分的推导过程化为无穷维积分然后取极限38。
前面我们计算自由粒子的传播子直接使用定义计算，现在我们用路径

积分再算一次，我们就以位形空间中路径积分为例。

自由粒子路径积分

直接根据6.92计算路径积分那太难搞，我们还是根据推导过程，根据6.90，
注意到 𝑉 = 0，我们得到：

K (r𝑛, 𝑡𝑛; r𝑛−1, 𝑡𝑛−1) =
(

𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡𝑛

) 3
2

𝑒
𝑖𝑚
2ℏ
(Δr𝑛 )2
Δ𝑡𝑛 (6.93)

下面我们要做的是乘起来然后无穷维积分，我们从两个相乘开始计算：39∫
K(r2, 𝑡2; r1, 𝑡1)K(r1, 𝑡1; r0, 𝑡0) d3𝑟1

=
∫ (

𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡2

) 3
2
(

𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡1

) 3
2

𝑒
𝑖𝑚
2ℏ
(Δr2 )2
Δ𝑡2 𝑒

𝑖𝑚
2ℏ
(Δr1 )2
Δ𝑡1 d3𝑟1

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡2

) 3
2
(

𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡1

) 3
2
∫

𝑒
𝑖𝑚
2ℏ
(r2−r1 )2

Δ𝑡2 𝑒
𝑖𝑚
2ℏ
(r1−r0 )2

Δ𝑡1 d3𝑟1

=(·) 3
2 (◦) 3

2 𝑒
𝑖𝑚
2ℏ
(r2−r0 )2
Δ𝑡2+Δ𝑡1

∫
d3𝑟1𝑒

𝑖𝑚
2ℏ

(
1

Δ𝑡2
+ 1
Δ𝑡1

) [
r1−

(
Δ𝑡1Δ𝑡2
Δ𝑡1+Δ𝑡2

) (
r2
Δ𝑡2
+ r0
Δ𝑡1

)]2

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡2

) 3
2
(

𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡1

) 3
2

𝑒
𝑖
𝑚(r−r0)2
2ℏ(𝑡−𝑡0)

∫
d3𝑥𝑒

𝑖𝑚
2ℏ

(
1

Δ𝑡2
+ 1
Δ𝑡1

)
x2

=

(
𝑚

2𝜋𝑖ℏΔ𝑡2

) 3
2
(

1
𝜋𝑖Δ𝑡1

) 3
2

𝑒
𝑖
𝑚(r−r0)2
2ℏ(𝑡−𝑡0)

(
𝜋𝑖Δ𝑡2Δ𝑡1
𝑡2 − 𝑡0

) 3
2

=

[
𝑚

2𝜋ℏ(𝑡2 − 𝑡0)

] 3
2

𝑒
𝑖
𝑚(r−r0)2
2ℏ(𝑡−𝑡0) = K(r2, 𝑡2; r0, 𝑡0)

(6.94)

38说详细点就是6.89和6.91的倒数第二个等式
39下面的计算精髓在于配平方
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这个结果说明对于自由粒子，无穷小传播子和有限的传播子具有相同
的形式！要知道，前面我们特意将无穷小传播子用 K 去标记正是因为我们
后面再计算无穷小传播子的时候一直在强调等式只有在 Δ𝑡𝑛 → 0，也就是无
穷小传播子的时候才适用，6.88和6.88都是只对无穷小传播子适用，所以你
不能就说算出来无穷小传播子 K 之后把 r𝑛, 𝑡𝑛 换成对应的初末端点之后就
得到了 𝐾。因为你计算无穷小传播子的那个过程就悄悄暗示了 K ≠ 𝐾，所
以前面我们要在推到前先区分它们，这样才不至于引起混淆。
但是对于自由粒子，我们上面的推理6.94显然是能一直延伸到无穷多

个 K 相乘的。我们说明了对于自由粒子 K = 𝐾，单单作为 𝑟, 𝑡 的函数形式
是一致的。所以代入端点值后，我们再次得到了自由粒子的传播子。
路径积分真的很难算的，能解析计算的很少基本都是想办法近似计算，

谐振子是可以解析计算的一例，我们下面给出谐振子形式势能的传播子一
般形式。

Van Vleck-Plauli公式

对于势能是坐标的二次型的情况，传播子由下式给出：

𝐾 (𝑥 𝑓 , 𝑡 𝑓 ; 𝑥𝑖, 𝑡𝑖) =
√

𝑖

2𝜋ℏ
𝜕2𝑆𝑐
𝜕𝑥 𝑓 𝜕𝑥𝑖

𝑒
𝑖
ℏ𝑆𝑐 (6.95)

这个 𝑆𝑐 就是经典情况下的作用量，利用经典情况下的粒子运动轨迹
积分后写成初末态坐标 (𝑥 𝑓 , 𝑡 𝑓 ; 𝑥𝑖, 𝑡𝑖)的函数形式。

对于 𝑉 (𝑥) = 1
2𝑚𝜔

2𝑥2的谐振子，经典路径是 𝑥𝑐 = 𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜙)，初末坐
标取 (𝑥 𝑓 , 𝑡; 𝑥𝑖, 0)，那么经典作用量：40

𝑆𝑐 =
∫ 𝑡

0
𝐿 (𝑥𝑐, ¤𝑥𝑐, 𝑡) d𝑡

=
∫ 𝑡

0

1
2
𝑚𝜔𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) − 1

2
𝑚𝜔2𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜙) d𝑡

=
1
2
𝑚𝜔2𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) − 1

2
𝑚𝜔2𝐴 cos(𝜙) + 1

2
𝑚𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜙) − 1

2
𝑚𝐴 sin(𝜙)

=
𝑚𝜔

2
(𝑥2

𝑓 + 𝑥2
𝑖 ) cos𝜔𝑡 − 2𝑥 𝑓 𝑥𝑖

sin𝜔𝑡
(6.96)

代入上面给的公式我们便得到了谐振子的传播子：

𝐾 (𝑥 𝑓 , 𝑡; 𝑥𝑖, 0) = 𝑒𝑖𝑆𝑐/ℏ
√

𝑚𝜔

2𝜋𝑖ℏ sin𝜔𝑡
(6.97)

40注意最后经典作用量中可以含 𝜔这种势能自带的常数参数，但是经典路径依赖于初始条件的积
分常数 𝐴, 𝜙这些就不能有。要先根据初末坐标把经典路径先定下来。
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式中 𝑆𝑐 由6.96给定。
费曼路径积分来解决一般的量子力学问题那简直是杀鸡用牛刀，不过

量子场论没了它还是真不行。



第七章 定态微扰论

理论上讲, 对于任何一个量子力学问题, 我们只要求解出来它的薛定谔
方程问题就差不多解决了。但是从 §5.2中我们就发现这样做对于绝大多数
情况下是不可行的, 比如氢原子我们能得到精确解, 但是哪怕是只多了一个
电子, 由于相互作用的存在, 我们也无能为力。所以后面要讲的一些近似方
法就是在这样的背景下提出来的。如果任何方程都可以很简单的找到精确
解,我们也不必要花这么多时间去费力的讨论一些只是近似的处理方法。
这一章要介绍的是微扰论 (Perturbation theory), 经典力学里面天体问

题我们也接触过, 那里叫摄动法, 其实英文和微扰是一样的。据说最先是由
波恩引入量子力学的, 因为他做过一些天体物理, 而那个时候摄动法早就已
经广泛的用于天体物理分析了。

7.1 非简并微扰论

现在假设对于某个体系,哈密顿算符为 �̂�0,定态薛定谔方程为：

�̂�0 |𝜓0
𝑛〉 = 𝐸0

𝑛 |𝜓0
𝑛〉 (7.1)

现在假设对体系做一个小扰动,哈密顿算符变为：

�̂� = �̂�0 + 𝜆�̂� ′ (𝜆 � 1)

这一点可以这么理解, 比如我们考虑一个无限深势阱, 但是这次势阱的
底部“鼓起来了一点”,我们对于无限深势阱本身是很好求解的,也就是
说对于哈密顿量 �̂�0, 很容易下手, 对于真实要求解的那个系统, 由于变
化不大, 所以说哈密顿量之变化了一个很小的量, 也就是这里的 �̂� ′。后
面的推导就告诉我们,这样去做使得我们只需要在原来的无限深势阱模
型上加上一个小的修正就能达到很好的近似效果了。另外比如说氦原子
里面的双电子体系,我们说过两个电子之间的相互作用会让问题变得极
为复杂, 但是如果两个电子之间没有相互作用, 这个问题就是单纯的两
个独立的氢原子问题,波函数求出来之后求乘积就好。这个时候电子之
间的相互作用就可以看作是 �̂� ′。

172
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显然系统真实的解 |𝜓𝑛〉、𝐸𝑛 是和微扰参数 𝜆 有关的, 我们便可以将它
们按照 𝜆的幂级数展开：

|𝜓𝑛〉 = |𝜓0
𝑛〉 + 𝜆 |𝜓1

𝑛〉 + 𝜆2 |𝜓2
𝑛〉 + · · · 𝐸𝑛 = 𝐸

0
𝑛 + 𝜆𝐸1

𝑛 + 𝜆2𝐸2
𝑛 + · · · (7.2)

代入定态薛定谔方程并整理后有1：

𝐻0 |𝜓0
𝑛〉 + 𝜆

(
𝐻0 |𝜓1

𝑛〉 + 𝐻 ′ |𝜓0
𝑛〉

)
+ 𝜆2 (

𝐻0 |𝜓2
𝑛〉 + 𝐻 ′ |𝜓1

𝑛〉
)
+ · · ·

= 𝐸0
𝑛 |𝜓0

𝑛〉 + 𝜆
(
𝐸0
𝑛 |𝜓1

𝑛〉 + 𝐸1
𝑛 |𝜓0

𝑛〉
)
+ 𝜆2 (

𝐸0
𝑛 |𝜓2

𝑛〉 + 𝐸1
𝑛 |𝜓1

𝑛〉 + 𝐸2
𝑛 |𝜓0

𝑛〉
)
+ · · ·

(7.3)
根据泰勒展开的唯一性, 我们知道式子两边 𝜆 次数对应相同项要相等。

对于 𝜆0结果很平凡,我们现在只考虑一阶修正 2：

𝐻0 |𝜓1
𝑛〉 + 𝐻 ′ |𝜓0

𝑛〉 = 𝐸0
𝑛 |𝜓1

𝑛〉 + 𝐸1
𝑛 |𝜓0

𝑛〉 (7.4)

式子两边左乘 〈𝜓0
𝑛 |:

〈𝜓0
𝑛 |�̂� ′ |𝜓0

𝑛〉 + 〈𝜓0
𝑛 |�̂�0 |𝜓1

𝑛〉 = 𝐸1
𝑛 〈𝜓0

𝑛 |𝜓0
𝑛〉 + 𝐸0

𝑛 〈𝜓0
𝑛 |𝜓1

𝑛〉

利用态的归一化和下面的连等式 (注意到哈密顿算符是厄米算符,本征值都
是实数)：

〈𝜓0
𝑛 | �̂�0 =

(
�̂�0 |𝜓0

𝑛〉
)†

= 𝐸0
𝑛 〈𝜓0

𝑛 |

最终得到：

𝐸1
𝑛 = 〈𝜓0

𝑛 |�̂�′|𝜓0
𝑛〉 = 〈�̂�′〉

0
𝑛 (7.5)

上面就是很重要的一阶能量修正公式, 我们下一步就是去计算对于波
函数的一阶修正。
首先将7.4改写为：(

�̂�0 − 𝐸0
𝑛

)
= −

(
�̂� ′ − 𝐸1

𝑛

)
|𝜓0

𝑛〉 (7.6)

根据上面的推导, 上式右边我们已经完全确定, 所以问题的关键就是再
去解上面的这个微分方程。当然,这也绝非易事,我们注意到 {|𝜓0

𝑛〉}是一个
正交完备基3那么 |𝜓1

𝑛〉实际上就可以在这个基下展开为 |𝜓1
𝑛〉 =

∞∑
𝑚=1

𝑐 (𝑛)𝑚 |𝜓0
𝑚〉,

我们把这个式子代入方程,便可以充分利用方程的线性简化计算。
1其实一直到这里数学都很不严谨, 特别是最后还涉及到一个级数之间的求积, 这必须要求级数都

绝对收敛。
2特别注意：我们后面所有的 �̂�′ 和 𝐸1

𝑛, 𝐸
2
𝑛, . . . 其实指的都是上面的 𝜆�̂�′, 𝜆𝐸1

𝑛, 𝜆
2𝐸2

𝑛, . . .。也就是
说令 𝜆 = 1 或者说把这个微扰因子直接吸收进微扰项了。直接说 𝜆 = 1 可能不太理解, 因为前面
提到他是远小于 1 的, 其实如果你观察的够仔细的话, 我们若是直接这么去求, 最后还需要将结果前
面乘上 𝜆, 𝜆2, . . . 这些因子。所以我们还不如就把这些因子提前纳入修正项, 哈密顿算符就直接写成
�̂� = �̂�0 + �̂�′,对于波函数亦然。而前面我们那么写是为了让我们方便理解后面的一阶二阶修正的方
程是怎么来的。要是还不理解就想象成麦克劳林级数在 1处取值吧。

3我们总可以取成这个样子。
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把这个 |𝜓1
𝑛〉的展开式代入7.4并将等式两边左乘 〈𝜓0

ℓ |:45
∞∑
𝑚

𝑐 (𝑛)𝑚 〈𝜓0
ℓ |�̂�0 − 𝐸0

𝑛 |𝜓0
𝑚〉 = − 〈𝜓0

ℓ |�̂� ′ − 𝐸1
𝑛 |𝜓0

𝑛〉 (7.7)

把这个式子展开,并且注意到 〈𝜓0
ℓ |�̂�0 |𝜓0

𝑚〉 = 𝐸0
ℓ𝛿𝑚ℓ ,可以得到：

𝑐 (𝑛)ℓ

(
𝐸0
ℓ − 𝐸0

𝑛

)
𝛿𝑛ℓ = − 〈𝜓0

ℓ |�̂� ′ − 𝐸1
𝑛 |𝜓0

𝑛〉 (7.8)

对于 𝑛 = ℓ的情况,上面的式子等价于7.5,从中得不到任何有用的信息。
现在着重看一下 𝑛 ≠ ℓ的情况,直接得出：

𝑐 (𝑛)𝑚 =
〈𝜓0

ℓ |�̂� ′ |𝜓0
𝑛〉

𝐸0
𝑛 − 𝐸0

ℓ

𝑛 = ℓ的情况 (也即求解 𝑐 (𝑛)𝑛 )可以根据归一化条件得出：6

1 = 〈𝜓𝑛 |𝜓𝑛〉 = 〈𝜓0
𝑛 + 𝜓1

𝑛 + O|𝜓0
𝑛 + 𝜓1

𝑛 + O〉
= 〈𝜓0

𝑛 |𝜓0
𝑛〉︸   ︷︷   ︸

=1

+
(
〈𝜓0

𝑛 |𝜓1
𝑛〉 + 〈𝜓1

𝑛 |𝜓0
𝑛〉

)
+ O

也即
𝑐 (𝑛)𝑛 + 𝑐 (𝑛)𝑛 = 0⇒ 𝑐 (𝑛)𝑛 = 𝑖𝛾 (𝛾 � 1)

也就是说这一项系数是一个
:::::::
纯虚数, 那么考虑一阶修正后的波函数可以写

成：

|𝜓𝑛〉 � |𝜓0
𝑛〉 + 𝑖𝛾 |𝜓0

𝑛〉 +
∞∑

𝑚≠𝑛

𝑐 (𝑛)𝑚 |𝜓0
𝑚〉

� 𝑒𝑖𝛾𝜆 |𝜓0
𝑛〉 +

∞∑
𝑚≠𝑛

𝑐 (𝑛)𝑚 |𝜓0
𝑚〉

我们说过, 态矢量的相位因子具有任意性, 两个
:::::::
成比例的态之间是不可

区分的。那么这里我们给 |𝜓𝑛〉乘上 𝑒𝑖𝛾 不会有任何影响,不仅消去了零级波
函数前面的相位因子,而且还对第二项在一阶上没有任何影响。所以无论 𝛾
的选取如何,最终得到的 |𝜓𝑛〉 都只差了一个相位因子,没有任何区别。所以
我们还不如直接取 𝛾 = 0,这样 |𝜓1

𝑛〉 和 |𝜓1
𝑛〉 之间还是正交的,有利于后面的

讨论。

4其实这一步是非常容易想到的, 我们其实就是想去求第 ℓ 个分量, 而这恰恰就是与基底做内积可
以得到的。

5下面的推导不采用 Einstein求和约定。
6这里 O 表示更高阶的小量,这里我们只保留到一阶 〈𝜓1

𝑛 |𝜓0
𝑛〉, 〈𝜓1

𝑛 |𝜓1
𝑛〉是高一阶的小量
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综上所述,波函数的一阶修正便为：

|𝜓1
𝑛〉 =

∞∑
𝑚≠𝑛

〈𝜓0
𝑚 |�̂�′|𝜓0

𝑛〉
𝐸0
𝑛 − 𝐸0

𝑚

|𝜓0
𝑚〉 (7.9)

这里问题就出现了, 对于非简并问题, 也就是说7.1确定的量子态 |𝜓0
𝑛〉,

不存在能级简并现象, 𝑛 ≠ 𝑚 ⇔ 𝐸𝑛 ≠ 𝐸𝑚。我们最后得出来的等式就是自洽
的。但是一旦能级简并现象存在,我们这么解就会出现除 0问题！这就是我
们下一节会讨论的问题。
最后简要说一下二阶修正, 绝大多数情况下只要考察一阶其实就够了。

根据7.3:
𝐻0 |𝜓2

𝑛〉 + 𝐻 ′ |𝜓1
𝑛〉 = 𝐸0

𝑛 |𝜓2
𝑛〉 + 𝐸1

𝑛 |𝜓1
𝑛〉 + 𝐸2

𝑛 |𝜓0
𝑛〉

跟之前
::::::::::
一模一样的推导方法, 我们得到能量的二阶修正项, 那个波函数的修

正表达式太 dirty了,之后先用现查 (推)吧。

𝐸2
𝑛 =

〈
𝜓0
𝑛

��� �̂�′ ���𝜓1
𝑛

〉
=
∞∑
𝑚≠𝑛

��〈𝜓0
𝑚

�� �̂�′ ��𝜓0
𝑛

〉��2
𝐸0
𝑛 − 𝐸0

𝑚

(7.10)

现在对7.9和7.10做一点说明：所谓非简并微扰,是说我们想去修正的那
个 𝐸0

𝑛是非简并的,其它的 𝐸0
𝑚可以简并;我们推导过程中考虑了最简单的情

况,也就是其它所有 𝐸0
𝑚也是简并的,如果不是,那么7.9和7.10中对于 𝑚求和

应该理解为对 𝐸0
𝑚的本征子空间 𝑔𝑚的所有基矢量求和。

另外,其实非简并微扰论还有一个隐含的适用条件就是矩阵元 〈𝜓0
𝑚 |�̂� ′ |𝜓0

𝑛〉
相比于能级间距 Δ𝐸 ≡ 𝐸0

𝑛 − 𝐸0
𝑚 是很小的,否则7.9可能不收敛, 𝐸1

𝑛 给予不了
我们任何信息,这时候就还是要使用简并微扰论了。
最后,我们来考虑一下一般的物理量 Ω的微扰：

〈Ω̂〉 =
〈
𝜓𝑛

�� Ω̂ ��𝜓𝑛

〉
=

〈
𝜓0
𝑛 |Ω̂|𝜓0

𝑛

〉
+ 𝜆

[〈
𝜓1
𝑛 |Ω̂|𝜓0

𝑛

〉
+

〈
𝜓0
𝑛 |Ω̂|𝜓1

𝑛

〉]
+ 𝜆2(· · · ) + · · ·

⇒
〈
Ω̂𝑛

〉1
= 2Re

[〈
𝜓0
𝑛

�� Ω̂ ��𝜓1
𝑛

〉]
再根据7.9我们得到：7

〈Ω〉1 = 2 Re
∑
𝑚≠𝑛

〈
𝜓0
𝑛 |Ω̂|𝜓0

𝑚

〉 〈
𝜓0
𝑚 |𝐻 ′ | 𝜓0

𝑛

〉
𝐸0
𝑛 − 𝐸0

𝑚

(7.11)

7显然这里就只适用于非简并微扰论了, 或者说对于非简并微扰, 上式中的 𝜓0 是求出来的零级波
函数,这个情况下非简并微扰与简并微扰后面的计算是如出一辙的
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7.2 简并微扰论

前面讨论的微扰方法适用的关键是在 𝜆 ∼ 0时, |𝜓0〉 和 𝐸0 的变化要很
微小,这样 |𝜓(𝜆)〉 和 𝐸 (𝜆) 才能展开成收敛的幂级数形式从而讨论。上一节
的最后我们也说明了当能级简并出现时, 会出现发散现象。对于无简并情
况, 这是显然的, 对应的态在所研究的微扰下变化肯定很小, 否则我们也不
会去谈论微扰。下面让我们在 𝐸𝑛本征子空间中讨论每个能级简并的劈裂情
况。
我们先讨论最简单的双重简并情况：

�̂�0 |𝜓0
𝑎〉 = 𝐸0 |𝜓0

𝑎〉 , �̂�0 |𝜓0
𝑏〉 = 𝐸0 |𝜓0

𝑏〉 , 〈𝜓0
𝑎 |𝜓0

𝑏〉

对于多重简并,显然对于 |𝜓0〉有无穷多种不同的选择方式：

|𝜓0〉 = 𝛼 |𝜓0
𝑎〉 + 𝛽 |𝜓0

𝑏〉

你能确保所有的这些选择都在微扰下变化量很小吗？如果是,那计算能级微
扰就和前面算法一模一样, 但是重点就是我们并非事先能判断出哪个态是
我们找寻的进行微扰的态8。
下面我们先用一个可以精确求解的例子来说明简并情况下的微扰。

考虑二维简谐振子：

�̂�0 =
𝑝2

2𝑚
+ 1

2
𝑚

(
𝑥2 + 𝑦2)

考虑一个存在交叉项的微扰：

�̂� ′ = 𝜖𝑚𝜔2𝑥𝑦

二维简谐子问题就是两个一维谐振子问题,我们下面考虑未扰动问题的
第一激发态,这是一个二重简并,可以取这个子空间的基矢为：

|𝜓0〉 = |𝜓0
0〉𝑥 |𝜓

0
1〉𝑦 =

√
2
𝜋

𝑚𝜔

ℏ
𝑦𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ (𝑥2+𝑦2)

|𝜓0〉 = |𝜓0
1〉𝑥 |𝜓0

0〉𝑦 =
√

2
𝜋

𝑚𝜔

ℏ
𝑥𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ (𝑥2+𝑦2)

为了精确求解这个问题,我们作换元：

𝑥 =
𝑥 ′ + 𝑦′
√

2
, 𝑦 =

𝑥 ′ − 𝑦′
√

2

8后面会介绍一种可直接判断的方法。
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哈密顿量便可以写为：

�̂� = �̂�0 + �̂� ′ = 1
2𝑚

(
𝜕2

𝜕2𝑥 ′
+ 𝜕2

𝜕2𝑦′

)
+ 1

2
𝑚(1 + 𝜖)𝜔2𝑥 ′2 + 1

2
𝑚(1 − 𝜖)𝜔2𝑦′2

哈密顿量中的二次型化为了标准型, 在这个相当于旋转后的坐标下, 又
可以看作是两个独立的简谐振子：

𝜓𝑚𝑛(𝑥 ′, 𝑦′) = 𝜓+𝑚(𝑥 ′)𝜓−𝑛 (𝑦′), 𝐸 =

(
𝑚 + 1

2

)
𝜔+ℏ +

(
𝑛 + 1

2

)
𝜔−ℏ

上式中的上标 ±标识角频率为 𝜔± =
√

1 ± 𝜖𝜔。
现在我们重点来看第一激发态, 也即 𝑚 + 𝑛 = 1, 显然随着微扰程度

的增大,简并会慢慢消除为两个能量相差越来越大的两个态 (7.1的 𝐸0
3情

形), 𝜓01 = 𝜓+0 (𝑥 ′)𝜓−1 (𝑦′)和 𝜓10 = 𝜓+1 (𝑥 ′)𝜓−0 (𝑦′)。尝试计算下面两个极限：

lim
𝜖→0

𝜓01(𝑥, 𝑦) =
𝑥 − 𝑦
√

2

√
2
𝜋

𝑚𝜔

ℏ
𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ (𝑥2+𝑦2)

lim
𝜖→0

𝜓10(𝑥, 𝑦) =
𝑥 + 𝑦
√

2

√
2
𝜋

𝑚𝜔

ℏ
𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ (𝑥2+𝑦2)

可以发现它们并不等于 𝜓0
𝑎 或是 𝜓0

𝑏,而是：

𝜓0(𝑥, 𝑦) =
𝜓0
𝑏 ± 𝜓0

𝑎√
2

举上面的这个例子是想说明, 未微扰态和微扰态之间是连续变化的, 而
因为能级简并, 未微扰态有很多种, 而真正能进行微扰展开的就那几个, 而
这些又不是先验的。所以我们不能盲目的再像上一节一样直接随便选取一
个态做微扰。
下面这张图展现了体系微扰时可能发生的几种情况, 其中每一条曲线

上的一个点都代表一个量子态, 而一条曲线就代表未微扰态到微扰态的连
续变化。从图中可以清晰的看到简并的消除以及额外简并的出现 (𝜆1)。
下面我们假设我们已经找到了那个合适的态 |𝜓0〉 = 𝛼 |𝜓0

𝑎〉 + 𝛽 |𝜓0
𝑏〉, 其

中 𝛼和 𝛽是待定的。
那么这个时候我们在 |𝜓0〉附近进行微扰展开是合理的,根据7.4,我们依

旧可以得到一阶近似：

𝐻0 |𝜓1
𝑛〉 + 𝐻 ′ |𝜓0

𝑛〉 = 𝐸0
𝑛 |𝜓1

𝑛〉 + 𝐸1
𝑛 |𝜓0

𝑛〉
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0

E 0
4

E 0
3

E0
2

E 0
1

E(λ)

λ
1 λ

图 7.1: 简并微扰的多种情况

还是一样的套路,这次两边同时左乘 〈𝜓0
𝑎 |,得到：

𝛼 〈𝜓0
𝑎 |�̂� ′ |𝜓0

𝑎〉 + 𝛽 〈𝜓0
𝑎 |�̂� ′ |𝜓0

𝑏〉 = 𝐸1𝛼

同理,两边同时左乘 〈𝜓0
𝑏 |,得到：

𝛼 〈𝜓0
𝑏 |�̂� ′ |𝜓0

𝑎〉 + 𝛽 〈𝜓0
𝑏 |�̂� ′ |𝜓0

𝑏〉 = 𝐸1𝛽

我们定义𝑊𝑖 𝑗 ≡
〈
𝜓0
𝑖 |𝐻 ′ | 𝜓0

𝑗

〉
, (𝑖, 𝑗 = 𝑎, 𝑏), ,我们可以将上面的方程写成矩阵

形式： (
𝑊𝑎𝑎 𝑊𝑎𝑏

𝑊𝑏𝑎 𝑊𝑏𝑏

)
︸            ︷︷            ︸

W

(
𝛼
𝛽

)
= 𝐸1

(
𝛼
𝛽

)
(7.12)

也就是说, 我们要计算能级的一阶修正, 先在简并态子空间中选取任意
一组基底 |𝜓0

𝑎〉 , |𝜓0
𝑏〉, 然后依次写出 �̂� ′ 的矩阵元, 并排列成矩阵 W, 它的本

征值便是 𝐸1,顺带算出来的本征矢就是 |𝜓0〉。9

𝐸1
± =

1
2

[
𝑊𝑎𝑎 +𝑊𝑏𝑏 ±

√
(𝑊𝑎𝑎 −𝑊𝑏𝑏)2 + 4 |𝑊𝑎𝑏 |2

]
(7.13)

如果我们运气很好, |𝜓0
𝑎〉 和 |𝜓0

𝑏〉 恰好就是能够在附近直接微扰展开的
态,显然,它们将W对角化。这个时候会发现

𝐸1
+ = 𝑊𝑎𝑎 =

〈
𝜓0
𝑎 |𝐻 ′ | 𝜓0

𝑎

〉
, 𝐸1

− = 𝑊𝑏𝑏 =
〈
𝜓0
𝑏 |𝐻 ′ | 𝜓0

𝑏

〉
9但是注意了,如果计算出来W两个本征值相等,这个时候依然无法确定 |𝜓0〉,这个时候就要去认

真考虑 |𝜓〉的修正了 (需要使用高阶简并微扰理论)。好在很多情况下研究能级修正就够了。
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这就是我们在非简并情况下的计算公式！也印证了前面说的, 如果选取的
|𝜓0〉合适,后面的推导和非简并情况是完全一致的。
从上面的一系列推导来看, 计算能级微扰最简单的方法就是先知晓正

确的 |𝜓0〉。那有没有一种方式, 能在我们没有求解之前, 就能
:::::
猜出那些合适

的 |𝜓0〉？下面这个定理比较常用。

Good State

如果算符 �̂�与哈密顿算符 �̂�0, �̂� ′均对易, |𝜓0
𝑎〉与 |𝜓0

𝑏〉是 �̂�与 �̂�0的共
同本征矢,即：

𝐴 |𝜓0
𝑎〉 = 𝜇 |𝜓0

𝑎〉 , 𝐴 |𝜓0
𝑏〉 = 𝑣 |𝜓0

𝑏〉 , and 𝜇 ≠ 𝑣

那么 |𝜓0
𝑎〉和 |𝜓0

𝑎〉就是我们要找的合适的 |𝜓0〉(good states)。

根据对易性不难发现在这个基底下𝑊𝑎𝑏 = 𝑊𝑏𝑎 = 0，所以这个定理实际
上是在提前将W矩阵进行对角化，当然，前提是 𝐴自身不简并，否则一般
只能将W分块对角化。与找 CSCO类似，𝐴简并的时候我们可以引入另一
个和 𝐴, 𝐻 ′都对易的 𝐵，来进一步对角化W矩阵。
那问题又来了,怎么确定那个 �̂�呢？回忆一下第六章,讨论系统的对成

性, 我们知道每一种对称操作对应一个算符, 宇称算符、平移算符、旋转算
符, 而系统具有的每一种对称性又对应其中某一种算符与 �̂� 的对易性。而
系统的对称性我们是可以很直观地通过哈密顿量看出来的。

多重简并情况

这个推广就很显然了,对于最一般的 n重简并的态,只要先选取一套 �̂�0

对应这个能级的本征子空间正交基。写出对应的 𝑊 矩阵, 然后求其本征值
得能级一阶修正,求其本征矢得零级波函数 |𝜓0〉。不同的只是这里我们要处
理更复杂的 𝑛 × 𝑛矩阵罢了。
现在总结一下，对于简并微扰情况，我们面对的态矢为 |𝑛; 𝜏〉，这里 𝑛

和 𝜏一般情况下不是单个量子数，而是一组量子数，其中 𝑛与能量对应，𝜏
是在 𝐸𝑛 简并本征空间中标记基矢的。我们之后要做的无非就是要计算 𝐸𝑛

的能级劈裂，就在其本征空间中讨论，然后写出对应的W矩阵，本征值就
是微扰能量一级修正，本征矢就是对应的零级波函数 (简并完全消除时)。
不过我们计算上可以寻求一些简化，求𝑊 矩阵本征值过程无非就是在

进行对角化，如果我们事先选择的基底 |𝑛; 𝜏〉 已经足够好，直接就将 𝑊 对
角化了呢？那这样实际上我们就可以当作是非简并微扰论来处理了，这样
新选择的一组量子数就是“好量子数”。选择量子数来描述量子态的过程无
非就是在找寻一组 CSCO，{ �̂�, �̂�, . . .}，用它们的共同本征矢构成基底。10那

10这一组力学量中不必包括哈密顿量，那时前面描述能量的量子数 𝑛 就是通常情况下单一的量子
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问题现在变为如何选取这一组力学量，首先我们是在 𝐸𝑛 本征空间中讨论
能级劈裂问题，所以承担 𝑛，也就是描述能量的量子数对𝑊 矩阵没啥影响，
也就是说这一部分量子数你咋选都没关系，重点是后面的 𝜏，不难证明，你
只要选取的承担 𝜏的那部分力学量和微扰 𝐻 ′也对易则𝑊 矩阵自然对角化，
问题就轻松很多了。但一般情况下没这么好找，最多只能找到 𝜏 中的一部
分和 𝐻 ′是对易的，但那其实也可以轻松很多，𝑊 矩阵这时就是分块对角化
的了，你就可以在更小的子空间里面讨论问题。11

Feynman-Hellmann定理

Feynman-Hellmann定理

如果哈密顿量 �̂� (𝜆)依赖于某个参数 𝜆,那么定态波函数 𝜓𝑛(𝜆)和对应
的能级 𝐸𝑛(𝜆)都会依赖于 𝜆,而且有下面等式成立：

𝑑𝐸𝑛

𝑑𝜆
=

〈
𝜓𝑛

���� 𝑑�̂�𝑑𝜆 ����𝜓𝑛

〉
(7.14)

其中 𝐸𝑛 这一能级是不简并的, 或者简并, 但是 𝜓𝑛 为 𝜆 微扰时的零级
波函数。

此定理有很多种不同的证明方式, 实际上根据前面学的微扰论可以作
如下证明：

Proof:

�̂� (𝜆 + Δ𝜆) = �̂� (𝜆) + 𝑑�̂�
𝑑𝜆

Δ𝜆 + O(Δ𝜆)

我们便可以通过微扰论得到能量的一阶修正：

𝐸 ′𝑛 = 𝐸𝑛 +
〈
𝜓𝑛

���� 𝑑�̂�𝑑𝜆 ����𝜓𝑛

〉
Δ𝜆 + O(Δ𝜆)

上面的式子也等价于

Δ𝐸𝑛 =

〈
𝜓𝑛

���� 𝑑�̂�𝑑𝜆 ����𝜓𝑛

〉
Δ𝜆 + O(Δ𝜆)

我们把上式两边同时除以 Δ𝜆,再取 Δ𝜆→ 0的极限便得到了7.14。

数。
11张永德,张涵. 各种强度均匀磁场下氢原子定态问题统一求解 [J].大学物理, 1997, 16(12):3.

http://www.cnki.com.cn/Article/CJFDTotal-DXWL712.001.htm
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7.3 氢原子的精细结构

第四章中我们详细考虑过氢原子的能级问题, 而且指出每个能级的简
并态有 𝑛2 个。但实际上不是这样的, 首先由于质子并不是不“动”的, 所
以实际上我们需要把能级公式中的 𝑚𝑒 换成约化质量 𝜇, 但是这个问题很
trivial, 修正量很小, 而且并不会引发能级消除, 也即改变能级结构。我们重
点考虑的是其它效应, 首先说明, 我们下面的所有计算其实在相对论量子力
学中 (利用 Dirac方程)都可以严格求解。
在行星公转问题中, 比如著名的水星近日点偏移效应, 就是同时考虑了

广义和狭义相对论的修正结果。同样在量子力学中, 我们也有相对论修正,
但是我们只考虑狭义相对论。
未考虑修正的氢原子能谱称为玻尔能级 (Bohr energies)；考虑了狭义相

对论效应和电子自旋轨道耦合效应共同的修正称为氢原子的精细结构 (Fine
structure)；进一步考虑电磁场的量子化效应的修正后称为兰姆移位 (Lamb
shift)；更进一步考虑电子与质子之间的偶极矩的磁相互作用后称为超精细
结构 (hyperfine structure)。
我们定义氢原子的精细结构常数:

𝛼 ≡ 𝑒2

4𝜋𝜖0ℏ𝑐
≈ 1

137.036
(7.15)

下面这张表总结了不同效应带来的修正的数量级：

Bohr energies: of order 𝛼2𝑚𝑒𝑐
2

Fine structure: of order 𝛼4𝑚𝑒𝑐
2

Lamb shift: of order 𝛼5𝑚𝑒𝑐
2

Hyperfine splitting: of order (𝑚𝑒/𝑚𝑝)𝛼4𝑚𝑒𝑐
2

相对论修正

首先注意到相对论动力学中的与外场相互作用的粒子的拉格朗日量可
以写成下面的形式12：

L = −𝑚𝑐2

√
1 − v2

𝑐2 𝑒
Φ(x,𝑡) (7.16)

首先我们考虑的电磁相互作用能实际上是远小于 𝑚𝑐2 的, 所以后面的指数
项可以考虑 Φ(x, 𝑡) = 𝑉 (x,𝑡)

𝑚𝑐2 � 1近似后得到：13

L = −𝑚𝑐2

√
1 − v2

𝑐2 −𝑉 (x, 𝑡) + 𝑚𝑐
2 (7.17)

12具体可以看刘川老师的《理论力学讲义》
13注意这里我在后面加上了一个常数项 𝑚𝑐2,它表示的是粒子的静止质能,加上这一项之后,后面考

虑能级修正的时候就不会整体加上一个碍事的静止质能了。



第七章 定态微扰论 182

据此可以计算出正则动量：

P ≡ 𝜕L
𝜕v

=
𝑚v√
1 − v2

𝑐2

最后利用勒让德变换计算哈密顿量：

H = P · v − L
=
√

P2𝑐2 + 𝑚2𝑐4 +𝑉 (x) − 𝑚𝑐2

≈ 𝑃2

2𝑚
− 𝑃4

8𝑚3𝑐2 +𝑉 (x)

所以我们得知相对论修正导致的哈密顿量微扰为:

𝐻𝑠𝑟 = −
𝑃4

8𝑚3
𝑒𝑐

2

现在因为 �̂�0, 𝐻𝑠𝑟 都是具有球对称性的,也即与 𝐿2,L均对易,所以之前我们
计算 Bohr能级时得到的态 |𝑛ℓ𝑚〉 就可以作为正确的零级波函数使用, 使得
W矩阵对角化,便可以直接使用非简并微扰论的公式计算了。

𝐸 𝑠𝑟
𝑛 = 〈𝑛ℓ𝑚 |𝐻𝑠𝑟 |𝑛ℓ𝑚〉

= − 1
8𝑚3

𝑒𝑐
2 〈𝑃

2𝜓𝑛ℓ𝑚 |𝑃2𝜓𝑛ℓ𝑚〉

= − 1
2𝑚𝑒𝑐2 〈(𝐸𝑛 −𝑉)2〉

= − 1
2𝑚𝑒𝑐2

[
𝐸2
𝑛 − 2𝐸𝑛

𝑒2

4𝜋𝜖0

〈
1
𝑟

〉
+

(
𝑒2

4𝜋𝜖0

)2 〈
1
𝑟2

〉]
第二个等号利用了 𝑃2的厄米性,第三个等号利用了薛定谔方程：

𝑃2𝜓𝑛ℓ𝑚 = 2𝑚𝑒 (𝐸𝑛 −𝑉)𝜓𝑛ℓ𝑚

比较棘手的就是这里计算 〈𝑟𝜈〉,不过好在已经有人替我们仔细考虑过了14:

〈𝑟𝜈〉 =
( 𝑛
2𝑍

)𝜈
〈𝜚𝜈〉 =

( 𝑛
2𝑍

)𝜈 𝐽 (𝜈+1)𝑛+𝑙,2𝑙+1

𝐽 (1)𝑛+𝑙,2𝑙+1

(7.18)

其中：

𝜚 ≡ 2𝑍
𝑟

𝑛
, 𝑍 ≡ 𝑎 =

𝑚𝑒𝑒 ∗ 2
4𝜋𝜖0ℏ2 (Bohr radius)

14cf.Hans A. Bethe and Edwin E. Salpeter, Quantum Mechanics of One- and Two-Electron Atoms, Plenum,
New York (1977), p. 17
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𝐽 (𝜎)𝜆𝜇 ≡
1
𝜆!2

∫ ∞
𝑒−𝜚 𝜚𝜇+𝜎

[
𝐿𝜇
𝜆 (𝜚)

]2
𝑑𝜚

还有一个递推关系式也可以用来计算 〈𝑟𝑠〉:15

𝑠 + 1
𝑛2 〈𝑟

𝑠〉 − (2𝑠 + 1)𝑎 〈𝑟𝑠−1〉 + 𝑠
4

[
(2ℓ + 1)2 − 𝑠2] 𝑎2 〈𝑟𝑠−2〉 = 0

注意到这里的计算实际上是和 m无关的,因为 m存在于 𝑒𝑖𝑚𝜙 指数项中,而
这种相位项会在求机率幅时被消去。下面列出了我们需要的几个公式：〈

1
𝑟

〉
=

1
𝑛2𝑎

,

〈
1
𝑟2

〉
=

1
(ℓ + 1/2) 𝑛3𝑎2

最终我们得到：

𝐸 𝑠𝑟
𝑛 = − 𝐸2

𝑛

2𝑚𝑒𝑐2

[
4𝑛

ℓ + 1/2 − 3
]

(7.19)

注意到现在 ℓ 所具有的简并性被完全消除了, 但是 𝑚 的简并性还完全
保留。这是因为 ℓ的简并性是源于 1/𝑟 势形式带来的额外对称性,这显然被
微扰破坏了,但是 𝑚 所具有的对称性完全是因为势的球对称性带来的,而球
对称性并未被破坏。

自旋轨道耦合效应修正

这一小节的推导中, 会引入一些半经典的量子模型, 我们最终能推导出
正确的结论, 但过程非常不严谨, 无论是从数学还是物理上都是如此。但是
这是在没有考虑相对论量子力学之前最佳的做法了。
按照经典解释, 电子围绕质子运动, 同样的, 我们可以认为质子也围绕

电子运动。那么在电子自身看来, 质子的运动就会激发出磁场, 我们将质子
的运动抽象为半径为 r的圆周运动,进而根据 B-S定理可以得知磁感应强度
为：

B =
𝜇0𝐼

2𝑟
=
𝜇0

2𝑟
· 𝑒
𝑇

=
𝜇0𝑒

4𝜋𝑟
𝜔 (7.20)

注意到电子的角动量可以写成:

L = 𝑚𝑒𝜔𝑟
2

而且 𝜖0𝜇0 = 1/𝑐2,得：
B =

1
4𝜋𝜖0

· 𝑒

𝑚𝑒𝑐2𝑟3 L (7.21)

15下式中 𝑠 ∈ Z,这个等式叫做 Kramers’relation
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由于电子的自旋效应,在磁场中电子的哈密顿量要加上一项16：

𝐻𝑜𝑠 = −𝜇 · B = −𝛾S · B (7.22)

对于电子, 我们取 𝛾 = − 𝑒
𝑚𝑒

, 别问, 问就是考虑相对论效应可以直接算出来,
和电动力学里面的相比多了一倍。
这里重点又来了, 𝐻𝑜𝑠 实际上是下面的形式：

𝐻𝑜𝑠 =
1
2
· 𝑒2

4𝜋𝜖0
· 1
𝑚2

𝑒𝑐
2𝑟3 S · L (7.23)

好像与7.22相比多了一个 1/2 因子, 这个实际上是托马斯进动效应17带来的,
如果直接使用 Dirac方程来研究问题,这个因子会自然冒出来。这里也不细
说了。
问题来了, |𝑛ℓ𝑚〉 能不能和考虑相对论修正时一样也可以直接作为 0级

波函数呢？很遗憾,因为 𝐻𝑜𝑠 与 S,L并不对易,所以我们不能这么做。但是
𝐻𝑜𝑠实际上是和 L2, S2以及 J = L+S对易的。且这时通常选取 {𝐻,L2, J2, J𝑧}
作为 CSCO,它们的共同本征矢 |𝑛ℓ 𝑗𝑚 𝑗〉 可以选取为 0级波函数。这里按照
角动量的合成理论, 𝑗 = ℓ ± 1

2 , 𝑚 𝑗 = 𝑚 ± 1
2。

J2 = (L + S) · (L + S) = L2 + S2 + 2L · S

⇒L · S =
1
2

(
J2 − L2 − S2)

⇒Eigenvalues of (L · S) = 1
2
[ 𝑗 ( 𝑗 + 1) − ℓ(ℓ + 1) − 𝑠(𝑠 + 1)]

这里对于电子, 𝑠 = 1。那么我们就知道 〈L · S〉 就是这里计算的本征值。
重点又回到了计算 〈𝑟−3〉,根据7.18:〈

1
𝑟3

〉
=

1
ℓ (ℓ + 1/2) (ℓ + 1) 𝑛3𝑎3

可是这个平均我们计算的是对于 |𝑛ℓ𝑚〉 的平均啊, 为啥这里可以直接
用？因为这里实际上我们要取的 0级波函数是

��𝑛ℓ𝑚 𝑗 ± 1
2

〉
的线性组合,类似

于利用 CG系数表来分解。然而求 〈𝑟𝜈〉 时不必关心 m取值, 所以最后得到
的均值必然是一样的。18

16详见 §4.4.3
17参见 Goldstein, Classical Mechanics, §7.3
18详细点说就是 |𝜓0〉 = 𝑎 |𝑛ℓ𝑚 𝑗 + 1

2 〉 + 𝑏 |𝑛ℓ𝑚 𝑗 − 1
2 〉,其中 𝑎2 + 𝑏2 = 1,然后根据标量算符的定义,我

们知道 𝑟𝜈 实际上是标量算符,那么计算 〈𝑟𝜈〉 = 〈𝜓0 |𝑟𝜈 |𝜓0〉 时就可以利用标量算符选择定则6.52,最终
只留下 〈𝑛ℓ‖𝑟𝜈 ‖𝑛ℓ〉,也就是这里引用的 〈𝑟𝜈〉 = 〈𝜓𝑛ℓ𝑚 |𝑟𝜈 |𝜓𝑛ℓ𝑚〉,这也是文中所说的 :::::::

与 m无关的由来。
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下面代入7.22,得到：

𝐸𝑠𝑜 =
(𝐸𝑛)2
𝑚𝑒𝑐2 ·

𝑛 [ 𝑗 ( 𝑗 + 1) − ℓ (ℓ + 1) − 3/4]
ℓ(ℓ + 1/2) (ℓ + 1)

和前面的相对论修正公式合起来之后我们就得到了能级修正公式 (一阶),与
𝑗 直接相关：

𝐸1
𝑓 𝑠 =

(𝐸𝑛)2
2𝑚𝑒𝑐2

(
3 − 4𝑛

𝑗 + 1/2

)
(7.24)

再和前面的未修正的能级公式 (Bohr energies) 合起来我们得到完整的
精细能级表达式 (仅考虑一阶修正)：

𝐸𝑛 𝑗 = −
13.6 eV
𝑛2

[
1 + 𝛼

2

𝑛2

(
𝑛

𝑗 + 1/2 −
3
4

)]
(7.25)

不仅仅与 n有关,还和总的角量子数 j有关。

自旋轨道耦合势

实际上本节所有修正都可以在Dirac方程做低能近似之后自然得到，一
个比较重要的结果是自旋轨道耦合带来的势能修正：

𝑉𝑜𝑠 =
1

4𝜋𝜀0

𝑒2

2𝑚2𝑐2
1
𝑐

𝜕𝑉

𝜕𝑟
L · S (7.26)

对于库伦势，就是前面的7.23式。后面讨论势散射问题时还会用到这个
结果。其可以在 Dirac方程做低能近似下得到。19

7.4 塞曼 (Zeeman)效应
考虑一个外加磁场 B𝑒𝑥𝑡 , 由于电子的空间自由度, 根据4.105, 哈密顿量

可以写为:
H =

1
2𝑚
(p − 𝑞A)2

注意到对于外加恒定磁场,可以在库伦规范下选取

A = −1
2

r × B𝑒𝑥𝑡

19cf.喀兴林
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然后电子由于自旋磁矩, 总的磁场的微扰哈密顿量应该还要加上一项 −𝜇𝑠 ·
B𝑒𝑥𝑡 .所以总的哈密顿量为：

𝐻 ′𝑍 = − (𝛾0L + 𝛾S) · B𝑒𝑥𝑡 +
𝑞2

8𝑚
[
𝑟2𝐵2

𝑒𝑥𝑡 − (r · B𝑒𝑥𝑡)2
]

≈ − (𝛾0L + 𝛾S)

=
𝑒

2𝑚
𝐵𝑒𝑥𝑡 (L + 2S) · k

由于我们只考虑一阶近似, 所以我们把 𝐵2 全部略去了, 最后一个等式是因
为我们考虑磁场沿着 𝑧轴方向,便于我们之后的分析。式中 𝛾 = 2𝛾0 = 𝑞/𝑚.
注意, 由于原子内部质子相对于电子运动也会产生磁场 𝐵𝑖𝑛𝑡 , 所以我们

这里实质上是精细结构和磁场作用共同作为 Bohr能级的微扰。这里有三种
情况：一是 𝐵𝑒𝑥𝑡 � 𝐵𝑖𝑛𝑡 ,这个时候我们可以把 𝐻 ′𝑍 看作微扰,而把精细能级
整体看作未微扰态；二是 𝐵𝑒𝑥𝑡 � 𝐵𝑖𝑛𝑡 这个时候精细结构的扰动占据主要地
位,所以我们把 𝐻 ′𝑓 𝑠 看作是 𝐻𝐵 + 𝐻 ′𝑍 的微扰；最后是 𝐵𝑖𝑛𝑡 ∼ 𝐵𝑒𝑥𝑡 ,这个时候
我们要把 𝐵𝑖𝑛𝑡 + 𝐵𝑒𝑥𝑡 合起来看作是微扰。

𝐵𝑒𝑥𝑡 � 𝐵𝑖𝑛𝑡

我们在前面已经解出来的氢原子精细能级的基础上继续推导, 精细结
构我们选取的量子数为 |𝑛ℓ 𝑗𝑚 𝑗〉, 对应的能级由7.25给出。由于我们考虑的
磁场是平行于 z轴的,所以很容易知道 𝐻 ′𝑍 和 𝐽𝑧, 𝐿

2都是对易的20,所以精细
结构里面的本征态可以直接取为 0级波函数。
从经典图像上看,这里 L和 S单独来看都不守恒,但是总角动量 J是守

恒量,所以最后 L, S绕着 S进动。总的来说,经典上看,自旋矢量的平均值：

S𝑎𝑣𝑒 = PrjJS =
S · J
𝐽2 J (7.27)

再根据 J = S + L可知：

J · S =
1
2

(
𝐽2 + 𝑆2 − 𝐿2)

20按照前面 §7.2的观点，这里 𝑛是 {𝑛, 𝑗}，𝜏是 𝑚 𝑗 , ℓ，当然其实还包括自旋部分量子数。
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总的态应该是张量积 |𝑛ℓ 𝑗𝑚 𝑗〉 ⊗ |𝑠, 𝑚𝑠〉,我们便可以很快写出：21

𝐸1
𝑍 =

𝑒

2𝑚
𝐵𝑒𝑥𝑡k · 〈L + 2S〉 = 𝑒

2𝑚
𝐵𝑒𝑥𝑡k · 〈J + S𝑎𝑣𝑒〉

=
𝑒𝐵𝑒𝑥𝑡

2𝑚
〈
(
1 + S · J

𝐽2

)
· 𝐽𝑧〉

=
𝑒𝐵𝑒𝑥𝑡

2𝑚

[
1 + 𝑗 ( 𝑗 + 1) + 𝑠(𝑠 + 1) − ℓ(ℓ + 1)

2 𝑗 ( 𝑗 + 1)

]
︸                                          ︷︷                                          ︸

𝑔𝐽

·𝑚 𝑗

𝐸1
𝑍 = 𝜇𝐵𝑔𝐽𝐵𝑒𝑥𝑡𝑚 𝑗 (7.28)

其中：

𝜇𝐵 ≡
𝑒ℏ
2𝑚
≈ 5.788 × 105 eV/J (7.29)

称为玻尔磁矩,𝑔𝐽 称为朗德因子 (Landé g-factor)。
综合起来, Zeeman效应下总的能级应该为 𝐸 = 𝐸 𝑓 𝑠 + 𝐸𝐵𝑜ℎ𝑟 + 𝐸1

𝑍 .

𝐵𝑒𝑥𝑡 � 𝐵𝑖𝑛𝑡

这里首先我们得讨论：

𝐻 = 𝐻𝐵𝑜ℎ𝑟 + 𝐻 ′𝑍 = 𝐻𝐵𝑜ℎ𝑟 +
𝑒

2𝑚
𝐵𝑒𝑥𝑡 (𝐿𝑧 + 2𝑆𝑧)

的本征矢, 很幸运, 原先的 |𝑛ℓ𝑚ℓ〉 无需做任何修改就可以直接作为本征矢,
只是这里对于电子的自旋态不再简并,所以我们加入 𝑆𝑧 以构成 CSCO,最终
使用 |𝑛ℓ𝑚ℓ𝑚𝑠〉 = |𝑛ℓ𝑚〉 ⊗ |𝑠 = 1

2 , 𝑚𝑠〉.对应的能级显然为：

𝐸 = −13.6 eV
𝑛2 + 𝜇𝐵𝐵𝑒𝑥𝑡 (𝑚ℓ + 2𝑚𝑠) (7.30)

很容易验证精细能级的微扰哈密顿量是和 𝐿2对易的：

𝐻 ′𝑓 𝑠 = 𝐻
′
𝑟 + 𝐻 ′𝑜𝑠 = −

𝑝4

8𝑚3𝑐2 +
𝑒2

8𝜋𝜖0
· 1
𝑚2

𝑒𝑐
2𝑟3 S · L (7.31)

看来前面整出来的本征矢又可以直接作为 0级波函数。
我们要计算 𝐸1

𝑟 ,只需要去计算 〈𝑟𝜈〉,而自旋态并不会影响它的计算结果,
所以 𝐸1

𝑟 仍由式7.19给出。

𝐸1
𝑜𝑠 =

𝑒2

8𝜋𝜖0
· 1
𝑚2

𝑒𝑐
2 ·

(〈
𝑆𝑥𝐿𝑥

𝑟3

〉
+

〈
𝑆𝑦𝐿𝑦

𝑟3

〉
+

〈
𝑆𝑧𝐿𝑧

𝑟3

〉)
21你会发现这里我们直接使用 S𝑎𝑣𝑒 替代了 S, 为了解答上的初等性我们不得不使用经典的图像去

进行推导,很多地方都处理的不太严谨,不过最终的结果都是严格正确的。
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根据 𝑆± = 𝑆𝑥 ± 𝑖𝑆𝑦 以及 𝑆± 对 𝑚𝑠 的升降作用, 以及态之间的正交性你应该
很敏锐地察觉到我们只需要去计算 𝑆𝑧𝐿𝑧 这一项就可以了。再根据7.18, 我
们最终得到：

𝐸1
𝑜𝑠 =

𝑒2

8𝜋𝜖0
· 𝑚𝑠𝑚ℓℏ2

𝑚2
𝑒𝑐

2
1

ℓ(ℓ + 1/2) (ℓ + 1)𝑛3𝑎3

最后就是根据 𝐸1, 𝛼, 𝑎之间的关系进行化简了,结果是：

𝐸1
𝑓 𝑠 =

13.6 eV
𝑛3 𝛼2

{
3
4𝑛
−

[
ℓ(ℓ + 1) − 𝑚𝑠𝑚ℓ

ℓ(ℓ + 1/2)(ℓ + 1)

]}
(7.32)

𝐵𝑒𝑥𝑡 ∼ 𝐵𝑖𝑛𝑡
这一种情况就比较繁琐了,必须写出W才行,这里我们只讨论 𝑛 = 2的

情况,其它情况类似。
我们取 |𝑛ℓ 𝑗𝑚 𝑗〉去描述量子态,这也正是我们在求解精细能级时所选取

的。注意到耦合的 | 𝑗𝑚 𝑗〉可以根据 CG系数表分解为解耦合的基底 |ℓ𝑠𝑚ℓ𝑚𝑠〉
的线性组合：

ℓ = 0 :

𝜓1 ≡
����12 1

2

〉
=

����01
2

0
1
2

〉
,

𝜓2 ≡
����12 −1

2

〉
=

����01
2

0
−1
2

〉
,

ℓ = 1 :

𝜓3 ≡
����32 3

2

〉
=

����11
2

1
1
2

〉
,

𝜓4 ≡
����32 −3

2

〉
=

����11
2
− 1
−1
2

〉
,

𝜓5 ≡
����32 1

2

〉
=

√
2/3

����11
2

0
1
2

〉
+

√
1/3

����11
2

1
−1
2

〉
,

𝜓6 ≡
����12 1

2

〉
= −

√
1/3

����11
2

0
1
2

〉
+

√
2/3

����11
2

1
−1
2

〉
,

𝜓7 ≡
����32 − 1

2

〉
=

√
1/3

����11
2
− 1

1
2

〉
+

√
2/3

����11
2

0
−1
2

〉
,

𝜓8 ≡
����12 −1

2

〉
= −

√
2/3

����11
2
− 1

1
2

〉
+

√
1/3

����11
2

0
−1
2

〉
.

因为前面计算精细能级时已知 |𝑛ℓ 𝑗𝑚 𝑗〉为 𝐻 ′𝑓 𝑠 的 0级波函数,所以W 𝑓 𝑠

只有对角线非零而且由7.25给出。进一步根据解耦后的基底可以算出总的
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W矩阵22:

−

©­­­­­­­­­­­­«

5𝛾 − 𝛽 0 0 0 0 0 0 0
0 5𝛾 + 𝛽 0 0 0 0 0 0
0 0 𝛾 − 2𝛽 0 0 0 0 0
0 0 0 𝛾 + 2𝛽 0 0 0 0
0 0 0 0 𝛾 − 2

3 𝛽
√

2
3 𝛽 0 0

0 0 0 0
√

2
3 𝛽 5𝛾 − 1

3 𝛽 0 0
0 0 0 0 0 0 𝛾 + 2

3 𝛽
√

2
3 𝛽

0 0 0 0 0 0
√

2
3 𝛽 5𝛾 + 1

3 𝛽

ª®®®®®®®®®®®®¬
这里：

𝛾 ≡
(𝛼
8

)2
13.6 eV, 𝛽 ≡ 𝜇𝐵𝐵𝑒𝑥𝑡

显然我们更感兴趣它的本征矢, 这里最终结果就直接列在下面方便查
阅：

𝜖1 = 𝐸2 − 5𝛾 + 𝛽 𝜖5 = 𝐸2 − 3𝛾 + 𝛽/2 +
√

4𝛾2 + (2/3)𝛾𝛽 + 𝛽2/4
𝜖2 = 𝐸2 − 5𝛾 − 𝛽 𝜖6 = 𝐸2 − 3𝛾 + 𝛽/2 −

√
4𝛾2 + (2/3)𝛾𝛽 + 𝛽2/4

𝜖3 = 𝐸2 − 𝛾 + 2𝛽 𝜖7 = 𝐸2 − 3𝛾 − 𝛽/2 +
√

4𝛾2 − (2/3)𝛾𝛽 + 𝛽2/4
𝜖4 = 𝐸2 − 𝛾 − 2𝛽 𝜖8 = 𝐸2 − 3𝛾 − 𝛽/2 −

√
4𝛾2 − (2/3)𝛾𝛽 + 𝛽2/4

注意到 𝛾 和 𝛽实际上分别表征了 𝐵𝑖𝑛𝑡 和 𝐵𝑒𝑥𝑡 之间的大小,所以 𝛽 � 𝛾 时退
化为7.28;𝛽 � 𝛾时退化为7.32(𝑛 = 2)。

7.5 氢原子的超精细结构

这个修正比较复杂,仅仅简要的提一下,涉及到的电动力学知识比较多,
只给出结论。23

除了质子相对于电子的运动会产生磁场, 由于质子的自旋, 质子本身也
构成了一个磁偶极子,附近会有磁场分布。质子的磁矩由下式给出：

𝜇𝑝 =
𝑔𝑝𝑒

2𝑚𝑝

Sp

这里 𝑔𝑝 实验上测得值为 5.59,根据电动力学可以写出附近磁场分布：

B =
𝜇0

4𝜋𝑟3 [3(𝜇 · 𝑟)𝑟 − 𝜇] +
2𝜇0

3
𝜇𝛿3(r) (7.33)

22计算很繁琐,要多加小心。但是不难发现这个矩阵是分块对角化的，说明我们选取的量子数部分
是好量子数 (与微扰哈密顿对易)，所以，尽可能多的选取好量子数会方便微扰计算。张永德张涵. 各
种强度均匀磁场下氢原子定态问题统一求解 [J]. , 1997, 16(12): 2-2.

23这一部分参考的是David Tong的在线讲义

http://dxwl.bnu.edu.cn/CN/abstract/abstract4031.shtml
http://dxwl.bnu.edu.cn/CN/abstract/abstract4031.shtml
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/topicsinqm.html
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根据 §4.4.3,可以写出哈密顿量的修正：

𝐻 ′hf =
𝜇0𝑔𝑝𝑒

2

8𝜋𝑚𝑝𝑚𝑒

[
3
(
S𝑝 · 𝑟

)
(S𝑒 · 𝑟) − S𝑝 · S𝑒

]
𝑟3 +

𝜇0𝑔𝑝𝑒
2

3𝑚𝑝𝑚𝑒

S𝑝 · S𝑒𝛿
3(r) (7.34)

可以发现我们之前考虑精细结构时,质子和电子角动量-自旋耦合,到了
这里就应该是自旋-自旋耦合。使用微扰论得到能量一阶修正：

𝐸1
hf =

𝜇0𝑔𝑝𝑒
2

8𝜋𝑚𝑝𝑚𝑒

〈3
(
S𝑝 · 𝑟

)
(S𝑒 · 𝑟) − S𝑝 · S𝑒

𝑟3

〉
+
𝜇0𝑔𝑝𝑒

2

3𝑚𝑝𝑚𝑒

〈
S𝑝 · S𝑒

〉
|𝜓(0) |2 (7.35)

考虑球对称的态, ℓ = 0。只要注意到下面的恒等式：∫
(a · 𝑟) (b · 𝑟) sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙 =

4𝜋
3
(a · b) (7.36)

其中 𝑟 为积分时的单位矢径：𝑟 = sin 𝜃 cos 𝜙𝚤 + sin 𝜃 sin 𝜙 𝚥 + cos 𝜃�̂� ,便可以得
出： 〈3

(
S𝑝 · 𝑟

)
(S𝑒 · 𝑟) − S𝑝 · S𝑒

𝑟3

〉
= 0

我们现在考虑基态氢原子的修正,根据4.41可以得到：

𝐸1
hf =

𝜇0𝑔𝑝𝑒
2

3𝜋𝑚𝑝𝑚𝑒𝑎3

〈
S𝑝 · S𝑒

〉
(7.37)

然后基本上就和我们求解精细结构一样了, 只是这里把电子轨道角动
量换成了电子的自旋量。首先考虑守恒的总自旋量：

S ≡ Sp + Se

类似的上式两边同时平方后有:

S2 = Sp
2 + Se

2 + 2Sp · Se ⇒ S𝑝 · S𝑒 =
1
2

(
𝑠2 − 𝑆2

𝑒 − 𝑆2
𝑝

)
(7.38)

我们知道一个粒子的自旋态由 {𝑆2, 𝑆𝑧} 构成完备集。前面解氢原子的态矢
量的时候只给出了空间部分,而自旋部分显然是 {𝑆2

𝑒, 𝑆𝑒𝑧, 𝑆
2
𝑝, 𝑆𝑝𝑧}的本征矢：〈

𝑆2
𝑝

〉
=

〈
𝑆2
𝑒

〉
=

1
2
·
(
1
2
+ 1

)
· ℏ2 =

3
4
ℏ2

根据角动量的合成理论
〈
𝑆2

〉
= 2ℏ2(triplet),

〈
𝑆2

〉
= 0(singlet),故最终基态能级

会分裂为两个：

𝐸1
hf =

4𝑔𝑝ℏ4

3𝑚𝑝𝑚2
𝑒𝑐

2𝑎4

{
+1/4, (triplet)
−3/4, (singlet) (7.39)
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实际代入数值计算可以得知两能级之差为：

Δ𝐸ℎ 𝑓
1 =

4𝑔𝑝ℏ4

3𝑚𝑝𝑚2
𝑒𝑐

2𝑎4 = 5.88 × 10−6 eV

氢原子基态在这两个超精细能级之间跃迁时便会发射出光子,波长为:

𝜈 = Δ𝐸/ℎ ≈ 1420 MHz⇒ 𝜆 = 𝑐/𝜈 ≈ 21 cm

这玩意很著名,叫 21-centimeter line,在天文观测领域特别重要,这个波
长在微波段, 所以传播过程中由于衍射, 受障碍物影响很小。另外一个比较
有名的是铯原子钟, 铯原子是类氢原子, 外层一个电子, 等效的看内层的自
旋量子数为 7

2 ,外层电子还是 1
2 不变,和上面一样,基态能量依旧会被分裂为

两个超精细能级, 考虑铯原子在这两个超精细能级的跃迁, 我们把它的同位
素 133Cs在这两个能级之间的跃迁 9192631770个周期的频率称为 1 s
最后说一下，本章中我们比较多的考虑了自旋问题，我们都是将哈密顿

量中自旋部分看作是微扰然后用定态微扰论。严格来说我们应该去解 Pauli
方程。
薛定谔方程本身，用态矢写的形式是量子力学中非常一般的原理，对

处理自旋问题也适用。如前面的讨论，处理自旋问题时我们应当认为系统
的态矢处于空间部分的态空间与内禀的自旋空间的张量积。
比如考虑最简单的非平庸自旋问题，电子的自旋空间是二维线性空间，

那一般来说其态矢量可以写成如下形式：

|𝜓〉 = |𝜓+〉 ⊗ |↑〉 + |𝜓−〉 ⊗ |↓〉

或者直接用一个列矩阵写成下面的形式：

|𝜓〉 =
(
|𝜓+〉
|𝜓−〉

)
其中上面的矢量在位置表象下对应的波函数（的模方）可以理解为测得电
子在某位置处且自旋向上的概率。
把这个一般的考虑了自旋空间的态矢代入薛定谔方程，我们面对的其

实一个矩阵方程：24

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡

(
|𝜓+〉
|𝜓−〉

)
=

(
𝐻++ 𝐻+−
𝐻−+ 𝐻−−

) (
|𝜓+〉
|𝜓−〉

)
(7.40)

其中 𝐻++是个算符，定义为 〈↑ |𝐻 | ↑〉，其他三个以此类推。
另外，不少文献中也常常使用 𝜓(r, 𝜎)表示考虑自旋后的波函数，其本

质是 〈r, 𝜎 |𝜓〉，|r, 𝜎〉是态空间和自旋空间张量积空间的基矢量，𝜎 = ±1
2，写

24或者你可以叫它“矩阵的矩阵”，因为内部的哪个态矢也可以看作是个矩阵。
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成列矩阵就是 (𝜓+(r), 𝜓−(r))T。一种比较简单的情况是态可以写成下面的形
式：

|𝜓〉 = |𝜑〉 ⊗ |𝜒〉
这个时候空间自由度和自旋自由度是完全分离的，按照前面 §4 中的记号，
波函数可以用一个比较简单的二分量旋量表示：

𝜓(r, 𝜎) = 𝜑(r)𝜒 1
2 (𝜎) = 𝜑(r)

(
𝑐1
𝑐2

)
这里 𝜒

1
2 (𝜎) 就是自旋波函数。一般情况下 𝜓 并没有 𝜑𝜒 这么简单的形

式。另外，我们用 𝜒
1
2
± 1

2
标记自旋空间中的两个基矢量，(1, 0)T和 (0, 1)T



第八章 变分法

前面的定态微扰论很方便, 也很精确, 但是我们还是要事先求出未微扰
的波函数,然后代入公式计算。1 而下面要介绍的变分法就是在我们完全不
知道,也不用知道波函数的情况下较为近似的给出基态能量大小。当然它也
可以进一步推广去求激发态,现在也有很多计算物理算法是基于此原理的

8.1 基本原理

我们假设体系的基态能量为 𝐸𝑔𝑠,基态波函数为 |𝜓0〉。方便起见,先考虑
离散谱非简并的系统, �̂� 本征矢构成的正交完备基设为 {|𝜓𝑛〉}。2

现在我们考虑态空间ℰ中的
:::::
任意一个归一化的态矢量 |𝜓〉,可以展开为:

|𝜓〉 =
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛 |𝜓𝑛〉 ,
∞∑
𝑛=0

|𝑐𝑛 |2 = 1

在没有求解方程之前, 我们完全有理由认为这个态矢量为真实的解, 我们求
一下在这个态下的能量平均值：

〈𝜓 |�̂� |𝜓〉 =
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛 〈𝜓 |�̂� |𝜓𝑛〉 =
∞∑
𝑛=0

𝐸𝑛𝑐𝑛 〈𝜓 |𝜓𝑛〉

=
∞∑
𝑛=0

|𝑐𝑛 |2𝐸𝑛 ≥ 𝐸𝑔𝑠

∞∑
𝑛=0

|𝑐𝑛 |2 = 𝐸𝑔𝑠

更一般的情况下我们不要求 |𝜓〉本身是归一化的,我们先给它归一化后再代
入计算便可以得到更为通用的形式：

𝐸𝑔𝑠 = min
[
〈𝜓 |�̂� |𝜓〉
〈𝜓 |𝜓〉

]
, 𝜓 ∈ ℰ (8.1)

1做 Griffiths的习题你就知道有多痛苦了
2对于变分法,简并和非简并情况是可以统一处理的

193
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上面这个式子可以理解为粒子找遍了态空间中所有可取的波函数, 最
后取了一个可以使得能量最小的波函数作为基态波函数, 是不是有点最小
作用量原理的味道了？那这又是怎么和变分联系起来的呢？我们刚才只是
证明了它是定态薛定谔方程的必要条件,现在验证一下充分性。
我们把 8.1的右边看成是关于 |𝜓〉的

:::::
泛函,记作 𝐸 [𝜓]。基态波函数的选

取使得 𝐸 [𝜓] 取极小值,或者说一阶变分 𝛿𝐸 [𝜓0] = 0:

𝛿𝐸 [𝜓] = 𝛿 〈𝜓 |�̂� |𝜓〉〈𝜓 |𝜓〉 =
〈𝜓 |𝜓〉 𝛿 〈𝜓 |�̂� |𝜓〉 − 〈𝜓 |�̂� |𝜓〉 𝛿 〈𝜓 |𝜓〉

〈𝜓 |𝜓〉2

上面的方程在波函数取正确的基态 |𝜓0〉时为 0,记 𝐸𝑔𝑠 = 𝐸 [𝜓0]:

〈𝛿𝜓 |�̂� |𝜓0〉 + 〈𝜓0 |�̂� |𝛿𝜓〉 = 𝐸𝑔𝑠 (〈𝜓0 |𝛿𝜓〉 + 〈𝛿𝜓 |𝜓0〉)

𝐸𝑔𝑠是常数,所以可以直接纳入 braket里面,移项整理后得到：

Re
[〈
𝛿𝜓

�� �̂� − 𝐸𝑔𝑠

��𝜓0
〉]

= 0

和我们推导 Euler-Lagrange 方程是所做的一样, 上式要对任意的 𝛿𝜓 成
立,只能有:

�̂� |𝜓0〉 = 𝐸𝑔𝑠 |𝜓0〉
而这正是基态的定态薛定谔方程！
变分问题我们近似的解的话思路就是找一堆可能的函数簇

{𝜓(𝑥;𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)}

其中 𝛼𝑖 表示参数, 我们称之为
::::::::::
试探函数。对于每个试探函数我们算一个

𝐸 [𝜓], 我们便确定了基态能量的一个上界, 而且这个上界会越来越小, 越来
越趋近于真值,我们最终计算得到的能量泛函肯定是 𝛼𝑖 的函数,我们最后取
一个最小的上界作为 𝐸𝑔𝑠的近似值就好,也就是说我们还要解方程组：

𝜕

𝜕𝛼𝑖

𝐸𝜓 [𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛] = 0, (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛)

我们选取的试探函数参数越多, 形式和 𝜓0 越接近, 近似效果就会越好,
最后看一个例子。

例：谐振子

谐振子问题 𝑉 (𝑥) = 1
2𝑚𝜔

2𝑥2 是可以精确求解的, 我们这里用变分法估
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计一下它的基态能量上界。试探函数一般取为下面的高斯函数：

𝜓(𝑥; 𝑏) = 𝐴𝑒−𝑏𝑥2 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒𝑑←−−−−−−−−− 𝐴 =

(
2𝑏
𝜋

)1/4

(8.2)

不难计算得到 〈𝜓 |�̂� |𝜓〉:

〈𝑇〉 = − ℏ2

2𝑚
|𝐴|2

∫ ∞

−∞
𝑒−𝑏·𝑥

2 𝑑2

𝑑𝑥2

(
𝑒−𝑏.𝑥

2
)
𝑑𝑥 =

ℏ2𝑏

2𝑚

〈𝑉〉 = 1
2
𝑚𝜔2 |𝐴|2

∫ ∞

−∞
𝑒−2𝑏𝑥2

𝑥2𝑑𝑥 =
𝑚𝜔2

8𝑏

〈𝐻〉 = ℏ2𝑏

2𝑚
+ 𝑚𝜔

2

8𝑏
我们选取参数 𝑏得到最小的上界：

𝜕

𝜕𝑏
〈𝐻〉 = ℏ2

2𝑚
− 𝑚𝜔

2

8𝑏2 = 0⇒ 𝑏 =
𝑚𝜔

2ℏ

这样我们便得到:
𝐸𝑔𝑠 ≤

1
2
𝜔ℏ

我们得到的不只是上界还是上确界！究其原因还是因为我们试探函数
取的好,基态波函数恰好就是8.2的形式。

变分法其实也能用于激发态的求解, 但是用起来要复杂一些, 所以很少
使用。

变分法估计第一激发态

如果 〈𝜓 |𝜓𝑔𝑠〉 = 0(normalized),那么 〈𝐻〉𝜓 ≥ 𝐸 𝑓 𝑒

这个定理的证明和前面的一个套路,这里就直接略去了。
上面的定理的关键在于去找寻与基态正交的试探波函数, 而由于我们

有时候甚至不知道基态波函数长什么样,所以用起来很难。但是当系统具有
某种对称性时,也就是说存在一个厄米算符 �̂�,有

[
�̂�, �̂�

]
= 0,那么各级波函

数可以取为他们的共同本征矢,我们若是知道了 𝐴𝜓𝑔𝑠 = 𝜆𝜓𝑔𝑠,那么根据厄米
性, 𝐴的本征值为 𝜈 ≠ 𝜆对应的本征矢一定与 𝜓𝑔𝑠 正交。比如氢原子, �̂�便是
𝐽2,角量子数 ℓ = 0说基态取值,那么我们选取 𝐽2的本征值为 ℓ = 1的本征矢
去试探便可以估计 𝐸 𝑓 𝑠 的上界。
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8.2 氦原子的基态能量

首先复习一下氦原子的哈密顿量：

𝐻 = − ℏ2

2𝑚
(
∇2

1 + ∇2
2
)
− 𝑒2

4𝜋𝜖0

(
2
𝑟1
+ 2
𝑟2
− 1
|r1 − r2 |

)
(8.3)

难以处理的地方在于电子之间的相互作用势能：

𝑉𝑒𝑒 =
𝑒2

4𝜋𝜖0

1
|r1 − r2 |

(8.4)

我们前面已经说过,如果不考虑这个势能,那么基态波函数就可以写为3：

𝜓0 (r1, r2) ≡ 𝜓100 (r1) 𝜓100 (r2) =
8
𝜋𝑎3 𝑒

−2(𝑟1+𝑟2)/𝑎 (8.5)

或许有疑问电子是费米子, 他的态按照我们前面说的应该是反对称的
才对啊？注意这里不要忘了电子的自旋态,这里波函数 𝜓0对称,而他们的自
旋态是 singlet反对称的。
上面的这个非常粗略的波函数是略去 𝑉𝑒𝑒 后哈密顿量的本征矢, 给出

的基态能量不难发现为 2 × 22𝐸1 = 8𝐸1 ≈ −109 eV, 而实验上的结果为
−78.975 eV。看来完全忽略电子之间的相互作用是不可行的, 但是这给了
我们灵感,利用变分法,或许我们可以利用8.5计算一个基态能量的上界。
把 𝐻 分解为 𝐻0 + 𝑉𝑒𝑒,前面已说过 𝐻0𝜓0 = 8𝐸1𝜓0,所以我们关键是去求

〈𝑉𝑒𝑒〉:

〈𝑉𝑒𝑒〉 =
(
𝑒2

4𝜋𝜀0

)2 (
8
𝜋𝑎3

)2 ∫
𝑒−4(𝑟1+𝑟2)/𝑎

|r1 − r2 |
𝑑3𝑟1𝑑

3𝑟2︸                       ︷︷                       ︸
𝐼

(8.6)

为了计算这个积分,我们先对 r1 积分,注意这里的积分含义,是在 r2 确
定之后对 r1 全空间积分,所以这个时候我们就可以取一个球坐标系去计算,
将这个球坐标系的 𝑧 轴方向取为 r2 方向,其余定义与通常的球坐标系一致,
我们便可以化简得到：

3参考4.41,注意这里氦原子核电荷为 2,即 𝑍 = 2,𝑎 → 𝑎
2
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𝐼 =
∫

𝑑3𝑟2𝑒
−4𝑟2/𝑎

∫ ∞

0
𝑑𝑟1𝑟

2
1𝑒
−4𝑟1/𝑎

∫ 𝜋

0

sin 𝜃𝑑𝜃√
𝑟2

1 + 𝑟2
2 − 2𝑟1𝑟2 cos 𝜃

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜙

= 2𝜋
∫

𝑑3𝑟2𝑒
−4𝑟2/𝑎

∫ ∞

0
𝑑𝑟1

𝑟1

𝑟2
𝑒−4𝑟1/𝑎min{𝑟1, 𝑟2}

=
𝜋𝑎3

8

∭ [
1 −

(
1 + 2𝑟2

𝑎

)
𝑒−4𝑟2/𝑎

]
𝑒−4𝑟2/𝑎𝑟2 sin 𝜃2𝑑𝑟2𝑑𝜃2𝑑𝜙2

=
5𝜋2𝑎5

256

再代入到8.6最终得到：

〈𝑉𝑒𝑒〉 =
5
4𝑎

(
𝑒2

4𝜋𝜀0

)
= −5

2
𝐸1 ≈ 34 eV

能量上界便为 −109 eV − (−34 eV) = −75 eV.
到这儿还不是变分法的极限,我们前面不是都是用的一簇函数吗？这里

只用了一个波函数去估计上界, 所以差异还是比较大。实际上从结果上来
看, 8.5应该和真实的基态波函数差不多了,我们只需要再加一点点改进就能
让上界更加逼近于真实值。注意到8.5这个式子蕴含着每个电子感受到的原
子核吸引为电荷 2𝑒, 但是实际上肯定不是这样, 另一个电子会排斥它, 或者
说“中和”掉了原子核的正电荷,导致最后电子感受到的原子核的核电荷数
𝑍 必然小于 2, 那我们不妨直接把 𝑍 当作是参数写下这样的一簇试探波函
数：

𝜓1 (r1, r2) ≡
𝑍3

𝜋𝑎3 𝑒
−𝑍 (𝑟1+𝑟2)/𝑎 (8.7)

这个式子就蕴含着我们刚才的思想, 由于电子之间的相互作用, 现在等
效来看原子核的核电荷数 𝑍 < 2。然后我们利用这一簇试探函数求 〈𝐻〉。
我们先再次重组一下哈密顿量：

𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2

− ℏ2

2𝑚
(
∇2

1 + ∇2
2
)
− 𝑒2

4𝜋𝜖0

(
𝑍

𝑟1
+ 𝑍
𝑟2

)
+ 𝑒2

4𝜋𝜖0

(
(𝑍 − 2)
𝑟1

+ (𝑍 − 2)
𝑟2

+ 1
|r1 − r2 |

) (8.8)

类比后不难知道8.7中有 𝐻1𝜓0 = 2𝑍2𝐸1,所以

〈𝐻〉 = 2𝑍2𝐸1 + 2(𝑍 − 2)
(
𝑒2

4𝜋𝜖0

) 〈
1
𝑟

〉
+ 〈𝑉𝑒𝑒〉 (8.9)
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根据上一章的7.18,我们知道 〈𝑟−1〉 = 𝑍/𝑎。4

𝑉𝑒𝑒 的求解和前面完全一样, 现在我们只需要把解中的 𝑎 替换为 2𝑎/𝑍
就好 (本来我们之前就是按照 𝑍 = 2去求的,相当于 𝑎先替换为了 𝑎/2,所以
这里不足为奇)。

〈𝑉𝑒𝑒〉 =
5𝑍
8𝑎

(
𝑒2

4𝜋𝜖0

)
= −5𝑍

4
𝐸1

再根据8.9得：

〈𝐻〉 =
[
2𝑍2 − 4𝑍 (𝑍 − 2) − (5/4)𝑍

]
𝐸1 =

[
−2𝑍2 + (27/4)𝑍

]
𝐸1

最后根据变分法我们得到 𝑍 = 27
16 时确定了一个最小上界为 〈𝐻〉 =

−77.5 eV。这和我们实验仅仅相差不到 1.5 eV

8.3 H2+和 H2

这一节中我们将会看到量子化学家是如何将变分原理用于键长和键能
的估计的。本节还会略去很多计算过程, 仅保留一些计算提示和计算结果,
相信我,它们并不太复杂。

H2+

这个情况简单一些, 类似于限制性三体问题, 我们假设两个质子是不动
的 (H原子核中的中子对我们的分析没有任何影响),进一步假设两个质子之
间的距离是 𝑅,这其实对应化学键键长。那么哈密顿量可以写为：

𝐻 = − ℏ2

2𝑚
∇2 − 𝑒2

4𝜋𝜀0

(
1
𝑟
+ 1
𝑟 ′

)
+
@

@
@
@

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑅
(8.10)

最后一项在 𝑅取得定值时是常数,所以们先把它给去掉,最后把这个能量加
上来就好。式中的 𝑟 和 𝑟 ′是电子与两个质子之间的距离。
我们首先考虑一个基态氢原子,电子的波函数为：

𝜓0(r) =
1
√
𝜋𝑎3

𝑒−𝑟/𝑎

化学家常常把这个称为电子的“
:::::
轨道”, 现在考虑另一个质子, 只要 𝑅

与 𝑎 相比不是太小,我们就可以认为电子的轨道没有变化,电子相对于另一
个质子应该有相同的轨道 𝜓(𝑟 ′),我们把这两个轨道进行线性组合,认为是新

48.8中的 𝐻1 和氢原子的哈密顿量相比较只是 𝑒 → 𝑍𝑒的区别,解的数学形式完全相同,根据 𝑎和 𝑒
之间的依赖关系,我们只需要将 𝑎替换成 𝑎/𝑍 就好了。
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的电子轨道,当然根据前面的说法,只有在 𝑅与 𝑎相比不是太小时我们才能
线性的这么做：

𝜓 = 𝐴𝜓0(r) + 𝐵𝜓(r′) (8.11)
当然,这里 𝑟 和 𝑟 ′可不是独立的两个坐标,我们最终要把他们在同一个坐标
系下表示。
化学家称这种方法为原子轨道线性组合 (LCAO5)。从物理上看就是有

一定逻辑的猜出了试探波函数。根据对称性, 两个质子应该有同等的地位,
所以我们进一步认为 𝐴 = 𝐵:

𝜓 = 𝐴 [𝜓0(r) + 𝜓(r′)] (8.12)

首先就是要进行归一化得到 𝐴:

1 =
∫
|𝜓 |2𝑑3r = |𝐴|2

[∫
𝜓0(𝑟)2𝑑3r

+
∫

𝜓0 (𝑟 ′)2 𝑑3r + 2
∫

𝜓0(𝑟)𝜓0 (𝑟 ′) 𝑑3r
] (8.13)

括号里面前两项都好说,都是 1,难算的在后面一个积分,选取合适的坐标系,
将两个质子安排在 𝑧轴上并用球坐标计算：

𝐼 ≡ 〈𝜓0(𝑟) | 𝜓0 (𝑟 ′)〉 =
1
𝜋𝑎3

∫
𝑒−(𝑟+𝑟

′)/𝑎𝑑3r

= 𝑒−𝑅/𝑎
[
1 +

(
𝑅

𝑎

)
+ 1

3

(
𝑅

𝑎

)2
] (8.14)

最终得到：

|𝐴|2 = 1
2(1 + 𝐼)

下面就开始根据变分法计算基态能量的上界了,首先注意到下面两个式子：(
− ℏ2

2𝑚
∇2 − 𝑒2

4𝜋𝜖0

1
𝑟

)
𝜓0(𝑟) = 𝐸1𝜓0(𝑟)(

− ℏ2

2𝑚
∇2 − 𝑒2

4𝜋𝜖0

1
𝑟 ′

)
𝜓0(𝑟 ′) = 𝐸1𝜓0(𝑟 ′)

(8.15)

那么便有：

𝐻𝜓 = 𝐴

[
− ℏ2

2𝑚
∇2 − 𝑒2

4𝜋𝜖0

(
1
𝑟
+ 1
𝑟 ′

)]
[𝜓0(𝑟) + 𝜓0 (𝑟 ′)]

= 𝐸1𝜓 − 𝐴
(
𝑒2

4𝜋𝜖0

) [
1
𝑟 ′
𝜓0(𝑟) +

1
𝑟
𝜓0 (𝑟 ′)

] (8.16)

5linear combination of atomic orbitals
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注意到： 〈
𝜓0(𝑟)

���� 1
𝑟 ′

����𝜓0(𝑟 ′)
〉
=

〈
𝜓0(𝑟 ′)

���� 1
𝑟

����𝜓0(𝑟)
〉

〈
𝜓0(𝑟)

���� 1
𝑟 ′

����𝜓0(𝑟)
〉
=

〈
𝜓0(𝑟 ′)

���� 1
𝑟

����𝜓0(𝑟 ′)
〉 (8.17)

因为这只是相当于积分变量的重新命名 𝑟 ↔ 𝑟 ′.便有：

〈𝐻〉 = 𝐸1 − 2|𝐴|2
(
𝑒2

4𝜋𝜖0

) 
〈
𝜓0(𝑟)

���� 1𝑟 ′ ����𝜓0(𝑟)
〉

︸                 ︷︷                 ︸
𝐷

+
〈
𝜓0(𝑟)

����1𝑟 ����𝜓0 (𝑟 ′)
〉

︸                 ︷︷                 ︸
𝑋


然后又是两个比较难算的积分, 不过只要知道 𝐼 怎么计算, 这两个也就简单
了：

𝐷 =
𝑎

𝑅
−

(
1 + 𝑎

𝑅

)
𝑒−2𝑅/𝑎 (8.18)

𝑋 =

(
1 + 𝑅

𝑎

)
𝑒−𝑅/𝑎 (8.19)

终于我们计算出了 〈𝐻〉,不过别忘了之前我们作为常数在之前计算中忽略的
项,也就是质子之间的电势能,这里加上来6：

𝐸𝑔𝑠 ≤
[
1 + 2

(𝐷 + 𝑋)
(1 + 𝐼)

]
𝐸1 +

𝑒2

4𝜋𝜖0

1
𝑅

(8.20)

在 𝑅 确定后我们便得到了一个基态能量的估计值, 不过由于能量越低
越稳定,所以我们倾向于 𝑅 的取值会让总能量最低。7利用上面的方程进行
数值计算可以到的最小值在 𝑅 = 1.3 Å 处取得, 这对应共价键键长。H2

+ 可
以看成基态氢原子 (能量为 −13.6 eV),和电离后的 H+(能量为 0)的结合。但
是结合后会损失掉一部分能量储存在共价键中,按照8.20取最小值估计键能
为 1.8 eV。实验上测得共价键键长为 1.06 Å,键能为 2.8 eV.

H2

根据下图8.1,我们可以写出哈密顿量：

�̂� = − ℏ2

2𝑚
(
∇2

1 + ∇2
2
)
+ 𝑒2

4𝜋𝜖0

(
1
𝑟12
+
�
�
�1
𝑅
− 1
𝑟1
− 1
𝑟 ′1
− 1
𝑟2
− 1
𝑟 ′2

)
(8.21)

同样的,我们这里先略去质子之间的相互作用。
6第二项实际上可以写为 − 2𝑎

𝑅
𝐸1

7注意, 这不是变分法带来的, 变分计算中我们并没有用 𝑅 作为参数, 变分法在求得8.20就用完了。
这里只是根据能量越低越稳定进一步估计 𝑅。
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+𝑒 +𝑒

−𝑒

−𝑒

𝑅

𝑟 ′1𝑟1

𝑟 ′2 𝑟2

𝑟12

图 8.1: H2图示,黑点表示电子,红点表示质子

我们很自然地首先根据一个电子在两个质子作用下的轨道近似8.12得
到两个电子的轨道或许具有下面的形式：

𝜓 (r1, r2) = 𝐴
[
𝜓0 (𝑟1) + 𝜓0

(
𝑟 ′1

) ] [
𝜓0 (𝑟2) + 𝜓0

(
𝑟 ′2

) ]
= 𝐴

[
𝜓0 (𝑟1) 𝜓0

(
𝑟 ′2

)
+ 𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0 (𝑟2) +((((((((

𝜓0 (𝑟1) 𝜓0 (𝑟2) +((((((((
𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0

(
𝑟 ′2

) ]
(8.22)

后面两项我们不要是因为考虑到电子之间有斥力, 而后面两项对应这
两个电子相对于同一个质子的轨道耦合, 而根据电子之间的排斥, 两电子相
对于同一个质子的轨道之间的耦合应当是微乎其微的, 所以我们要保留的
应当是两个电子相对于不同质子之间轨道的耦合。

𝜓+ (r1, r2) = 𝐴+
[
𝜓0 (𝑟1) 𝜓0

(
𝑟 ′2

)
+ 𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0 (𝑟2)

]
上面的是对称的波函数, 电子是费米子, 实际上这说明电子的自旋是

singlet,当然,这也意味着还有一种自旋为 triplet所对应的反对称波函数：

𝜓− (r1, r2) = 𝐴−
[
𝜓0 (𝑟1) 𝜓+

(
𝑟 ′2

)
+ 𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0 (𝑟2)

]
这两个试探波函数8都有一定道理, 因为我们并不能事先知道电子到底

选取的是何种自选耦合,所以现在我们两个一起考虑。首先进行归一化：

1 =
∬
|𝜓± (r1, r2) |2 𝑑3r1𝑑

3r2

=𝐴2
±

[∫
𝜓0 (𝑟1)2 𝑑3r1

∫
𝜓0

(
𝑟 ′2

)2
𝑑3r2 +

∫
𝜓0

(
𝑟 ′1

)2
𝑑3r1

∫
𝜓0 (𝑟2)2 𝑑3r2

±2
∫

𝜓0 (𝑟1) 𝜓0
(
𝑟 ′1

)
𝑑3r1

∫
𝜓0

(
𝑟 ′2

)
𝜓0 (𝑟2) 𝑑3r2

]
(8.23)

8化学家称之为 Heitler-London近似
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括号内前面两项是 1后面一项实际上是 𝐼2(cf.8.14)。得到归一化因子：

𝐴± =
1√

2 (1 ± 𝐼2)
(8.24)

再根据8.15：

− ℏ2

2𝑚
∇2

1𝜓± =𝐴±

[(
− ℏ2

2𝑚
∇2

1𝜓0 (𝑟1)
)
𝜓0

(
𝑟 ′2

)
±

(
− ℏ2

2𝑚
∇2

1𝜓0
(
𝑟 ′1

) )
𝜓0 (𝑟2)

]
=𝐴±

[(
𝐸1 +

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑟1

)
𝜓0 (𝑟1) 𝜓0

(
𝑟 ′2

)
±

(
𝐸1 +

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑟
′
1

)
𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0 (𝑟2)

]
=𝐸1𝜓± +

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑎
𝐴±

(
𝑎

𝑟1
𝜓0 (𝑟1) 𝜓0

(
𝑟 ′2

)
± 𝑎
𝑟 ′1
𝜓0

(
𝑟 ′1

)
𝜓0 (𝑟2)

)
(8.25)

根据8.17、8.19一通计算后：〈
− ℏ2

2𝑚
∇2

1

〉
= 𝐸1 +

(
𝑒2

4𝜋𝜖0𝑎

)
1 ± 𝐼𝑋
1 ± 𝐼2 =

〈
− ℏ2

2𝑚
∇2

2

〉
(8.26)

又是一个繁琐但是类似的计算,我们可以得到：〈
− 𝑒2

4𝜋𝜖0𝑟1

〉
= −1

2

(
𝑒2

4𝜋𝜖0𝑎

)
1 + 𝐷 ± 2𝐼𝑋

1 ± 𝐼2 (8.27)

最后,来计算一下电子之间的库伦势：

〈𝑉𝑒𝑒〉 ≡
〈
𝑒2

4𝜋𝜀0
𝑟12

〉
=

(
𝑒2

4𝜋𝜀0

)
𝐷2 ± 𝑋2

1 ± 𝐼2 (8.28)

其中:
𝐷2 =

∬
|𝜓0 (𝑟1) |2

𝑎

𝑟12

��𝜓0
(
𝑟 ′2

) ��2 𝑑3r1𝑑
3r2

𝑋2 =
∬

𝜓0 (𝑟1) 𝜓0
(
𝑟 ′1

) 𝑎

𝑟12
𝜓0 (𝑟2) 𝜓0

(
𝑟 ′2

)
𝑑3r1𝑑

3r2

(8.29)

第一个的物理意义非常明显,就是电荷体密度分布分别为 𝜌1 = |𝜓0(r1) |
和 𝜌2 = |𝜓0(r2) | 的带电体之间的电势能, 这次给化学家说中了, 就好像是两
坨电子云相互作用。这个积分也相对好算一点,只用注意到现在 r1 和 r2 之
间相互独立,要作两次三重积分,结果为：

𝐷2 =
𝑎

𝑅
− 𝑒−2𝑅/𝑎

[
1
6

(
𝑅

𝑎

)2

+ 3
4

(
𝑅

𝑎

)
+ 11

8
+ 𝑎
𝑅

]
(8.30)
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但是另一个那就是真的难搞了,详细计算戳这篇文献9:

𝑋2 =𝑒
−2𝑅/𝑎

[
5
8
− 23

20
𝑅

𝑎
− 3

5

(
𝑅

𝑎

)2

− 1
15

(
𝑅

𝑎

)3
]

+ 6
5
𝑎

𝑅
𝐼2

[
𝛾 + log

(
𝑅

𝑎

)
+

(
𝐼

𝐼

)2

Ei
(
−4𝑅
𝑎

)
− 2

𝐼

𝐼
Ei

(
−2𝑅
𝑎

)] (8.31)

其中 𝛾 = 0.5772 . . .是 Euler常数,

Ei(𝑥) ≡ −
∫ ∞

−𝑥

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡, 𝐼 ≡ 𝑒𝑅/𝑎

[
1 − 𝑅

𝑎
+ 1

3

(
𝑅

𝑎

)2
]

最后我们加上质子之间的势能：

𝐸𝑔𝑠 ≤ 〈𝐻〉± = 2𝐸1

[
1 − 𝑎

𝑅
+ 2𝐷 − 𝐷2 ± (2𝐼𝑋 − 𝑋2)

1 ± 𝐼2

]
(8.32)

画出 〈𝐻〉± 的图像8.2后可以发现, singlet 对应的能量更小, 所以电子
更倾向于采取 𝜓+ 的轨道。和上一小节类似, 我们可以计算出对应的键长
0.87 Å(实验值 0.74 Å) ,键能 3.15 eV(实验值 4.75 eV)。

1 2 3 4 5 6

R/a

-1.5

-1.0

-0.5

-H/E1

图 8.2: 〈𝐻〉±的图像,虚线表示 〈𝐻〉−,实线表示 〈𝐻〉+

8.4 Born-Oppenheimer近似（施工中）
9https://doi.org/10.1007/BF01329207,但是很不幸,原始文献是德文的。

https://doi.org/10.1007/BF01329207


第九章 WKB近似

这一整章涉及到的内容特别针对于一维薛定谔定态方程的近似求解问
题，其实是一种半经典近似，最终我们要得到历史上有名的 Sommerfeld量
子化条件。
经典力学里面粒子的运动区域是 𝐸 > 𝑉 (𝑥)，而量子力学允许隧穿，所

以我们还要考虑 𝐸 < 𝑉 (𝑥) 的区域，最后我们会去考虑 𝐸 ≈ 𝑉 (𝑥) 的区域如
何近似。

9.1 基本原理

经典区域

我们首先考虑 𝐸 > 𝑉 (𝑥) 区域内 WKB 近似方法的基本原理，也就是
图9.1中的 (𝑥1, 𝑥2)。
这一区域内定义：

𝑝(𝑥) ≡
√

2𝑚 [𝐸 −𝑉 (𝑥)] (9.1)

那么定态薛定谔方程2.2就可以改写为：

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2 = − 𝑝
2

ℏ2 𝜓(𝑥) (9.2)

 

图 9.1: WKB近似

204
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我们知道 𝜓(𝑥)是个波函数，所以无非有两大要素，一是复振幅，另外是相
位，所以我们可以一般的将其设为：

𝜓(𝑥) = 𝐴(𝑥)ei𝜙 (𝑥)

代入9.2后得到两个方程：

𝐴′′ − 𝐴𝜙2 + 𝑝
2

ℏ2 𝐴 = 0

𝐴𝜙′′ + 2𝐴′𝜙′ = 0⇔
(
𝐴2𝜙′

) ′
= 0

(9.3)

到现在为止，我们还没有进行任何近似，只是把9.2改写为了与之等价
的两个方程。9.3中的第二个方程很好求解，𝐴2𝜙′ = 𝐶，但是第一个方程的
求解难度和9.2差不多。现在我们假设 𝐴(𝑥)是关于 𝑥的缓变函数，所以我们
可以略去 𝐴′′得到：

𝜙′(𝑥) = ± 𝑝
ℏ
⇒ 𝜙(𝑥) = ±

∫
𝑝

ℏ
𝑑𝑥

这个近似什么时候是合理的呢？我们知道如果 𝑉 (𝑥)是常数，那么最终
的解为 𝜓(𝑥) ∼ 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥，前面的振幅是不随 𝑥 变化的常数。这是一个正弦波，
波长为 2𝜋

𝑘
，只要 𝑉 (𝑥) 在一个波长的范围内变化不大，那我们就可以认为

𝑉 (𝑥)近似为常函数，可见波长越小，在一个波长内 𝑉 (𝑥)的变化相对而言就
越小，近似就越精确。而 𝜆 ∝ 1

𝑘
∝ 1√

𝐸
，所以WKB近似对于高能级情况比较

适用，也就是 𝑛很大的情况，这时粒子的量子效应比较小。
那显然我们可以得到WKB近似下的定态波函数1：

𝜓(𝑥) ≈ 𝐶√
𝑝(𝑥)

e±
i
ℏ

∫
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥 𝐸 > 𝑉 (𝑥) (9.4)

所以在经典区域，我们的波函数就可以设为：

𝜓(𝑥) ≈ 𝐶+√
𝑝(𝑥)

e
i
ℏ

∫
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶−√

𝑝(𝑥)
e−

i
ℏ

∫
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥 (9.5)

不过 WKB 近似的有效范围不能靠拐点 𝑥1, 𝑥2 太近，因为显然 𝑝(𝑥1) =
𝑝(𝑥2) = 0，上面的结果时发散的，我们后面会专门处理这种情况。

1𝜙(𝑥) 中的积分因子合并到 𝐶 中去了。
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图 9.2: 两边无限高势阱

例：两边无限高一维势阱

我们考虑两边无限高但是底部不一定“平坦”的势阱，之前讨论过的
无限深势阱就是底部平坦 𝑉 (𝑥) = 0 的特殊情况。不过我们求解的情
况是 𝐸 > 𝑉 (𝑥)，如图9.2所示：
首先我们按照9.5设波函数为：

𝜓(𝑥) ≈ 1√
𝑝(𝑥)

[
𝐶+e𝑖𝜙 (𝑥) + 𝐶−e−𝑖𝜙 (𝑥)

]
, 𝜙(𝑥) = 1

ℏ

∫ 𝑥

0
𝑝(𝑥 ′)𝑑𝑥 ′

或者用三角形式：

𝜓(𝑥) ≈ 1√
𝑝(𝑥)

[𝐶1 sin 𝜙(𝑥) + 𝐶2 cos 𝜙(𝑥)]

然后因为势阱外部 𝜓(𝑥) = 0，所以 𝜓(0) = 𝜓(𝑎) = 0，所以有 𝐶2 =
0, 𝜙(𝑎) = 𝑛𝜋，即：∫ 𝑎

0
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑛𝜋ℏ, (𝑛 = 1, 2, 3, . . .) (9.6)

代入具体的 𝑝(𝑥)便可以近似得出束缚态能级，而且 𝑛越大近似越好。
对于 𝑉 (𝑥) = 0的情况，恰好得到的就是精确解。

非经典区域

𝐸 < 𝑉 (𝑥)时推导过程和前面是一样的，只是 𝑝(𝑥)为纯虚数，所以近似
变为：

𝜓(𝑥) ≈ 𝐶√
|𝑝(𝑥) |

e±
1
ℏ

∫
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 𝐸 > 𝑉 (𝑥) (9.7)
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9.2 量子隧穿

我们考虑的量子隧穿是两边无限高的势垒情形，这样 WKB 近似在拐
点处就是可行的，后面我们再来考虑一般情形。根据 §2.5中对散射问题的 

图 9.3: 量子隧穿效应

讨论，−∞ → 0有一个入射波和反射波，𝑎 → ∞有一个透射波，中间是非
经典区域，所以总的来说波函数可以设为：

𝜓(𝑥) ≈


𝐴e𝑖𝑘𝑥 + 𝐵e−𝑖𝑘𝑥 (−∞, 0)

𝐶+√
|𝑝 (𝑥) |

e± 1
ℏ

∫
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 + 𝐶−√

|𝑝 (𝑥) |
e− 1

ℏ

∫
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 (0, 𝑎)

𝐹e𝑖𝑘𝑥 (𝑎, +∞)
(9.8)

可以发现𝐶+那一项是增加透过率的，𝐶−那一项是减少透过率的。现在我们
考虑势垒很高，很厚，所以透过率很低 𝑇 � 1，这样的话便可以认为𝐶+ ≈ 0：

|𝐹 |
|𝐴| ∼ e−𝛾, 𝛾 ≡ 1

ℏ

∫ 𝑎

0
|𝑝(𝑥) |𝑑𝑥

即：

𝑇 =
|𝐹 |2
|𝐴|2 ≈ e−2𝛾, 𝛾 ≡ 1

ℏ

∫ 𝑎

0
|𝑝(𝑥) |𝑑𝑥 (9.9)

例：Gamow的 𝛼衰变理论

所谓的 𝛼粒子其实就是氦核 He4
2，𝛼衰变就是释放 𝛼粒子的过程。上

面的理论其实可以用于近似计算 𝛼衰变的半衰期。
𝛼 粒子带电 2𝑒，原子核带电 𝑍𝑒，𝛼 粒子衰变的过程其实就是 𝛼

粒子隧穿效应离开的过程，这个势垒是一个库伦势，但是显然库伦势
在 𝑟 = 0处发散，所以实际上我们这里的 𝑉 (𝑟) 在 𝑟 = 0附近用一个有
限深势阱来代替，𝑟1 是原子核的半径。

a 其物理意义就是原子核对 𝛼
粒子的禁闭，𝛼粒子一般情况下就老老实实呆在 0 ∼ 𝑟1的势阱内，也
就是原子核内。如图9.2所示。
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图 9.4: 𝛼衰变势垒示意图

𝐸的含义这里可以理解为出射的 𝛼粒子的动能，可以根据质量亏
损算出来，根据9.9，我们计算一下 𝛾：

𝛾 =
1
ℏ

∫ 𝑟2

𝑟1

√
2𝑚

(
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸

)
𝑑𝑟 =

√
2𝑚𝐸
ℏ

∫ 𝑟2

𝑟1

√
𝑟2

𝑟
− 1𝑑𝑟

=

√
2𝑚𝐸
ℏ

[
𝑟2

(
𝜋

2
− sin−1

√
𝑟1

𝑟2

)
−

√
𝑟1 (𝑟2 − 𝑟1)

]
实际上 𝑟1 � 𝑟2，所以这里可以对上式进行小量近似得到：

𝛾 ≈
√

2𝑚𝐸
ℏ

[𝜋
2
𝑟2 − 2

√
𝑟1𝑟2

]
= 𝐾1

𝑍
√
𝐸
− 𝐾2

√
𝑍𝑟1

其中b：

𝐾1 ≡
(
𝑒2

4𝜋𝜖0

)
𝜋
√

2𝑚
ℏ

= 1.980MeV1/2, 𝐾2 ≡
(
𝑒2

4𝜋𝜖0

)1/2 4
√
𝑚

ℏ
= 1.485fm−1/2

现在假设 𝛼 粒子以 𝑣 的平均速度在原子核内游走，那么它每过
Δ𝑡 = 2𝑟1/𝑣 就会“碰壁”，到达 𝑟 = 𝑟1 向外走，在经典理论中 𝑟 = 𝑟1
是粒子速度为 0，粒子不会突破原子核的封锁，但是量子理论由于隧
穿的普遍存在，我们要考虑 𝛼粒子穿过势垒。𝛼衰变的概率实际上还
是比较小的，而且势垒符合前面的图9.3的形状，所以我们完全可以依
靠9.9进行计算。所以每过时间 Δ𝑡，就有 𝑒−2𝛾 的概率成功逃出一个 𝛼
粒子从而发生衰变。单个原子的 lifetime为 2𝑟1

𝑣
𝑒2𝛾.

所以统计意义上来看 𝑁 个原子的衰变速率为：

𝑑𝑁

𝑑𝑡
≈ Δ𝑁

Δ𝑡
= 𝑁𝑒−2𝛾
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显然半衰期为：𝜏 = 𝑒2𝛾 ln 2
a这个问题实际上是个三维问题，不过由于各向同性而且我们是近似计算，所以丢掉离

心势后考虑径向看成一维问题也没多大毛病。当然, 例如对于氢原子, 更精确的方式是根
据4.13考虑离心势后进行计算。

b1fm = 10−15m

9.3 连接公式

现在我们开始考虑吧如何处理 𝐸 ≈ 𝑉 (𝑥)，也就是拐点附近的 WKB近
似问题，前面的步骤显然失效了。我们先处理束缚态，然后处理散射态，也
就是一般的处理势垒隧穿行为。

束缚态

我们首先看9.1中 𝑥 = 𝑥2 附近的情况2。由于我们仅仅考虑 𝑥2 附近的一
小段情况，所以这一段完全可以用直线替代曲线，也即：

𝑉 (𝑥) ≈ 𝐸 +𝑉 ′(𝑥2) (𝑥 − 𝑥2), 𝑉 ′(𝑥2) > 0

在 𝑥 = 𝑥2 两侧，但是却又离 𝑥2 没有那么近的区域可以用常规的WKB近似
设 𝜓(𝑥)为：

𝜓(𝑥) ≈


𝐴√
𝑝 (𝑥)

e
𝑖
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝐵√

𝑝 (𝑥)
e−

𝑖
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥

𝑥 < 𝑥2

𝐶√
|𝑝 (𝑥) |

e−
1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 + 𝐷√

|𝑝 (𝑥) |
e

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥

𝑥 > 𝑥2
(9.10)

至于前面的WKB失效的那一部分我们假设波函数为 𝜓𝑝 (𝑥). 注意到𝑉 (𝑥)的
线性化以及令：

𝛼 ≡
[
2𝑚
ℏ2 𝑉

′(𝑥2)
] 1

3

𝑧 ≡ 𝛼(𝑥 − 𝑥2) (9.11)

那么 𝜓𝑝 (𝑥)的定态方程可以简化为：

𝑑2𝜓𝑝

𝑑𝑧2 = 𝑧𝜓𝑝 (𝑧) (9.12)

这个方程是艾里方程，解是特殊函数 Airy function3：

𝜓𝑝 (𝑧) = 𝑎Ai(𝑧) + 𝑏Bi(𝑧)
2这里说明一下，𝑉 (𝑥) 在 (𝑥1, 𝑥2) 之外不再与 𝑉 = 𝐸 有交点。
3进一步了解请前往：https://en.wikipedia.org/wiki/Airy_function

https://en.wikipedia.org/wiki/Airy_function
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现在我们的任务是确定 𝑎和 𝑏.主要思想就是 𝜓𝑝 (𝑥) 起的是一个粘合剂
的作用，把 𝑥2 两边的波函数连接起来。这个 𝜓𝑝 (𝑥) 的区域有点微妙，既要
足够宽，让之外的 WKB近似不足以失效；又要足够窄，这样才能对 𝑉 (𝑥)
进行线性化近似。

𝑥 > 𝑥2 附近，|𝑝(𝑥) | = ℏ𝛼
√
𝑧，根据9.10我们得知WKB近似给出的波函

数为4：

𝜓(𝑧) ≈ 𝐶
√
𝛼ℏ𝑧1/4

e−
2
3 𝑧

3
2 (9.13)

艾里函数在 𝑧 � 0时有下面的渐近行为：

Ai(𝑧) ∼ 1
2
√
𝜋𝑧1/4 𝑒

− 2
3 𝑧

3/2

Bi(𝑧) ∼ 1√
𝜋𝑧1/4 𝑒

2
3 𝑧

3/2

}
𝑧 � 0 (9.14)

而 𝛼 ∝ ℏ2/3, ℏ ∼ 10−34，所以我们完全可以认为在 𝜓𝑝 (𝑥)过渡到WKB近
似良好的 𝑥 > 𝑥2那一段 𝑧 � 0，这样我们便有：

𝜓𝑝 (𝑥) ≈
𝑎

2
√
𝜋𝑧1/4

𝑒−
2
3 (𝑧3/2 + 𝑏

√
𝜋𝑧1/4

𝑒
2
3 𝑧

3/2 (9.15)

比较9.13和9.15得到：

𝑎 = 2𝐶
√

𝜋

𝛼ℏ
, 𝑏 = 0

同样的方法我们再看 𝑥 < 𝑥2 那一段，首先依据9.10以及 𝑝(𝑥) = ℏ𝛼
√−𝑧

得到：

𝜓(𝑧) ≈ 𝐴
√
ℏ𝛼(−𝑧)1/4

e−𝑖
2
3 (−𝑧)

3
2 + 𝐵
√
ℏ𝛼(−𝑧)1/4

e𝑖
2
3 (−𝑧)

3
2 (9.16)

对于 𝑧 � 0的情况，我们也有艾里函数渐近形式：

Ai(𝑧) ∼ 1√
𝜋 (−𝑧)1/4 sin

[ 2
3 (−𝑧)3/2 +

𝜋
4

]
Bi(𝑧) ∼ 1√

𝜋 (−𝑧)1/4 cos
[ 2

3 (−𝑧)3/2 +
𝜋
4

] }
𝑧 � 0 (9.17)

注意到现在我们已经有 𝑏 = 0，所以得到：

𝜓𝑝 (𝑥) ≈
𝑎

√
𝜋(−𝑧)1/4

sin
[
2
3
(−𝑧)3/2 + 𝜋

4

]
(9.18)

利用 Euler公式化三角函数为指数形式后比较9.16和9.18后有：

𝐴 = −
√

ℏ𝛼
𝜋
𝑎
𝑒−

𝜋
4 𝑖

2𝑖
, 𝐵 =

√
ℏ𝛼
𝜋
𝑎
𝑒

𝜋
4 𝑖

2𝑖
4这里 𝐷 = 0是因为要保证 𝜓(𝑥) → 0(𝑥 →∞).
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再根据前面得到的 𝑎的等式，最终结果为：

𝐴 = 𝑖𝑒−
𝜋
4 𝑖𝐶, 𝐵 = −𝑖𝑒 𝜋

4 𝑖𝐶, 𝐷 = 0 (9.19)

所以现在 𝑥2附近，也就是9.10升级为：

𝜓(𝑥) ≈


2𝐶√
𝑝 (𝑥)

sin
[ 1
ℏ

∫ 𝑥2

𝑥
𝑝 (𝑥 ′) 𝑑𝑥 ′ + 𝜋

4

]
, 𝑥 < 𝑥2

𝐶√
|𝑝 (𝑥) |

exp
[
−1

ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥 ′) | 𝑑𝑥 ′

]
, 𝑥 > 𝑥2

(9.20)

对于拐点处势阱是9.2图中的"Vertical Well" 的情况，直接用一般的的
WKB近似就好了。对于图9.1所示情况就要考虑上面的连接公式来做WKB
近似。
我们同样可以去计算 𝑥 = 𝑥1 附近这样的拐点的连接公式，只是现在

𝑉 ′(𝑥1) < 0，最终结果为：

𝜓(𝑥) ≈


𝐶′√
|𝑝 (𝑥) |

exp
[
−1

ℏ

∫ 𝑥1

𝑥
|𝑝 (𝑥 ′) | 𝑑𝑥 ′

]
, 𝑥 < 𝑥1

2𝐶′√
𝑝 (𝑥)

sin
[

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥1
𝑝 (𝑥 ′) 𝑑𝑥 ′ + 𝜋

4

]
, 𝑥 > 𝑥1

(9.21)

现在我们用9.20和9.21来计算两个比较重要的例子。

 

(a)

 

(b)

图 9.5: (a)表示单边无限高势阱；(b)表示一般的势阱

例：单边无限高一维势阱

现在考虑的是图9.5(a)所示情况，我们只需要对 𝑥 = 𝑎这个拐点应用连
接公式。根据 𝜓(0) = 0这个自然边界条件以及9.20我们得到：

1
ℏ

∫ 𝑎

0
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜋

4
= 𝑛𝜋, (𝑛 = 1, 2, 3, . . .)
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也即： ∫ 𝑎

0
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =

(
𝑛 − 1

4

)
𝜋ℏ (9.22)

可以尝试利用这个公式解单边谐振子：

𝑉 (𝑥) =
{

1
2𝑚𝜔

2𝑥2 𝑥 > 0
∞ 𝑥 ≤ 0

得到的是精确解

例：两边都不是垂直的

即图9.5(b)所示情况，现在我们要处理斜率为负值和正值的两类拐点。
根据9.20以及9.21，显然我们要求这两个式子给出的 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2 区域
内的 𝜓(𝑥)是一致的，所以我们得到a：

1
ℏ

∫ 𝑎

𝑥

𝑝 (𝑥 ′) 𝑑𝑥 ′ + 𝜋
4
= −1

ℏ

∫ 𝑥

0
𝑝 (𝑥 ′) 𝑑𝑥 ′ − 𝜋

4
+ 𝑛𝜋

注意这里差的是 𝑛𝜋 而不是 2𝑛𝜋 正是因为 sin 前面有任意常数 𝐷 和
𝐷 ′，化简后得到：∫ 𝑎

0
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑛 − 1

2
)𝜋ℏ, (𝑛 = 1, 2, 3, . . .) (9.23)

a注意这里 𝐶 和 𝐶′是任意的，所以我们将 𝐷′的符号拿入 sin里面了

我们这里导出的9.22和9.23包括前面的9.6其实是一致的，虽然看似 𝑛后
面的常数不同，但是由于 WKB 近似在高能级也就是 𝑛 很大的时候近似才
愈发精确，所以后面的这些常数实际上已经无关紧要了。
量子力学发展史上非常重要的 Bohr-Sommerfeld量子化条件是下面的

这个式子5： ∮
𝑝𝑑𝑞 =

(
𝑛 − 1

2

)
𝜋ℏ (9.24)

如果对经典力学比较熟悉，左边实际上表示相空间轨道围成的面积，是
个经典概念，右边利用普朗克常数进行量子化。在量子论发展早期这是一
个及其重要的式子，当然现在也可以用来近似计算。

5这属于旧量子论范畴，历史上和我们这里有出入，如果读者对于量子力学的建立有兴趣可以看
看 The Historical Development of Quantum Theory这一套书。
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散射态

最后我们来考虑一下一般的散射问题，也就是现在并不是和图9.3一样
的两堵墙，而考虑下图9.3所示情况：

 

图 9.6: 一般的量子隧穿

首先根据WKB近似我们设波函数为6：

𝜓(𝑥) =


1√
𝑝 (𝑥)

[
𝐴𝑒−

𝑖
ℏ

∫ 𝑥1
𝑥

𝑝 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝐵𝑒 𝑖
ℏ

∫ 𝑥1
𝑥

𝑝 (𝑥)𝑑𝑥
]

𝑥 < 𝑥1

1√
|𝑝 (𝑥) |

[
𝐶𝑒

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥1
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 + 𝐷𝑒−

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥1
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥

]
𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2

1√
𝑝 (𝑥)

[
𝐹𝑒

𝑖
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
𝑝 (𝑥)𝑑𝑥

]
𝑥 > 𝑥2

(9.25)

现在我们不再假设 𝑇 � 1, 𝐶 = 0，现在对两个拐点考虑前面的过程去求连
接公式。
先处理 𝑥 = 𝑥1拐点附近的情况，这时令：

𝛼 ≡
[
2𝑚
ℏ2 𝑉

′(𝑥1)
] 1

3

> 0, 𝑧 ≡ 𝛼(𝑥 − 𝑥1)

后面的计算过程和前面处理束缚态时的一样，这里就不再赘述了。

𝑥 < 𝑥1

𝐴 =

√
ℏ𝛼
𝜋

(
𝑖𝑎 + 𝑏

2

)
𝑒−𝑖 𝜋/4, 𝐵 =

√
ℏ𝛼
𝜋

(
−𝑖𝑎 + 𝑏

2

)
𝑒𝑖 𝜋/4 (9.26)

𝑥 > 𝑥1

𝑎 = 2𝐷
√

𝜋

𝛼ℏ
, 𝑏 = 𝐶

√
𝜋

𝛼ℏ
(9.27)

6细细揣摩一下这里为啥 𝐴这一项是向右的入射波



第九章 WKB近似 214

合起来即有：

𝐴 =

(
𝐶

2
+ 𝑖𝐷

)
𝑒−𝑖 𝜋/4, 𝐵 =

(
𝐶

2
− 𝑖𝐷

)
𝑒𝑖 𝜋/4 (9.28)

然后再考虑 𝑥 = 𝑥2这个拐点，令：

𝛽 ≡ −
[
2𝑚
ℏ2 𝑉

′(𝑥1)
] 1

3

> 0, 𝑧′ ≡ 𝛽(𝑥 − 𝑥2)

前面的9.25在这里不好使了，因为它是以 𝑥1 为中心写的，现在我们要
考虑积分限为 𝑥2的情况。当然，我们大可不必重新设一个波函数再去比较
系数，我们完全可以在之前的基础上改造为：

𝜓(𝑥) ≈ 1√
|𝑝(𝑥) |

[
𝐶𝑒

1
ℎ

∫ 𝑥2
𝑥1
|𝑝 (𝑥′) |𝑑𝑥′+ 1

ℎ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥′) |𝑑𝑥′ + 𝐷𝑒−

1
ℎ

∫ 𝑥2
𝑥1
|𝑝 (𝑥′) |𝑑𝑥′− 1

ℎ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥′) |𝑑𝑥′

]
(9.29)

令：

𝛾 ≡ 1
ℏ

∫ 𝑥2

𝑥1

|𝑝(𝑥) |𝑑𝑥, 𝐶 ′ ≡ 𝐶𝑒𝛾, 𝐷 ′ = 𝐷𝑒−𝛾

则波函数可以设为我们熟悉的形式：

𝜓(𝑥) ≈ 1√
|𝑝(𝑥) |

[
𝐶 ′𝑒

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥 + 𝐷 ′𝑒−

1
ℏ

∫ 𝑥

𝑥2
|𝑝 (𝑥) |𝑑𝑥

]
(9.30)

连接处的波函数解为：

𝜓𝑝 (𝑧′) = 𝑎′Ai(𝑧′) + 𝑏′Bi(𝑧′)

还是前面一样的算法，不难得到：

𝑥 < 𝑥2

𝑎′ = 2
√
𝜋

𝛽ℏ
𝐶 ′, 𝑏′ =

√
𝜋

𝛽ℏ
𝐷 ′ (9.31)

𝑥 > 𝑥2

𝑏′ − 𝑖𝑎′ = 2
√
𝜋

𝛽ℏ
𝐹𝑒−𝑖

𝜋
4 , 𝑏′ + 𝑖𝑎′ = 0 (9.32)

上面推出的这些式子全部联合起来得到：

𝐹 = 𝑒𝑖
𝜋
4 𝑒
−𝛾𝐷, 𝐴 =

𝑖𝑒𝑖
𝜋
4

2

(
𝑒−2𝛾

2
+ 2

)
(9.33)
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故透射率：

𝑇 =
|𝐹 |2
|𝐴|2 ≈

𝑒−2𝛾

[1 + (𝑒−2𝛾/4)]2
(9.34)

显然，在 𝛾 � 1也就是 𝑇 � 1时，9.34退化为9.9。而且对于经典极限，
ℏ→ 0，𝛾 → +∞，所以透射系数就趋近于 0.

反射系数

类似于前面一直在求的势垒贯穿问题，是 𝐸 < 𝑉max 的情况，我们可以
考虑另一类 𝐸 > 𝑉max 的情况。在经典情形下粒子会从左侧完全越过势垒到
右侧，不再返回，但是量子情形下，和隧穿效应类似，会有一个微弱的反射
系数 𝑅。你如果尝试直接从9.3所示的情况下出发你会得到 𝑅 = 0的结论，所
以我们需要更精细的利用WKB近似考虑图9.3(a)中能量为 𝐸> 的情况。如
果直接在位置表象下计算，过程比较复杂而且物理意义并不明显7。下面我
们将考虑一个对称的势垒 𝑉 (𝑥)并说明，位置空间波函数的反射实际上等价
于其对应动量空间波函数的透射，并利用动量空间下的 WKB 近似来计算
反射系数。8

! p2

2m
+ V"i!

d

dp
#$"%p& = E"%p& , %2&

where V has been written as a function of the operator x
→ i!d /dp, which is appropriate in momentum space. Unless
V%x& is a sum of powers, V%i!d /dp& is an integral operator.8

Equation %2& simplifies dramatically in the semiclassical ap-
proximation, where we may expand the logarithm of the
wave function in powers of !,

"%p& = exp" i

!
#%p& + O%!0&# . %3&

If we substitute Eq. %3& into Eq. %2& and keep the leading
term in !, we find9

p2

2m
+ V%x%p&& = E , %4&

where x%p&'−#!%p&=−d# /dp. Equation %4& can be solved
for #%p& in terms of the inverse function V−1,

#%p& = − (p

dp!x%p!& = − (p

dp!V−1"E −
p!2

2m
# . %5&

In the classically forbidden region of momentum space,
−)2mE$ p$)2mE, the inverse function, V−1%%&, must be
defined by analytic continuation from the domain %$0
where it is defined. For example, for the inverse harmonic
oscillator, VHO%x&=− 1

2&x2, VHO
−1 %%&= ')−2% /&, and

VHO
−1 "E −

p2

2m
# = ')2

&
" p2

2m
− E#

= ' i)2
&
"E −

p2

2m
# . %6&

Note that V−1 is always imaginary in the classically forbid-
den zone. The probability of reflection above the barrier,
*R%E&*2, is the exponentially small probability of barrier pen-
etration in momentum space, which we obtain by integrating
+dpx%p& from −pmin%E& to pmin%E&, and choosing the sign of
x%p& that corresponds to exponential suppression,

*R%E&*2 = exp!−
2
!

Im(
−pmin%E&

pmin%E&

dpV−1"E −
p2

2m
#$ , %7&

which is our result.

III. RELATION TO RESULT OF LANDAU
AND LIFSCHITZ

In their treatment of the semiclassical approximation, Lan-
dau and Lifschitz2,3 derived an expression for the probability
of reflection above the barrier that looks quite different from
Eq. %7&. They expressed the probability of reflection above
the barrier as the exponential of a contour integral in the
complex coordinate plane,

*RLL%E&*2 = exp!−
4
!

Im(
z1

z0

dzp%z&$ , %8&

where p%z&=)2m%E−V%z&&, z0 is the complex value of z in
the upper-half z-plane at which p%z0&=0, and z1 can be any
point on the real z-axis because p%z& is real everywhere on
the real z-axis ,remember that E(V%x& for all x-. For a sym-
metric potential with a maximum at x=0, z0 is on the imagi-
nary z-axis, z0= iy0, so for convenience, we take z1=0 and
rewrite Eq. %8& as

*RLL%E&*2 = exp!−
4
!

Im(
0

y0

idyp%iy&$ . %9&

This result can be converted to ours using integration by
parts,

(
0

y0

dyp%iy& = yp%iy&*0
y0 + (

0

pmin

dpy%p& . %10&

The surface term vanishes because p%iy0&=0, which is how
z0= iy0 was chosen. Here, p%0& is the classical momentum at
y=0, and thus p%y=0&=)2mE= pmin, and the function y%p& is
the solution to Eq. %4& with x= iy: p2 /2m+V%iy&=E, whence
y=−iV−1%E− p2 /2m&. Substituting for y%p& in Eq. %9& con-
verts it to our result ,Eq. %7&-. Thus, the relation between the
two results is summarized by +pdx=−+xdp. Our derivation
simplifies the mathematics and “explains” reflection above
the barrier as barrier penetration in momentum space.

IV. EXAMPLES

A few examples might make the application of Eq. %7&
more transparent. We consider the inverse oscillator, a
sech2 x barrier, and a %1+x2&−1 barrier.

x0 x

V(x)

E<

E>
–x0

V0

(a)

pmin
p

p2

E<

E>

–pmin

2m

(b)

Fig. 1. %Color online& Classical motion in the presence of a potential barrier
in %a& coordinate space and %b& momentum space. On the left the classical
particle either reflects from the barrier when E=E$ is negative, or passes
over it when E=E( is positive. On the right the classical particle reflects
from the %always parabolic& barrier when E=E( is positive and passes under
it when E=E$ is negative.

x

p
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G

H

E

B C

D

Fig. 2. %Color online& Phase space trajectories corresponding to barrier pen-
etration ABCD and reflection above the barrier EFGH for the harmonic
oscillator.
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图 9.7: 在动量空间看，位置空间中反射和透射意义互换。图 a中的 𝐴, 𝐵, 𝐹
是对 𝐸< 而言的，对于 𝐸 >，箭头的端点应该放在 𝑥 = 0处。

在位置空间中左侧来的入射波复振幅为 𝐴，动量大于 0而且由于 𝑝(𝑥) =√
2𝑚(𝐸 −𝑉 (𝑥))，所以由于 𝑉 (𝑥) 的增大，越靠近 𝑥 = 0 动量就会越小，最
终达到 𝑝min.在动量空间看就是从右侧往左侧的入射过程，图9.3(b)中曲线
是动能曲线，经典情形下在动量空间中看显然就是从右往左的入射，然后
到 𝑝 = 𝑝min 后在动量空间中反射。这个反射在位置空间对应着什么呢？我
们发现位置空间按中的透射波 𝐹正是与 𝐴相反动量从 𝑝min开始逐渐变大的
一个波，所以就正好与动量空间的哪个反射波对应了。现在考虑量子效应，

7详见 Landau书的 §52
8这一小节的内容引自文章：doi: https://doi.org/10.1119/1.3298428

https://doi.org/https://doi.org/10.1119/1.3298428
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→ i�d /dp, which is appropriate in momentum space. Unless
V�x� is a sum of powers, V�i�d /dp� is an integral operator.8
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wave function in powers of �,
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for ��p� in terms of the inverse function V−1,
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Note that V−1 is always imaginary in the classically forbid-
den zone. The probability of reflection above the barrier,
�R�E��2, is the exponentially small probability of barrier pen-
etration in momentum space, which we obtain by integrating
�dpx�p� from −pmin�E� to pmin�E�, and choosing the sign of
x�p� that corresponds to exponential suppression,
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which is our result.

III. RELATION TO RESULT OF LANDAU
AND LIFSCHITZ

In their treatment of the semiclassical approximation, Lan-
dau and Lifschitz2,3 derived an expression for the probability
of reflection above the barrier that looks quite different from
Eq. �7�. They expressed the probability of reflection above
the barrier as the exponential of a contour integral in the
complex coordinate plane,

�RLL�E��2 = exp	−
4
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where p�z�=�2m�E−V�z��, z0 is the complex value of z in
the upper-half z-plane at which p�z0�=0, and z1 can be any
point on the real z-axis because p�z� is real everywhere on
the real z-axis �remember that E�V�x� for all x�. For a sym-
metric potential with a maximum at x=0, z0 is on the imagi-
nary z-axis, z0= iy0, so for convenience, we take z1=0 and
rewrite Eq. �8� as

�RLL�E��2 = exp	−
4

�
Im�

0

y0

idyp�iy�� . �9�

This result can be converted to ours using integration by
parts,
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dyp�iy� = yp�iy��0
y0 + �
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dpy�p� . �10�

The surface term vanishes because p�iy0�=0, which is how
z0= iy0 was chosen. Here, p�0� is the classical momentum at
y=0, and thus p�y=0�=�2mE= pmin, and the function y�p� is
the solution to Eq. �4� with x= iy: p2 /2m+V�iy�=E, whence
y=−iV−1�E− p2 /2m�. Substituting for y�p� in Eq. �9� con-
verts it to our result �Eq. �7��. Thus, the relation between the
two results is summarized by �pdx=−�xdp. Our derivation
simplifies the mathematics and “explains” reflection above
the barrier as barrier penetration in momentum space.

IV. EXAMPLES

A few examples might make the application of Eq. �7�
more transparent. We consider the inverse oscillator, a
sech2 x barrier, and a �1+x2�−1 barrier.
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Fig. 1. �Color online� Classical motion in the presence of a potential barrier
in �a� coordinate space and �b� momentum space. On the left the classical
particle either reflects from the barrier when E=E� is negative, or passes
over it when E=E� is positive. On the right the classical particle reflects
from the �always parabolic� barrier when E=E� is positive and passes under
it when E=E� is negative.
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Fig. 2. �Color online� Phase space trajectories corresponding to barrier pen-
etration ABCD and reflection above the barrier EFGH for the harmonic
oscillator.
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图 9.8: “反胡克势”下粒子相空间轨迹

位置空间中还会有一个反射波 𝐵，它和 𝐴正好差了一个负号，动量从 −𝑝min
然后随着往左走慢慢向着 −∞趋近，这在动量空间中看正像是穿透了阴影
区域的透射波，要知道在经典力学中粒子是不可能越过阴影区域的。所以
现在我们说明了在位置空间中的反射等价于动量空间中的隧穿效应。
我们下面举一个经典力学中的例子来更好的说明这一点。考虑势垒

𝑉 (𝑥) = 1
2𝑚𝜔

2𝑥2，在相空间 𝑝 − 𝑥 中粒子的轨迹是一簇双曲线，如图9.3所
示。图中 𝐴 → 𝐵&𝐶 → 𝐷 在 𝑥 上看是一种关于 𝑝 轴透射，但是在 𝑝 上看
是关于 𝑥轴的反射，同理 𝐸 → 𝐹&𝐻 → 𝐺 也表现你了透射和反射的角色互
换。
现在我们在动量表象下写薛定谔定态方程，注意在动量表象下 𝑝 →

𝑝, 𝑥 → 𝑖ℏ𝑑/𝑑𝑝. [
𝑝2

2𝑚
+𝑉 (𝑖ℏ 𝑑

𝑑𝑝
)
]
𝜙(𝑝) = 𝐸𝜙(𝑝) (9.35)

在动量空间下考虑 WKB 近似比位置空间要麻烦许多，微分算符藏在
了形式未知的势能函数中。我们设动量空间波函数为：9

𝜙(𝑝) = 𝑒𝑖𝜎 (𝑝)/ℏ (9.36)

把上式带到9.35中，考虑 𝜎(𝑝) 是缓变函数，𝜎′′(𝑝) ≈ 0，那么我们把
𝑉 (𝑖ℏ 𝑑

𝑑𝑝
) 展开幂级数，而且注意到 𝜎(𝑝) 高阶导数近似为 0我们得到下面的

式子：
𝑝2

2𝑚
+𝑉 (−𝜎′(𝑝)) = 𝐸 (9.37)

不难发现这里 −𝜎′(𝑝) 正是 𝑝(𝑥) 的反函数，我们记为 𝑥(𝑝)，利用 𝑉 的反函

9这里并不失一般性，因为 𝜎(𝑝) 是任意的复变函数
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数 𝑉−1可以算出：

𝜎(𝑝) = −
∫ 𝑝

𝑑𝑝′𝑥 (𝑝′) = −
∫ 𝑝

𝑑𝑝′𝑉−1
(
𝐸 − 𝑝

′2

2𝑚

)
(9.38)

最后带入到9.36便得到了相空间中的 WKB 近似。这里看似只有一个
解，不像位置空间中有 ± 两个线性无关解，WKB 近似设为两者的线性组
合，但实际上这里是一样的，就拿反谐振子 𝑉 (𝑥) = 1

2𝛼𝑥
2来说，我们可以得

到其反函数为 𝑉−1(𝜉) = ±
√

2𝜉/𝛼，也是线性无关的两个解。
考虑到 𝑅 � 1，我们这里就不考虑连接公式那种情况了，类似于 §9.2

中的考虑我们可以得到10：

𝑅 ≡ |𝐵|
2

|𝐴|2 ≈ 𝑒
−2𝜁 , 𝜁 ≡

∫ 𝑝min

−𝑝min

|𝑥(𝑝) |𝑑𝑝 (9.39)

或者显式写为：

𝑅 = exp
[
−2
ℏ

Im
∫ 𝑝min

−𝑝min

𝑑𝑝𝑉−1
(
𝐸 − 𝑝2

2𝑚

)]
(9.40)

这个公式更广为人知的形式是 Landau书中给出的复变函数积分形式：

𝑅 = exp
[
−4
ℏ

Im
∫ 𝑧0

𝑧1

𝑝(𝑧)𝑑𝑧
]

(9.41)

其中 𝑝(𝑧) =
√

2𝑚(𝐸 −𝑉 (𝑧))，𝑧0 是上半平面内使得 𝑝(𝑧0) = 0的点。𝑧1
是实轴上的任意一个点，因为 𝑝(𝑧)认为是解析函数，而且 𝑝(𝑧)在实轴上的
取值都是实数，所以 𝑧1 的选取有任意性，可以根据计算的方便选取。下面
我们来证明9.40和9.41等价，首先对于任意一个势垒我们都可以通过概念势
能零点以及坐标原点使得 𝑉 (0) = 𝑉max = 0，然后对于对称势垒 𝑧0 = 𝑖𝑦0在虚
轴上。取 𝑧1沿着虚轴积分9.41得到：

𝑅 = exp
[
−4
ℏ

Im
∫ 𝑦0

0
𝑖𝑑𝑦𝑝(𝑖𝑦)

]
= exp

[
−4
ℏ

(
𝑦𝑝(𝑖𝑦) |𝑦0

0 +
∫ 𝑝min

0
𝑑𝑝𝑦(𝑝)

)]
𝑝 (𝑖𝑦0)=0
= exp

[
−2
ℏ

∫ 𝑝min

−𝑝min

𝑑𝑝𝑦(𝑝)
]

再注意到 𝑖𝑦(𝑝) = 𝑉−1
(
𝐸 − 𝑝2

2𝑚

)
便回归到了9.40。

10注意在 (−𝑝min, 𝑝min) 也就是经典情况不允许的区域内 𝑥(𝑝)始终是纯虚数
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9.4 WKB近似与哈密顿雅可比方程

薛定谔方程的经典极限

现在我们来考虑薛定谔方程的经典极限，波函数满足方程：

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

(
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉

)
𝜓 (9.42)

这里波函数是个复变函数，我们可以分离它的辐角和模长改写为：

𝜓 = 𝑅e𝑖𝑆/ℏ, 𝑆, 𝑅 ∈ RR

代入薛定谔方程并令实部和虚部分别相等我们得到：

𝜕𝑅

𝜕𝑡
= − 1

2𝑚
(
𝑅∇2𝑆 + 2∇𝑅 · ∇𝑆

)
(9.43)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= −

[
1

2𝑚
+𝑉 − ℏ2

2𝑚
∇2𝑅

𝑅

]
(9.44)

注意到 §1.4中对概率流密度的定义：

J =
1

2𝑚
(𝜓∗𝑝𝜓 + c.c.) = 𝑅2

𝑚
∇𝑆, 𝜌 = |𝜓 |2 = 𝑅2

我们发现第一个式子等价概率守恒1.12,重点是第二个方程，我们把带有普
朗克常数的项单独移到一边得到：

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

[
(∇𝑆)2
2𝑚

+𝑉
]
=

ℏ2

2𝑚
∇2𝑅

𝑅
(9.45)

与经典力学中学过的哈密顿雅可比方程对比：

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝐻 (𝑞, 𝜕𝑆

𝜕𝑞
, 𝑡) = 0, 𝑝 =

𝜕𝑆

𝜕𝑡

不难发现在宏观世界取 ℏ → 0,薛定谔方程自然退化为 H-J方程, 波函
数的相位 𝑆就是作用量,其梯度就是广义动量！等式右边的项可以看作是量
子效应带来的某种“量子势”,微观世界 ℏ不可忽略时才有效。

再论WKB近似
WKB 近似考虑的是一维薛定谔方程, 是一种半经典方法, 我们仿照上

面对薛定谔方程取经典极限的过程来讨论一下WKB近似。
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首先我们将一维波函数写为 exp [𝑖𝑆(𝑥)/ℏ], 注意这里相位 𝑆(𝑥) 是个复
变函数。那么定态薛定谔方程可以改写为：

1
2𝑚

(
𝑑𝑆

𝑑𝑥

)2

+ ℏ
𝑖

1
2𝑚

𝑑2𝑆

𝑑𝑥2 = 𝐸 −𝑉 (9.46)

我们将 𝑆(𝑥)按照 ℏ的幂次展开：

𝑆 = 𝑆0 +
ℏ
𝑖
𝑆1 +

(
ℏ
𝑖

)2

𝑆1 + · · ·

代入方程后比较同幂次项得到：

1
2𝑚

𝑆′0
2 = 𝐸 −𝑉 (9.47)

2𝑆′0𝑆
′
1 + 𝑆′′0 = 0 (9.48)

2𝑆′0𝑆
′
2 + 𝑆′12 + 𝑆′′1 = 0 (9.49)

0-order:

𝑆0 = ±
∫ 𝑥

𝑝(𝑥)d𝑥, 𝑝(𝑥) =
√

2𝑚(𝐸 −𝑉)

1-order:

𝑆′1 = −
𝑆′′0
2𝑆′0

= − 𝑝
′

2𝑝
=

(
ln
√
𝑝
) ′⇒ 𝑆1 = ln 𝑝−

1
2 + 𝐶

按照此方法可以计算到任意阶近似，取零级近似便回到了前面的9.5,另
外上面只考虑了经典允许区,经典禁区可以类似讨论。



第十章 含时问题 (施工中)

前面我们一直都在倒腾势能不含时的 Schödinger 方程，这样时间变数
就可以直接变量分离出去，我们只需要去解更简单一点的定态 Schödinger
方程就好。现在我们来具体考虑含时问题，并为后面讨论含时散射问题打
好基础。

10.1 相互作用绘景

10.2 双能级系统

10.3 含时微扰论

回忆一下 §7中的定态微扰论，都是在定态方程的基础上考虑问题，但
是含时问题考虑定态方程是没有意义的。

10.4 Applications

10.5 Fermi’s Golden Rule and Berry Phase
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第十一章 散射理论

散射理论是从经典力学一直到量子场论都经久不衰的问题，人们热衷
于研究散射问题说到底还是实验上最容易测到的就是微分散射截面，而利
用微分散射截面的实验结果便可以验证现有理论或者反推提出新的理论。
但就经典力学中散射问题的各种处理都可以单独出一本书，我们自然没法
全面的讲述清楚散射理论，仅作基本介绍。
经典力学中都是决定论，到了量子力学一切都是概率，所以问题的提

法现在要改变了，我们现在关注的是粒子从入射态 |𝑖〉，经过势场散射之后
到某个散射态 | 𝑓 〉的概率。
散射研究的既然是两粒子之间的相互作用，那第最简单的情况就是碰

撞前后两粒子内部结构不变，称为
:::::::::
弹性散射，否则称为

::::::::::::
非弹性散射，比如核

物理中的反应。为我们仅研究弹性散射。
另外就是相互作用，最简单的情况就是两粒子之间的相互作用势能

𝑉 (r1, r2)，我们也称为势散射。不过前面计算氢原子超精细结构的时候我
们也看到自旋之间也可以发生相互作用，自然也有可能在散射过程中产生
贡献。我们这里只研究势散射。
另外散射永远是两个粒子之间的，所以在实验室坐标中散射过程势必

同时会影响到靶粒子和入射粒子，不过在研究氢原子有心力场问题的时候
我们也提到过，只要我们改用相对坐标系去描述波函数，r = r1 − r2，剩下
的问题就重新化为中心势场 𝑉 (r)问题了，只需要把入射粒子质量改成约化
质量就好。不过一般的问题靶粒子都很重，所以波函数都是 locality的，所
以一般近似为靶粒子“不动”是允许的1。

11.1 定态散射理论基本架构

经典力学中我们定义微分散射截面 𝜎(𝛀)为2：

𝜎(𝛀)𝑑Ω =
单位时间内射入到球面角 𝑑Ω内的粒子数目

入射粒子流强度
(11.1)

1经典散射问题直接计算好处理的是质心系，然而最后为了实验验证都需要转到实验室参考系，这
个数学处理那可真是很难搞 · · ·

2有的教材也用符号 𝑑𝜎/𝑑Ω表示
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其中入射粒子流强度指的是单位时间内单位面积有多少粒子数通过。

图 11.1: 这个图解释散射理论超酷的好不好！

如图11.1所示，一般来说势场都是具有各向同性的，所以微分散射截面
有下面的计算方式：

𝜎(Θ) = 𝑠

sinΘ

���� d𝑠
dΘ

���� (11.2)

量子力学里面我们计算微分散射截面还是根据11.1来的，回忆一下 §1.4
中的概念概率流密度，对于均匀入射粒子流我们应该改用下式计算微分散
射截面：

𝜎(𝜃, 𝜙)��𝑑Ω =

��j 𝑓 ��
|j𝑖 |
× 𝑟2��𝑑Ω (11.3)

其中 j𝑖 指的是入射粒子的概率流密度在 𝑑𝛀方向分量，j 𝑓 指的是散射波的
概率流密度。3

全微分散射截面的定义和经典力学中的完全一致：

𝜎𝑇 ≡
∫

4𝜋
𝜎(𝛀) dΩ

定态散射问题，即势场不随时间变化，解 Schrödinger方程定态方程，由
于是定态，入射粒子源源不断射来时，空间各点概率流密度都不随时间而
变，定态散射理论就是依赖这一点。
我们下面考虑各向同性的势场，散射后的波函数在球坐标系下解。第

四章中我们已经解出定态薛定谔方程的角向解是球谐函数 𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙)。径向

解满足方程：

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 +
[
𝑉 (𝑟) + ℏ2

2𝑚
ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

]
𝑢 = 𝐸𝑛𝑢

3后面的计算中我们认为入射波和散射波之间不相干，因为入射粒子都是集中在很小的范围内的，
所以这一近似很可取。
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既然我们测量的时候都是在离散射中心相对很远处，所以我们先在 𝑟
很大很大的地方解径向方程：

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 ≈ −𝑘
2𝑢 (𝑘 =

2𝑚𝐸
ℏ
)

得到两个解：

𝑅+(𝑟) ∼
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
𝑅−(𝑟) ∼

𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑟

这两个解前者代表向外辐射的球面波，后者代表向球内入射的球面波，
那显然我们求的是散射后的波函数，所以这两个解取前者。
入射粒子的能量是已知的，完整的解是上面的径向解与角向解叠加，最

后得到散射波函数有下面的形式：

𝜓 𝑓 (r) ∼ 𝑓 (𝜃, 𝜙)
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

显然入射波函数是平面波的形式4:

𝜓𝑖 (r) ∼ 𝑒𝑖𝑘𝑧

两个合起来就得到了在 𝑟 很大时的解：

𝜓(r) = 𝐴
[
𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 (𝜃, 𝜙) 𝑒

𝑖𝑘𝑟

𝑟

]
, (𝑟 very very large) (11.4)

再根据11.3我们便得到了微分散射截面的表达式：

𝜎(𝜃, 𝜙) = | 𝑓 (𝜃, 𝜙) |2 (11.5)

后面我们干的活都是去想如何近似地把散射振幅 𝑓 (𝜃, 𝜙)求出来。

11.1.1 分波法

非常直接粗暴的方法，我们前面是在 𝑟 很大的地方取解薛定谔方程得
到渐近解，现在为了得到更多关于 𝑓 (𝜃, 𝜙)的信息我们要考虑离散射中心稍
微近一点的地方的波函数行为了。
我们考虑的是 locality的势函数，也就是说存在距离 𝑎，当 𝑟 > 𝑎 的时

候可以认为 𝑉 (𝑟) = 0，但是还不至于忽略平方反比的离心势。𝑟 � 𝑎的情况
两个势能都可以忽略，前面我们已经得到这个解，现在我们考虑 𝑟 > 𝑎 时
候的解，首先说明这个方法局限性还是很大的，比如对于库伦势就不适用，
因为库伦势 1/𝑟 相比于离心势 1/𝑟2 减小的慢一些，所以你不可能找到一个

4或者你在直角坐标系下去解定态薛定谔方程去得到这个平面波解



第十一章 散射理论 224

区域可以忽略库伦势的同时不忽略离心势，但对于 1/𝑟3 这种我们就可以近
似计算。

𝑟 > 𝑎时候径向方程形式为 (角向解永远是球谐函数我们不用再去管)：

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 −
ℓ(ℓ + 1)
𝑟2 𝑢 = −𝑘2𝑢 (11.6)

在11.4作为 𝑟 →∞时的边界条件下解方程，方程解为：

𝑢ℓ (𝑟) = 𝑟 𝐴 𝑗ℓ (𝑘𝑟) + 𝑟𝐵𝑛ℓ (𝑘𝑟)

𝑗ℓ 和 𝑛ℓ 是两类球贝塞尔函数，不过为了和 𝑟 → ∞的解衔接，我们要
的是球面波形式的解，这两类球贝塞尔函数都没有球面波的形式，不过它
们的线性组合，两类球 Hankel函数满足：

ℎ (1)ℓ (𝑥) ≡ 𝑗ℓ (𝑥) + 𝑖𝑛ℓ (𝑥)
𝑥�1−−−→ 1

𝑥
(−𝑖)ℓ+1𝑒𝑖𝑥

ℎ (2)ℓ (𝑥) ≡ 𝑗ℓ (𝑥) − 𝑖𝑛ℓ (𝑥)
𝑥�1−−−→ 1

𝑥
(𝑖)ℓ+1𝑒−𝑖𝑥

那么方程11.6的解就可以改写为上面两类球 Hankel函数的解，不过由
于只有 ℎ (1)ℓ 代表向外的球面波，所以我们取：

𝑢ℓ (𝑟) ∼ 𝑟ℎ (1)ℓ (𝑘𝑟) 𝑅ℓ (𝑟) ∼ ℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)

线性叠加后便得到了更精细的波函数形式：

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝐴
[
𝑒𝑖𝑘𝑧 +

∑
ℓ,𝑚

𝑐ℓ,𝑚ℎ
(1)
ℓ (𝑘𝑟)𝑌

𝑚
ℓ (𝜃, 𝜙)

]
(11.7)

我们考虑的一般是各向同性的势函数，而且入射粒子是沿 𝑧方向的，所
以完全可以认为波函数与 𝜙无关，𝑚 ≡ 0，从而：

𝜓(𝑟, 𝜃) = 𝐴
[
𝑒𝑖𝑘𝑧 +

∑
ℓ

𝑐ℓ

√
2ℓ + 1

4𝜋
ℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃)

]
令 𝑐ℓ = 𝑖ℓ+1𝑘

√
4𝜋(2ℓ + 1)𝑎ℓ，最终得到：

𝜓(𝑟, 𝜃) = 𝐴
[
𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑘

∑
ℓ

𝑖ℓ+1(2ℓ + 1)𝑎ℓℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃)
]

(11.8)
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𝑟 →∞时与11.4比较即可得到：

𝜓(𝑟, 𝜃) = 𝐴
[
𝑒𝑖𝑘𝑧 +

∑
ℓ

(2ℓ + 1)𝑎ℓ𝑃ℓ (cos 𝜃) 𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟

]
⇒ 𝑓 (𝜃) =

∞∑
ℓ

(2ℓ + 1)𝑎ℓ𝑃ℓ (cos 𝜃)

⇒𝜎(𝜃) =
∞∑
ℓ=0

∞∑
ℓ′=0

(2ℓ + 1)(2ℓ′ + 1)𝑎ℓ𝑎∗ℓ′𝑃ℓ (cos 𝜃)𝑃∗ℓ′ (cos 𝜃)

⇒𝜎𝑇 = 4𝜋
∞∑
ℓ=0

(2ℓ + 1) |𝑎ℓ |2

(11.9)

问题是如何去计算 𝑎ℓ？那就需要继续精细点考虑，把 𝑟 > 𝑎 得到的解
作为边界条件，然后在 𝑟 < 𝑎内部解薛定谔方程去确定系数。就还真挺麻烦
的，不过我们确定系数不会直接使用11.8，因为这个式子前一半是在柱坐标
系内写的，后一半是在球坐标系下写的，考虑我们在 𝑟 < 𝑎内解薛定谔方程
都是在球坐标系内进行，所以我们把11.8统一在球坐标系下写，需要用到下
面的 Rayleigh公式

𝑒𝑖𝑘𝑧 =
∞∑
ℓ=0

𝑖ℓ (2ℓ + 1) 𝑗ℓ (𝑘𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃) (11.10)

代入11.8得到：

𝜓(𝑟, 𝜃) = 𝐴
∞∑
ℓ

𝑖ℓ (2ℓ + 1)
[
𝑗ℓ (𝑘𝑟) + 𝑖𝑘𝑎ℓℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)

]
𝑃ℓ (cos 𝜃) (𝑟 > 𝑎)

(11.11)

例：量子力学钢球模型散射

𝑉 (𝑟) =
{

0 (𝑟 > 𝑎)
∞ (𝑟 < 𝑎)

自然的我们便知道边界条件为 𝜓(𝑎, 𝜃) = 0，与 𝑟 > 𝑎 时的解衔接，代
入11.11便得到：

𝑗ℓ (𝑘𝑎) + 𝑖𝑘𝑎ℓℎ (1)ℓ (𝑘𝑎) = 0⇒ 𝑎ℓ = 𝑖
𝑗ℓ (𝑘𝑎)

𝑘ℎ (1)ℓ (𝑘𝑎)
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全微分散射截面精确解即为：

𝜎𝑇 =
4𝜋
𝑘2

∞∑
ℓ

(2ℓ + 1)
����� 𝑗ℓ (𝑘𝑎)ℎ (1)ℓ (𝑘𝑎)

�����2
考虑一下低能情况，入射粒子能量很低 𝑘𝑎 � 1，注意到 𝑧 → 0 时
𝑛ℓ (𝑧) → ∞:

𝑗ℓ (𝑧)
ℎ (1)ℓ (𝑧)

=
𝑗ℓ (𝑧)

𝑗ℓ (𝑧) + 𝑖𝑛ℓ (𝑧)
≈ −𝑖 𝑗ℓ (𝑧)

𝑛ℓ (𝑧)

≈ −𝑖 2ℓℓ!𝑧ℓ/(2ℓ + 1)!
−(2ℓ)!𝑧−ℓ−1/2ℓℓ!

=
𝑖

2ℓ + 1

[
2ℓℓ!
(2ℓ)!

]2

𝑧2ℓ+1

那么全微分散射截面可以近似为：a

𝜎 ≈ 4𝜋
𝑘2

∞∑
ℓ=0

1
2ℓ + 1

[
2ℓℓ!
(2ℓ)!

]4

(𝑘𝑎)4ℓ+2 ≈ 4𝜋𝑎2

计算的结果是经典情况的四倍！

a忽略高阶项，只取 ℓ = 0

分波法的计算非常冗杂，能解析计算的例子不多，还有一个比较有意
思的例子是球形 𝛿势阱：

𝑉 (𝑟) = 𝛼𝛿(𝑟 − 𝑎)
球内和球外都是𝑉 (𝑟) = 0，故解的形式都是11.11，不过对于球内问题 𝑎ℓ = 05，
然后再根据 𝑟 = 𝑎处波函数的连续性以及 𝑟 = 𝑎处波函数左右两侧导数之间
的关系6定系数。
从上面的例子也可以看出分波法其实尤其适用于低能散射情况，经典

物理图像就是粒子能量相对于势能比较小，散射角比较大。因为11.9毕竟是
关于 𝑘 的级数形式，那么 𝑘𝑎 ≈ 0 的时候就可以只取前几项，高阶项扔掉，
这样计算起来就比较简洁而且近似的也很好。接下来我们会讲 Born 近似，
尤其适用于高能粒子散射。7

11.1.2 Phase Shift
上面的推导完全是基于特殊函数，下面我们给一个比较

::::
物理的搞法。

5ℎ (1)ℓ (0) → ∞
6recall §2.5.2
7当然这里说的高能指的是非相对论的高能，否则就要去玩费曼图了。
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首先考虑一个特殊的一维散射问题，势能可以看作是在 𝑥 = 1处有一堵
不可跨越的墙，如图11.2所示。从左侧入射的波函数和向右反射回来的波函
数叠加为总的波函数：

𝜓(𝑥) = 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 > 0)

 

(a) 𝑉 = 0

 

(b) 𝑉 ≠ 0

图 11.2: 一维散射

不过由于 𝑇 = 0, 𝑅 = 1，所以 |𝐴| = |𝐵|，但是相位不一定相等，但是因
为 𝜓(0) = 0，所以 𝐴 + 𝐵 = 0，总的波函数可改写为：

𝜓(𝑥) = 𝐴
(
𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑒𝑖𝑘𝑥

)
现在看 𝑉 (𝑥)在 0 < 𝑥 < 𝑎处不等于 0，大于 𝑎处为 0的情况 (locality)。𝑥 > 0
的时候反射波和入射波都是平面波解，所以仍有总的波函数：

𝜓(𝑥) = 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 > 𝑎)

但是显然这个时候就不再要求 𝜓(0) = 0，所以一般的来说 𝐵 = 𝐴𝑒𝑖2𝛿:

𝜓(𝑥) = 𝐴
(
𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖2𝛿

)
这里 𝛿 ∈ R，代表的就是入射和反射之间只发生了个相位的变化，指数中的
2是习惯约定，这个地方很类似于光学中的半波损失。那具体去求 𝛿就要在
0 < 𝑥 < 𝑎的地方解薛定谔方程。
对于各向同性中心势场，径向方程完全就是薛定谔定态方程的形式，也

就是说我们将三维问题转化为了一维问题，而且 𝑟 > 0，也就是说解径向方
程时边界条件为 𝑟 < 0 → 𝑢(𝑟) = 0.所以上面的讨论完全可以照搬过来，只
用把 𝑥换成 𝑟，而且注意到 𝑢 = 𝑅/𝑟，所以径向解为向内（入射）和向外（反
射）球面波的叠加。反射会有个相移。
回想11.11，前面的方法为啥叫分波法，因为我们最终解的形式是一堆

𝜓 (ℓ) 的叠加，这里：

𝜓 (ℓ) (𝑟, 𝜃) = 𝐴𝑖ℓ (2ℓ + 1)
[
𝑗ℓ (𝑘𝑟) + 𝑖𝑘𝑎ℓℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)

]
𝑃ℓ (cos 𝜃)
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前一半 𝜓 (ℓ)𝑖 (𝑟, 𝜃) = 𝐴𝑖ℓ (2ℓ + 1) 𝑗ℓ (𝑘𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃) 来自于入射，最后散射波为
𝜓 (ℓ)𝑓 (𝑟, 𝜃) = 𝑖 (ℓ+1) (2ℓ+1)𝑘𝑎ℓℎ (1)ℓ (𝑘𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃).两者叠加得到完整的散射图像.
而且这些 𝜓 (ℓ)𝑖 ↣ 𝜓 (ℓ)𝑓 的散射过程是互不干扰的。一是方程的线性，二

是由于散射前后角动量守恒。8

那我们现在用相移具体分析一下散射过程，注意到 𝑟 非常大时：

𝑗ℓ (𝑘𝑟) ≈
1

2𝑘𝑟
[
(−𝑖)ℓ+1𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝑖ℓ+1𝑒−𝑖𝑘𝑟

]
代入 𝜓 (ℓ)𝑖 知：

𝜓 (ℓ)𝑖 (𝑟, 𝜃) ≈ 𝐴
2ℓ + 1
2𝑖𝑘𝑟

[
𝑒𝑖𝑘𝑟 − (−1)ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟

]
𝑃ℓ (cos 𝜃)

根据前面的分析上面式子的后一项是向内的球面入射波，那个不用管，要
紧的是前面一项向外的球面反射波，会出现相移，所以历经散射上式改写
为：

𝜓 (ℓ) (𝑟, 𝜃) ≈ 𝐴2ℓ + 1
2𝑖𝑘𝑟

[
𝑒𝑖 (𝑘𝑟+2𝛿) − (−1)ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟

]
𝑃ℓ (cos 𝜃)

= 𝐴

{
2ℓ + 1
2𝑖𝑘𝑟

[
𝑒𝑖𝑘𝑟 − (−1)ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟

]
+ 2ℓ + 1

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟

[
1

2𝑖𝑘
(𝑒2𝛿ℓ 𝑖 − 1)

]}
𝑃ℓ (cos 𝜃)
(11.12)

再根据 𝑗ℓ , ℎℓ 的渐近形式稍作计算可以得到11.11在 𝑟 非常大时候的渐近形
式：

𝜓 (ℓ) (𝑟, 𝜃) ≈ 𝐴
{

2ℓ + 1
2𝑖𝑘𝑟

[
𝑒𝑖𝑘𝑟 − (−1)ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟

]
+ 2ℓ + 1

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟𝑎ℓ

}
𝑃ℓ (cos 𝜃)

对比上面两个式子，这说明:

𝑎ℓ =
1

2𝑖𝑘
(𝑒2𝛿ℓ 𝑖 − 1) = 1

𝑘
𝑒𝑖 𝛿ℓ sin 𝛿ℓ (11.13)

根据定义即得：

𝑓 (𝜃) = 1
𝑘

∞∑
ℓ=0

(2ℓ + 1)𝑒𝑖 𝛿ℓ sin (𝛿ℓ) 𝑃ℓ (cos 𝜃) (11.14)

其中 𝑓ℓ (𝜃) ≡ 1
𝑘
e𝑖 𝛿ℓ sin(𝛿ℓ ) 称为分波散射振幅。

𝜎𝑇 =
4𝜋
𝑘2

∞∑
ℓ=0

(2ℓ + 1) sin2 (𝛿ℓ) (11.15)

8𝑅(𝑟) 散射前后模不变，只有这些 𝜓 (ℓ)𝑖 是独立散射的，才能让总角动量守恒
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这有什么意义？最终看起来不就是对于各向同性势场施加了一个参数
𝑎ℓ 的换元么？首先，这个结果从式子上看更容易从物理上解释，也就是物
理图像更加清晰，其次从计算上来看，原先我们面对的是一个复数 𝑎ℓ，现
在面对的是一个实数 𝛿ℓ，简化了一些计算量。

例：求解实例

对于球形 𝛿势阱，对于 ℓ = 0apartial wave.求解对应的相移 𝛿0.
着重看径向方程，在 𝑉 = 0处 𝑢(𝑟)都具有行波解：

𝑟 > 𝑎 : 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑟 < 𝑎 : 𝐶𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑟

所有的行波都会在 𝑟 = 0 处完全反射，所以最终在 𝑟 > 𝑎 外肯定有
|𝐵| = |𝐴|，而且由于对于 𝑟 < 𝑎的部分有 𝑢(0) = 0，所以：b

𝑟 > 𝑎 : 𝐴
(
𝑒𝑖𝑘𝑟 − 𝑒−𝑖 (𝑘𝑟+2𝛿)

)
= 2𝑖𝑒−𝑖 𝛿𝐴︸   ︷︷   ︸

𝐴′

sin(𝑘𝑟 + 𝛿)

𝑟 < 𝑎 : 𝐵 sin(𝑘𝑟)

由连续性：𝑢(𝑎−) = 𝑢(𝑎+) ⇒ 𝐴′ sin(𝑘𝑎 + 𝛿) = 𝐵 sin(𝑘𝑎)
径向方程两边在 𝑎 的邻域内积分可知：𝑢′(𝑎+) − 𝑢′(𝑎−) = 𝛽

𝑎
𝑢(𝑎)，

其中 𝛽 ≡ 2𝑚𝛼𝑎
ℏ2 ，代入 𝑢(𝑟)得到：

𝐴′𝑘 cos(𝑘𝑎 + 𝛿) − 𝐵𝑘 cos(𝑘𝑎) = 𝛽

𝑎
𝐴′ sin(𝑘𝑎 + 𝛿)

两式联立，最终得到：

𝛿0 = cot−1
[
𝛽

𝑘𝑎
+ cot(𝑘𝑎)

]
− 𝑘𝑎 = − cot−1

[
cot(𝑘𝑎) + 𝑘𝑎

𝛽 sin2(𝑘𝑎)

]
a也常常称为 S波，因为具有球对称性，第四章我们讲过这对应化学里面说的原子的 s轨

道。
b这里系数的含义和上面不同，只是偷个懒用一样的符号

最后总结一下这一节，最重要的就是量子力学中微分散射截面的定义，
薛定谔方程在 𝑟 →∞处的渐近解很好求，我们这一节就是直接莽上，教你
利用渐近解边界条件去解薛定谔方程。另外我们说了本节内容无法处理量
子力学中的 Rutherford散射，下一节介绍的 Born近似方法将会计算这一问
题。
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11.2 定态散射形式化理论

形式化理论在计算上不一定更加方便，但是它能够让计算变得程序化，
不像前面分波法那样无脑解方程。而且形式理论学了之后方便服务于量子
场论中继续计算微分散射截面。

11.2.1 Lippmann-Schwinger方程
薛定谔定态方程是一个微分方程，对于入射波矢为 𝑘 的粒子，可以写

为如下形式：
ℏ2

2𝑚
(
∇2 + 𝑘2) 𝜓(r) = 𝑉 (r)𝜓(r)

设函数 𝐺0(r, 𝑘2)9满足下面方程：

ℏ2

2𝑚
(
∇2 + 𝑘2) 𝐺0(r) = 𝛿(r) (11.16)

那么原先的微分方程就转变为了下面的积分方程：

𝜓(r) = 𝜓0(r) +
∫

d3𝑟 ′𝐺0(r − r′)𝑉 (r′)𝜓(r′) (11.17)

其中 𝜓0(r)相当于积分常数一般的存在，是满足下面方程的平面波解：

ℏ2

2𝑚
(
∇2 + 𝑘2) 𝜓0(r) = 0

这其实就是在用不含时格林函数法解偏微分方程。我们现在所做的只
是把薛定谔方程变了一种形式而已，下面我们具体求出格林函数。

11.16两边同时对 𝑥进行傅里叶变换得到：

ℏ2

2𝑚

(
𝑘2 − 𝑘 ′2

)
�̃�0(k′) = 1

9在不引起误会时简记为 𝐺0 (r)
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然后再用逆变换变回来：

𝐺0(r) = ℱ−1 [
�̃�0(k′)

]
=

1
(2𝜋)2

2𝑚
ℏ2

∫
d3𝑘 ′

𝑒𝑖k
′ ·r

𝑘2 − 𝑘 ′2

=
1
(2𝜋)2

2𝑚
ℏ2

∫ 2𝜋

0
d𝜑

∫ 𝜋

0
d𝜃 sin 𝜃

∫ +∞

0
d𝑘 ′𝑘 ′2

𝑒𝑖𝑘
′𝑟 cos 𝜃

𝑘2 − 𝑘 ′2

=
𝑚

𝜋2ℏ2𝑟

∫ +∞

0
d𝑘 ′

𝑘 ′

𝑘2 − 𝑘 ′2
sin 𝑘 ′𝑟

=
𝑚

2𝜋2ℏ2𝑟

∫ +∞

−∞
d𝑘 ′

𝑘 ′

𝑘2 − 𝑘 ′2
sin 𝑘 ′𝑟

=
𝑚

2𝜋2ℏ2𝑟
Im

[∫ +∞

−∞
d𝑘 ′

𝑘 ′

𝑘2 − 𝑘 ′2
𝑒𝑖𝑘

′𝑟

]
(11.18)

最后一步计算需要使用留数定理绕开 𝑘 ′ = ±𝑘 两个极点进行计算，我们取
下面11.3(a)和11.3(b)两种围道：两种围道计算得到的 𝐺0为：

Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘
𝑘

(a) 𝐺+0

Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘
𝑘

(b) 𝐺−0

Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘 − 𝑖𝜀

𝑘 + 𝑖𝜀

(c) 𝐺+0

Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘 + 𝑖𝜀

𝑘 − 𝑖𝜀
(d) 𝐺−0

图 11.3: 格林函数计算

𝐺±0 (𝑟, 𝑘2) = − 𝑚

2𝜋ℏ2
𝑒±𝑖𝑘𝑟

𝑟
(11.19)

当然你也可以使用其它的围道，例如下面11.2.1两个去计算 𝐺0，得到的是
𝐺±0 的线性组合。
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Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘 𝑘

(a) 𝐺+0 + 𝐺−0

Re[𝑘 ′]

Im[𝑘 ′]

−𝑘 𝑘

(b) 𝐺+0 − 𝐺−0

图 11.4: 其它围道

格林函数的这种不确定性正对应11.17中的 𝜓0，相当于积分常数。
格林函数还有一种比较赖皮的方式，10前面的积分不是有两个奇点在

积分路径上面么？现在我们想象先把两个奇点移开实轴，也有几种移开方
式，根据我们积分围道的选取，对应的移开方式应该是11.3(c)和11.3(b)。然
后正常积分，最后我们再把奇点移回去，取 𝜀 → 0+，那么根据11.18的第一
个等式，格林函数可以用下面的积分式表述：

𝐺±0
(
r, 𝑘2) = lim

𝜀→0+

1
(2𝜋)3

∫
d3𝑘 ′

𝑒𝑖k
′ ·r

𝐸 − 𝐸 ′ ± 𝑖𝜀 (11.20)

也常常写成下面的双元形式：

𝐺±0
(
r − r′, 𝑘2) = lim

𝜀→0+

1
(2𝜋)3

∫
d3𝑘 ′

𝑒𝑖k
′ · (r−r′)

𝐸 − 𝐸 ′ ± 𝑖𝜀 (11.21)

今后一律不再写极限符号，并规定运算时一直带着 𝜀，最后再取 𝜀 → 0+。
代入11.17得到完整的薛定谔方程积分形式：

𝜓±(r) = 𝜓0(r) −
𝑚

2𝜋ℏ2

∫
d3r′

𝑒±𝑖𝑘 |r−r′ |

|r − r′ | 𝑉 (r
′)𝜓+(r′) (11.22)

在我们所讨论的散射问题下，根据初始条件，显然 𝜓0(r)代表的就是入射平
面波 𝑒𝑖𝑘𝑧。
但不要以为我们直接解出了薛定谔方程的积分形式解，因为积分号里

面也有 𝜓 本身，不过这个方程天然适用迭代解法，后面再说。这个方程也
称为位形表象下的 Lippmann-Schiwinger方程。
两个格林函数带来了两个线性无关解，这两个解是否都具有物理意义

呢？我们看一下方程11.22在 𝑟 非常大时候的渐近解。

10下面的计算中沿用 𝐸 ≡ ℏ2𝑘/2𝑚
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定义 n = r/𝑟，散射振幅最终是 r的函数，这里 n的意义可以看作是散
射粒子的方向向量。
首先注意到下面几个式子：

|r − r′ | ≈ 𝑟 − n · r′ + 1
𝑟
(n × r′) + · · ·

𝑒±𝑖𝑘 |r−r′ | ≈ 𝑒±𝑖𝑘𝑟𝑒∓𝑖𝑘n·r′
[
1 ± 𝑖𝑘

2𝑟
(n × r′)2 + · · ·

]
1

|r − r′ | ≈
1
𝑟

[
1 + n · r′

𝑟
+ · · ·

] (11.23)

代入11.22并保留到一阶得到:11

𝜓+(r) ≈ 1
(2𝜋)3/2

[
𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 (𝜃, 𝜑) 𝑒

𝑖𝑘𝑟

𝑟

]
(11.24)

其中：

𝑓 (𝜃, 𝜑) = −
√

2𝜋𝑚
ℏ2

∫
d3𝑟 ′𝑒−𝑖k 𝑓 ·r′𝑉 (r′)𝜓+(r′) (kf ≡ 𝑘n) (11.25)

看似11.22得到了简并的两个解，但是另一个解：

𝜓−(r) ≈ 1
(2𝜋)3/2

[
𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 ′(𝜃, 𝜑) 𝑒

−𝑖𝑘𝑟

𝑟

]
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
在目前定态散射看来是没有物理意义的，不是前面描述的散射问题的

解，前面的平面波项也便无法理解为入射波，其用处将会在含时散射问题
中显现。后面的讨论中我们也会 ±一起讨论，将有助于分析的连贯性，但
是定态散射只用到 +。

继续讨论之前我们先规定一下符号，首先与 𝑘 相关的 𝐸, 𝑝这些他们的
上下标是相互对应的。讨论散射问题时我们并不会在动量或者坐标表象下
讨论，而是在 |k〉表象下，其也是 P̂的本征矢，和动量表象之间的关系为：

|k〉 ≡ ℏ
3
2 |p〉 p ≡ ℏk

同样满足正交归一关系。
直接考虑矢量形式的定态薛定谔方程：12

�̂� |𝜓k〉 = 𝐸 |𝜓k〉 (11.26)

11这里的归一化系数为什么是 1/(2𝜋)3/2？因为根据11.30可以得知那里的
〈
𝜓±k′

��𝜓±k 〉
= 〈k′ | k〉 =

𝛿(k′ − k)，是正交归一的解，这里取的归一化系数刚好可以和11.30对应。
12为了避免后面推导混淆，我们带上了下标 k，表示入射态 |k〉所导致的散射态。
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�̂�0 ≡ p̂2/2𝑚，显然入射态是其本征矢：

�̂�0 |k〉 = 𝐸 |k〉 (11.27)

然后两式相减得到： (
𝐸 − �̂�0

)
(|𝜓k〉 − |k〉) = 𝑉 |𝜓k〉 (11.28)

我们这么做的目的是把入射态从最终的散射态中分离出来，现在倘若
我们知道 𝐸 − �̂�0的逆算符

1
𝐸−�̂�0
，我们便得知了方程的解。13

但是这个逆算符存在吗？直接从11.27就可以看出 𝐸 − �̂�0是有 0这个本
征值的，所以其逆其实并没有完好的定义，因为我们要确定一个算符最直
接的方式就是看其作用在一组基底下是啥情况，这里我们就取 |k〉表象，但
显然：

1
𝐸 − �̂�0

|k〉 → ∞

不过也还好，也就对那些能量为 𝐸 的入射态会发散，其它的别的能量
的入射态都好好的。所以物理学家又想出了个逆天的办法，定义其逆算符
为：14

𝐺±0 (𝐸) ≡
1

𝐸 − �̂�0 ± 𝑖𝜀
(11.29)

称为自由格林算符，11.28便可写为如下形式：

|𝜓±k 〉 = |k〉 +
1

𝐸 − �̂�0 ± 𝑖𝜀
𝑉 |𝜓±k 〉 (11.30)

这便是 Lippmann-Schiwinger方程，等价于薛定谔定态方程。同样，定态
散射我们只用取 𝜓+作为解。
我们还可以把11.28写成如下形式：(

𝐸 − �̂�0 ± 𝑖𝜀
)
( |𝜓k〉 − |k〉) = 𝑉 |𝜓k〉 (11.31)

得到：

|𝜓±k 〉 = |k〉 +
1

𝐸 − �̂� ± 𝑖𝜀
𝑉 |k〉 (11.32)

上面的方程是另一种形式的 Lippmann-Schwinger方程，11.30和11.32在理论
分析中都有很大的作用。全格林算符由下式定义：

𝐺±(𝐸) ≡ 1
𝐸 − �̂� ± 𝑖𝜀

(11.33)

13这一做法其实就是格林函数的思想，一切 PDE都可以看作是希尔伯特空间上的算符方程，格林
函数法就是去找逆算符。Hassani的数学物理课本就是照着这个思路去讲 PDE的。

14其定义依赖于 𝐸 的，这是一簇算符
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注意𝐺0在问题解出之前是已知的，但在问题还没解出来之前我们对 �̂�
的本征值本征矢这些一无所知，所以对𝐺也就一无所知。所以11.30和11.32都
不会帮助我们直接解出方程，但是对于理论分析会简化很多。
我们来看下在位置表象下自由格林算符是啥？位置表象是连续的，所

以算符的矩阵是一个连续的矩阵，之前我们在11.21中将格林函数写成双变
量形式就是为了和这里的矩阵元对应。〈

r
��𝐺±0 �� r′〉 = ∫

d3𝑘 ′ 〈r| 1
𝐸 − �̂�0 ± 𝑖𝜀

|k′〉 〈k′ |r〉

=
∫

d3𝑘 ′
1

𝐸 − 𝐸 ′ ± 𝑖𝜀 〈r|k
′〉 〈k′ |r〉

(11.34)

再注意到：

〈r|k′〉 = 1
(2𝜋)3/2 𝑒

𝑖k′ ·r

便回到了11.21，同样，对取位置表象便回到了11.22。具体计算上看，
11.21更有优势，但理论分析上，用矢量形式的方程更方便。15

正负两个格林算符之间是厄米共轭关系：16

(𝐺±0 )† = 𝐺∓0 (𝐺±)† = 𝐺∓ (11.35)

而且 |k〉是 𝐺0的本征矢，|𝜓k〉是 𝐺 的本征矢

★格林算符的 Lippmann-Schwinger方程

𝐺± = 𝐺±0 + 𝐺±0𝑉𝐺±

𝐺± = 𝐺±0 + 𝐺±𝑉𝐺±0
(11.36)

11.2.2 T,S and Ω

11.25可以改写为：17

𝑓 (𝜃, 𝜑) = −4𝜋2𝑚

ℏ2 〈k 𝑓 |𝑉 |𝜓+k𝑖
〉 = −4𝜋2𝑚

ℏ2 〈𝜓−k 𝑓
|𝑉 |k𝑖〉 (11.37)

定义跃迁算符 𝑇：
𝑇± |k〉 = 𝑉 |𝜓±k 〉 (11.38)

15学力学时我们就知道矢量形式的方程是最有用的，因为它不依赖于参考系的选取，形式具有协
变性，具体计算的时候再去建立方便的坐标系。

16之后不加说明，等式两边都是对同一个 𝐸
17第二个等号最简单的证法是利用后面的11.39和11.40
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则 k 𝑓 方向出射的散射振幅可以表达为矩阵元形式：

𝑓 (𝜃, 𝜑) = −4𝜋2𝑚

ℏ2 〈k 𝑓 |𝑇+ |k𝑖〉 = −4𝜋2ℏ𝑚 〈p 𝑓 |𝑇+ |p𝑖〉 (11.39)

所以求散射振幅的问题变成了对 𝑇 算符性质的研究。
𝑇 算符有下面几个重要性质：

(𝑇±)† = 𝑇∓ (11.40)

𝑇± = 𝑉 +𝑉𝐺±0𝑇± (11.41)

𝑇± = 𝑉 +𝑉𝐺±𝑉 (11.42)

𝐺±0𝑇
± = 𝐺±𝑉 (11.43)

𝑇±𝐺±0 = 𝑉𝐺± (11.44)

𝐺± = 𝐺±0 + 𝐺±0𝑇±𝐺±0 (11.45)

11.41和11.42称为 𝑇 算符的 Lippmann-Schwinger方程，是这些等式中最
重要的两个，使用 𝑉 左乘11.30和11.32即可得到。
定义Møller(摩勒)算符 Ω±为：

Ω± |k〉 = |𝜓±k 〉 (11.46)

但是要注意，两个Møller算符之间没有像11.40一样的关系，是彼此独立的
两个算符。
利用 |k〉的完备性关系式可以将Møller算符写成下面的形式：

Ω± =
∫

d3𝑘 |𝜓±k 〉 〈k| (11.47)

其厄米共轭：

(Ω±)† =
∫

d3𝑘 |k〉 〈𝜓±k | (11.48)

(Ω±)†Ω± =
∫

d3𝑘

∫
d3𝑘 ′ |k〉 〈𝜓±k |𝜓±k′〉 〈k′ |

=
∫

d3𝑘

∫
d3𝑘 ′ |k〉 𝛿(k − k′) 〈k′ |

=
∫

d3𝑘 |k〉 〈k|

= 1

(11.49)
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但是：

Ω±(Ω±)† =
∫

d3𝑘

∫
d3𝑘 ′ |𝜓±k′〉 〈k′ |k〉 |𝜓±k 〉

=
∫

d3𝑘 |𝜓k〉 〈𝜓k |
(11.50)

�̂�的全体本征矢是有完备性的，但是 �̂�不只有散射态 |𝜓〉，还有束缚态 |𝜑〉。
完备性关系应该是：∫

d3𝑘 |𝜓k〉 〈𝜓k | +
∑
𝑛

|𝜑𝑛〉 〈𝜑𝑛 | = 1

所以一般来说 Ω不是幺正算符！，只有体系不含束缚态时是。
但是我们可以定义 𝑆算符，也叫散射算符：

𝑆 ≡ (Ω−)†Ω+ (11.51)

11.49在任何情况下都成立，所以任何情况下均成立：

𝑆†𝑆 = 𝑆𝑆† = 1

也就是说散射算符任何情况下都是幺正算符。
|k〉表象下 𝑆和 𝑇 的矩阵元之间有个非常非常重要的关系：

𝑆 𝑓 𝑖 ≡ 〈k 𝑓 |𝑆 |k𝑖〉 = 〈k 𝑓 | (Ω−)†Ω+ |k𝑖〉
= 〈𝜓−k 𝑓

|𝜓+k𝑖
〉 =

[
〈k 𝑓 | + 〈k 𝑓 |𝑉𝐺+(𝐸 𝑓 )

]
|𝜓+k𝑖
〉

= 〈k 𝑓 |
[
|k 𝑓 〉 + 𝐺+0 (𝐸𝑖)𝑉 |𝜓+k𝑖

〉
]
+ 〈k 𝑓 |𝑉𝐺+(𝐸 𝑓 ) |𝜓+k𝑖

〉

= 〈k 𝑓 |k𝑖〉 +
[

1
𝐸𝑖 − 𝐸 𝑓 + 𝑖𝜀

+ 1
𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝑖𝜀

]
〈k 𝑓 |𝑉 |𝜓+k𝑖

〉

= 𝛿(k 𝑓 − k𝑖) −
2𝑖𝜀

(𝐸𝑖 − 𝐸 𝑓 )2 + 𝜀2 〈k 𝑓 |𝑇+ |k𝑖〉

(11.52)

注意到下面的恒等式：18

lim
𝜀→0

𝜀

𝑥2 + 𝜀2 = 𝜋𝛿(𝑥) (11.53)

最终结果用矩阵元可以写成：19

𝑆 𝑓 𝑖 = 𝛿(k 𝑓 − k𝑖) − 2𝜋𝑖𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖)𝑇+𝑓 𝑖 (11.54)

直接用算符可以写成：

𝑆 = 1 − 2𝜋𝑖𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖)𝑇+ (11.55)
18Wigner-Breit等式
19有的教材也记 𝛿 𝑓 𝑖 = 𝛿(k 𝑓 − k𝑖)
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11.2.3 Born近似
Born近似的思想总结下来其实就是迭代两字。
根据跃迁算符的性质11.41，不断迭代可以得到 𝑇+的无穷级数形式，称

为 𝑇 算符的 Born级数：

𝑇+ = 𝑉 +𝑉𝐺+0𝑉 +𝑉𝐺+0𝑉𝐺+0𝑉 + · · · (11.56)

但是这玩意是不是收敛的还不能直接判断，考虑 𝑉 � 𝐻0，即粒子能量
相对于势能很高的情况，经典上看就是粒子几乎没咋偏转。11.56只取第一
项：

𝑇 ∼ 𝑉
再根据11.39得到一级 Born近似公式：

𝑓 (𝜃, 𝜙) ≈ − 𝑚

2𝜋ℏ2

∫
d3𝑟𝑉 (r)𝑒𝑖(k𝑖−k 𝑓 ) ·r (11.57)

很多情况下我们完全可以近似的大胆点，认为 k 𝑓 和 k𝑖 之间差异很小，
或者说相因子本身在积分区域内没啥变化，我们就可以把那个相因子丢掉，
Born近似变为：

𝑓 (𝜃, 𝜙) ≈ − 𝑚

2𝜋ℏ2

∫
𝑉 (r)d3𝑟 (11.58)

这种情况往往在入射粒子能量绝对而言很低时考虑。20

对于球对称的势场，散射振幅只与 𝜃 有关，11.57可以进一步化简：

𝑓 (𝜃) ≈ − 𝑚

2𝜋ℏ2

∫
d3𝑟𝑉 (𝑟)𝑒𝑖(k𝑖−k 𝑓 ) ·r

= − 𝑚

2𝜋ℏ2

∫ 2𝜋

0
d𝜙′

∫ 𝜋

0
d𝜃 ′ sin 𝜃 ′

∫ +∞

0
d𝑟𝑟2𝑉 (𝑟)𝑒𝑖 |k 𝑓 −k𝑖 |𝑟 cos 𝜃′

= − 2𝑚
ℏ2𝜅

∫ ∞

0
𝑟𝑉 (𝑟) sin(𝜅𝑟)d𝑟

(11.59)

其中 𝜅 ≡
��k𝑖 − k 𝑓

��，上面这个公式很常用。
你也可以在11.56中多保留几项得到高阶 Born近似，Born近似的公式

也可以完全不用算符理论发展，它的本质其实就是用迭代法去求解积分方
程11.22，然后注意到 𝑟 →∞的渐近形式从而凑出散射振幅 𝑓 (𝜃, 𝜙)。
但是 Born近似显然不是万能的，因为 Born级数可能收敛的较慢或者

压根就收敛。比如对于刚性球散射用分波法很快就能做出来，因为边界条
件很容易确定，微分方程很好解，但是这显然不属于 𝑉 � 𝐻0的范畴，所以
用 Born近似不能得到很好的结果。

20但是相对势能而言还是很高，所以可以继续适用一级近似。
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k𝑖

k 𝑓 ®𝜅

𝜃

图 11.5: ®𝜅 ≡ k𝑖 − k 𝑓

例：弹性球散射

𝑉 (𝑟) =
{
𝑉0, 𝑟 ≤ 𝑎
0, 𝑟 > 𝑎

(11.60)

利用11.59得到：

𝑓 (𝜃) ≈ − 2𝑚
ℏ2𝜅

𝑉0

∫ 𝑎

0
𝑟 sin(𝜅𝑟)d𝑟

= −2𝑚𝑉0

ℏ2𝜅3 [sin(𝜅𝑎) − 𝜅𝑎 cos(𝜅𝑎)]
(11.61)

𝜅从图11.2.3中可用余弦定理求出。低能量情况 𝜅 → 0，近似得到：

𝑓 (𝜃) ≈ −2𝑚𝑉0

ℏ2𝜅3

[
𝜅𝑎 − 1

6
(𝜅𝑎)2 − 𝜅𝑎 + 1

2
(𝜅𝑎)2

]
= −2𝑚𝑎3𝑉0

3ℏ2

(11.62)

不难验证这和直接用11.58计算是一致的。

例：汤川 (Yukawa)势

𝑉 (𝑟) = 𝛽𝑒
−𝜇𝑟

𝑟
(11.63)
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利用11.59
𝑓 (𝜃) ≈ −2𝑚𝛽

ℏ2𝜅

∫ +∞

0
𝑒−𝜇𝑟 sin(𝜅𝑟)d𝑟

= −2𝑚𝛽
ℏ2𝜅

Im
∫ +∞

0
𝑒−𝜇𝑟+𝑖𝜅𝑟d𝑟

= −2𝑚𝛽
ℏ2𝜅

Im
(

1
𝜇 − 𝑖𝜅

)
= − 2𝑚𝛽

ℏ2(𝜇2 + 𝜅2)

(11.64)

一个特殊情况为 𝜇 = 0, 𝛽 = 𝑞1𝑞2/(4𝜋𝜀0)，对应的就是库仑势，也就是
卢瑟福散射情况，其散射截面为：

𝜎(𝜃) ≈
(
𝑚𝑞1𝑞2

2𝜋𝜀0ℏ2𝜅2

)2

[
𝑞1𝑞2

16𝜋𝜖0𝐸 sin2(𝜃/2)

]2 (11.65)

这与经典力学中用牛顿力学得到的结果是一模一样的！所以
Rutherford 真的就是 The Chosen One！如果这两个结果不是恰巧相
同，或许当初原子物理学就不会有如此大的进展。

最后我们写一下二级 Born近似的公式以便查阅：

𝑓2(𝜃, 𝜙) ≈ 𝑓1(𝜃, 𝜙) +
( 𝑚

2𝜋ℏ2

)2
∫

d3𝑟

∫
d3𝑟 ′𝑉 (r)𝑉 (r′) 𝑒

𝑖𝑘 |r−r′ |

|r − r′ | 𝑒
𝑖(k𝑖r−k 𝑓 r′)

(11.66)
低能量近似下指数项都可以丢掉，剩下：

𝑓2(𝜃, 𝜙) ≈ 𝑓1(𝜃, 𝜙) +
( 𝑚

2𝜋ℏ2

)2
∫

d3𝑟

∫
d3𝑟 ′

1
|r − r′ |𝑉 (r)𝑉 (r

′) (11.67)

Born近似的公式还可以由下面的费曼规则和费曼图得到：21

• 画出费曼图，有几个顶点就是几阶近似，每个横线上面标注 q𝑖，纵线
标注 p𝑖，并且根据每个顶点的动量守恒确定 p𝑖 与 𝑘, 𝑞 之间的关系，
之后的计算中全部使用 𝑘, 𝑞 作为变量。比如下面的第二幅图中就有
p1 = q − k𝑖

21其实我们这里就是在迭代解方程，而最重要的就是这每一条内线，就是方程微分算子的逆—
Green 函数，所有这些费曼规则通过微扰解方程都能直接得到，当然量子场论中推导费曼规则最
经典的做法是相互作用绘景加上 Wick 定理（正则量子化），而我们这里类似于 Born 近似迭代解
方程的方法可以套用到其它数理方程求解上，比如用费曼图方法求解 N-S 方程:doi: 10.1016/0003-
4916(61)90056-2。另外，本部分参考的是 David TongQMII课程讲义，我认为他那里给出的费曼规则
有误，参考arXiv:2306.05395进行了修改（至少在二阶 Born近似下是对的。）

https://doi.org/10.1016/0003-4916(61)90056-2
https://doi.org/10.1016/0003-4916(61)90056-2
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/topicsinqm.html
https://arxiv.org/abs/2306.05395
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𝑓 (𝜃, 𝜙) = +

𝑘 𝑖 𝑘 𝑓

𝑝

𝑘 𝑖
𝑘 𝑓

𝑝1 𝑝2

𝑞

𝑘 𝑖 𝑘 𝑓

𝑝1 𝑝2

𝑞1
+

𝑞2

𝑝3

+ · · ·

• 每个纵线（外线）带来因子：

p = �̃� (p) ≡
∫

e−𝑖p·r′𝑉 (r′) d3𝑟′

• 每个横线（内线）带来因子 (𝜀 → 0)：

q
= 1
𝑘2−𝑞2+𝑖𝜀

• 对于每条横线（内线），还要进行积分：
∫ d3𝑞
(2𝜋)3

• 每个顶点 •乘上耦合常数 − 2𝑚
ℏ2

• 最后乘上归一化因子 − 1
4𝜋 便得到散射振幅 𝑓 (𝜃, 𝜙).

11.2.4 光学定理

根据11.14和11.15可以得到下面的光学定理：22

𝜎𝑇 =
4𝜋
𝑘

Im 𝑓 (0) (11.68)

我们下面用前面发展的算符理论证明下面更一般的光学定理：23∫
dΩk̂′′ 𝑓

∗(k̂′′, k̂′) 𝑓 (k̂′′, k̂) = 4𝜋
𝑘

Im 𝑓 (k̂′, k̂) (11.69)

其中 𝑓 (k̂ 𝑓 , k̂𝑖) 的意义为入射态 |k𝑖〉 散射到 k 𝑓 方向的散射振幅。不难验证
k′ = k即对应11.68.

22为啥叫光学定理？请移步至这篇论文：doi: 10.1119/1.10324
23 |k𝑖 | = |k 𝑓 | = 𝑘，而且注意下面积分的意义不是全空间内积分，是在单位球面上积分。

https://doi.org/10.1119/1.10324
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为符号简便，我们只证明 k′ = k的情况，一般的情况的证明完全类似，
换下符号便可。
利用 Lippmann-Schwinger方程可以得到：

〈k|𝑉 |𝜓+〉 =
[
〈𝜓+ | − 〈𝜓+ |𝑉 1

𝐸 − �̂�0 − 𝑖𝜀

]
𝑉 |𝜓+〉

= 〈𝜓+ |𝑉 |𝜓+〉 −
〈
𝜓+

����𝑉 1
𝐸 − �̂�0 − 𝑖𝜀

𝑉

����𝜓+〉
= 〈𝜓+ |𝑉 |𝜓+〉 −

〈
k
����𝑇− 1

𝐸 − �̂�0 − 𝑖𝜀
𝑇+

���� k〉 (11.70)

两边同时取虚部，注意到第一项是实数：

Im 〈k|𝑉 |𝜓+〉 = − Im
〈
k
����𝑇− 1

𝐸 − �̂�0 − 𝑖𝜀
𝑇+

���� k〉
= − Im

∫
𝑑3𝑘 ′ 〈k|𝑇−𝐺−0 (𝐸) |k′〉 〈k′ |𝑇+ |k〉

= − Im
∫

𝑑3𝑘 ′
1

𝐸 − 𝐸 ′ − 𝑖𝜀 〈k|𝑇
− |k′〉 〈k′ |𝑇+ |k〉

(11.71)

最后的计算需要将 𝜀 → 0+，注意到：24

lim
𝜀→0+

(
1

𝐸 − 𝐸 ′ − 𝑖𝜀

)
= lim

𝜀→0+

∫ +∞

−∞

𝛿(𝐸 − 𝐸 ′′)
𝐸 ′′ − 𝐸 ′ − 𝑖𝜀 𝑑𝐸

′′

= 𝑖𝜋𝛿(𝐸 − 𝐸 ′)
(11.72)

注意到跃迁矩阵元和散射振幅之间的关系，并继续用 𝑇+ |𝜓+〉 = 𝑉 |𝜓+〉
代入11.71左边得到：

Im 𝑓 (k, k) = ℏ2

4𝜋𝑚

∫
𝑑3𝑘 ′𝛿(𝐸 − 𝐸 ′) | 𝑓 (k′, k) |2

=
ℏ2

4𝜋𝑚

∫
𝑑3𝑘 ′𝛿

(
𝐸 − ℏ2𝑘 ′2

2𝑚

)
| 𝑓 (k′, k) |2

=
ℏ2

4𝜋𝑚

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜙k′

∫ 𝜋

0
𝑑𝜃k′ sin 𝜃k′︸                           ︷︷                           ︸∫

4𝜋 𝑑Ωk′

∫ +∞

0
𝑘 ′2𝑑𝑘 ′𝛿

(
𝐸 − ℏ2𝑘 ′2

2𝑚

)
| 𝑓 (k′, k) |2

(11.73)

24留数定理绕开一个单极点就可以证明。不过你可能对这些推导有一万个问号，记住，能用就好。
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注意到 𝛿函数的重要性质：

𝛿 [𝜑(𝑥)] =
∑
𝑥0

𝛿(𝑥 − 𝑥0)
|𝜑′(𝑥0) |

(11.74)

其中 𝑥0是 𝜑(𝑥)的零点。
可以利用这个公式进行进一步化简：

Im 𝑓 (𝜃 = 0) = ℏ2

4𝜋𝑚
· 𝑘2

ℏ2𝑘/𝑚

∫
4𝜋
𝑑Ωk′𝜎(𝜃, 𝜑)

=
𝑘

4𝜋
𝜎𝑇

(11.75)

这样我们便证明了光学定理 (Optical Theorem). 搞定

上一节举的几个例子似乎都会让你觉得光学定理有问题，但别忘了，我
们证明光学定理不依赖于任何近似选取，但前面几节我们计算振幅都使用
了某些近似。

11.3 *再谈分波法
下面在形式理论的基础上继续讨论分波法，其实就是在角动量表象下

去解薛定谔方程。

11.3.1 无自旋情况

𝐻 =
𝑃2

2𝑚
+𝑉 (𝑟)

问题转化为在下面的渐近条件下：25

𝜓+p𝑖

𝑟→∞−−−−→ e𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 (𝜃) 𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟

25因为球对称所以 𝑓 (𝜃, 𝜙) = 𝑓 (𝜃)，后面的讨论中一律省略上标“+”。另外，这里我们为了后面式
子书写的方便，前面的归一化因子取做 1，而不是与11.24一致，这并不会改变最终的结果。
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解定态方程 𝐻𝜓p𝑖
= 𝐸𝑖𝜓p𝑖

。我们首先选取 𝑘𝜃𝜓 表象，也就是说不用 k的三
个直角坐标分量表示 |k〉，而使用大小 𝑘 和方向 k0来标记。

〈kf |𝑇 |ki〉 = 〈𝑘 𝑓 |𝑘 𝑖〉 〈kf
0 |𝑇 |ki

0〉

=
1
𝑘2
𝑖

𝛿(kf − ki)
∑
ℓ′𝑚′

∑
ℓ𝑚 〈kf

0 |ℓ′𝑚′〉 〈ℓ′𝑚′ |𝑇 |ℓ𝑚〉 〈ℓ𝑚 |ki
0〉

=
ℏ3

𝑚𝑝𝑖
𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖)

∑
ℓ′𝑚′

∑
ℓ𝑚 〈kf

0 |ℓ′𝑚′〉 𝑇ℓ𝛿ℓℓ′𝛿𝑚𝑚 〈ℓ𝑚 |kf
0〉

=
ℏ3

𝑚𝑝𝑖
𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖)

∑
ℓ𝑚

𝑇ℓ𝑌
𝑚∗
ℓ (kf

0)𝑌𝑚
ℓ (ki

0)

=
ℏ3

𝑚𝑝𝑖
𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖)

∑
ℓ

2ℓ + 1
4𝜋

𝑇ℓ𝑃ℓ (cos 𝜃)

= − 𝑖ℏ3

8𝜋2𝑚𝑝𝑖

∑
ℓ

(2ℓ + 1) (1 − 𝑆ℓ)𝑃ℓ (cos 𝜃)

(11.76)

首先第一个等式利用了能量守恒，散射算符 𝑇 不会改变 𝑘 的大小，是
|𝜃𝜑〉空间中的算符。
第二个等号来源于归一化：

1 =
∫

𝑑3𝑘 |k〉 〈k| =
∫

𝑑𝑘𝑘2 |𝑘〉 〈𝑘 |
∫
|k0〉 〈k0 | 𝑑𝜔

所以 |𝑘〉 空间中的完全性关系 1 =
∫
𝑑𝑘𝑘2 |𝑘〉 〈𝑘 | 说明了这里 1/𝑘2

𝑖 因子的来
历。
第三个等号是因为 𝑇 和角动量算符对易，其是零阶球张量算符（标量

算符），所以根据Wigner-Eckart定理其只能有对角项不为 0。第四个等号就
是球谐函数与角动量表象之间的关系而且注意到下面的等式：

𝛿(𝐸 𝑓 − 𝐸𝑖) = 𝛿
[
ℏ2

2𝑚

(
𝑘2
𝑓 − 𝑘2

𝑖

)] 𝛿 (𝑎𝑥)= 1
|𝑎 | 𝛿 (𝑥)

===============
2𝑚
ℏ2 𝛿

(
𝑘2
𝑓 − 𝑘2

𝑖

)
=

2𝑚
ℏ2 ·

1
2𝑘 𝑖

[
𝛿(𝑘 𝑓 − 𝑘 𝑖) +������𝛿(𝑘 𝑓 + 𝑘 𝑖)

] 𝑘𝑖>0
======
𝑘 𝑓 >0

𝑚

ℏ2𝑘 𝑖
𝛿(𝑘 𝑓 − 𝑘 𝑖)

(11.77)
第五个等式利用球谐函数加法定理，最后一个等式注意到11.55即可。
前面证明了 𝑆的幺正性，而 𝑆又是一个对角阵（因为前面说了 𝑇 对角，

并注意到11.55），所以一定有 |𝑆ℓ | = 1，按照惯例记为：

𝑆ℓ = e2i𝛿ℓ (11.78)

其中 𝛿ℓ ∈ R 其实就是前面说的相移。现在再利用11.39发现我们又得到
了11.14和11.15。
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分波方程

我们将散射定态用球谐函数展开：

𝜓pi (r) =
∑
ℓ𝑚

𝑎′ℓ𝑚𝑅ℓ (𝑟)𝑌𝑚
ℓ (𝜃, 𝜑)

spherical symmetry
================

𝑚=0

∞∑
ℓ=0

𝑎ℓ𝑅ℓ (𝑟)𝑃ℓ (cos 𝜃)

然后代入到薛定谔方程，令 𝑢ℓ = 𝑟𝑅ℓ 得到：[
𝑑2

𝑑𝑟2 + 𝑘
2
𝑖 −

ℓ(ℓ + 1)
𝑟2 − 2𝑚

ℏ2 𝑉 (𝑟)
]
𝑢ℓ = 0 (11.79)

这就是每个分波满足的方程，还要对应的将边界条件进行转化，注意到11.10以
及球 Bessel函数的渐近形式：

𝑗ℓ (𝑘𝑟) =
√

𝜋

2𝑘𝑟
𝐽ℓ+ 1

2
(𝑘𝑟) 𝑟→∞−−−−→ 1

𝑘𝑟
sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
代入 𝜓pi 满足的边界条件得到：

𝜓p𝑖

𝑟→∞−−−−→ 1
𝑘𝑟

∑
ℓ

(2ℓ + 1)iℓei𝛿ℓ sin
(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋 + 𝛿ℓ

)
𝑃ℓ (cos 𝜃) (11.80)

与展开式比较便得到：

𝑎ℓ𝑢ℓ (r)
𝑟→∞−−−−→ 𝑏ℓ sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋 + 𝛿ℓ

)
(11.81)

其中:
𝑏ℓ =

1
𝑘
(2ℓ + 1)iℓe𝑖 𝛿ℓ

那现在问题就是在上面的渐近条件下解分波方程，而且无需求出具体
的解，只需要把渐近解中的 𝛿ℓ 用一些数学手段求出来即可。
另外还需要 𝑟 → 0 时的边界条件，由于波函数不能有奇异点，所以

𝑅ℓ → 有限，则 𝑢ℓ → 0。而且如果在 𝑟 → 0时 𝑉 (𝑟) 相对于 1/𝑟2 可看作 0，
则方程11.79化为： [

𝑑2

𝑑𝑟2 −
ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

]
𝑢ℓ = 0

可以得到更加精确的渐近条件：

𝑢ℓ (𝑟)
𝑟→0−−−→ 𝑟ℓ+1
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相移

最后再来讨论一下相移，入射平面波在远处渐近形式根据11.10可以写
为：

〈r|k𝑖〉 →
1
𝑘𝑟

∑
ℓ

(2ℓ + 1)iℓ sin
(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
𝑃ℓ (cos 𝜃)

另外注意到散射定态的渐近解11.80，两者差别就在相位上面，所以我们可
以说势能对入射波的作用就是对远处每个分波产生了相移 𝛿ℓ。

近似计算例子

前面讨论的 Born近似适用于高能散射，而这里的分波法适用于低能散
射，特别是势能在 𝑟 > 𝑑后截断，只有前面几项相移不为 0。我们这里主要
说明其与 Born近似的统一性。

𝑟 < 𝑑 时，分波方程为：

𝑑2𝑢ℓ
𝑑𝑟2 +

[
𝑘2 − ℓ(ℓ + 1)

𝑟2 − 2𝑚
ℏ2 𝑉 (𝑟)

]
𝑢ℓ = 0 (11.82)

𝑟 > 𝑑 时，分波方程为：

𝑑2𝑣ℓ
𝑑𝑟2 +

[
𝑘2 − ℓ(ℓ + 1)

𝑟2

]
𝑣ℓ = 0 (11.83)

𝑣ℓ 的解是平面波的第 ℓ分波，根据11.10可以得到：

𝑣ℓ (𝑟) = 𝑟 (2ℓ + 1)iℓ 𝑗ℓ (𝑘𝑟)
𝑟→∞−−−−→ 1

𝑘
(2ℓ + 1)iℓ sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
现在用 𝑣ℓ 乘11.82，𝑢ℓ 乘11.83，两式相减并对 𝑟 从 0积分到∞:[

𝑣ℓ
𝑑𝑢ℓ
𝑑𝑟
− 𝑢ℓ

𝑑𝑣ℓ
𝑑𝑟

]
𝑟→∞

=
2𝑚
ℏ2

∫ ∞

0
𝑉 (𝑟)𝑢ℓ (𝑟)𝑣ℓ (𝑟)d𝑟

最后将 𝑢ℓ , 𝑣ℓ 的渐近式代入得到：

ei𝛿ℓ sin 𝛿ℓ = −
2𝑚𝑘

(2ℓ + 1)iℓℏ2

∫ ∞

0
𝑉 (𝑟)𝑎ℓ𝑢ℓ (𝑟)𝑣ℓ (𝑟)𝑟2d𝑟 (11.84)

上式是和分波法解方程等价的计算相移的方程，但右边仍有未知函数
𝑅ℓ，无法用于实际计算，现在进行近似，我们认为 𝑉 (𝑟)比较小，相移不大，
故 ei𝛿ℓ sin 𝛿ℓ ≈ 𝛿ℓ，𝑢ℓ ≈ 𝑣ℓ :

𝛿ℓ = −
2𝑚𝑘
ℏ2

∫ ∞

0
𝑉 (𝑟) [ 𝑗ℓ (𝑘𝑟)]2 𝑟2d𝑟 (11.85)
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注意到公式：∑
ℓ

(2ℓ + 1) [ 𝑗ℓ (𝑘𝑟)]2 𝑃ℓ (cos 𝜃) = sin𝐾𝑟
𝐾𝑟

(𝐾 ≡ 2𝑘 sin
𝜃

2
)

利用11.14去计算散射振幅，不难发现我们再次得到了球对称势阱下的
Born近似方程11.59。究其原因，是我们用未受扰动的 𝑣ℓ 替代了 𝑢ℓ，这正
是一级 Born近似的核心思想。
另外对于慢速粒子，入射动量 𝑘 很小，𝑘𝑑 � 1，𝑑 是力程。这个时候

可以利用：

𝑗ℓ (𝑘𝑟)
𝑘𝑟�1−−−−→ (𝑘𝑟)ℓ

(2ℓ + 1)!!
11.85进一步简化为：

sin 𝛿ℓ ≈
2𝑚(𝑘𝑑)2ℓ+1

[(2ℓ + 1)!!ℏ]2
∫ 𝑑

0
𝑉 (𝑟)

( 𝑟
𝑑

)2ℓ+1
𝑟d𝑟 (11.86)

抽离出上式关于入射能量的依赖：

𝛿ℓ ∼ 𝑘2ℓ+1

也就是说在 𝑘 很小时，相移按照 𝑘2ℓ+1 趋近于 0，这一特点称为阈值性状。
由此可知，在势场范围有限的低能散射中，主要是 ℓ =的球对称 S波在起
作用。

束缚态

现在分析11.78中 𝑆 矩阵在 ℓ = 0处的解析性。将11.80展开为 𝑒 指数的
形式，并注意到 𝑆矩阵的定义，我们发现在 ℓ = 0的分波下，散射波函数在
远处可以写成入射和出射球面波形式：

𝜓p𝑖
∼ −−ikr

𝑟
+ 𝑆ℓ=0(𝑘)

e𝑖𝑘𝑟

𝑟

这是散射态。但实际上通过前面几章对一维问题的求解，我们发现其
实对于某些特定的（离散的）能量取值，薛定谔方程的解是束缚态，不对应
散射过程，相应的波函数在远处行为为：

𝜓𝑏 ∼
e−𝜅𝑟

𝑟

这两种渐近解其实我们可以统一地写成如下形式：

𝑎
e𝑖𝑘𝑟

𝑟
− 𝑏−ikr

𝑟
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对于束缚态 𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑘 = 𝑖𝜅，而对于散射态 𝑎 = 𝑆ℓ (𝑘), 𝑏 = 1, 𝑘 ∈ R.
更进一步，由于量子态可以差一个相位因子，所以真正有意义地是 𝑎/𝑏，

我们把 𝑆矩阵也解析延拓到复平面上，其值等于 𝑎
𝑏
，现在 𝑘 ∈ C，这样的话

对于散射态，𝑆ℓ=0(𝑘)解析，而在虚轴上对应束缚态处 𝑆ℓ=0(𝑖𝜅) = ∞，由此得
到结论：
一个束缚态的出现意味着散射 𝑆 矩阵在复平面正虚轴上存在一个单极

点。
目前我们对 𝑆矩阵有三个信息：存在极点 𝑘 = 𝑖𝜅，具体位置由束缚态能

级决定；幺正，所以 |𝑆ℓ=0 | = 1，这是对散射态说的，所以条件是 𝑘 > 0的实
数；𝑆ℓ=0(𝑘 = 0) = 1，这是根据相移的阈值性状来的。
而这些信息其实能够帮助我们在势未知的情况下去构造 𝑆 矩阵。除了

束缚态没有其它奇点，最简单的解为：

𝑆ℓ=0(𝑘) =
−𝑘 − 𝑖𝜅
𝑘 − 𝑖𝜅

根据 11.14,不难发现：

𝑓ℓ (𝑘) =
𝑆ℓ (𝑘) − 1)

2𝑖𝑘
⇒ 𝑓ℓ=0(𝑘) =

1
−𝜅 − 𝑖𝑘

共振散射

参照曾书进行补充

11.3.2 自旋 1
2 情况

考虑自旋后，势能项中要加入自旋角动量耦合势7.26，薛定谔方程实际
上升级为 Pauli方程，对于波函数的自旋部分和角向部分可以用角动量表象
|ℓ𝑚ℓ〉 |𝑠𝑚𝑠〉展开，下面我们转入耦合表象 |ℓ 1

2 𝑗𝑚〉研究，并且在坐标表象下
可以得到 |ℓ 1

2 𝑗𝑚〉对应的基函数：26

𝑌
ℓ 1

2
𝑗𝑚 (r0) =

∑
𝑚ℓ𝑚𝑠

𝑌𝑚ℓ

ℓ (r
0)𝜒

1
2
𝑚𝑠
𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚𝑚ℓ𝑚𝑠

(11.87)

而且在坐标表象下有：

L · S𝑌 ℓ 1
2

𝑗𝑚 (r0) = ℏ2

2

[
𝑗 ( 𝑗 + 1) − ℓ(ℓ + 1) − 3

4

]
𝑌
ℓ 1

2
𝑗𝑚 (r0) ≡ 𝜁 ( 𝑗ℓ)𝑌 ℓ 1

2
𝑗𝑚 (r0)

26这里 CG系数采用群论附录中的符号约定
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现在可以按照11.87对电子的波函数进行展开，因为 𝑌
ℓ 1

2
𝑗𝑚 (r0) 只在自旋空间

和角向完备，故展开系数是关于 𝑟 的函数：

𝜓(r, 𝜎) = 1
𝑟

∞∑
ℓ=0

ℓ+ 1
2∑

𝑗=ℓ− 1
2

𝑗∑
𝑚=− 𝑗

𝐴ℓ
𝑗𝑚𝑢

ℓ
𝑗 (𝑟)𝑌

ℓ 1
2

𝑗𝑚 (r0) (11.88)

分波方程为：[
𝑑2

𝑑𝑟2 + 𝑘
2
𝑖 −

ℓ(ℓ + 1)
𝑟2 − 2𝑚

ℏ2 𝑒𝜑(𝑟) −
2𝑚
ℏ2 𝜁 ( 𝑗ℓ)𝑉

′(𝑟)
]
𝑢ℓ𝑗 (𝑟) = 0

从其中可看出 𝑢(𝑟)与 𝑚无关。现在类比11.81，我们得到分波方程的渐近条
件：

𝑢ℓ𝑗 (𝑟)
𝑟→∞−−−−→ 𝑏ℓ 𝑗 sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋 + 𝛿ℓ 𝑗

)
代入11.88得态函数渐近条件：

𝜓(r, 𝜎) 𝑟→∞−−−−→ 𝑏ℓ 𝑗
1
𝑟

∑
ℓ 𝑗𝑚

𝐴ℓ
𝑗𝑚 sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋 + 𝛿ℓ 𝑗

)
𝑌
ℓ 1

2
𝑗𝑚 (r0) (11.89)

另一方面，态函数是入射平面波和散射球面波的叠加，但是这个时候
要格外注意自旋，我们考虑入射电子是“极化”的，也就是说是自旋为 𝑆𝑧
的本征态，而在散射后由于自旋角动量分量 𝑆𝑧 不守恒，所以出射球面波应

该是 𝜒
1
2
± 1

2
的叠加：

𝜓(r, 𝑚𝑠)
𝑟→∞−−−−→ 𝜒

1
2
𝑚𝑠

e𝑖𝑘𝑧 +
∑
𝑚′𝑠

𝜒
1
2
𝑚′𝑠
M𝑚′𝑠𝑚𝑠

(𝜃, 𝜑) e
𝑖𝑘𝑟

𝑟
(11.90)

这里方向因子不再是单一的函数 𝑓 (𝜃, 𝜑)，而变成了一个矩阵M，其相当于
散射振幅。矩阵元的物理意义为：

d𝜎
dΩ
(𝜃, 𝜑;𝑚𝑠, 𝑚

′
𝑠) = |M𝑚′𝑠𝑚𝑠

(𝜃, 𝜑) |2 (11.91)

散射截面现在还与出入射自旋相关（考虑电子的“极化”方向）。如果我们
不考虑出射电子的自旋，仅仅考虑电子出射到某个立体角的几率，对 𝑚′𝑠求
和即可：

d𝜎
dΩ
(𝜃, 𝜑) =

∑
𝑚′𝑠

|M𝑚′𝑠𝑚𝑠
(𝜃, 𝜑) |2 (11.92)

入射电子如果不是“极化”的，那么根据线性叠加，最终结果加权求和一下
就行，后面我们会看到上式其实与 𝑚𝑠 无关，所以上式对于“非极化”入射
也适用。
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现在我们具体使用相移计算出散射矩阵：

𝜒
1
2
𝑚𝑠

e𝑖𝑘𝑧 = 𝜒
1
2
𝑚𝑠
· 1
𝑘𝑟

∑
ℓ

(2ℓ + 1)iℓ sin
(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
𝑃ℓ (cos 𝜃)

=
1
𝑘𝑟

∑
ℓ

(2ℓ + 1)iℓ sin
(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
4𝜋

2ℓ + 1
𝑌 0
ℓ (𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎)𝜒

1
2
𝑚𝑠

(11.93)

根据 CG系数的完备性和正交性：∑
𝑗𝑚

𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚0𝑚′𝑌

ℓ 1
2 𝑗𝑚 =

∑
𝑗𝑚

∑
𝑚ℓ𝑚𝑠

𝑌𝑚ℓ

ℓ 𝜒
1
2
𝑚𝑠
𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚𝑚ℓ𝑚𝑠

𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚0𝑚′

=
∑
𝑚ℓ𝑚𝑠

𝑌𝑚ℓ

ℓ 𝜒
1
2
𝑚𝑠
𝛿0
𝑚ℓ
𝛿𝑚

′

𝑚𝑠

= 𝑌 0
ℓ 𝜒

1
2
𝑚′

(11.94)

故11.90右边第一项变为：

𝜒
1
2
𝑚𝑠

e𝑖𝑘𝑧 =
1
𝑟

∑
𝑗𝑚ℓ

1
𝑘

√
4𝜋(2ℓ + 1)iℓ sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚0𝑚𝑠

𝑌
ℓ 1

2
𝑗𝑚 (11.95)

注意到：

sin
(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋 + 𝛿ℓ 𝑗

)
= sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
e−i𝛿ℓ 𝑗 + sin 𝛿ℓ 𝑗 i−ℓei𝑘𝑟

而11.89右边可改写为：

⇒ 1
𝑟

∑
ℓ 𝑗𝑚

𝐴ℓ
𝑗𝑚 sin

(
𝑘𝑟 − 1

2
ℓ𝜋

)
e−i𝛿ℓ 𝑗𝑌

ℓ 1
2

𝑗𝑚 + (· · · )𝑒𝑖𝑘𝑟 (11.96)

对比得到：

𝐴ℓ
𝑗𝑚 =

1
𝑘

√
4𝜋(2ℓ + 1)iℓei𝛿ℓ 𝑗𝑆

ℓ 1
2

𝑗𝑚0𝑚𝑠

似乎 𝐴ℓ
𝑗𝑚与入射平面波自旋有关，只有 𝑚 = 𝑚𝑠时才不为零，实际上，因为

𝐿𝑧 = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝜑
，平面波 ei𝑘𝑧为𝑚ℓ = 0的本征函数，所以必定有𝑚 = 𝑚𝑠+𝑚ℓ = 𝑚𝑠:

𝐴ℓ
𝑗𝑚 =

1
𝑘

√
4𝜋(2ℓ + 1)iℓei𝛿ℓ 𝑗𝑆

ℓ 1
2

𝑗𝑚0𝑚 (11.97)

同样的方法可以计算出：

M𝑚′𝑠𝑚𝑠
(𝜃, 𝜑) = 1

2i𝑘

∑
ℓ 𝑗

√
4𝜋(2ℓ + 1)

(
e2i𝛿ℓ 𝑗 − 1

)
𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚𝑠0𝑚𝑠

𝑆
ℓ 1

2
𝑗𝑚𝑠 ,𝑚𝑠−𝑚′𝑠 ,𝑚′𝑌

𝑚𝑠−𝑚′𝑠
ℓ (r0)

(11.98)
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代入 CG系数的具体数值之后得到：

M++ =M−− =
1

2i𝑘

∞∑
ℓ

[
(ℓ + 1)

(
e2i𝛿

ℓ,ℓ+ 1
2 − 1

)
+ ℓ

(
e2i𝛿

ℓ,ℓ− 1
2 − 1

)]
𝑃ℓ (cos 𝜃)

M±∓ =
1

2i𝑘

∞∑
ℓ

(
e2i𝛿

ℓ,ℓ+ 1
2 − e2i𝛿

ℓ,ℓ− 1
2

)
𝑃1
ℓ (cos 𝜃)

(
±e∓i𝜑 )

常常记为如下形式：

M(𝜃, 𝜑) =
(

𝑓 (𝜃) 𝑔(𝜃)e−i𝜑

−𝑔(𝜃)ei𝜑 𝑓 (𝜃)

)
= 𝑓 (𝜃) · 1 + i𝑔(𝜃)n · 𝜎

其中 n = k𝑖×k 𝑓

|k𝑖×k 𝑓 |，为入射出射方向决定的平面的法向量。𝜎为 Pauli矩阵。
根据M 矩阵元的物理意义，称 𝑓 (𝜃) 为直接散射振幅，𝑔(𝜃) 为自旋倒

转散射振幅。
无论 𝑚𝑠 是多少，不计出射自旋的散射截面均为：

d𝜎
dΩ
(𝜃, 𝜑) = | 𝑓 (𝜃) |2 + |𝑔(𝜃) |2

与电磁散射类比

如果读者比较熟悉电磁散射理论27，会发现许多与我们这里量子力学
讨论类似的地方。我们这里使用角动量表象建立分波方程，对波函数进行
分波展开，对应的就是电磁辐射中用球面波对辐射场进行多级展开，这里
无自旋情况对应的就是不考虑散射波的偏振，有自旋情况就对应将电磁波
偏振分开讨论定义相应的散射振幅。
量子力学中更复杂的一点是涉及到全同粒子，这个时候散射波函数必

须是全反对称或者对称的，理论分析或者方程求解更是难上加难，粒子变
多，考虑的自旋也变多，散射 𝑀 矩阵也越来越大，这些我们就不分析了28。

11.4 含时散射理论（施工中）

27见刘川《电动力学》§26
28本节参考资料：《量子力学中的散射问题》，熊鈺庆



第十二章 *再论量子力学中的对称
性（施工中）

本章使用群论这一数学工具严格且完整地讨论对称性在量子力学中的
体现。主要参考喀兴林。下学期估计也补不完，寒假补这个，先把前面对称
性的部分修改一下
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第十三章 量子信息与量子计算简介
（施工中）

这又是一个超级大坑，上完一学期量子信息课之后搞个简短介绍，只
介绍一些中心定理和算法
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Appendix A

Vector Calculus

A.1 指标运算

指标运算其实就是在涉及到向量,张量求和表示时,频繁的使用 Σ会降
低文章的可读性,索性人为的

:::::
规定去掉求和符号。

爱因斯坦求和约定

只要是某一项中出现的两个相同的指标a, 那么就理解为对这个指标
求和也就是说

𝑐𝑖 =
3∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑏 𝑗 ⇐⇒ 𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 𝑗𝑏 𝑗 (𝑖 = 1, 2, 3)

我们称 𝑗 为
:::::::
哑指标,𝑖 为

:::::::::
自由指标, 总的来说, 这就是一种方便使用的

约定记号,而且有时候去掉求和符号后能够是我们更加清晰地进行计
算。

a⋆不可能在某一项中出现三个相同的指标。

指标运算这个东西实际上非常微妙, 一方面它能帮助你大幅度的简化
运算, 另一方面它的一些操作总是让人头晕。关于哑指标和自由指标, 你需
要记住的就是哑指标只是表示求和, 所以你可以更换字母或者对换字母, 例
如:𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎 𝑗𝑏 𝑗 , 𝑎𝑖 𝑗𝑏 𝑗𝑖 = 𝑎 𝑗𝑖𝑏𝑖 𝑗 (𝑖 ↔ 𝑗),而自由指标更像是在表示某个向量的
某一个分量,你需要对等式两边同时去替换。

符号定义

1.克罗内克符号 (Kronecker delta)

254
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𝛿𝑖 𝑗 =

{
0, 𝑖 ≠ 𝑗

1, 𝑖 = 𝑗

2.列维-奇维塔符号a(Levi-Civita symbol)

𝜖𝑖 𝑗𝑘 =


1, 𝜏(𝑖 𝑗 𝑘) is even
−1, 𝜏(𝑖 𝑗 𝑘) is odd
0, any of 𝑖, 𝑗 , 𝑘 is equal

a𝜏表示逆序数

克罗内克符号常常被用来
::::::::::
替换指标, 下面的关系在简化运算时非常有

用。

𝛿𝑖 𝑗𝑎 𝑗 = 𝑎𝑖 𝛿𝑖 𝑗𝑎 𝑗 𝑘 = 𝑎𝑖𝑘 (A.1)

也就是说一旦碰到相同的指标 𝛿 会将那一项的这个指标替换为 𝛿 的另
一个指标,比如上面的公式 𝛿作用为 𝑗 ↔ 𝑖。

𝜖 和 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎之间有一个十分有用的关系式:

𝜖𝑖 𝑗 𝑘𝜖𝑘𝑙𝑚 = 𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝛿 𝑗 𝑙 (A.2)

几个使用求和约定表示的例子:
a · b = 𝑎𝑖𝑏𝑖 [a × b]𝑖 = 𝜖𝑖 𝑗𝑘𝑎 𝑗𝑏𝑘
(AB)𝑖 𝑗 = A𝑖𝑘B𝑘 𝑗 A𝑇

𝑖 𝑗 = A 𝑗𝑖

|M | = 𝜖𝑖 𝑗𝑘M1𝑖M2 𝑗M3𝑘 ⇐⇒ 𝜖𝑝𝑞𝑟 |M | = 𝜖𝑖 𝑗𝑘M𝑝𝑖M𝑞 𝑗M𝑟𝑘

A.2 梯度,散度,旋度

Gradient

1. 梯度可以定义为垂直于等值面的向量, 且模长等于势随等值面
垂直距离的变化率

2. 使用 𝑑𝑓 = ∇ 𝑓 · dr定义梯度 (∇ 𝑓 ←→ grad 𝑓 )

3. ∇ 𝑓 𝑑𝑒 𝑓
= lim

𝛿𝑉→0

1
𝛿𝑉

"
𝛿𝑆

𝑓n𝑑𝑆
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Divergence

∇ · u 𝑑𝑒 𝑓
= lim

𝛿𝑉→0

1
𝛿𝑉

"
𝛿𝑆

u · n𝑑𝑆

curl

∇ × u · n̂ 𝑑𝑒 𝑓
= lim

𝛿𝑆→0

1
𝛿𝑆

∮
𝛿𝐶

u · dr

�̂�是垂直于 𝛿𝑆面元的单位矢量,且与曲线积分绕行方向遵循右手螺旋定则

在直角坐标系下, 这些量的表达式只要使用 ∇ 𝑑𝑒 𝑓
= ( 𝜕

𝜕𝑥
, 𝜕
𝜕𝑦
, 𝜕
𝜕𝑧
), 类比为

向量运算法则即可, 使用爱因斯坦求和约定可以进一步简化表达式, 并进行
清晰的推演,下面列举出来的是比较重要的矢量分析公式,除了极个别公式,
都可以用求和约定快速推导出来。

一些矢量公式

• ∇ · (∇ 𝑓 ) = ∇2 𝑓 a

• ∇ × (∇ 𝑓 ) = 0

• ∇ · (∇ × u) = 0

• ∇ × (∇ × u) = ∇(∇ · u) − ∇2u

• ∇( 𝑓 𝑔) = 𝑓∇𝑔 + 𝑔∇ 𝑓

• ∇ · ( 𝑓u) = ∇ 𝑓 · u + 𝑓∇ · u

• ∇ × ( 𝑓u) = ∇ 𝑓 × u + 𝑓∇ × u

• ∇ · (u × v) = (∇ × u) · v − (∇ × v) · u

• ∇ × (u × v) = u(∇ · v) + (v · ∇)u − (u · ∇)v − v(∇ · u)b

• ∇(u · v) = u × (∇ × v) + v × (∇ × u) + (u · ∇)v + (v · ∇)u
a也可以写为 4 𝑓 定义为拉普拉斯算子
b这里 u · ∇ 𝑑𝑒 𝑓

= 𝑢𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

除了这些公式,使用梯度、散度和旋度的相关定理可以推导出关于积分
的重要公式,在这些公式中取某些特殊情况可以得到其它实用的公式 (格林
公式)：
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Gauss定理 ∭
𝑉

∇ · u𝑑𝑉 =
"

𝑆

u · dS

Stokes定理 ∬
𝑆

∇ × u · dS =
∮
𝐶

u · dr

上面两个定理给了你一个途径, 将积分式转化为微分式, 比如 Maxwell
方程组的两种形式转化, 还有电解质里面的极化电荷体密度和极化强度之
间的关系。其它关于格林公式等公式的导出从略,主要思路就是选取特殊的
积分向量函数你还可以根据高斯定理结合量的守恒定律推出连续性方程：

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ u · ∇𝜌 + 𝜌∇ · u = 0 (A.3)

A.3 曲线坐标系

实际上要在空间中确定点的坐标, 我们真正意义上是使用的叫做坐标
曲线的东西来确定的。比如 𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑐1 你就可以看作是一个坐标曲线,
不同的方程右边不同的常数值也就对应了不同的曲线, 再取一个曲线簇
𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑐2, 这些曲线簇会有无限多个交点, 布满整个坐标平面, 那么我
们就可以使用 (𝑐1, 𝑐2) 来表示一个交点的坐标, 就是告诉你是哪条曲线和哪
条曲线相交。比如说经纬度就是这个样子, 用经线和纬线的交点来确定位
置。常见的直角坐标系可以看作是 𝑥 = 𝑐1, 𝑦 = 𝑐2的特例,这个定义也可以自
然的推广到三维去, 只是这个时候坐标曲面取代了坐标曲线, 两个坐标曲面
的交点再被定义成坐标曲线。
特别的, 如果空间中每一个交点处坐标曲线的切线两两垂直, 那么我们

称为正交曲线坐标系,我们后面对于曲线坐标系中的梯度、旋度和散度的表
达都是值正交曲线坐标系的, 常见的诸如极坐标系, 球坐标系和柱坐标系都
属于正交曲线坐标系。
现在我们要去看看曲线坐标系里面的微分和直角坐标系之间的关系,

我们总是倾向于去讨论局部的特征, 而且那些梯度散度的定义也是在一个
无穷小下定义的。下面的讨论中,我们都假设坐标曲面为

𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑢1, 𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑢2, 𝑢3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑢3

相应的,每一点的坐标可以写成 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)。
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图 A.1: 曲线坐标系

现在我们假设直角坐标系中有一个微小的位移 dx = (𝑑𝑥1, 𝑑𝑥2, 𝑑𝑥3), 注
意, 我们谈论两个坐标系, 他们之间一定是同坯的, 也就是说一定对应一个
曲线坐标到直线坐标的变换

𝑥1(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 0, 𝑥2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 0, 𝑥3(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 0

这样我们便可以把位移矢量使用曲线坐标系的坐标变换微元表示为：

𝑑𝑥𝑖 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑢 𝑗

𝑑𝑢 𝑗 ,dx =
𝜕x

𝜕𝑢 𝑗

𝑑𝑢 𝑗

注意到上式我们使用了爱因斯坦求和约定。观察每个 𝑑𝑢 𝑗 前面的系数
𝜕x
𝜕𝑢 𝑗

,
这是一个向量, 而且是沿着关于 𝑢 𝑗 的这条坐标曲线的一个切向向量。很自
然的,模仿直角坐标系,我们引入方向向量

方向向量和拉梅系数

ej
𝑑𝑒 𝑓
=

1
ℎ 𝑗

𝜕x

𝜕𝑢 𝑗
, ℎ 𝑗 =

���� 𝜕x𝜕𝑢 𝑗
���� (A.4)

上式中的 ℎ 𝑗 称为拉梅系数, 它定义了坐标系在局部如何伸缩, 这里要
明确, 𝑑𝑢 𝑗 只是表示坐标的变化,虽然在通常的欧几里得空间直角坐标系中,
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𝑑𝑥 的变化有明确的几何意义,它可以直接表示位移在 𝑥 轴方向上的投影,但
是, 𝑑𝑢 只是一个参量的变化, 没有明确的几何意义, 拉梅系数就是一种伸缩
效应, 直角坐标到曲线坐标的过程中还有伸缩, 拉梅系数就决定了这种伸缩
的大小, 决定了你坐标参量变化与实际在 𝑢 𝑗 的方向产生的长度变化的比例
关系。

这里还要说明一点,拉梅系数和单位矢量的方向、大小在每一点一般都
是不同的!, 这也就是曲线坐标系让人头疼的地方, 比如你要使用曲线坐
标的导数表示速度, 你需要考虑单位矢量随着质点移动的变化, 你需要
对单位矢量求导! (实际上方向导数不是随时间变化的,只是每一点的方
向导数不同,而质点的坐标又随时间变化)。这恰恰也就是为何极坐标系
下速度的导出式子相对麻烦。

在正交曲线坐标系中还有下面的正交关系:

eiej = 𝛿𝑖 𝑗

曲线坐标系下的微元

• dx = ℎ1e1𝑑𝑢1 + ℎ2e2𝑑𝑢2 + ℎ3e3𝑑𝑢3

• 𝑑𝑆1 = ℎ2ℎ3𝑑𝑢2𝑑𝑢3

• 𝑑𝑉 = ℎ1ℎ2ℎ3𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3

上式中 𝑑𝑆 和 𝑑𝑉 就是指以坐标曲面/曲线去分割整个空间得到的面积
微元和体积微元。也就是常常我们使用坐标变换求体积分或者是面积分要
做的第一件事情, 求微元, 而且由于我们使用的求积分的方法, 要求的微元
一定是要按照坐标曲线去分割的。这里你要是使用 Jacobi行列式去求,结果
相同,实际上 𝐽 = 𝜕x

𝜕𝑢1
· 𝜕x
𝜕𝑢2
× 𝜕x

𝜕𝑢3
, Jacobi行列式的实质是这三个向量的混合积。

我认为使用这个方法更能体现出几何实质 (A.3)。按照坐标曲线去划分出微
元然后再使用梯度、旋度和散度的定义 (梯度使用定义式 𝑑𝑓 = ∇ 𝑓 · ds),可
以很容易地推出下面的式子:

梯度、旋度和散度在曲线坐标系下的表现形式

• ∇ 𝑓 = 1
ℎ1

𝜕 𝑓
𝜕𝑢1

e1 + 1
ℎ2

𝜕 𝑓
𝜕𝑢2

e2 + 1
ℎ3

𝜕 𝑓
𝜕𝑢3

e3

• ∇ · v = 1
ℎ1ℎ2ℎ3

(
𝜕

𝜕𝑢1
(𝑣1ℎ2ℎ3) + 𝜕

𝜕𝑢2
(𝑣2ℎ3ℎ1) + 𝜕

𝜕𝑢3
(𝑣3ℎ1ℎ2)

)
• ∇2 𝑓 = 1

ℎ1ℎ2ℎ3

[
𝜕

𝜕𝑢1

(
ℎ2ℎ3
ℎ1

𝜕 𝑓
𝜕𝑢1

)
+ 𝜕

𝜕𝑢2

(
ℎ3ℎ1
ℎ2

𝜕 𝑓
𝜕𝑢2

)
+ 𝜕

𝜕𝑢3

(
ℎ1ℎ2
ℎ3

𝜕 𝑓
𝜕𝑢3

)]
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• ∇ × v =
1

ℎ1ℎ2ℎ3

������
ℎ1e1 ℎ2e2 ℎ3e2

𝜕
𝜕𝑢1

𝜕
𝜕𝑢2

𝜕
𝜕𝑢3

ℎ1𝑣1 ℎ2𝑣2 ℎ3𝑣3

������
下面来推导一下最后一个式子:

∇ × u · n̂ 𝑑𝑒 𝑓
= lim

𝛿𝑆→0

1
𝛿𝑆

∮
𝛿𝐶

u · dr

考虑一个在 𝑢3 坐标曲面上的小矩形 (A.3), 也即 𝑢1 和 𝑢2 变化时产
生的几何微元,利用这个矩形去求旋度在 𝑒3方向上的分量大小。
首先计算环量, 注意到 v 的分量的方向以及积分方向的关系, 不难

得到左右两边积分为

[𝑣2ℎ2] (𝑢1 +
𝑑𝑢1

2
, 𝑢2, 𝑢3)𝑑𝑢2 − [𝑣2ℎ2] (𝑢1 −

𝑑𝑢1

2
, 𝑢2, 𝑢3))𝑑𝑢2

注意, 这里 𝑣2ℎ2 是随着坐标而变化的, 将 𝑣2ℎ2 整体看成是一个函数, 只
有 𝑢1变了,泰勒展开进行一阶近似得到

1
ℎ1ℎ2

𝜕

𝜕𝑢1
(𝑣2ℎ2)

类似的方法可以计算出上下边的积分为:

− 1
ℎ1ℎ2

𝜕

𝜕𝑢2
(𝑣1ℎ1)

注意到我们这样计算最后得到的是垂直于积分曲线围成的曲面的法向
方向旋度分量,也即:

e3 · ∇ × v =
1
ℎ1ℎ2

(
𝜕

𝜕𝑢1
(𝑣2ℎ2) −

𝜕

𝜕𝑢2
(𝑣1ℎ1)

)
对每一个方向都进行计算后便可以得到上面的公式

物理量比如速度表达式的推导只需要将时间 𝑡这个参数引入就行了。比
如:

v =
dx

𝑑𝑡
= ℎ1 ¤𝑢1e1 + ℎ2 ¤𝑢2e2 + ℎ3 ¤𝑢3e3

要求加速度, 将上式对时间再求一阶导数即可。在这里重新说明一下, 这个
单位矢量本身不是随时间变化的,是随空间坐标变化的,但是质点运动时,空
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间坐标显含时间,所以相当于是质点自身来看,单位矢量隐含时间项。

图 A.2: 计算旋度

图 A.3: 曲线坐标系的局部就可以看成一个小 (不再是直角坐标里面的正方
体了),图中也标出了参数微元和实际位移量的比例关系

A.4 曲线积分和曲面积分

在继续之前我想重新对这部分内容稍微探讨一下, 读者或多或少在通
常的微积分课本中已经学到过这两个概念, 通常的微积分课本包括广受赞
誉的菲赫金哥尔茨的微积分学教程, 讨论相对于原先的入射波这部分内容
时, 基本上都还是使用投影方法去划归为通常的积分来进行计算。其实, 笔
者认为, 理解这一部分内容的最好的方法就是全部划归为参数形式去理解,
而书本上提到的投影法, 就是直接将直角坐标系中的三个坐标作为参数来
计算, 这样选取参量更加具有几何意义, 可以在一定程度上方便随后参量的
变化范围的确定, 从物理系学生的角度上看, 我觉得从一开始就使用参数形
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式即向量运算的角度去理解这几个概念是有好处的。这一部分的内容主要
参考的就是我自身上课时整理的高数笔记。
重点不是去记住计算方法本身, 而是去理解, 曲线积分和曲面积分是对

向量场的积分, 前面的积分都是对标量场的积分, 物理学中涉及到大量的向
量场,所以完全有必要在矢量分析这块重提一下这两个概念。

曲线积分

曲线积分分为两类, 一个对弧长, 一个对坐标, 实际上我们利用向量式
写出来就变成了下面的形式: ∫

𝐿

fr |dr | (a)∫
𝐿

A · dr (b)

直接使用向量的运算法则去理解, 我们将曲线用参数形式表示, 而且重
要的是用参数表示出每一点的

:::::
矢径。即, 我们改用 r = r(𝑡) 去描述曲线 𝐿,

自然的, 我们就可以对这个向量函数求导得到每一小段有向弧矢量, 使用参
数 𝑡表示。dr = r′(𝑡)𝑑𝑡,注意,得到的是一个向量,我们直接将得到的微分式
子直接按照曲线积分的向量形式代入便可以将其转化为通常的一元积分。
但是上面的代入过程中要注意参量的上下限, 对于第一型, 从定义可以

知道是对弧长的积分, 所以始终是积分上限大于下限; 对于第二型, 要注意
积分的方向, 𝑡从积分下限走到积分上限,对应的,曲线要从起点走到终点,可
以很简单的验证 r′(𝑡) 的方向始终是 𝑡 增大时曲线的走向, 那么当积分上限
小于积分下限时,也就对应了 𝑑𝑡 < 0积分方向刚好反向。
利用向量观点之后,就可以理解更广义的曲线积分,比如:∫

𝐿

A × dr (c)

计算方法是一样的,写出曲线的向量表示形式后求出 dr,直接代入定义式计
算即可。

曲面积分

到曲面积分这里, 通常的教科书就几乎没有使用向量的语言去描述了。
实际上, 这部分相比于曲线积分只是多了一个参量, 曲面 𝑆 需要表示为 r =
r(𝑢, 𝑣)的形式。那么曲线积分使用向量的表示可以进一步变为:∬

𝑆

𝑓 (r) |dS | (A.5)∬
𝑆

A · dS (A.6)
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求曲面积分的时候, 我们使用 𝑢, 𝑣 的一系列等值线去分割曲面 𝑆, 局部
来看就是一系列小平行四边形, 有了前面曲线坐标系的观点, 我们可以得出
局部的小平行四边形的面积元矢量可以使用叉乘形式表达为:

dS = ±𝜕r
𝜕𝑢
× 𝜕r
𝜕𝑣
𝑑𝑢𝑑𝑣

前面的正负号选取要根据实际积分中规定的曲面方向确定。
同我们前面做的一样,下一步直接代入就可以得到解。这里我们说明一

下,面积元矢量前面的正负号你可以认为是 𝑑𝑢, 𝑑𝑣 的正负号决定的,就跟我
们前面的曲线积分一样, 你可以计算前就通过曲面的法向量方向选取定好
正负号 (那两个切向量都取 𝑢, 𝑣增大时曲面切线方向),然后计算时积分上限
就始终大于积分下限, 第二种做法就是积分时首先不去确定这个面元前面
取正还是取负,而是在 𝑢, 𝑣的上下限选取中体现出曲面的法向量的方向。我
更偏爱第一种方式,曲面相较于曲线使用第二种方式可能有点复杂。利用这
个思路再去看书上在转换时产生的因子

√
1 + 𝑧2

𝑥 + 𝑧2
𝑦 也就有了新一点的体

会。
当然, 第二型曲面积分, 也可以将被积向量场在曲面法向量方向上投影

后转化为第一类曲线积分求解,这里不多叙述了。这部分的内容更深的讲解
应自行翻阅

::::::::::
微分几何书籍。

A.5 直角坐标里的张量

在探讨什么是张量之前, 我们需要重新定义一下什么是标量和矢量, 下
面的讨论都是在直角坐标系下的。

考虑坐标系的旋转, 空间中某一点在两个坐标系中的坐标 X ′ 和 X 由

一个过渡矩阵 L 联系起来。这个矩阵就是我们所熟知的
:::::::::
转动矩阵, 是一个

正交矩阵

L =

(
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)
(A.7)

(
𝑥 ′1
𝑥 ′2

)
= L

(
𝑥1
𝑥2

)
LLT = LTL = I |L| = 1

上面的后两个式子是正交矩阵自身的性质,第一式使用求和约定写成

𝑥 ′𝑖 = 𝐿𝑖 𝑗𝑥 𝑗 𝑥𝑖 = 𝐿 𝑗𝑖𝑥
′
𝑗

注意用到了 LT = L−1 这个条件。对于更高纬度的欧式空间,每个基向量若
还是有正交关系,即 ei · ej = 𝛿𝑖 𝑗。旋转变换是保长变换,我们仍旧可以使用
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两个坐标基向量之间的确定转换矩阵为

𝐿𝑖 𝑗 = e′i · ej (A.8)

这个矩阵还是一个正交矩阵, 但是注意, 𝐿𝑇𝐿 = 𝐼 不能说明 |𝐿 | = ±1, 行列
式的值取 1才表示旋转变换,取 −1表示反射变换。这个矩阵还是一个实矩
阵, 是一个

::::::::::
等距同构算子的矩阵, 线性代数中可以证明实内积空间上的等距

同构1的矩阵有下面性质

实内积空间上的等距同构

如果 𝑆 是实内积空间上的某个等距同构,那么它关于某个规范正交基
的矩阵一定是一个分块对角阵,而且每个块中的元素是 ±1或者(

cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)
显然,我们这里的等距同构就是一个 𝑅𝑛上的旋转变换, 𝐿就是它的矩阵

表示。下面还有关于 𝐿的两个等式:

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥 𝑗

= 𝐿𝑖 𝑗 and
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥′𝑗

= 𝐿 𝑗𝑖 (A.9)

标量和矢量

• v 是一个矢量, 当且仅当在坐标系进行旋转变换时, 它在两个坐
标系下的分量之间的变换与 L𝒊 𝒋 一致,也就是说它的变换和点的
变换时一致的:

𝑣 ′𝑖 = 𝐿𝑖 𝑗𝑣 𝑗

• 标量定义为在坐标系的旋转变换下,值始终不变的量

𝑠′ = 𝑠

我们抛弃了原先矢量的定义, 一个有大小有方向的量, 取而代之的是一
个更加抽象化的描述, 也更加精确, 同时也为我们将定义扩展到张量上带来
了便利,使用定义我们可以证明两个矢量的点乘是标量。

1回忆一下等距同构一定是正规的
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对于矢量 a和 b我们有

𝑎′𝑖 = 𝐿𝑖 𝑗𝑎 𝑗 , 𝑏
′
𝑖 = 𝐿𝑖 𝑗𝑏 𝑗

那么 𝑠 = a · b = 𝑎𝑖𝑏𝑖,换到另一个参考系后,点乘的定义还是不变有
𝑠′ = (a · b) ′ = 𝑎′𝑖𝑏′𝑖 = 𝐿𝑖 𝑗𝑎 𝑗𝐿𝑖𝑘𝑏𝑘 = 𝐿𝑖 𝑗𝐿𝑖𝑘𝑎 𝑗𝑏𝑘 = 𝛿 𝑗𝑘𝑎 𝑗𝑏𝑘 = 𝑎𝑘𝑏𝑘 = 𝑠

这就证明了 a · b是标量。

这也是证明一个量是否是矢量或标量的一般方法 1 ,考虑它的基本得到
方法,然后再两个坐标系下的表示,最后考虑其分量随坐标变换的变换关系。
下面将定义推广到张量, 我们前面接触的矢量, 只有一个自由指标, 但

是张量却有多个自由指标。

张量

𝑇 是一个
::::::::::
二阶张量, iff.坐标变换时满足

𝑇 ′𝑖 𝑗 = 𝐿𝑖𝑘𝐿 𝑗𝑚𝑇𝑘𝑚

同理,三阶张量就是坐标变换时满足下面关系的量

𝑃′𝑖 𝑗𝑘 = 𝐿𝑖 𝑝𝐿 𝑗𝑞𝐿𝑘𝑟𝑃𝑝𝑞𝑟

我们也常常将标量称为
::::::::::
零阶张量,矢量称为

:::::::::
一阶张量。

前面提到的 𝛿𝑖 𝑗 , 𝜖𝑖 𝑗𝑘 就是张量的例子, 证明方法和证明一个量是否是矢
量类似, 下面介绍一个很有用的定理去判断一个量是不是张量, 在物理定律
中可以用它来迅速发现一个量的张量本质。

商法则 (Quotient Rule)

𝑎𝑖 = 𝑇𝑖 𝑗𝑏 𝑗

如果对于坐标系的任何一个变换,对于任何一个矢量 b,使用上面式子
计算出来的 a都是一个矢量,那么 𝑇 是一个张量。
这个定理还可以推广,如果对于任意一个 𝑛阶张量 𝐵和任意坐标变换
使用下面的式子得到的 𝐴总是个 𝑚 阶张量,那么 𝑇 一定是一个 𝑚 + 𝑛

1注意到上面的证明利用了

LLT = I ⇒ 𝐿𝑖 𝑗𝐿
𝑇
𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑘

𝐿𝑇
𝑗𝑘
=𝐿𝑘 𝑗

=======⇒ 𝐿𝑖 𝑗𝐿𝑘 𝑗 = 𝛿𝑖𝑘

使用 LTL = I 可以导出我们证明需要的等式
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阶张量。

𝐴𝑖 𝑗 𝑘 . . .︸ ︷︷ ︸
𝑚

= 𝑇𝑖 𝑗 𝑘 . . . 𝛼𝛽𝛾 . . .︸            ︷︷            ︸
𝑚+𝑛

𝐵𝛼𝛽𝛾 . . .︸   ︷︷   ︸
𝑛

直角坐标系里,我们可以使用一个 n-by-1的矩阵表示一个向量,而对于
一个二阶张量我们需要一个二维的 n-by-n 矩阵去描述, 三阶张量需要使用
一个立体的矩阵去描述,到了更高维就很难去想象这样一个“矩阵”了。注
意, 张量、矢量本身是不随坐标系变换改变的, 只是分量在不同坐标系下可
能不同,所以不同坐标系下描述它的矩阵可能有点差别。

对称张量和反对称张量

这个的定义和对称矩阵的定义非常相似

• 对称张量: 任意两个下标对换后得到的两个分量始终相等, 如
𝑇𝑖 𝑗 ≡ 𝑇𝑗𝑖

• 反对称张量: 任意两个下标对换后得到的两个分量始终互为相
反数,如 𝑇𝑖 𝑗 ≡ −𝑇𝑗𝑖

𝛿𝑖 𝑗 是对称张量, 𝜖𝑖 𝑗𝑘 是反对称张量, 所以 𝑖 𝑗 𝑘 中任何两个值相等时
𝜖 = 0。
虽然不同的坐标系下张量的分量不同,但张量对称性质不随坐标系的
变换而变化。

各向同性张量

如果一个张量的每一个分量在不同的坐标系下都相同,那么这个张量
称为各向同性张量。

各向同性张量事实上非常少可以证明各向同性张量只可能是下面的形
式:

n阶各向同性张量

• 0-order: 都是各向同性的

• 1-order: 只有 0是各向同性的

• 2-order: 只有 𝑎𝑖 𝑗 = 𝜆𝛿𝑖 𝑗 是各向同性的
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• 3-order: 只有 𝑎𝑖 𝑗𝑘 = 𝜆𝜖𝑖 𝑗𝑘 是各向同性的

• 4-order: 只有 𝑎𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗𝑙 + 𝜈𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗𝑘 是各向同性的

在物理学中, 张量的出现总是伴随着两个矢量, 使用商法则, 我们就可
以判断一个量是张量, 正是张量的存在才让两个矢量之间的关系变得复杂
起来。

电导率张量

我们先回顾一下欧姆定律的微分形式

j = 𝜎E

初学电磁学时会简单的认为 j 和 E 的方向相同, 只是在所谓的长度上有一
个伸缩关系。实则不然在一般的介质中, 这两个矢量是不平行的, 我们考虑
一个极端情况 这个介质是由两种不同的介质构成的, 不再和我们一般的介

图 A.4: 电导率张量

质一样是各向同性的, 在每一层介质中, 和我们之前学的确实是一致的, 但
是当你考虑边界面处 j 和 E 的关系时, 会有很大的不同。我们假设白色的
介质电导率很低,就像是绝缘体一样,而灰色的介质导电率很高,是一个良导
体。这个时候显然电流更容易沿着边界面流动,而不是穿过界面1,所以就会
导致两个矢量方向不同,这个时候如果 𝜎 是一个标量肯定不符合要求,这个
时候就要求 𝜎是一个张量了,而且

𝑗𝑖 = 𝜎𝑖𝑘𝐸𝑘

在我们讨论的这个情况下,这个张量可以使用矩阵描述为:

1你可以想象一堵墙阻挡你,无论别人用多大的力气推你,你也只能沿着墙走
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𝜎 =
©­«
𝜎0 0 0
0 𝜎0 0
0 0 0

ª®¬
其中 𝑥轴平行于分界面, 𝑦轴垂直于分界面, 𝑧轴垂直于纸面。
当我们讨论的介质各向同性, 每个地方的电导率相等时, 这个张量和我

们前面定义的各向同性张量是一样的, 分量不随坐标系变换而变化。那么
𝜎𝑖 𝑗 = 𝜎0𝛿𝑖 𝑗

𝑗𝑖 = 𝜎𝑖𝑘𝐸𝑘 = 𝜎0𝛿𝑖𝑘𝐸𝑘 = 𝜎𝐸𝑖 ⇒ j = 𝜎0𝑏𝑚𝐸

张量退化为了我们熟知的标量。

惯量张量

初学力学时, 一直在强调, 刚体的角动量和角速度一般情况下方向是不
同的, 我们刚体平行平面运动中所列的转动方程实际上是列的投影式 𝑀𝑧 =
𝐼𝑧𝑧

𝑑𝜔𝑧

𝑑𝑡
(其中转轴就是 𝑧轴,角速度方向和 𝑧轴方向相同),这也说明转动惯量

也应该是一个张量,只是我们在计算的都是均匀的几何体,具有各向同性,惯
量张量退化为一个标量。惯量张量也可以表示为一个矩阵,对角线元素是转
动惯量,非对角线元素叫做惯量积。Feynman讲义第一卷中也讨论了这个问
题, 就是因为几何体的不均匀性才导致了转动惯量是张量, 这一点在刚体做
定轴转动是尤为明显。
我们下面计算一个刚体绕某个基点以 Ω角速度转动时的角动量矢量的

第 𝑖个分量:

𝐿𝑖 =
∭

𝑉

𝜌(r × v)𝑖𝑑𝑉

=
∭

𝑉

𝜌(r × (𝛀 × r))𝑖𝑑𝑉

=
∭

𝑉

𝜌
(
𝑟2Ω𝑖 − (r ·𝛀) 𝑟𝑖

)
𝑑𝑉 (Lagrange恒等式)

=
∭

𝑉

𝜌
(
𝑟2𝛿𝑖 𝑗Ω 𝑗 − 𝑟 𝑗Ω 𝑗𝑟𝑖

)
𝑑𝑉

=
∭

𝑉

𝜌
(
𝑟2𝛿𝑖 𝑗 − 𝑟 𝑗𝑟𝑖

)
Ω 𝑗𝑑𝑉

定义惯量张量

𝐼𝑖 𝑗 =
∭

𝑉

𝜌
(
𝑟2𝛿𝑖 𝑗 − 𝑟 𝑗𝑟𝑖

)
那么角动量和角速度之间的关系又下式给定:

𝐿𝑖 = 𝐼𝑖 𝑗Ω 𝑗
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再从角速度和角动量的矢量性质, 由商法则可以判断 𝐼 是二阶张量, 也正是
由于它的张量性质才有了角动量和角速度方向的不同。

A.6 分部积分法

在单变量微积分中学到的分部积分 (Integration by Parts)公式：∫ 𝑏

𝑎

𝑢𝑣 ′𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 |𝑏𝑎 −
∫ 𝑏

𝑎

𝑢′𝑣𝑑𝑥 (A.10)

是计算积分的强有力的武器, 但是我们在量子力学中遇到的大多数都不是
单变量的情况,所以有必要将上述分部积分法扩展到更高维的情形中去。
下面假设 𝑢是任意一个标量场, V是任意一个向量场。利用散度的计算

公式有：
∇ · (𝑢V) = 𝑢∇ · V + ∇𝑢 · V (A.11)

另外设 Ω是 R
𝑛中的一个可积区域,我们现在对A.11两边同时积分：∫

Ω
∇ · (𝑢V) 𝑑Ω =

∫
Ω
𝑢∇ · V𝑑Ω +

∫
Ω
∇𝑢 · V𝑑Ω (A.12)

根据高斯定理1,A.12左边应该等于：

l.h.s =
∮
𝜕

Ω𝑢V · 𝑑S

对比一下单变量的分部积分公式,我们便可将A.12重写为：∫
Ω
𝑢∇ · V𝑑Ω =

∮
𝜕

Ω𝑢V · 𝑑S −
∫
Ω
∇𝑢 · V𝑑Ω (A.13)

数学上还有一些具体的注意事项我们物理这边就不太在乎了, 实际上这个
公式和一维情况是及其相似的, 我们用这个公式的时候很多情况下都是边
界项为 0,即 ∫

Ω
𝑢∇ · V𝑑Ω = −

∫
Ω
∇𝑢 · V𝑑Ω

1我们并没有对高维空间中的高斯定理进行一般的证明, 姑且就先承认它在高维空间的推广是显
然的。
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Green’s first identity
下面取向量场2U = u1e1 + u2e2 + · · · + unen,以及 V = 𝑣e1 + 𝑣e2 + · · · + 𝑣e𝑛.

我们现在试图去求3:∫
Ω
𝑢𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
𝑑Ω =

∮
𝜕Ω
𝑢𝑖𝑣e𝑖 · 𝑑S −

∫
𝜔

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

𝑣𝑑Ω

上式的推导即先将积分和求和交换次序,对于每个积分我们都认为 𝑣e𝑖 可以
看作是只有一个分量不为 0的向量场,便可套用公式A.13即可证明。现在我
们将上式写成向量形式：∫

Ω
U · ∇𝑣𝑑Ω =

∮
𝜕Ω
𝑣U · 𝑑S −

∫
Ω
𝑣∇ · U𝑑Ω (A.14)

进一步,如果 U可以写成 ∇u的形式,那么我们便得到了格林第一恒等式：∫
Ω
∇𝑢 · ∇𝑣𝑑Ω =

∮
𝜕Ω
𝑣∇𝑢 · 𝑑S −

∫
Ω
𝑣∇2𝑢𝑑Ω (A.15)

A.7 *外微分形式与斯托克斯定理（施工中）
本节涉及到的所有公式都是下面这个及其优美结论在 E

3 中的弱化版
本：4

Stokes Theorem ∫
𝜕Ω
𝜔 =

∫
Ω

d𝜔 (A.16)

对张量场积分时有下面的重要公式：5

balabala

2e𝑖 是单位向量
3已使用爱因斯坦求和约定
4ref:《流形上的微积分》
5ref:刘川《电动力学》



Appendix B

Linear Algebra

这个附录主要是关于线性代数一些基本知识的回顾, 使用量子力学中
的记号表示,主要参考的是科恩塔诺基《量子力学》卷一第二章。

B.1 向量空间

在附录A中我们讨论的向量和通常物理里面所说的
:::::::::::::::::::
有大小有方向的量是

一致的, 实际上它们是所谓欧几里得空间中的向量, 我们下面要以更抽象的
思维来对待向量。

向量空间

在数域 P上定义的向量空间𝒜是一个带有数乘和加法运算的集合,这
两种运算对于 𝒜 是

:::::::
封闭的, 且满足下面的公理。在量子力学中, 我们

使用 |𝛼〉 , |𝛽〉 表示矢量, 后面会详细谈到这种记号。至于数域 P 中的
数我们一律用小写英文字母表示。

• 封闭性:
|𝛼〉 ∈ 𝒜 ∧ |𝛽〉 ∈ 𝒜 → |𝛼〉 + |𝛽〉 ∈ 𝒜
|𝛼〉 ∈ 𝒜 → 𝑎 |𝛼〉 ∈ 𝒜

• 交换律:
|𝛼〉 + |𝛽〉 = |𝛽〉 + |𝛼〉

• 结合律:
( |𝛼〉 + |𝛽〉) + |𝛾〉 = |𝛼〉 + (|𝛽〉 + |𝛾〉)
(𝑎𝑏) |𝛼〉 = 𝑎 (𝑏 |𝛼〉)

• 分配律:
𝑎 (|𝛼〉 + |𝛽〉) = 𝑎 |𝛼〉 + 𝑎 |𝛽〉
(𝑎 + 𝑏) |𝛼〉 = 𝑎 |𝛼〉 + 𝑏 |𝛼〉

271
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• 加法单位元存在性:

∃ |𝟘〉 ∈ 𝒜,∀ |𝛼〉 ∈ 𝒜, |𝛼〉 + |𝟘〉 = |𝛼〉

• 加法逆元存在性:

∀ |𝛼〉 ∈ 𝒜, ∃ |−𝛼〉 ∈ 𝒜, |𝛼〉 + |−𝛼〉 = |𝟘〉

• 数乘单位元存在性:

∃1 ∈ P,∀ |𝛼〉 ∈ 𝒜, 1 |𝛼〉 = |𝛼〉

这里定义的
:::::
向量, 不再具有具体的含义, 而是一个有特殊结构的集合中

的元素。

线性相关

若下列命题为真,则称 |𝛼1〉 , |𝛼2〉 , |𝛼3〉 , . . . , |𝛼𝑛〉线性无关。

𝑘1 |𝛼1〉 + 𝑘2 |𝛼2〉 + 𝑘3 |𝛼3〉 + . . . + 𝑘𝑛 |𝛼𝑛〉 ⇔ 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = . . . = 𝑘𝑛 = 0

不难验证 |𝛼1〉 , |𝛼2〉 , . . . , |𝛼𝑛〉 的线性组合可以构成一个新的向量空间
ℬ, 称为它们张成的线性空间。如果张成向量组是线性无关的, 那么它们构
成 ℬ 的一组基, 且其中的向量个数也就是这里的 𝑛 称为向量空间 ℬ 的维
数,记作 dimℬ。
选取了一组基后,我们就可以使用一个 𝑛元数组来表示向量:

|𝛼〉 = 𝑎1 |𝑒1〉 + 𝑎2 |𝑒2〉 + . . . + 𝑎𝑛 |𝑒𝑛〉 ↔ (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)

这其实就是向量的矩阵表示, 基的选取不是唯一的, 所以不同基下的表示形
式可能会有很大的区别。

B.2 内积

内积就是一个𝒜 ×𝒜 → F的一个映射,在数学中常用 〈𝛼, 𝛽〉表示,这里
使用物理学记号 〈𝛼 | 𝛽〉表示。

内积

• 正定性:
〈𝛼 | 𝛼〉 ≥ 0, iff |𝛼〉 = |𝟘〉取等号
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• 第二位置加性:

〈𝛼 | ( |𝛽〉 + |𝛾〉) = 〈𝛼 | 𝛽〉 + 〈𝛼 | 𝛾〉

• 第二位置齐性:
〈𝛼 | 𝑏 |𝛽〉 = 𝑏 〈𝛼 | 𝛽〉

• 共轭对称性:
〈𝛼 | 𝛽〉 = 〈𝛽 | 𝛼〉∗

注意, 数学家定义内积都是要求第一位置的加性和齐性, 所以物理里面
很多公式内积的位置和数学都是反过来的。
定义了内积的空间称为内积空间。内积空间中我们通常选取一组正交

归一的基底,具有性质 〈
𝑒𝑖

�� 𝑒 𝑗〉 = 𝛿𝑖 𝑗 (B.1)

很容易证明在正交归一基底下,向量和它们的内积可以表示为:

|𝛼〉 =
𝑛∑
𝑖=1

〈𝑒𝑖 | 𝛼〉 |𝑒𝑖〉 〈𝛼 | 𝛽〉 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖
∗𝑏𝑖 (B.2)

内积还有很多很好的性质,比如由于正定性,我们可以定义

‖|𝛼〉‖ =
√
〈𝛼 | 𝛼〉

称之为 |𝛼〉的范数。

Cauchy-Schwarz不等式

|〈𝛼 | 𝛽〉| ≤ ‖|𝛼〉‖ ‖ |𝛽〉‖ (B.3)

这个不等式非常重要, 因为它只依赖于内积的良好定义, 在欧几里得空
间上的柯西不等式就是它的一个特例1。

Schmidt正交化过程

对于任何一个向量组 |𝛼1〉 , |𝛼2〉 , . . . , |𝛼𝑛〉 , 都可以从其出发构造一组

1对于无穷维向量空间,这个不等式也成立
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正交归一的向量组,且张成的空间不发生改变。

|𝑒1〉 = |𝛼1 〉
‖ |𝛼1 〉 ‖

|𝑒2〉 = |𝛼2 〉−〈𝑒1 |𝛼2 〉 |𝑒1 〉
‖ |𝛼2 〉−〈𝑒1 |𝛼2 〉 |𝑒1 〉 ‖

...

|𝑒𝑛〉 =
|𝛼𝑛 〉−

𝑛−1∑
𝑘=1
〈𝑒𝑘 |𝛼𝑛 〉 |𝑒𝑘 〉



 |𝛼𝑛 〉−

𝑛−1∑
𝑘=1
〈𝑒𝑘 |𝛼𝑛 〉 |𝑒𝑘 〉






三角不等式:

‖|𝛼〉 + |𝛽〉‖ ≤ ‖|𝛼〉‖ + ‖|𝛽〉‖
极化恒等式:

‖|𝛼〉 + |𝛽〉‖2 + ‖|𝛼〉 − |𝛽〉‖2 = 2
(
‖|𝛼〉‖2 + ‖|𝛽〉‖2

)
实际上除了内积，我们还可以定义有点相似的度量概念：

度量空间

在线性空间 𝑉 和对应数域 F 上可以定义度量运算 𝑑 : 𝑉 × 𝑉 →
F, (𝑢, 𝑣) ↦→ 𝑑 (𝑢, 𝑣)，满足下面三条性质：

• 正定性：𝑑 (𝑢, 𝑣) ≥ 0, 𝑑 (𝑢, 𝑣) = 0 ⇐⇒ 𝑢 = 𝑣

• 对称性：𝑑 (𝑢, 𝑣) = 𝑑 (𝑣, 𝑢)

• 三角恒等式：𝑑 (𝑢, 𝑣) + 𝑑 (𝑣, 𝑤) ≥ 𝑑 (𝑢, 𝑤)

定义了度量的线性空间称为度量空间。

注意这里的度量定义不要求线性，但是有一个紧密联系的度规概念：

度规

线性空间 𝑉 上的度规 𝑔 是一个双线性对称的非退化映射，数学上讲
就是一个 (0, 2) 型张量，存在于 𝑉∗ ⊗ 𝑉∗ 中。前两个要求在度量中都
有，非退化是指 ∀𝑢 ∈ 𝑉, 𝑔(𝑢, 𝑣) = 0⇒ 𝑣 = 0。广义相对论中常常写两
个四矢量的内积 A · B = 𝑔𝛼𝛽𝐴𝛼𝐵𝛽 其实就是在说 𝑔(A,B)罢了。a

a想要更加形式化的在广义相对论中理解度规、张量，见梁灿彬老师的三卷广义相对论著
作，或者MIT OpenCourse 8.962。
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从定义不难发现如果度规还满足正定性，那我们还很自然的引入了一
个度量，这里都不作深入讨论。后面我们会看到在量子力学中左右矢其实
就是矢量和其对偶矢量，诱导对偶矢量是通过内积 〈𝑢 |·〉诱导的。而广义是
用相对论的逆变协变矢量指的也是矢量和其对偶矢量，只不过那里是用度
规 𝑔(𝑢, ·) 诱导的，升降指标就是在做这件事情，而且涉及到不止一个指标，
涉及到多重线性映射，比量子力学中的更加复杂。

B.3 波函数的空间

函数的和还是函数, 数乘后也是函数, 我们可以验证, 所有函数的集合
可以构成一个向量空间。但是这个范围太大了,由于有物理意义的波函数都
需要满足归一化条件, 所以我们转而去关注, 平方可积的函数, 也就是下式
成立： ∫ +∞

−∞
𝑑3𝑟 | 𝑓 (r) | < +∞

数学家把这个叫 𝐿2空间,本质上是希尔伯特空间的结构,但是对于物理来说
还是比较广的一个范围, 我们进一步只研究在 𝐿2 空间中处处连续, 处处确
定,且处处有任意阶导数的函数构成的子空间ℱ,波函数就存在于这个空间
中12。

可以证明ℱ是一个向量空间,我们还要给他定义一个内积 (使用数学中
的记号):

〈𝜑, 𝜓〉 𝑑𝑒 𝑓
=

∫
𝑑3𝑟𝜑∗ (r) 𝜓 (r) (B.4)

离散基

和通常的向量空间一样,我们也可以找出一组基 {𝑢1 (r) , 𝑢2 (r) , 𝑢3 (r) , . . .}
去表示空间中的其它波函数, 比如束缚态的 𝜓𝑛。只是这里基变成了无穷多
个,但是还是可列的,也就是基数为 ℵ0。有限维向量空间中建立的等式在这
里几乎都可以直接套用。也正是因为这里是无穷维, 我们构建正交归一基
时, 除了要计算两两内积, 还要验证

::::::::::::
封闭性关系, 保证每一个波函数都可以

用这个基底线性表示12。

1无穷维向量空间大致都可以理解为向量空间,物理里面一般特指 𝐿2 空间
2我们不直接研究那些已经归一化的波函数组成的空间,是因为他们根本不构成向量空间!
1注意, 𝜓 =

∑
𝑖=1
〈𝑒𝑖 , 𝜓〉 𝑒𝑖 不能导出 {𝑒𝑖} 之间正交归一, 但是逆命题为真, 所以上面所述判定基的两

个条件是独立的
2下面的关系式实际上是后面狄拉克符号版本的封闭性关系的位置表象形式
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封闭性关系 ∑
𝑖=1

𝑢𝑖 (r)𝑢𝑖∗ (r′) = 𝛿 (r − r′) (B.5)

利用 𝛿函数性质,任何波函数都可以写成:

𝜓(r) =
∫

𝑑3𝑟 ′𝜓(r′)𝛿(r − r′)

=
∫

𝑑3𝑟 ′𝜓(r′)
∑
𝑖=1

𝑢𝑖 (r)𝑢𝑖∗ (r′)

=
∑
𝑖=1

(∫
𝑑3𝑟 ′𝑢𝑖

∗ (r′) 𝜓(r′)
)
𝑢𝑖 (r)

=
∑
𝑖=1

〈𝑢𝑖, 𝜓〉 𝑢𝑖 (r)

可见满足封闭性关系,任何一个波函数确实可以由这组基底线性表出。

连续基

注意,我们下面讨论的,就和单色波,散射态一样,是一种理想化的、但
数学上易于处理的状态, 在物理上没有意义, 但是可以帮助我们在数学上简
化运算。我们从自由粒子的散射态来引入连续基的概念。
利用德布罗意关系 𝑝 = 𝑘ℏ,我们将2.39改写为:

𝜓(𝑥) ≡ Ψ(𝑥, 0) = 1
√

2𝜋ℏ

∫ +∞

−∞
𝜙(𝑝)𝑒𝑖 𝑝𝑥/ℏ𝑑𝑝 (B.6)

𝜙(𝑥) = 1
√

2𝜋ℏ

∫ +∞

−∞
�̃�(𝑝)𝑒−𝑖 𝑝𝑥/ℏ𝑑𝑥 (B.7)

其中 𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑥)/
√
ℏ = 𝜙( 𝑝ℏ )/

√
ℏ。我们考虑

𝑣 𝑝 (𝑥) ≡
1
√

2𝜋ℏ
𝑒𝑖 𝑝𝑥/ℏ

与之前的情况对比, 可以发现任何一个波函数都可以用这一簇函数线
性表示,注意,这个时候的线性表示从求和变成积分,因为“基”的指标是连
续的。但是这簇函数是平方不可积的,所以不属于ℱ,但是为了在数学上计
算得以简化, 我们还是考虑引入这样的一组“基”, 这个时候我们需要它满
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足下面的
:::::::::::::::::::::::::::::::
狄拉克意义下的正交归一关系和封闭性关系。再次强调,你可以将

他们视作一种很好的计算工具,但没有实际的物理意义。

连续指标的“正交归一”基

对于 {𝑤𝛼 (r)},满足:∫
𝑑3𝑟𝑤∗𝛼 (r)𝑤 ′𝛼 (r) = 𝛿 (𝛼 − 𝛼′) (B.8)∫
𝑑𝛼𝑤∗𝛼 (r)𝑤𝛼 (r′) = 𝛿

(
r − r′) (B.9)

称其构成了一组连续的“正交归一”基。

对于上面的 𝑣 𝑝 (𝑥)注意到

1
2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑘𝑢𝑑𝑘 = 𝛿(𝑢)

就可以验证上面的两个等式, 然后关于有限维中的向量分解方法等等都可
以直接套用,只是求和变成求积分。
更近一步,还有“混合基”,这里不介绍了。

B.4 态空间和狄拉克符号

量子态

经典力学中描述一个粒子某时刻的经典态只需要使用它的速度
和位置即可, 其状态随时间的演化便在空间中形成了轨迹, 态随时间
的演化动力学由牛顿第二定律揭示。在量子力学中,描述一个粒子的
量子态就应该使用波函数 Ψ(𝑥, 𝑡) 在某时刻的 𝜓(𝑥) 了, 而与经典力学
中的轨道对应的是波函数在空间中随时间的传播,波函数的动力学方
程改用薛定谔方程描述。

前面我们讨论的是波函数的空间 ℱ, 下面我们需要考虑一个跟他同构
的空间 ℰ𝑟 空间, 它由粒子的态矢量构成, 粒子的一个量子态就对应一个
态矢量。下面讨论右矢是基于一个更大的希尔伯特空间, ℰ 体系的态空间,
ℰ𝑟 ⊂ ℰ。ℰ𝑟 空间中的右矢才能表示粒子的量子态。下面我们正式引入狄拉
克符号来表示向量,会为后面的形式运算带来巨大的便利。
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态矢量

在经典力学中,我们描述一个位置,对于同一个参考点,当我们指
定某个参考系后位置矢量的分量便确定下来了。而且使用坐标这一组
数和使用位矢去描述是完全等价的,麻烦就在于不同的坐标系下分量
有很大差别, 但位矢 r 本身与坐标系选取无关, 所以有时候我们脱离
坐标系直接使用矢量本身进行各种运算是明智的。
到了量子力学这边, 我们使用波函数去描述量子态, 经典力学中

的坐标系选取对应了量子力学中表象的选取,但量子态本身与表象的
选取无关, 所以我们索性抽象出态矢量的概念, 直接使用态矢量进行
计算,简化推导。

狄拉克符号

右矢 (ket vector)

对于态空间ℰ中的矢量,我们用类似 |𝜓〉 的符号标记,其中 𝜓 只是一个
记号, 来区分不同的量子态, 并不是矢量本身, 但是有时候处于方便的考虑,
我们也将 𝜆 |𝜓〉记作 |𝜆𝜓〉。

左矢 (bra vector)

就像是每一个复数都有对应的共轭复数一样, 这个不太恰当的对比也
可以移植到态空间来,这样便有了对偶空间的概念。

对偶空间和线性泛函

线性泛函是一个函数,将ℰ中的矢量和一个数对应,而且

𝜒 (|𝜓〉 + |𝜙〉) = 𝜒 |𝜓〉 + 𝜒 |𝜙〉
𝜒 (𝜆 |𝜓〉) = 𝜆 (𝜒 |𝜓〉)

所有的定义在ℰ 空间上的所有线性泛函所构成的集合就构成了ℰ 的
一个对偶空间ℰ∗。

内积是把两个右矢对应到一个复数的映射, 而且满足线性, 所以对于右
矢 |𝜓〉,我们可以说它确定了一个线性泛函 ( |𝜓〉 , ). 既然是线性泛函,那么一
定就是ℰ∗ 空间中的元素,为了表明这个线性泛函是用右矢 |𝜓〉 定义出来的,
我们将其表示为左矢 〈𝜓 |. 作用在右矢上得到 |𝜓〉和这个右矢的内积。

所以,每个右矢唯一确定了一个左矢,实际上,对于有限维向量空间,反
过来也是对的1。但是对于无限维向量空间就不适用了,也就是说ℰ和ℰ∗不

1里斯表示定理
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是同构的,而且后者比前者要
:::::::
大一些。比如 𝛿函数,不是平方可积的,但和ℰ

中的矢量的内积始终是有限值, 所以是一个线性泛函, 但你无法找到一个右
矢与之对应, 这个时候只能引入广义右矢消除这种不对称, 但广义右矢就像
前面说的连续基底一样,没有物理意义,只是方便中间过程的计算。
两个右矢之间的标量积我们今后只使用狄拉克符号 〈𝜙|𝜓〉去描述,性质

如下:

〈𝜑 | 𝜓〉 = 〈𝜓 | 𝜑〉∗
〈𝜑 | 𝜆1𝜓1 + 𝜆2𝜓2〉 = 𝜆1 〈𝜑 | 𝜓1〉 + 𝜆2 〈𝜑 | 𝜓2〉
〈𝜆1𝜑1 + 𝜆2𝜑2 | 𝜓〉 = 𝜆∗1 〈𝜑1 | 𝜓〉 + 𝜆∗2 〈𝜑2 | 𝜓〉
〈𝜓 | 𝜓〉为正实数,当而且仅当|𝜓〉 = 0时,其值为零.

(B.10)

ℰ𝑟 和ℱ是同构的,态矢量的标量积就是对应波函数的标量积。

线性算符

数学上喜欢把这种值域和定义域相等的映射称为算子,我们称为算符。

线性算符

线性算符 �̂�将每一个右矢唯一映射为另一个右矢,而且满足:

• 齐性:
�̂� (𝜆 |𝛼〉) = 𝜆

(
�̂� |𝛼〉

)
• 加性:

�̂� (|𝛼〉 + |𝛽〉) = �̂� |𝛼〉 + 𝐴 |𝛽〉

算符乘法定义为:
( �̂��̂�) |𝜓〉 = �̂�

(
�̂� |𝜓〉

)
算符的乘法满足结合律和左右分配律。
对易子定义为: [

�̂�, �̂�
] 𝑑𝑒 𝑓

= �̂��̂� − �̂� �̂�

对易子常用等式

• 对易子实际上是一个双重线性映射:[
𝑎1 �̂�1 + 𝑎2 �̂�2, �̂�

]
= 𝑎1

[
�̂�1, �̂�

]
+ 𝑎2

[
�̂�2, �̂�

][
�̂�, 𝑏1�̂�1 + 𝑏2�̂�2

]
= 𝑏1

[
�̂�, �̂�1

]
+ 𝑏2

[
�̂�, �̂�2

]
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• 反对称: [
�̂�, �̂�

]
= −

[
�̂�, �̂�

]
• 雅可比等式:[

�̂�,
[
�̂�, �̂�

] ]
+

[
�̂�,

[
�̂�, �̂�

] ]
+

[
�̂�,

[
�̂�, �̂�

] ]
= 0

• 乘法分配: [
�̂��̂�, �̂�

]
= �̂�

[
�̂�, �̂�

]
+

[
�̂�, �̂�

]
�̂�

上面的规则和泊松括号非常相似, 实际上狄拉克就是在注意到这一点
后,进一步发展了量子力学。

使用狄拉克符号时,一定要注意符号之间的相对顺序,比如 〈𝜓 | 𝜑〉 看作
内积表示一个数,但是 |𝜑〉 〈𝜓 |实际上是一个算符。

例如 𝑃𝜓 = |𝜑〉 〈𝜓 | 定义成投影算符,可以对照着数学里面的投影算子结
合正交补空间来理解。更广泛意义上的在一个空间上的投影算符定义成:

𝑃ℰ𝑞
=

q∑
𝑖=1

|𝜓𝑖〉 〈𝜓𝑖 |

其中 |𝜓〉张成子空间ℰ𝑞,且为正交归一基。
算子作用与右矢会得到一个右矢, 算子对一个左矢同样可以定义, 实际

上对应了一个新的左矢,一个新的线性泛函:(
〈𝜓 | �̂�

)
|𝜑〉 = 〈𝜓 |

(
�̂� |𝜑〉

)
在这个定义下,写 〈𝜓 | �̂� |𝜑〉就不会有歧义了。

厄米共轭

我们用 *表示一个数的共轭复数,这里谈到的厄米共轭 (†)是一种操作,
在空间和其对偶空间之间建立了一座桥梁, 下面的重点便是建立算符的厄
米共轭概念。
这里厄米共轭的概念对应于数学中的伴随映射。将 �̂� |𝜓〉记为

���̂�𝜓〉
,数

学上用下式定义算符的厄米共轭算符:1〈
�̂�†𝜓

�� 𝜑〉 = 〈
𝜓

�� �̂�𝜑〉
1
〈
�̂�†𝜓

��是 ���̂�†𝜓〉
对应的左矢
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直接从对偶出发,也可以自然的去理解这个概念。�̂�将右矢映射为一个
右矢, 两个右矢在对偶空间里有对应的左矢, 而 �̂�† 就建立了两个左矢之间
的联系。

图 B.1: 从左矢右矢之间的关系出发定义伴随算符

注意我们谈论算符一般都是在右矢构成的 ℰ 中讨论,也就是说 �̂�† 也应
该是一个 ℰ 中的算符。但是前面谈到过可以自然的将算子延伸定义到
左作用于左矢,按照上面图像定义,我们确定 �̂�† 是通过它的左作用和 �̂�
本身来确定。这种定义方式物理意义更清晰,不过直接使用数学上的方
式定义会更加严谨,而且也更好的去说明伴随算子的存在性和唯一性。

厄米共轭的运算特性 (
𝐴†

)†
= 𝐴

(𝜆𝐴)† = 𝜆∗𝐴†( 𝜆是一个数)
(𝐴 + 𝐵)† = 𝐴† + 𝐵†

(𝐴𝐵)† = 𝐵†𝐴†

(B.11)

既然狄拉克符号的组合可以形成算子, 那么我们也可以对狄拉克符号
的一个组合进行厄米共轭操作,具体方法如下:

狄拉克符号取共轭运算的规则

当一个式子中含有常数、右矢、左矢及算符时, 要得到这个式子的厄
米共轭式 (或伴随式),必须:
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代换: 
将常数换成其共轭复数
将右矢换成其对应的左矢
将左矢换成其对应的右矢
将算符换成其伴随算符

反序: 即颠倒各因子的顺序 (但常数的位置无关紧要).

所以我们说 |𝜓〉 和 〈𝜓 | 共轭,复数的共轭正好和厄米共轭一致。在这个
意义下,厄米共轭操作就不单单对于算符了,等式两边只要都是狄拉克符号,
都可以直接按照上面的方法取厄米共轭, 狄拉克符号在形式运算中有很大
的简便性。

例子: 𝜆〈𝑢 | �̂�|𝑣〉|𝑤〉〈𝜓 |
上面的符号全部取成其厄米共轭,然后从又往左写成 |𝜓〉〈𝑤 |

〈
𝑣
���̂�†�� 𝑢〉 𝜆∗,

注意到数
〈
𝑣
���̂�†�� 𝑢〉 , 𝜆∗ 的位置是可以随便变动的, 所以最终答案为

𝜆∗
〈
𝑣
���̂�†�� 𝑢〉 𝜆∗ |𝜓〉〈𝑤 |

你还可以发现左矢是反线性的, 〈𝜆1𝜓1 + 𝜆2𝜓2 | = 𝜆∗1 〈𝜓1 | + 𝜆∗2 〈𝜓2 | 你只要
记住对应的右矢是 |𝜆1𝜓1 + 𝜆2𝜓2〉,而这个右矢实际上是 𝜆1 |𝜓1〉 +𝜆2 |𝜓2〉,取厄
米共轭即可得到上式,不要被这些简写了的记号弄混。

B.5 态空间表象和算子的矩阵表示

表象

我们说在态空间中选取了一个表象就是选取了一个离散的或者连续
的正交归一基a, 在一组确定的基下, 我们可以使用矩阵来描述态矢量
和算符。

a基可以由广义右矢组成,保证运算上的简便

我们使用狄拉克记号重新来写一下正交归一基底需要满足的正交归一
和封闭性关系式

正交归一性: 〈
𝑢𝑖 |𝑢 𝑗

〉
= 𝛿𝑖 𝑗

〈𝑤𝛼 |𝑤𝛼′〉 = 𝛿(𝛼 − 𝛼′)
(B.12)
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封闭性

𝑃{𝑢𝑖} =
∑
𝑖
|𝑢𝑖〉 〈𝑢𝑖 | = 1

𝑃{𝑤𝛼} =
∫

d𝛼 |𝑤𝛼〉 〈𝑤𝛼 | = 1

(B.13)

其实这个封闭性也蛮好理解, 就是这组基张成空间的投影算符刚好是
恒等算符, 也就说明了 ℰ 空间和基矢量张成的空间重合, 也就说明了封闭
性。

态矢量和算符的矩阵表示

选取离散基表象,右矢可以借助基向量写成:

|𝜓〉 = 1 |𝜓〉 =
∑
𝑖

|𝑢𝑖〉 〈𝑢𝑖 |𝜓〉

那么我们可以将分量 𝑣𝑖 = 〈𝑢𝑖 |𝜓〉 排成一个列矩阵形式表示 |𝜓〉,其行数为可
数无穷大 (ℵ0) ©­­­­­­«

〈𝑢1 |𝜓〉
〈𝑢2 |𝜓〉
...

〈𝑢𝑖 |𝜓〉
...

ª®®®®®®¬
对于连续基, |𝜓〉 =

∫
d𝛼 〈𝑤𝛼 | 𝜓〉, 这个时候分量变成了一个连续函数,

𝑐(𝛼) = 〈𝑤𝛼 |𝜓〉,我们还是可以将其写成一个列矩阵,在矩阵旁边画上一个数
轴,数轴上的每一个点对应一个矩阵上的分量。

𝛼 ↓ ©­­«
...

〈𝑤𝛼 | 𝜓〉
...

ª®®¬
类似的,单纯从共轭对称性来看,我们可以把左矢按照 〈𝑢𝑖 |展开。

〈𝜑| = 〈𝜑| 1 =
∑
𝑖

〈𝜑 |𝑢𝑖〉 〈𝑢𝑖 |

这个时候我们把矩阵写成行向量,这样定义会方便后面的矩阵运算。(
〈𝜑 |𝑢1〉 〈𝜑|𝑢2〉 · · ·

)
同理分析,在连续基下矩阵表示为:(

· · · 〈𝜑|𝑤𝛼〉 · · ·
)

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
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矩阵元

我们将 〈𝜑| �̂� |𝜓〉称为态 |𝜑〉 , |𝜓〉之间的矩阵元

一般情况下一个线性映射可以使用一个矩阵来描述, 这里对于算符, 可
以用一个方阵来描述, 只不过行数和列数都是无穷大。很容易说明, 只要给
定数组

𝐴𝑖 𝑗 = 〈𝑢𝑖 | �̂�
��𝑢 𝑗

〉
这也就是基之间的矩阵元, 只是由于是算子所以定义域和值域的基相同, 由
于这个数组唯一决定了基之间的对应关系,所以也就唯一决定了一个算子。

©­­­­­­«

𝐴11 𝐴12 · · · 𝐴1 𝑗 · · ·
𝐴21 𝐴22 · · · 𝐴2 𝑗 · · ·
...

...
...

𝐴𝑖1 𝐴𝑖2 · · · 𝐴𝑖 𝑗 · · ·
...

...
...

ª®®®®®®¬
对于连续基底,你需要给定一个二元函数

𝐴 (𝛼, 𝛼′) = 〈𝑤𝛼 | �̂� |𝑤𝛼′〉

算符矩阵的行列使用两个正交的坐标轴去标记:

至此, 我们已经初步建立了算符和态矢量的矩阵表示理论, 狄拉克符号
的组合也是左矢右矢或者算符, 也可以根据上面的定义去得到某基底下的
矩阵表述。我们下面通过几个例子说明,你计算任何狄拉克符号的矩阵表述
时, 只需要把所有的狄拉克符号按照顺序写下其矩阵表述, 然后再按照矩阵
的运算法则计算即可。

|𝜓 ′〉 = �̂�|𝜓〉 ⇒ 𝑐′𝑖 = 〈𝑢𝑖 | 𝜓 ′〉 =
〈
𝑢𝑖 | �̂�|𝜓

〉
=

〈
𝑢𝑖 | �̂�1|𝜓

〉
=

∑
𝑗

〈
𝑢𝑖 | �̂�|𝑢 𝑗

〉 〈
𝑢 𝑗

��
= 𝐴𝑖 𝑗𝑢 𝑗 = 𝐴𝑖 𝑗𝑐 𝑗
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所以狄拉克符号中的封闭性关系真的很好用,下面要推导的式子都不用
记结论,学会推导方法即可。

𝐴†𝑖 𝑗 =
〈
𝑢𝑖

���̂�†�� 𝑢 𝑗

〉
=

〈
𝑢 𝑗 | �̂�|𝑢𝑖

〉∗
= 𝐴 𝑗𝑖

∗

在正交归一基下, 对算符进行厄米共轭操作, 它的矩阵相当于转置后再取复
数共轭。

厄米算符/矩阵

若 �̂�† = �̂�我们就趁算符 �̂�是厄米的。由于我们前面说明了厄米共轭
和复数共轭的相似性,这里厄米算符也可以和实数类比。按照定义,厄
米算符的矩阵的对角线上元素全为实数。

最后推导一下投影算符的矩阵元表示:

𝑃𝑖 𝑗 = 〈𝑢𝑖 |𝜓〉
〈
𝜓 |𝑢 𝑗

〉
→

©­­­­­­«

𝑐1
𝑐2
...
𝑐𝑖
...

ª®®®®®®¬
(
𝑐∗1𝑐
∗
2 · · · 𝑐∗𝑗 · · ·

)
=

©­­­­­­­«

𝑐1𝑐
∗
1 𝑐1𝑐

∗
2 · · · 𝑐1𝑐

∗
𝑗 · · ·

𝑐2𝑐
∗
1 𝑐2𝑐

∗
2 · · · 𝑐2𝑐

∗
𝑗 · · ·

...
...

...
𝑐𝑖𝑐
∗
1 𝑐𝑖𝑐

∗
2 · · · 𝑐𝑖𝑐

∗
𝑗 · · ·

...
...

...

ª®®®®®®®¬
这也说明了前面我们将左矢的矩阵写成行向量的好处, 计算上与矩阵完全
一致了。

表象的变换

选取不同的表象, 不会导致态矢量或者算符本身发生变化, 但是描述它
们的矩阵会有很大的不同, 但是它们之间是有联系的, 对于算符, 这些矩阵
互为相似矩阵。
令

𝑆𝑖𝑘 = 〈𝑢𝑖 |𝑡𝑘〉
称为两个基之间的变换矩阵, 下面的推导只需要使用封闭性关系就可以很
容易做到。它的厄米共轭可计算为:(

𝑆†
)
𝑘𝑖
= (𝑆𝑖𝑘)∗ = 〈𝑡𝑘 | 𝑢𝑖〉
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幺正算子

𝑈†𝑈 = 𝑈𝑈† = 𝐼 (B.14)

则称𝑈为幺正算子,对应的矩阵称为幺正矩阵 (酉矩阵)a。它对应于实
向量空间中的正交矩阵, 类比实向量空间中, 正交矩阵是一个等距同
构,正交变换恰如坐标系旋转。

a可以证明幺正算子的矩阵在任何表象下均为幺正矩阵

实际上上面的变换矩阵就是一个幺正矩阵。下面利用封闭性关系插入
1有:

𝐴𝑖 𝑗 =
〈
𝑢𝑖 |1𝐴|1𝑢 𝑗

〉
=

〈
𝑢𝑖

��𝑃{𝑡𝑘 }𝐴𝑃{𝑡𝑙 }�� 𝑢 𝑗

〉
=

∑
𝑘,𝑙

〈𝑢𝑖 | 𝑡𝑘〉 〈𝑡𝑘 |𝐴|𝑡𝑙〉
〈
𝑡𝑙 | 𝑢 𝑗

〉
=

∑
𝑘,𝑙

𝑆𝑖𝑘𝐴𝑘𝑙𝑆
†
𝑙 𝑗

右矢左矢的变换也是一样的推导,不用背公式,使用狄拉克符号插入 1即可。

线性变换矩阵的一般说明

对于一个 𝑉 ↦→ 𝑊 的一个线性变换 𝑇，我们用矩阵表示它需要确定𝑉 和
𝑊 中的一组基底 {e1, · · · e𝑛}和 {f1, · · · f𝑚}在这样的两组基底下，线性算子 𝑇
的矩阵记为M(𝑇, {e1, · · · e𝑛}, {f1, · · · f𝑚})，其第 𝑖列的意义是 𝑇 作用到 𝑒𝑖 上
在𝑊 的基底 { 𝑓 }上的展开系数。

对于线性算子 𝑇，也就是 𝑉 ↦→ 𝑉 的线性变换，为了矩阵表示这个算子
我们一般取两组相同的基底，矩阵就简记为M(𝑇, {e1, · · · e𝑛})，量子力学中
我们最喜爱用的就是正交归一的基底，那根据定义便有 𝐴𝑖 𝑗 = 〈𝑒𝑖 | �̂�|𝑒 𝑗〉.但
是别忘了这并不是一般的情况，是我们选取了正交归一的基底。而且只有
在正交归一的基底选取下，才会有简单的 �̂�† 的矩阵等于 �̂� 的矩阵的厄米
共轭。
我们量子力学中考虑的表象是正交归一基底，不同的表象算符的矩阵

不同，用 Dirac符号可以很容易表示不同矩阵之间的关系。当然这也并不是
最一般的情况，我们考虑 𝑇 : 𝑉 ↦→ 𝑉 在两组不同基底下的矩阵：

M(𝑇, {e1, · · · e𝑛}) and M(𝑇, {f1, · · · f𝑚})

恒等映射在两个基底下的矩阵记为 𝐴 =M(𝐼, {e1, · · · e𝑛}, {f1, · · · f𝑚})
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基变更公式

M(𝑇, {e1, · · · e𝑛}) = 𝐴−1M(𝑇, {f1, · · · f𝑚})𝐴

证明 要证明这个公式我们只需要注意到：

M(𝑆𝑇, {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛}, {𝑤1, . . . , 𝑤𝑛}) =
M(𝑆, {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}, {𝑤1, . . . , 𝑤𝑛})M(𝑇, {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛}, {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛})

这个根据定义很容易看出来，其中 𝑆, 𝑇 都是 𝑉 上的算子，{𝑢1, . . . , 𝑢𝑛}
和 {𝑤1, . . . , 𝑤𝑛}以及 {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}都是𝑉的基底（不一定要正交归一）.搞定

我们这里所有谈到的线性代数知识更全面的了解请参看 Linear Algebra
Done Right这本书。

B.6 *线性算符的一些性质

本征值和本征矢

对于 ℰ 的子空间 ℰ𝑞, 如果算符 �̂� 将其中的矢量仍旧全部映射为 ℰ𝑞 中
的矢量,那么称其为算符 �̂�作用下的

::::::::::::
不变子空间,不变子空间的概念在算子

的分解中应用很大,最小的不变子空间1自然是一维的,具有下面的形式：

ℰ1 = {𝑎 |𝜓〉 : 𝑎 ∈ F}

进一步,如果ℰ1是算符 �̂�的不变子空间,则:

�̂� |𝜓〉 = 𝜆 |𝜓〉 (B.15)

满足上面方程的 𝜆 称为算符的本征值, 全体本征值的集合我们称为算符 �̂�
的谱。|𝜓〉称为本征矢,本征矢不能为 𝟘. 每个线性无关的本征矢可以张成一
个一维不变子空间。设对于本征值 𝜆𝑖 有 𝑔 个对应的线性无关的本征矢, 这
些本征矢张成一个向量空间 (解空间),称为 𝜆𝑖 的本征空间, 𝑔 正好就是本征
空间的维数,数学上称作 𝜆𝑖 的几何重数2。在量子力学中我们称之为本征值
𝜆𝑖 的 简并度, 如果 𝑔 = 1 那么我们称 𝜆𝑖 是非简并的 (比如束缚态的每个能
级),反之我们称其简并。
选取一个表象后, 算符和矢量都可以使用矩阵来描述, 解下面的久期方

程便可以很容易得到本征值和本征矢。

det [𝐴 − 𝜆𝐼] = 0 (B.16)

1非平凡
2还有一个对应的代数重数,是广义本征空间的维数,和特征多项式的解的重数相等
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线性代数中对于算符的迹和行列式的定义分别为:

tr �̂� ≡ ∑
𝜆

det �̂� ≡∏
𝜆

从算符在某个表象下的矩阵上定义的迹和行列式和这里的定义是相等
的,因为从矩阵出发的定义,数学上他们被称为

::::::::::::
相似不变量,物理这边可以理

解为算符的矩阵的行列式和迹与你选取的表象无关。算符的本征值肯定是
不依赖于表象的, 所以数学上也给了我们在固定表象下计算迹和行列式的
可行手段。

算符函数

以算符为自变量的函数

若在复数域上定义的函数可以在某个区间内展开为幂级数:

𝐹 (𝑧) =
∞∑
𝑛=0

𝑓𝑛𝑧
𝑛 (B.17)

那么可以定义 𝐹
(
�̂�
)
为:

𝐹
(
�̂�
)
≡
∞∑
𝑛=0

𝑓𝑛 �̂�
𝑛 (B.18)

其敛散性与 𝐹 (𝑧)的收敛半径和算符 �̂�的本征值有关。

不难证明:
�̂� |𝜓〉 = 𝜆 |𝜓〉 ⇒ 𝐹 ( �̂�) |𝜓〉 = 𝐹 (𝜆) |𝜓〉 (B.19)

从上面的定义可以定义一个比较重要的算符函数, 实际上在解微分方程组
中也用矩阵形式对其进行过类似的定义。

𝑒 �̂� ≡
∞∑
𝑛=0

1
𝑛!
�̂�𝑛 = 1 + �̂� + 1

2
�̂�2 + · · · (B.20)
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BCH定理

若 �̂�, �̂�关于他们的对易子都是可对易的,即:[
�̂�,

[
�̂�, �̂�

] ]
=

[
�̂�,

[
�̂�, �̂�

] ]
= 0

则有:
𝑒 �̂�𝑒�̂� = 𝑒 �̂�+�̂�+

[
�̂�,�̂�

]
/2 (B.21)

左边式子的意义根据级数的柯西乘积定义。

算符的导数

对于 �̂�(𝑡), 我们将其看作是一个函数, 定义域是数域, 值域是一个算符,
即 𝑡 的映射。

算符的导数

d�̂�(𝑡)
d𝑡
≡ lim

Δ𝑡→0

�̂�(𝑡 + Δ𝑡) − �̂�(𝑡)
Δ𝑡

(B.22)

“导函数”对于 𝑡 还是一个算符

d
dt (�̂� + �̂�) =

d�̂�
dt +

d�̂�
dt

d
dt (�̂��̂�) =

d�̂�
dt �̂� + �̂�

d�̂�
dt

(B.23)

在某个确定的表象下1,可以证明矩阵元之间的关系为:(
d�̂�(𝑡)

d𝑡

)
𝑖 𝑗

=
d[ �̂�(𝑡)]𝑖 𝑗

d𝑡
(B.24)

也就是说, 在某个确定的表象下, 对算符求导, 就相当于把它矩阵的每个元
素进行求导,再按原位置排列。
最后强调,实分析中的求导公式,在这里要小心使用,例如,

[
�̂�(𝑡), d�̂�

d𝑡

]
≠

0时
d
d𝑡
𝑒 �̂�(𝑡) ≠

d�̂�(𝑡)
d𝑥

𝑒 �̂�(𝑡)

1基矢不随时变
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B.7 *对偶空间和对偶映射
左矢其实是处于右矢的对偶空间之中的，现在我们用严谨的数学语言

对对偶空间进行一般的简要介绍。不过我们的介绍集中于有限维向量空间，
和量子力学中的 Hilbert空间有所差距。
线性泛函和线性空间 𝑉 的对偶空间 𝑉∗ 的定义与 §B.4中的定义是一致

的，下面谈到的一堆定理如果从数学上严谨证明前摇过长，我们仅从物理
上“感觉”一下。1

dim𝑉 = dim𝑉∗

对于有限维向量空间 𝑉，其对偶空间 𝑉∗ 也是有限维的，且 dim𝑉 =
dim𝑉∗. 所以他们俩也是同构的。

对偶基底

有限维向量空间 𝑉 的基底为 {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}，它们的对偶基为 𝑉∗中的一
组基底 {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}，定义为：

𝑒𝑖 (𝑒 𝑗) = 𝛿𝑖𝑗

对偶映射

若 𝑇 ∈ L(𝑉,𝑊)a，则 𝑇 的对偶映射 𝑇 ∗ ∈ L(𝑊∗, 𝑉∗)，满足:b

∀𝜑 ∈ 𝑊∗, 𝑇 ∗(𝜑) = 𝜑 ◦ 𝑇
aL(𝑉,𝑊)意思为所有 𝑉 → 𝑊 的线性映射的集合
b◦的含义为两映射的复合

不难验证对偶映射有下面的代数性质：

• ∀𝑆, 𝑇 ∈ L(𝑉,𝑊) → (𝑆 + 𝑇)∗ = 𝑆∗ + 𝑇 ∗

• ∀𝑇 ∈ L(𝑉,𝑊), 𝜆 ∈ C→ (𝜆𝑇)∗ = 𝜆𝑇 ∗

• ∀𝑇 ∈ L(𝑈,𝑉), 𝑆 ∈ L(𝑉,𝑊) → (𝑆𝑇)∗ = 𝑇 ∗𝑆∗

这个对偶映射在量子力学里面是有定义的，算符 �̂� 从定义之初就是
作用与右矢的，而作用于左矢没有定义，所以矩阵元应理解为 〈𝜑| �̂�|𝜓〉 =

1所有证明都可以在 Linear Algebra Done Right中找到。
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〈𝜙| ( �̂� |𝜓)〉. 但是这样未免有点麻烦，我们不妨认为定义 �̂� 作用于左矢 〈𝜙|
的效果为：

∀ |𝜓〉 ∈ ℰ, 〈(𝜑|𝐴) |𝜓〉 = 〈𝜑| (𝐴|𝜓)〉
显然我们在悄然之间定义了一个 �̂�的对偶映射 𝐴∗。𝐴∗(〈𝜓 |) ≡ 〈𝜓 | 𝐴。我们
设将右矢变为左矢的算符为 𝑣2，那么根据前面的讨论，有 �̂�† = 𝑣−1 ◦ �̂�∗ ◦ 𝑣

对偶映射的矩阵

𝑇 ∈ L(𝑉,𝑊), 𝑇 ∗ ∈ L(𝑊∗, 𝑉∗)，𝑉,𝑊 基底分别为 {𝑒𝑖}, { 𝑓𝑖} 且 𝑉∗，𝑊∗

的基底取对应的对偶基底 {𝑒𝑖}, { 𝑓 𝑖}，那么按照上述基底计算的两映
射矩阵为转置关系，即

M(𝑇) = (M(𝑇 ∗))T

证明 为了后续证明的表述简便，定义 𝐴 =M(𝑇), 𝐵 =M(𝑇 ∗).
根据线性映射矩阵的定义我们可以得到3：

𝑇 (𝑒 𝑗) = 𝐴𝑖 𝑗 𝑓𝑖, 𝑇 ∗( 𝑓 𝑗) = 𝑓 𝑗 ◦ 𝑇 = 𝐵𝑖 𝑗𝑒
𝑖

将 𝑒𝑘 同时作用在第二个式子两端我们得到：

( 𝑓 𝑗 ◦ 𝑇) (𝑒𝑘) = 𝐵𝑖 𝑗𝑒
𝑖 (𝑒𝑘) = 𝐵𝑖 𝑗𝛿

𝑖
𝑘 = 𝐵𝑘 𝑗

而上式左端为：

( 𝑓 𝑗 ◦ 𝑇) (𝑒𝑘) = 𝑓 𝑗 (𝑇𝑒𝑘) = 𝑓 𝑗 (𝐴𝑖𝑘 𝑓𝑖) = 𝐴𝑖𝑘𝛿
𝑗
𝑖 = 𝐴 𝑗 𝑘

故 𝐴 𝑗𝑘 = 𝐵𝑘 𝑗，这正意味着 𝐴 = 𝐵T

这里并不要求基正交归一了，因为对偶空间这些概念都不必建立在内
积空间之上。
左矢就是生活在态空间的对偶空间中的矢量，其实我们在构建左矢的

时候利用的是内积进行诱导，回忆我们在定义左矢这个线性泛函的时候要
求 〈𝑢 |𝑣〉 = (|𝑢〉 , |𝑣〉)，也就是说左矢左作用在右矢上相当于两者取内积。这
涉及到一个重要定理：

里斯表示定理

对于
:::::::
有限维向量空间 𝑉 上的任意线性泛函 𝜒 : 𝑉 → P有：

∃! 𝑢 ∈ 𝑉,∀𝑣 ∈ 𝑉, 𝜒(𝑢) = (𝑢, 𝑣)

2这是个反线性算符
3利用爱因斯坦求和约定
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不过这个定理是对有限维向量空间成立的，如果他对无限维向量空间
也成立，那么所有的左矢都应当有对应的右矢了，但是显然比如 〈r|就不是，
它的右矢不是平方可积的，只能进行狄拉克意义上的正交归一化。所以前
面我们引入本来不存在于右矢空间中，或者说不是一个合格的物理态的 |r〉
是为了后面计算上的简便，它的波包才是一个合格的物理态。诚然，这样
以来平面波 |p〉 也不是合格的物理态，但是在考虑散射问题的时候这是一
个合格的近似。4

4这一部分详见 Cohen Tannoudji书中讨论。



Appendix C

Gaussian Integral

1-dimensional Gaussian integral

∫ ∞

−∞
𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 =

√
𝜋∫ ∞
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n-dimensional Gaussian integral (such as
multivariate normal distribution)

∫ ∞

−∞
exp

(
−1

2

𝑛∑
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数学书有两种，一种是看一面就
看不下去的，一种是看了一行就
看不下去的。

杨振宁

Appendix D

Finit Group

这篇附录是根据李新征老师群论讲义和教学录像整理而成的笔记, 大
致只打算写完有限群,对于高量学习绰绰有余。

D.1 群的基本结构

D.1.1 群的定义和一些基本定理

其实在接受前面对于线性空间的抽象定义之后也很好接受群的概念：

群的定义

群是一个有着乘法 ◦这一特殊结构的元素集合 𝐺：

• 封闭性：∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 → 𝑔1 ◦ 𝑔2 ∈ 𝐺

• 结合律：(𝑔1 ◦ 𝑔2) ◦ 𝑔3 = 𝑔1 ◦ (𝑔2 ◦ 𝑔3)

• 单位元 (幺元)存在性：∃𝑒 ∈ 𝐺, s.t.∀𝑔 ∈ 𝐺 → 𝑔 ◦ 𝑒 = 𝑒 ◦ 𝑔 = 𝑔

• 逆元存在性：∀𝑔 ∈ 𝐺, ∃𝑔−1 ∈ 𝐺 → 𝑔 ◦ 𝑔−1 = 𝑔−1 ◦ 𝑔 = 𝑒

上面的定义中不必额外强调单位元和逆元的唯一性, 因为根据定义唯
一性自动存在。而且有1：

(𝑔1𝑔2)−1 = 𝑔−1
2 𝑔
−1
1

不过要注意, 一般的群的乘法是不满足交换律的, 乘法额外满足交换律
的群我们称之为 Abel群。

1后面在不引起歧义时,省略乘法符号

295
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例：群的例子

全体整数 Z在自然加法作为乘法的情况下构成一个群,而且还是一个
Abel群。

群的阶

群的阶的定义和集合的势的概念是相通的, 定义为群内元素的个数,
记为 |𝐺 |,常说的有限群指的就是群的阶有限大。

下面要介绍的定理是后面的证明几乎都需要用到的定理：

重排定理

𝑔𝐺 = 𝐺𝑔 = 𝐺

其中 𝑔 ∈ 𝐺,其实就是说 𝐺 中拿出一个元素再去和 𝐺 中的所有元素相
乘,得到的集合还是原来的群 𝐺本身,而且不会出现重复。𝑔的作用只
是把原先的群元素重新排列了一下。

证明 (1)∀𝑔𝛼 ∈ 𝐺，由逆元存在性和封闭性知 𝑔−1𝑔𝛼 ∈ 𝐺，那么再根据结合
律和逆元定义知 𝑔(𝑔−1𝑔𝛼) = 𝑔𝛼，那么当 𝑔𝛼 取遍 𝐺 中元素我们便得到了
𝑔𝐺 = 𝐺.
(2) 用到群相关定理证明的大杀器：反证法，设 𝑔𝛼 ≠ 𝑔𝛽，如果 𝑔𝑔𝛼 = 𝑔𝑔𝛽，
那么 𝑔−1(𝑔𝑔𝛼) = 𝑔−1(𝑔𝑔𝛽) ⇒ 𝑔𝛼 = 𝑔𝛽，与已知矛盾.这一证明其实用掉了群
的所有性质. 搞定

D.1.2 群的内部结构

子群

设 𝐻 是群 𝐺 的一个子集,如果 𝐻 中的元素在 𝐺 的乘法定义下也构成
一个群,那么就称 𝐻 是 𝐺 的一个子群,记为 𝐻 ≤ 𝐺

例：平庸子群

显然任何群 𝐺 的幺元和其本身是 𝐺 的两个子群，我们称之为平庸子
群，其它的我们称为 𝐺 的固有子群。
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循环子群和群元的阶

对任意一个有限群 𝐺，从中任取一个元素 𝑎，在原先的群乘法定义下
作幂操作，

:::::
总是可以得到一个 𝐺 的子群 𝑍𝑘 ≡ 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑘 = 𝑒，我

们称之为 𝐺 的一个循环子群，这个子群的阶，或者说使得 𝑎𝑘 = 𝑒 的
最小的 𝑘 称之为群元 𝑎的阶.

这里需要额外说明的就是为啥任何一个元素一定可以生成一个循环子
群。只需要说明使 𝑎𝑘 = 𝑒 的 𝑘 一定存在，𝑎 = 𝑒，问题解决；𝑎 ≠ 𝑒，那么
𝑎2 ≠ 𝑎否则 𝑎 = 𝑒，𝑎2 = 𝑒那么问题解决，但如果 𝑎2 ≠ 𝑒，就再考虑 𝑎3，如
此下去，由于前提是 𝐺 为有限群，所以这个 𝑘 一定存在。

陪集

设 𝐻 ≤ 𝐺，由固定的 𝑔 ∈ 𝐺 可以生成 𝐻 的左陪集：𝑔𝐻 ≡ 𝑔ℎ |ℎ ∈ 𝐻，
或是右陪集：𝐻𝑔 ≡ ℎ𝑔 |ℎ ∈ 𝐻

注意上面的定义中我们并没有用“群”这个字眼，说明陪集这个玩意
一般只是一个集合而已，没有群结构。不难证明陪集中的元素是和子集 𝐻
中的元素一一对应的，根据重排定理，𝑔 ∈ 𝐻 时 𝑔𝐻 和 𝐻𝑔构成一个群，就
是 𝐻 本身。

陪集定理

𝐻 ≤ 𝐺, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 → {𝑔1𝐻 = 𝑔2𝐻} ⊕ {𝑔1𝐻 ∩ 𝑔2𝐻 = ∅}
其中 ⊕表示“异或”，表示两者只能取其一。

这个定理使用重排定理和反证法很好证明，只需要说明只要两个左陪
集有一个公共元素那么 𝑔1𝐻 = 𝑔2𝐻 即可。当然，这个定理对于右陪集一样
适用。这个定理也告诉我们或许任意一个群可以分解为一系列其某个子群
的陪集的不交并。

陪集分解

𝐻 ≤ 𝐺，则 𝐺 一定可以分解为一系列陪集的不交并，及：

𝐺 = 𝑒𝐻 + 𝑔1𝐻 + 𝑔2𝐻 + · · ·

根据前面的陪集定理，我们只需要在构建这个分解时，不断选取 𝑔𝛼不
属于前面的集合去构建新的陪集 𝑔𝛼𝐻即可。前面我们说过陪集元素和 𝐻一
一对应，那么 |𝑔𝐻 | = |𝐻 |，再看陪集分解，由于我们可以将任意一个集合分
解为一系列陪集的不交并，所以我们立即得到下面的 Lagange定理：
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Lagrange定理

有限子群的阶必为群的阶的因子，也就是说 |𝐻 |一定可以整除 |𝐺 |

这个定理实际上也说明了群元的阶必为群的阶的因子。

共轭

∀ 𝑓 , ℎ ∈ 𝐺，如果 ∃𝑔 ∈ 𝐺，使得 𝑔 𝑓 𝑔−1 = ℎ，我们就称这两个元素共轭，
记为 𝑓 ∼ ℎ

群元素共轭的概念抽象一点这就是集合中的等价关系的概念，满足下
面三条：

• 对称性： 𝑓 ∼ ℎ→ ℎ ∼ 𝑓

• 传递性： 𝑓1 ∼ ℎ, ℎ ∼ 𝑓2 → 𝑓1 ∼ 𝑓2

• 反身性： 𝑓 ∼ 𝑓

上面的三条性质共轭全部满足，说的具体一点所有的 𝑛 × 𝑛矩阵构成一个群
(这其实是个无限群)，共轭的概念就是矩阵之间的相似概念。

类

群 𝐺 可按共轭关系分割成一些等价类 𝐴𝑎 = 𝑔𝑎𝑔−1 |∀𝑔 ∈ 𝐺.称 𝐴𝑎 为群
𝐺 的元素 𝑎的共轭类，简称为群的 𝑎类.

共轭类有下面的性质：

• (1)单位元素 𝑒自称一类；

• (2)Abel群中的所有元素都自成一类；

• (3)类中的所有元素的阶都相等。

由于两个共轭类之间也有类似陪集之间的不相交的性质，所以我们也
很容易实现将一个群用其群元的类来分解，只要对每个元素确定其类即可。
不过前面的陪集分解是分解为一系列大小相等的等份，而按照类的分解就
不一定是等分了，不过还是有下面类似的定理：

类中的元素个数

有限群的每个元素确定的类中的元素的个数都是群的阶的因子
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证明 我们的目的是找到群的任意元素 𝑔确定的类的元素个数。
证明这个定理的第一步是证明 ∀𝑔 ∈ 𝐺，定义 𝐻𝑔 ≡ {ℎ ∈ 𝐺 |𝑔ℎ = ℎ𝑔}，也

就是所有与 𝐺中元素互易的元素构成了 𝐺的一个子群。由于子群乘法的定
义来源于 𝐺，是良好定义的，所以我们只需要证明封闭性和逆元存在性。
先证封闭：𝑔ℎ1 = ℎ1𝑔, 𝑔ℎ2 = ℎ2𝑔 → 𝑔ℎ1ℎ2 = ℎ1𝑔ℎ2 = ℎ1ℎ2𝑔
再证有逆：𝑔ℎ = ℎ𝑔 → ℎ−1𝑔−1 = 𝑔−1ℎ−1 → 𝑔ℎ−1 = ℎ−1𝑔 → ℎ−1 ∈ 𝐻𝑔

第二步是将 𝐺 陪集分解为 {𝑔0𝐻𝑔, 𝑔1𝐻𝑔, . . .}，其中 𝑔0 是幺元。注意到
每个陪集 𝑔𝑖𝐻𝑔 中，ℎ𝛼 取遍 𝐻𝑔，也就是 𝑔𝑖ℎ𝛼 取遍 𝑔𝑖𝐻𝑔 中的所有元素时，
(𝑔𝑖ℎ𝛼)𝑔(𝑔𝑖ℎ𝛼)−1 给出的是和 𝑔 共轭的元素这是毋庸置疑的，我们要是能进
一步证明其实给出的还是同一个元素，我们记为 𝑔𝑖，我们就把陪集 𝑔𝑖𝐻𝑔和
𝑔类中的元素对应起来了，如果不同的陪集给出不同的元素，也就说还可证
明这种对应是一一对应的。那么根据 Lagrange定理，陪集 𝑔𝑖ℎ𝑔 将 𝐺 等分，
而 𝑔类中元素个数就是等分的份数，也就是 |𝐺 |的因子。下面着手证明：

(1)一个陪集对应一个 𝑔类中元素：(𝑔𝑖ℎ𝛼)𝑔(𝑔𝑖ℎ𝛼)−1 = (𝑔𝑖ℎ𝛼)𝑔(ℎ−1
𝛼 𝑔
−1
𝑖 ) =

𝑔𝑖 (ℎ𝛼𝑔)ℎ−1
𝛼 𝑔
−1
𝑖 = 𝑔𝑖𝑔(ℎ𝛼ℎ−1

𝛼 )𝑔−1
𝑖 = 𝑔𝑖

(2) 不同陪集给出不同元素：假设 𝑔𝑖𝐻𝑔 ≠ 𝑔 𝑗𝐻𝑔，那么如果对应的元素
相等：𝑔𝑖𝑔𝑔−1

𝑖 = 𝑔 𝑗𝑔𝑔
−1
𝑗 ，那么 (𝑔−1

𝑗 𝑔𝑖)𝑔 = 𝑔(𝑔−1
𝑗 𝑔𝑖) → 𝑔−1

𝑗 𝑔𝑖 ∈ 𝐻𝑔，根据重排

定理 𝑔−1
𝑗 𝑔𝑖𝐻𝑔 = 𝐻𝑔 → 𝑔𝑖𝐻𝑔 = 𝑔 𝑗𝐻𝑔，与假设矛盾。 搞定

共轭子群

𝐻 ≤ 𝐺, 𝐾 ≤ 𝐺，如果 ∃𝑔 ∈ 𝐺 → 𝑔𝐻𝑔−1 ≡ {𝑔ℎ𝑔−1 |ℎ ∈ 𝐻} = 𝐾

这个定义完全是照搬群元共轭的，后面用到的机会也不多。

正规子群 (不变子群)

如果子群 𝐻中的所有元素的同类元素都属于 𝐻，那么称 𝐻是 𝐺 的不
变子群或者说正规子群，在群元共轭操作下是不变的，记为 𝐻 ⊴ 𝐺.

下面这个定理是和前面的定义等价的，有的书常常也用这个定理作为
正规子群定义。

正规子群左右陪集完全重合

𝐻 ⊴ 𝐺 ⇐⇒ ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔

证明 先证必要性，等价于证明 𝐻 ⊴ 𝐺 → 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻.
根据正规子群的定义，∀ℎ𝛼 ∈ 𝐻 → 𝑔ℎ𝛼𝑔

−1 ∈ 𝐻 → 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻，反过
来，还是根据正规子群的定义以及 𝑔−1 ∈ 𝐺，∀ℎ𝛼 ∈ 𝐻，一定存在 ℎ𝛽 ∈ 𝐻，
使得 𝑔−1ℎ𝛼 (𝑔−1)−1 = ℎ𝛽 成立，而这意味着 ℎ𝛼 = 𝑔ℎ𝛽𝑔−1 ∈ 𝑔𝐻𝑔−1，也就是说
𝑔𝐻𝑔−1 ⊇ 𝐻.这样我们便证明了必要性.
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再证充分性，∀ℎ𝛼 ∈ 𝐻，根据左右陪集相等，一定存在 ℎ𝛽 ∈ 𝐻，使得
𝑔ℎ𝛼𝑔

−1 = ℎ𝛽，而 𝑔是在 𝐺中任取的，这也便直接说明了 𝐻中元素的类都属

于 𝐻. 搞定

对于正规子群，今后不用再区分左右陪集。

单群 (Simple Group)

没有非平凡正规子群的群称为单群。

对所有单群进行分类是当代数学最高的成就之一，其最终完结于 2004
年。

两个陪集中元素的乘积必为第三个陪集中的元素

𝐻 ⊴ 𝐺，取 𝑔1𝐻 ≠ 𝑔2𝐻，且两陪集都不是子群本身，那么 ∀𝑔1ℎ𝛼 ∈
𝑔1𝐻, 𝑔2ℎ𝛽 ∈ 𝑔2𝐻 → 𝑔1ℎ𝛼𝑔2ℎ𝛽 ∈ 𝑔3𝐻，其中 𝑔3𝐻 ≠ 𝑔1𝐻, 𝑔3𝐻 ≠ 𝑔2𝐻

证明 如果 𝑔1𝐻 = 𝑔2𝐻 = 𝑔0𝐻，两个陪集都是子群本身，那么显然得到的元
素都是 𝐻 中的元素；
如果 𝑔1𝐻, 𝑔2𝐻 中有一个是 𝑔0𝐻，那么显然最后得到的元素要么是 𝑔1𝐻

中元素，要么是 𝑔2𝐻 中元素。
现在考虑 𝑔1𝐻和 𝑔2𝐻都不是𝐻的情况，𝑔1ℎ𝛼𝑔2ℎ𝛽 = 𝑔1𝑔2(𝑔−1

2 ℎ𝛼𝑔2)ℎ𝛽，根
据正规子群定义，𝑔−1

2 ℎ𝛼𝑔2 ≡ ℎ𝛼′ ∈ 𝐻，如果 𝑔1ℎ𝛼𝑔2ℎ𝛽 ∈ 𝑔1𝐻，那么 ∃ℎ𝛾 ∈ 𝐻，
使得 𝑔1ℎ𝛾 = 𝑔1𝑔2ℎ𝛼′ℎ𝛽 → 𝑔2 = ℎ𝛾ℎ

−1
𝛽 ℎ
−1
𝛼′ ∈ 𝐻，根据重排定理这直接说明

𝑔2𝐻 = 𝐻.与假设矛盾，关于 𝑔1的情形是对称的，证明略去.
而且这个证明还让我们了解到这个新的陪集是 𝑔1𝑔2𝐻，所以两个陪集

中的元素相乘给出的新的元素都来自于同一个新的陪集。
你还可以简单的接纳下面这个非常

:::::::
物理仁的证明：

(𝑔1𝐻)(𝑔2𝐻) = 𝑔1(𝐻𝑔2)𝐻 = 𝑔1(𝑔2𝐻)𝐻 = 𝑔1𝑔2(𝐻𝐻) = 𝑔1𝑔2𝐻

搞定

商群

𝐻⊴𝐺，用这个不变子群对𝐺进行陪集分解：{𝑔0𝐻, 𝑔1𝐻, 𝑔2𝐻, . . . , 𝑔𝑛𝐻}.
把其中的每一个陪集当作是一个新的元素，记 𝑓𝑖 = 𝑔𝑖𝐻. 对这个陪集
的集合定义新的乘法， 𝑓𝑖 𝑓 𝑗 = 𝑓𝑘 表示陪集 𝑔𝑖𝐻 和 𝑔 𝑗𝐻 中的元素相乘
得到 𝑔𝑘𝐻 中的元素.那么这个陪集的集合在这个乘法的定义下构成一
个群，称作 𝐺 的一个商群，记为 𝐺/𝐻.
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根据前面的乘法定义不难证明商群构成群。数学里面有很多涉及到
“商”的定义，其实无非就是在根据某种等价关系对具有特殊结构的集合
进行划分，并使之仍然保持这个特殊结构。划分之后得来的一系列等价类
构成的集簇就成为“商集”，加上那些特殊数学结构便构成了商群等等概念。
比如线性代数中的商空间就是在用仿射子集进行划分，点集拓扑中的商空
间是在用粘合映射进行划分，而群论中的商群就是在用不变子群进行划分。
我们完全从等价类出发定义商群，基于不变子群 𝐻 定义两个元素等价

（注意这里不同于前面的群元素共轭了）𝑔1 ∼ 𝑔2 iff ∃ℎ ∈ 𝐻, 𝑔1 = ℎ𝑔2，全部
的等价类合起来构成商群 𝐺/𝐻.这些元素显然就是陪集 𝑔𝐻，因为根据上面
的定义，和 𝑔等价的所有元素构成的集合就是 {𝑔ℎ |∀ℎ ∈ 𝐻}。

群的生成集合

生成集合 𝑆 是 𝐺 的一个子集，且群 𝐺 中的所有元素都可以用 𝑆 中
元素以及他们的逆的有限次乘积得到。我们也称 𝐺 由 𝑆 生成，记为
𝐺 = 〈𝑆〉。

如果我们找到了群的生成集合，那么对于我们表述这个群将是极大的
便利，只需要写出它的生成集合以及生成集合之间的乘法关系就好。比如对
于二面体群𝐷𝑛，也就是正 n边形的对称群，𝑟表示绕某个固定轴的旋转，𝑅表
示绕中心旋转2𝜋/𝑛，𝐼表示单位元。则𝐷𝑛 = {𝐼, 𝑅, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑛−1, 𝑟, 𝑅𝑟, 𝑅2𝑟, . . . , 𝑅𝑛−1𝑟}，
显然 r,R是生成集合，那么 𝐷𝑛 =

〈
𝑟, 𝑅

�� 𝑅𝑛 = 𝐼, 𝑟2 = 𝐼, 𝑅𝑟 = 𝑟𝑅−1
〉
.

对于任何一个群我们都可以按照下面的方式构造它的一个正规子群，
当然可能最终得到的是平庸子群，如果非平凡，那么便立即知道群不是单
的。

换位子群 (导群)

定义群的交换子a 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐺, [ 𝑓 , 𝑔] ≡ 𝑓 −1𝑔−1 𝑓 𝑔 ∈ 𝐺，换位子群 𝐺 ′ =
[𝐺,𝐺]定义为：由群的所有交换子的集合生成的群.不难证明 𝐺 ′ ◁𝐺.
不过一定要注意这个概念是说生成集合是 [ 𝑓 , 𝑔]，一般来说并不意味
着群中的元素都有 [ 𝑓 , 𝑔] 交换子的形式.

a英文就是 QM里面的对易子 commutator，幸亏中文翻译上有区别，这两个其实完全不是
一个东西。

比如 𝐷𝑛 群 [𝑅𝑘 , 𝑅ℓ] = 𝐼, [𝑅𝑘 , 𝑅ℓ𝑟] = 𝑅−2𝑘 = 𝑅𝑛−2𝑘 , [𝑅𝑘 , 𝑅ℓ𝑟] = 𝑅2(𝑘−ℓ)，
所以 𝐷 ′𝑛 =

〈
𝐼, 𝑅𝑛−2𝑘 , 𝑅2(𝑘−ℓ)〉 , 𝑘, ℓ = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1可知 𝐷 ′4 = {𝐼, 𝑅2}.

还可以定义 𝐺 (0) ≡ 𝐺,𝐺 (1) ≡ 𝐺 ′ 从而套娃式定义 𝐺 (𝑖+1) = [𝐺 (𝑖) , 𝐺 (𝑖)]，
显然我们得到了：

· · ·𝐺 (2) ◁ 𝐺 (1) ◁ 𝐺 (0) = 𝐺
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如果这个序列最终在 𝑛有限的时候终止于 {𝑒}，我们就称这个群是可解群2，
如果 𝐺 (1) = 𝐺，就称这个群是完美的 (Perfect).

关于换位子群还有一个和商群联系起来的定理：

𝐺/𝑁是阿贝尔群 ⇐⇒ 𝐺 ′ < 𝑁

.

D.1.3 同构与同态

群同构

若从群 𝐺◦ 到 𝐹★ 上a存在一个一一对应的映射（同时满足单性和满
性）Φ : 𝐺 ↦→ 𝐹，而且满足乘积的映射等于映射的乘积：

Φ(𝑔1 ◦ 𝑔1) = Φ(𝑔1) ★Φ(𝑔2),∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 (D.1)

那么我们就称群 𝐺 和 𝐹 是同构的，记作 𝐺 � 𝐹.
a后面的符号表示群乘法符号

其实群的同构意味着两个群实质上代数结构完全一致，只是看起来指
代不同的内容，关系过强从而意义有时并不大，下面我们弱化一下刚才的
定义，得到所谓群同态的定义。

群同态

若 ∃Φ : 𝐺 ↦→ 𝐹，这个映射可以是多对一的，也不必是满映射，但是
仍满足乘积的映射等于映射的乘积 (D.1). 我们便称 𝐺 与 𝐹 同态，记
为 𝐺 ∼ 𝐹.

上面的定义是数学中的定义，但物理中用的比较多的同态关系满足
Φ(𝐺) = 𝐹，也就是说 Φ是满映射，这样我们之后表述定理就不必像数学家
那样去用 rangeΦ表述了，所以之后谈同态，默认 Φ是满映射。我们还可以
很容易得到同态和同构映射的两个重要性质：

• 幺元映射为幺元：Φ(𝑔0) = 𝑓0

• 逆元映射为逆元：Φ(𝑔−1) = Φ(𝑔)−1

2如你所想，这个名称正是在研究 𝑛次多项式是否可用根式求解的时候提出来的。
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(a) 同构关系 (b) 同态关系

图 D.1: 同构与同态

同态核

𝐺 中所有与 𝐹 中单位元素 𝑓0所对应的元素的集合：

KerΦ ≡ {ℎ ∈ 𝐺 |Φ(ℎ) = 𝑓0}

这个定义和线性代数里面线性映射的核 (Kernel)3的定义是类似的。

同态核定理

设 𝐺 � 𝐹，𝐻 是同态核，那么：

• 𝐻 ⊴ 𝐺

• 𝐺/𝐻 � 𝐹

注意这个定理的表述默认 Φ是满的，否则要用 ImΦ替换 𝐹

证明 第一点是比较容易证明的，首先不难 𝐻是子群，我们再稍微说明一下
它是不变子群。我们要证明的实际上是 ∀ℎ ∈ 𝐻,∀𝑔 ∈ 𝐺 → 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝐻，注意
到 Φ(𝑔ℎ𝑔−1) = Φ(𝑔)Φ(ℎ)Φ(𝑔−1) = Φ(𝑔)Φ(𝑔−1) = 𝑓0，便直接证明 𝐻 ⊴ 𝐺.
第二点的证明我们实际上是需要去构建一个合适的同构映射，我们自

然的可以想到这样的一个映射，将 𝐺/𝐻中的元素 𝑔𝑖𝐻映射到 Φ(𝑔𝑖)上，你
可以按照前面的图D.1理解为图 b中的每一个小圈圈对应 𝐺/𝐻 中的一个陪
集，构造的同构映射就是在同态映射的基础上将每个小圈圈对应 𝐹 中的一
个元素. 根据同态的性质，满性已然成立，下面要证明的是单性，也就是不
同陪集对应不同元素.

3有的书也叫做零空间
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还是利用反证法来证明. 设 𝑔𝑖𝐻 和 𝑔 𝑗𝐻 是两个不同的陪集，但是对应
相同的 𝐹 中元素 𝑓，那么 ∀ℎ ∈ 𝐻,Φ(𝑔−1

𝑖 𝑔 𝑗ℎ) = 𝑓 −1 𝑓 𝑓0 = 𝑓0 → 𝑔−1
𝑖 𝑔 𝑗ℎ ∈

𝐻 → 𝑔−1
𝑖 𝑔 𝑗 ∈ 𝐻，再根据重排定理，𝑔−1

𝑖 𝑔 𝑗𝐻 = 𝐻 → 𝑔𝑖𝐻 = 𝑔 𝑗𝐻，与假设矛

盾. 搞定

看前面的图D.1，这个定理实际上是在说与 𝐹 中单位元素 𝑓0 对应的子
群是 𝐺 的一个不变子群，其它的小圈圈是他的陪集，所以每个小圈圈中的
元素个数都相等，而且把这些小圈圈单独看成一个个元素构成的商群和 𝐹
同构。

自然同态

如果 𝐾 ⊴ 𝐺，那么映射 𝜋 : 𝐺 ↦→ 𝐺/𝐾 将 𝑔映射为陪集 𝑔𝐾，建立了 𝐺
和 𝐺/𝐾 之间的一个满同态a，而且同态核为 Ker𝜋 = 𝐾 .我们称这个同
态映射 𝜋为群 𝐺 的自然同态.

a也就是说 range𝜋 = 𝐺/𝐾

这个实际上进一步告诉我们同态核和正规子群是一样的，也就是说一
个正规子群可以看做某个群同态的同态核，反之同态核一定是某个正规子
群。证明的话其实就是同态核定理逆推回去。

自同构映射

自同构映射建立的是群和它自己的同构映射，𝜈 : 𝐺 ↦→ 𝐺，最平凡的
例子就是恒等映射。

自同构映射群

所有的自同构映射构成了一个群，乘法定义就是复合映射概念，我们
记为 𝐴(𝐺).

内自同构映射

还有一类同构映射比较特殊，∀𝑢 ∈ 𝐺，我们可以依此构造一个自同构
映射，我们定义映射为 𝜈(𝑔) = 𝑢𝑔𝑢−1，其实就是去找某个与 𝑔同类的
元素。和上面类似的，自同构映射放在一起也构成了一个群，即自同
构映射群，记为 𝐼 (𝐺).

下面我们证明内自同构映射群是自同构映射群的不变子群。

证明 𝐼 (𝐺) ≤ 𝐴(𝐺) 这一点很容易证明，下面我们要证明 ∀𝜇 ∈ 𝐼 (𝐺), 𝜈 ∈
𝐴(𝐺) → 𝜈𝜇𝜈−1 ∈ 𝐼 (𝐺). 设 𝑔𝛼, 𝑔𝛽 ∈ 𝐺, 𝜇(𝑔𝛼) = 𝑢𝑔𝛼𝑢

−1, 𝜈(𝑔𝛼) = 𝑔𝛽，那么
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𝜈𝜇𝜈−1(𝑔𝛽) = 𝜈𝜇(𝑔𝛼) = 𝜈(𝑢𝑔𝛼𝑢−1) = 𝜈(𝑢)𝑔𝛽𝜈(𝑢)−1，根据 𝐼 (𝐺) 的定义便得知
𝐼 (𝐺) ⊴ 𝐴(𝐺). 搞定

D.1.4 群作用与变换群

左右作用与伴随作用

⋆左作用：∀𝑔 ∈ 𝐺 可以定义一个左作用 𝐿𝑔 : 𝐺 → 𝐺，效果为 ∀𝑔′ ∈
𝐺, 𝐿𝑔𝑔

′ ≡ 𝑔𝑔′.
⋆右作用：∀𝑔 ∈ 𝐺 可以定义一个右作用 𝑅𝑔 : 𝐺 → 𝐺，效果为 ∀𝑔′ ∈
𝐺, 𝑅𝑔𝑔

′ ≡ 𝑔′𝑔−1.
⋆伴随作用：∀𝑔 ∈ 𝐺 可以定义一个伴随作用 Ad𝑔 : 𝐺 → 𝐺，效果为
∀𝑔′ ∈ 𝐺,Ad𝑔𝑔

′ ≡ 𝑔𝑔′𝑔−1.

伴随作用就是前面说的内自同构映射的概念，也是三个作用里面最为
重要的一个，而其它两个都不是同构映射。

变换和变换群

设变换对象 𝑋 是一个非空集合，则双射 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 称为 𝑋 上的一个
变换或置换。定义这些置换的乘法为 𝑓 ◦ 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑔(𝑥))，则所有的这
些置换构成了一个群，称为 𝑋 上的完全对称群 𝑆𝑋，一般所说的变换
群是 𝑆𝑋的子群。如果 𝑋 有 𝑛个元素，则称其上的完全对称群为 𝑋 上
的 𝑛阶置换群 𝑆𝑛.如果我们变换的对象还构成一个群，它也有完全对
称群 𝑆𝐺.

回到前面左右作用的定义，我们发现右作用不是直接右乘，而是右乘
逆元。∀𝑔 ∈ 𝐺，我们可以确定左右作用 𝐿𝑔, 𝑅𝑔，而这个确定给每个群元确定
一个左（右）作用的过程其实就是一个 𝐺 → 𝑆𝐺 的映射，当然这个映射不
是满的，但是却是个同态映射，很容易确定 𝐿𝑔𝑔′ = 𝐿𝑔𝐿𝑔′，𝑅同理。

Cayley定理

群 𝐺 同构于其完全变换群 𝑆𝐺 的一个子群

证明 显然 𝐺 中生成的左作用 𝐿𝑔 构成的群 {𝐿𝑔 |𝑔 ∈ 𝐺} 就是这个子群而且
与 𝐺 同构. 搞定
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等价与轨道

设 𝐺为 𝑋 上的变换群，若对 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, ∃𝑔 ∈ 𝐺，使得 𝑔(𝑥) = 𝑦，那我们
便称 𝑥与 𝑦等价，记为 𝑥 ∼ 𝑦. 𝑋 中所有与 𝑥等价的元素的集合称为 𝑥
的 𝐺 轨道：O𝐺

𝑥 ≡ {𝑔(𝑥) |𝑔 ∈ 𝐺}.

不变子集

设 𝐺 为 𝑋 上的变换群，𝑌 ⊆ 𝑋，满足 𝐺 中的任意元素 𝑔作用在 𝑌 中
元素上得到的结果还属于 𝑌，那我们称 𝑌 为群 𝐺 在 𝑋 上的不变子集。

其实这个概念和线性代数里面的不变子空间概念是很像的。O𝐺
𝑥 以及它们的

并显然就是一些不变子集。

迷向子群

设 𝐺 为 𝑋 上的变换群，𝑥 ∈ 𝑋，若 𝐺 𝑥 ≤ 𝐺 且保持 𝑥 不变，即
𝐺 𝑥 = {ℎ ∈ 𝐺 |ℎ(𝑥) = 𝑥}，则称 𝐺 𝑥 是 𝐺 对 𝑥的迷向子群。

O𝐺
𝑥 和 𝐺 𝑥 的左陪集一一对应

𝐺 𝑥 的每个左陪集把 𝑥映为其 𝐺 轨道上的点，且不同陪集映射到不同
点。

由此我们便知 |O𝐺
𝑥 | = |𝐺 |/|𝐺 𝑥 |.

D.1.5 直积与半直积

笛卡尔直积 ×的概念就是两个集合中各取一个元素构成一个有序对来
生成新的集合，我们进一步定义这个集合元素间的乘法是可以将其升级为
群的。4

直积群

两个群中各取一个群元 𝑔1𝛼, 𝑔2𝛽 构成一个有序对 𝑔𝛼𝛽 = (𝑔1𝛼, 𝑔2𝛽)，且
定义乘法，𝑔𝛼𝛽 × 𝑔𝛼′𝛽′ = (𝑔1𝛼𝑔1𝛼′, 𝑔2𝛽𝑔2𝛽′). 在这个乘法意义下这些有
序对形成了一个新的群 𝐺，记为 𝐺1, 𝐺2的直积群 𝐺1 ⊗ 𝐺2.

4注意这一节中很多教材也把直积的符号写作 ⊗，而将半直积的符号写作 ⊗𝑠，符号就和向量空间
张量积符号差不多了，张量积 (直积)群中的群元具有 𝑔1 ⊗ 𝑔2 的形式，不用括号去表示。
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直积分解

若群 𝐺 中的元素都可以唯一地拆写为 𝑔𝛼𝛽 = 𝑔1𝛼𝑔2𝛽，其中 𝑔1𝛼 ∈
𝐺1, 𝑔2𝛽 ∈ 𝐺2，而且两个群之间的元素乘法满足交换律，即 ∀𝑔1 ∈
𝐺1, 𝑔2 ∈ 𝐺2 → 𝑔1𝑔2 = 𝑔2𝑔1，那自然的我们便将 𝐺 中元素写成了有
序对的形式，而且 𝐺 = 𝐺1 ⊗ 𝐺2，𝐺1, 𝐺2称为直积因子。

这里我们区分一下两概念，第一个在数学上叫外直积，是集合里的笛
卡尔积的类比，而真正用的多的是后面的直积概念，在数学上叫内直积，其
才是线性空间里面直和分解的对应。
我们举一个内直积的例子：𝑆𝑛 ⊗ 𝑆𝑚 ⊂ 𝑆𝑛+𝑚，也就是说两个置换群的

（内）直积群同构于更大的置换群的子群。我们以 𝑆2 ⊗ 𝑆3来说明这一点。5

我们用 {1, 2}之间的置换标记 𝑆2，{3, 4, 5}之间的置换标记 𝑆3，显然这
两种置换构成的群都是 𝑆5的子群，而且元素相互对易，毕竟置换的数码没
有相同的。而且诸如 (12) (345)这样的元素确实构成了 𝑆5的一个子群。

直积因子的结构关系

群 𝐺 的直积因子 𝐺1和 𝐺2满足：

• 只有一个公共元素幺元：𝐺1 ∩ 𝐺2 = 𝑒

• 都是正规子群：𝐺1 ⊴ 𝐺,𝐺2 ⊴ 𝐺

证明 第一点使用反证法证明，如果 𝐺1 ∩𝐺2 = 𝑎 ≠ 𝑒，那么 𝐺中元素 𝑎可以
写为 𝑎 = 𝑎 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑎，都是前者属于 𝐺1 后者属于 𝐺2，但显然拆分不唯一，
不是直和分解定义。
再看第二点，以𝐺1为例。∀𝑔1 ∈ 𝐺, 𝑔 = 𝑔𝛼𝑔𝛽 ∈ 𝐺 → (𝑔𝛼𝑔𝛽)𝑔1(𝑔𝛼𝑔𝛽)−1 =

𝑔𝛼𝑔1𝑔
−1
𝛼 ∈ 𝐺1 搞定

半直积

对于群 𝐺1，如果 𝐺2 ∼ 𝐴(𝐺1)，也就是说对于 𝐺2 中任意一个元素都
能找到对应的一个 𝐺1 群的自同构映射 𝜈𝑔2𝛽 .我们定义 𝐺1 和 𝐺2 之间

元素构成的有序对集合 𝐺 = {
〈
𝑔1𝛼, 𝑔2𝛽

〉
}之间的乘法满足〈

𝑔1𝛼, 𝑔2𝛽
〉
×

〈
𝑔1𝛼′, 𝑔2𝛽′

〉
=

〈
𝑔1𝛼𝜈𝑔2𝛽 (𝑔1𝛼′), 𝑔2𝛽𝑔2𝛽′

〉
这样构造的新群称为 𝐺1, 𝐺2的半直积群，记为 𝐺1 ⋊ 𝐺2.

5涉及到后面 §𝐷.3的知识
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要证明这样定义乘法的正确性，注意 𝜈𝑔𝛽 (𝑔𝛼𝑔𝛼′) = 𝜈𝑔𝛽 (𝑔𝛼)𝜈𝑔𝛽 (𝑔𝛼′) 和
𝜈𝑔𝛼𝑔𝛽 = 𝜈𝑔𝛼𝜈𝑔𝛽 即可。
从定义就可以看出来𝐺1, 𝐺2的地位不是对称的，实际上这里𝐺1 ⊴𝐺而

𝐺2不再有这一性质。

D.2 群表示论

这一节我们的首要任务就是将一个抽象的群用具体的矩阵表示出来，
基本工具是附录 B中的线性代数。

D.2.1 群表示基本概念

线性变换群

定义线性空间𝑉 上两个线性变换的乘法为它俩的相继作用，那么 𝑛维
复线性空间 𝑉 上的全部非奇异线性变换构成了一个群，称为复一般
线性变换群，记为 𝐺𝐿 (𝑉,C). 用的更多的是它的任一子群 𝐿 (𝑉,C) 称
为 𝑉 上的线性变换群。

上面的定义中需要注意的是
:::::::
非奇异这个条件，否则就不满足逆元存在

这一条件了。另外，对于实向量空间，也可对应定义𝐺𝐿 (𝑉,R)、𝐿 (𝑉,R)，只
是用的少些罢了。

线性表示

对于群 𝐺，如果存在一个从 𝐺 到线性空间 𝑉 上的某个线性变换群
𝐿 (𝑉,C)的同态映射𝒜，那么我们称𝒜是群 𝐺的一个线性表示，𝑉 是
表示空间，dim𝑉 是表示的维数。如果我们选取了 𝑉 上的一组基，那
么𝒜(𝑔)就可以和一个矩阵A(𝑔)联系起来a，所以物理上常常也就说
群表示就是用矩阵表示一个抽象群。

a今后用花体𝒜作为群表示符号，手写体 A 作为对应矩阵的符号。

忠实表示

如果表示𝒜是一个同构映射，那我们称他为忠实表示。

从上面的这些定义可以看出群表示有无穷多个，比如把所有群元对应
到恒等映射 {𝐼} 就是一个表示，称为平庸表示，而且不同表示之间其实还
可以相互联系，我们真正关系的是那些不可约且相互不等价的表示。
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等价表示

如果两个 𝑉 上的表示 𝒜,ℬ可以由 𝑉 上的一个非奇异变换 𝑃 联系起
来，即ℬ(𝑔) = 𝑃−1𝒜(𝑔)𝑃，其中 𝑃与群元 𝑔无关，我们就称两个表示
等价。

这个还可以这么理解，我们在同一个基底下写下两个表示的矩阵A,B，
根据上面的定义，B = 𝑃−1A𝑃，也就是说这两组矩阵由一个相似变换联系
起来，况且我们还知道，两个相似的矩阵可以看成是同一个线性变换在不
同基底下的矩阵表示，基于这些，我们便可以理解为啥这么定义表示等价
了。
等价表示还可以稍微推广一下，𝒜 和 ℬ 不一定要是同一个表示空间，

若它们处于两个同维的 (也必定同构)的表示空间 𝑉𝐴, 𝑉𝐵，只要能用一个同
构映射 𝑃 : 𝑉𝐴 ↦→ 𝑉𝐵像上面那样联系起来就是等价表示。

可约表示

𝒜 是群 𝐺 在 𝑉 上的表示，如果存在一个 𝐺 不变的 𝑉 的真子空间a𝑊，
其中 𝐺 不变意味着 ∀𝑔 ∈ 𝐺, |𝑣〉 ∈ 𝑊,𝒜(𝑔) |𝑣〉 ∈ 𝑊，也就是所有的线
性变换 ℊ的不变子空间的交集。那我们就称表示𝒜是可约的。

a𝑊 ⊂ 𝑉,𝑊 ≠ 𝑉,𝑊 ≠ ∅

从矩阵的观点来看其实就是存在一组 𝑉 中的基底 {e1, e2, . . . , e𝑚, e𝑚+1,
. . . , e𝑛}，其中 𝑊 = span{e1, e2, . . . , e𝑚} 在这个基底的选取下，𝒜 表示的矩
阵都是下面的形式：

A(𝑔) =
(
𝑅(𝑔) 𝑁 (𝑔)

0 𝐵(𝑔)

)
(D.2)

那显然对于 |𝑣〉 =
(
𝑣1 𝑣2 · · · 𝑣𝑚 0 · · · 0

)T ∈ 𝑊，有 A(𝑔) |𝑣〉 ∈
𝑊 . 最直观的判断一个群表示是否可约的方法就是看他的矩阵表示有没
有D.2的形式，另外，如果一个群表示的矩阵没有D.2的形式也有可能是基
底没有选对，不能直接就说群表示不可约。
群表示可约其实就是说这个群表示可以由更加基本的“小”一些的表

示构成，比如这里就可以拆分出一个独立的，小一些的在 𝑉 的子空间𝑊 中
的表示 𝑅(𝑔). 但是这里 𝒜 可以拆出来一个ℛ，但是 𝑉 中𝑊 之外的那一部
分空间并不能保证也是 𝐺不变的，也就是说𝒜可约，但是这种拆分不能进
行到底，与之对应的就是下面的完全可约的概念。
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直和分解

两个线性空间𝑊 和𝑈的和定义为，𝑈 +𝑊 ≡ {|𝑢〉 + |𝑤〉 |∀ |𝑢〉 ∈ 𝑈, |𝑤〉 ∈
𝑊}，如果 𝑉 中的任意一个向量 |𝑣〉 可以分解为 |𝑢〉 + |𝑤〉，其中 |𝑢〉 ∈
𝑈, |𝑤〉 ∈ 𝑊，那么显然 𝑉 可以写成𝑈 +𝑊 的形式。进一步如果这种分
解是唯一的，那么我们称 𝑉 是𝑈 和𝑊 的直和，记为 𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 .

这种唯一分解的条件，或者说两个线性空间的和是直和的条件等
价于𝑈 ∩𝑊 = 0.这有点像群的直积分解的条件，也是判断和是直和的
简易手段。

显然一个线性空间 𝑉 = span(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) 一定可以进行直和分解，至少
可以分解为 𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊,𝑈 = span(𝑒1, . . . , 𝑒𝑚),𝑊 = span(𝑒𝑚+1, . . . , 𝑒𝑛).

完全可约

如果𝒜的表示空间可以直和分解为 𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊，而且𝑈 和𝑊 都是 𝐺
不变的，那么我们就称𝒜表示完全可约。

这个定义其实就是说我们可以选取一组𝑉中的基底 {e1, e2, . . . , e𝑚, e𝑚+1,
. . . , e𝑛}，其中𝑊 = span{e1, e2, . . . , e𝑚}, 𝑉 = span{e𝑚+1, . . . , e𝑛}在这个基底的
选取下，A(𝑔)有如下形式：

A(𝑔) =
(
R2(𝑔) 0

0 R2(𝑔)

)
(D.3)

用线性代数中的术语就是 A(𝑔) 都是可以分块对角化的，而且这种对
角化是同时的。显然现在𝒜可以分解为两个较小的表示，两个表示空间和
起来才是 𝑉，我们记为 𝒜 = ℛ1 ⊕ℛ2.进一步如果 ℛ1,ℛ2 也是完全可约表
示，那最后我们就可以将𝒜约化为不可约表示的直和：𝒜 =

⊕
𝑝 𝑚𝑝𝒜

𝑝. 𝑚𝑝

指的是表示𝒜𝑝的重数，矩阵观点来看就是在某组基底下A(𝑔)都是分块矩
阵，而且这些“块”不止两个，𝑚𝑝 意思就是相同的块有多少个。

定理

对于有限群，表示可约则完全可约

证明 𝒜可约意味着在某组基底下有：

A(𝑔) =
(
R2(𝑔) N (𝑔)

0 R2(𝑔)

)
(D.4)

下面我们要证明存在一组基底，或者说存在与群元 𝑔无关的 𝑃使得：

𝑃−1A(𝑔)𝑃 =

(
R2(𝑔) 0

0 R2(𝑔)

)
(D.5)
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我们假设 𝑃的形式为：

𝑃 =

(
1𝑚 C
0 1𝑛−𝑚

)
(D.6)

D.4,D.5,D.6联合计算后发现等价于找到一个与 𝑔无关的 𝐶 满足：

R1(𝑔)C + N (𝑔) = CR1(𝑔) (D.7)

又因为𝒜是群表示，所以同态满足A(𝑔𝛼𝑔𝛽) = A(𝑔𝛼)A(𝑔𝛽)，即A(𝑔)A(𝑔−1) =
1.代入矩阵运算后得到：

R1(𝑔)R1(𝑔−1) = 1𝑚, R2(𝑔)R2(𝑔−1) = 1𝑛−𝑚 (D.8)

上面的式子实际上是 𝑔𝛽 取 𝑔−1
𝛼 的特殊情况，更一般的有：

R1(𝑔𝛼)R1(𝑔𝛽) = R1(𝑔𝛼𝑔𝛽), R2(𝑔𝛼)R2(𝑔𝛽) = R2(𝑔𝛼𝑔𝛽)

而且：
R1𝑔𝛼N(𝑔𝛽) + N (𝑔𝛼)R2(𝑔𝛽) = N(𝑔𝛼𝑔𝛽) (D.9)

将 𝐷.7两侧同时乘上 R2(𝑔−1)并根据D.8得到：

R1(𝑔)CR2(𝑔−1) = C − N(𝑔)R2(𝑔−1) (D.10)

这个 C的构造就属于是神来之笔了：

C =
1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺
N(𝑔𝛼)R2(𝑔−1

𝛼 ) (D.11)

我们对 𝐺 中所有群元求和，所以 C自然与 𝑔无关.代入D.10验证：

LHS = R1(𝑔𝛼)
1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺
N(𝑔𝛼)R2(𝑔−1

𝛼 )R2(𝑔−1)

=
1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺
R1(𝑔𝛼)N (𝑔𝛼)R2((𝑔𝑔𝛼)−1)

𝐷.9
=

1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺

[N (𝑔𝑔𝛼) − N (𝑔)R2(𝑔𝛼)] R2((𝑔𝑔𝛼)−1)

=
1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺

[
N(𝑔𝑔𝛼)R2((𝑔𝑔𝛼)−1)

]
− 1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼∈𝐺
N(𝑔)R2(𝑔−1)

根据重排定理，𝑔𝛼 走遍 𝐺，𝑔𝑔𝛼 便也走遍了 𝐺，所以上式的第一项等
于 C，第二部分由于求和与 𝑔 无关，所以等于 N(𝑔)R2(𝑔−1). 这样便验证
了D.10. 搞定

上面的证明我们用到了对 𝐺 所有群元的求和，所以这个定理只适用于有限
群。
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酉 (幺正)表示

这个表示依赖于一个内积空间 𝑉，满足 𝒰†(𝑔)𝒰(𝑔) = 1，其中 𝒰†(𝑔)
是𝒰(𝑔) 的伴随算符，如果选取的是正交归一基底，则𝒰†(𝑔) 的矩阵
为U 的厄米共轭，即 Ũ∗.

定理

酉表示可约则完全可约

有了上面更强的关于有限群的可约表示定理，这个定理看起来没那么
重要了，不过它的证明要更加简单。

证明 𝒰是可约酉表示，那么 ∃𝑊 ⊂ 𝑉 → ∀𝑔 ∈ 𝐺,∀ |𝑤〉 ∈ 𝑊,𝒰(𝑔) |𝑤〉 ∈ 𝑊，
注意到内积空间 𝑉 都可以进行直和分解为 𝑉 = 𝑊 ⊕ 𝑤⊥. 其中𝑊⊥是𝑊 的正
交补，定义为𝑊⊥ ≡ {|𝑣〉 ∈ 𝑉 | 〈𝑣 |𝑤〉 = 0,∀ |𝑤〉 ∈ 𝑊}.

我们下面要证明𝑊⊥也是𝐺不变的，∀ |𝑣〉 ∈ 𝑊⊥, |𝑤〉 ∈ 𝑊 → 〈𝑣 |𝑤〉 = 0→
〈𝑣 |1|𝑤〉 = 〈𝑣 |𝒰†(𝑔)𝒰(𝑔) |𝑤〉 = 〈𝒰(𝑔)𝑣 |𝒰(𝑔)𝑤〉 = 0 ，注意到 𝒰(𝑔) |𝑤〉 ∈ 𝑊
所以根据正交补定义𝒰(𝑔) |𝑣〉 ∈ 𝑊⊥，这里 𝑔是任取的，|𝑣〉也是任取的，所
以我们证明了𝑊⊥也是 𝐺 不变的. 搞定

D.2.2 群代数与正则表示

代数

代数就是带有一个乘法结构的向量空间 𝑉，我们记为 𝑅，这个乘法结
构定义要满足一下三点：

• 封闭性：∀x, y ∈ 𝑅 → xy ∈ 𝑅

• 乘法分配律：x(y + z) = xy + xz, (x + y)z = xz + yz

• 数乘可结合交换：𝑉 是定义在数域 𝐾 上的向量空间，则有 ∀𝑎 ∈
𝐾 → 𝑎(xy) = 𝑎(x)y = x(𝑎y)

注意上面的定义是不要求交换律 xy = yx的，也是不要求满足乘法结合
律 (xy)z = x(yz) 的。满足结合律的代数结构称为结合代数。群自然的有乘
法结构，那么我们不妨先给他赋予一个线性空间结构，再进一步定义代数。
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群空间

群空间𝑉𝐺是定义在复数域 C上的一个线性空间，我们取 𝐺中的元素
为自然基底，也就是认为它们是线性无关的，然后它们的线性组合作
为 𝑉𝐺 中元素张成的空间就称为群空间。定义加法和数乘满足一下两
点便满足线性空间条件：
∀x =

∑
𝛼
𝑥𝛼𝑔𝛼, y =

∑
𝛼
𝑦𝛼𝑔𝛼 ∈ 𝑉𝐺,∀𝑎 ∈ C有：

• x + y =
∑
𝛼
(𝑥𝛼 + 𝑦𝛼)𝑔𝛼

• 𝑎x =
∑
𝛼
(𝑎𝑥𝛼)𝑔𝛼

显然群空间的维数为 |𝐺 |

群代数

我们将群的自然乘法定义为群代数中的乘法结构得到群代数 𝑅𝐺，也
即对于上面群空间中定义的 x, y ∈ 𝑉𝐺 有乘法：

xy =

(∑
𝛼

𝑥𝛼𝑔𝛼

) (∑
𝛽

𝑦𝛽𝑔𝛽

)
=

∑
𝛼,𝛽

𝑥𝛼𝑦𝛽 (𝑔𝛼𝑔𝛽)

当然我们还可以更加优雅的作这个求和，定义 𝑔𝛾 = 𝑔𝛼𝑔𝛽，上面的求
和可以写为：

xy =
∑
𝛾

(xy)𝛾𝑔𝛾

这里 (xy)𝛾 其实就是那些分量乘积为 𝑔𝛾 的系数贡献。

不难验证上面定义的群代数其实还是一个结合代数，我们用一个计算
例子来说明上面的两个求和。

𝐶3 𝑒 𝑑 𝑓
𝑒 𝑒 𝑑 𝑓
𝑑 𝑑 𝑓 𝑒
𝑓 𝑓 𝑒 𝑑

表 D.1: 𝐶3群乘法表



附录 D FINIT GROUP 314

例：群代数乘法

我们考虑𝐶3群，其实也就是三阶循环群，是个Abel群，乘法表为D.1.
取群空间中两个向量 x = 𝑒 + 2𝑑 + 3 𝑓 , y = 2𝑒 + 3𝑑 + 𝑓，作乘法：
Method1: 直接按照乘法分配律进行展开：

xy = (𝑒 + 2𝑑 + 3 𝑓 ) (2𝑒 + 3𝑑 + 𝑓 )
= 2𝑒 + 3𝑑 + 𝑓 + 4𝑑 + 6𝑑𝑑 + 2𝑑𝑓 + 6 𝑓 + 9 𝑓 𝑑 + 3 𝑓 𝑓
= 2𝑒 + 3𝑑 + 𝑓 + 4𝑑 + 6 𝑓 + 2𝑒 + 6 𝑓 + 9𝑒 + 3𝑑
= 13𝑒 + 10𝑑 + 13 𝑓

Method2: 最后乘积一定是 𝑒, 𝑑, 𝑓 的展开式

• 先看 𝑒：𝑒𝑒 = 𝑑𝑓 = 𝑓 𝑑 = 𝑒，所以总的贡献是 𝑥𝑒𝑦𝑒 + 𝑥𝑑𝑦 𝑓 + 𝑥 𝑓 𝑦𝑑 =
2 + 2 + 9 = 13

• 再看 𝑑：𝑒𝑑 = 𝑑𝑒 = 𝑓 𝑓 = 𝑑，所以总的贡献是 𝑥𝑒𝑦𝑑 + 𝑥𝑑𝑦𝑒 + 𝑥 𝑓 𝑦 𝑓 =
3 + 4 + 3 = 10

• 最后看 𝑓：𝑒 𝑓 = 𝑓 𝑒 = 𝑑𝑑 = 𝑓，前面的系数为 𝑥𝑒𝑦 𝑓 + 𝑥 𝑓 𝑦𝑒 + 𝑥𝑑𝑦𝑑 =
1 + 6 + 6 = 13

所以最终依然得到：xy = 13𝑒 + 10𝑑 + 13 𝑓

既然现在有了群空间和群代数的定义，我们可以在前面的群作用的启
发下来定义一个群表示。

正则表示

∀𝑔 ∈ 𝐺 确定了一个 𝑉𝐺 上的线性变换ℒ(𝑔)，因为：

∀x ∈ 𝑉𝐺,ℒ(𝑔)x ≡ 𝑔
∑
𝛼

𝑥𝛼𝑔𝛼 =
∑
𝛼

𝑥𝛼𝑔𝑔𝛼 ∈ 𝑉𝐺

那显然ℒ(𝑔𝛼𝑔𝛽) =ℒ(𝑔𝛼)ℒ(𝑔𝛽)，所以ℒ是群空间的一个线性表
示，我们称为左正则表示。而且由于 𝑔𝛼 ≠ 𝑔𝛽 ⇐⇒ ℒ(𝑔𝛼) ≠ ℒ(𝑔𝛽)，
也即不同元素对应不同映射，所以它还是一个忠实表示。
同样的我们可以定义右正则表示ℛ，为了保证同构关系，注意是

右乘逆元而不是直接右乘。
群空间中取群元为自然基底都可以很容易写出两正则表示的矩

阵形式。
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D.2.3 特征标理论及正交完备性定理

讲这些之前我们先补充一下必要的线性代数知识6。

线性映射的核

对于 𝑉 ↦→ 𝑊 的线性映射 𝑇，定义 𝑇 的核a为：

Ker𝑇 ≡ {v ∈ 𝑉 |𝑇v = 0 ⊂ 𝑉}
a有的数学书上也称为零空间，记为 null𝑇

线性映射基本定理

𝑇 : 𝑉 ↦→ 𝑊 是一个线性映射，值域记为 Range𝑇，那么有：

dim𝑉 = dim (Ker𝑇) + dim (Range𝑇) (D.12)

线性空间的同构

如果 ∃𝑇 : 𝑉 ↦→ 𝑊 的线性映射，而且是一个一一对应的映射（称为同
构映射），那么我们称两线性空间同构，记为 𝑉 � 𝑊 .

同构映射与单性和满性等价

𝑇 : 𝑉 ↦→ 𝑊是同构映射 ⇐⇒ Ker𝑇 = {0} ∧ Range𝑇 = 𝑊

证明 必要性是显然的，我们证一下充分性，只需要证明不同元素对应不同
元素即可。
用反证法，如果 𝑣 ≠ 𝑢 → 𝑇𝑣 = 𝑇𝑢，那么 𝑇 (𝑣 − 𝑢) = 0→ 𝑣 − 𝑢 ∈ Ker𝑇，

而 𝑣 − 𝑢 ≠ 0与 Ker𝑇 = {0}矛盾，故得证。 搞定

两线性空间等价的充要条件

𝑉 � 𝑊 ⇐⇒ dim𝑉 = dim𝑊

证明 结合线性代数基本定理以及同构映射的性质可以很快得知充分性，我
们说明一下必要性。
如果两空间维数相等dim𝑉 = dim𝑊，基底分别为 {e1, . . . , e𝑛}和 {f1, . . . , f𝑛}，

那么可以定义一个映射 𝑇 (𝑒𝑖) = 𝑓 𝑗 .根据基底的线性无关性和线性映射的性
质很容易证明这个映射是个同构映射。 搞定

6弱化了一些结论的证明，详情参看 Linear Algebra Done Right
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子空间维数不大于空间维数

若𝑈 ⊂ 𝑉，那么 dim𝑈 ≤ dim𝑉

证明 维数定义可以看作是最大无关组中向量个数，也可看作是基底中向量
个数，如果 dim𝑈 > dim𝑉，那也就是说 𝑉 中存在一组长度大于其维数的线
性无关组，这显然是不可能的. 搞定

复向量空间中的线性算子一定存在本征矢

对于定义在 C上的线性空间 𝑉，其上的任意一个线性算子 𝑇 : 𝑉 ↦→ 𝑉，
一定 ∃𝑣 ∈ 𝑉 → 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣，且 𝑣 ≠ 0，𝜆 ∈ C称为本征值。所有这些 𝑣构
成了一个 𝑇 不变线性子空间，称为 𝑇 的本征值为 𝜆的本征空间a，记
为 E(𝜆, 𝑇)

a另外还有广义本征空间定义为 𝐺 (𝜆, 𝑇) = Ker (𝑇 − 𝜆𝐸)dim𝑉，物理上比较少用，与算子的
约当对角化有关

上面的定理证明涉及到多项式基本定理，这里略去。

算子的对角化

算子能否对角化取决于其线性空间是否能够写成其本征空间的
直和形式 𝑉 =

⊕
𝑖

E(𝜆𝑖, 𝑇)，这也等价于几何重数等于代数重数

dim 𝐸 (𝜆𝑖, 𝑇) = dim𝐺 (𝜆𝑖, 𝑇). 并非所有算子都满足这一条件不过任何
复向量空间中的算子都可以约当对角化，等价于 𝑉 =

⊕
𝑖

𝐺 (𝜆𝑖, 𝑇)

这一节最重要的两个定理就是正交性定理和完备性定理，为了引出这
个定理我们需要证明一堆引理，这一节也是群论最重要的一节内容。

Schur’s First Lemma
不可约不等价表示不可能用一个矩阵联系起来

如果 𝒜 和ℬ分别是群 𝐺 在有限维向量空间 𝑉𝐴, 𝑉𝐵 上的不可约表示，
𝑀 ∈ L(𝑉𝐴, 𝑉𝐵)，且 ∀𝑔 ∈ 𝐺 → 𝑀𝒜(𝑔) = ℬ(𝑔)𝑀 .那么下面两个命题
成立a：

• 表示𝒜和ℬ不等价时，𝑀 = 0

• 𝑀 ≠ 0则𝒜和ℬ必等价

a但是 𝑀 = 0不能说明𝒜,ℬ不等价，因为 𝑝 → 𝑞,¬𝑝 → ¬𝑞两者真值表不同
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证明 这两个命题互为逆否命题，我们证明第一句就好。利用反证法证明，
设两表示不等价且 𝑀 ≠ 0，分三步走.

Step1: ∀𝑣 ∈ Ker𝑀,∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑀𝒜(𝑔)𝑣 = ℬ(𝑔)𝑀𝑣 = 0 → 𝒜(𝑔)𝑣 ∈ Ker𝑀
所以 Ker𝑀 是 𝐺 不变的，但是 Ker𝑀 ⊂ 𝑉𝐴，但是 𝒜 是不可约表示，所以
Ker𝑀 只能够是 {0}或者 𝑉𝐴.

Step2: 若 Ker𝑀 = 𝑉𝐴 由线性代数基本定理知 dim(Range𝑀) = 0，这就
意味着 𝑀 = 0，与假设矛盾。

Step3: 那么现在考虑 Ker𝑀 = {0} 的情况. 按照 Step1中的做法我们可
以证明 Range𝑀 也是 𝐺 不变的，∀𝑣 ∈ Range𝑀, 𝑔 ∈ 𝐺 → ℬ(𝑔)𝑣 ∈ Range𝑀 .
而ℬ也是不可约表示，所以 Range𝑀 只能够是 {0}或者 𝑉𝐵. 但是我们又假
设了 𝑀 ≠ 0，所以 Range𝑀 只能是 𝑉𝐵. 这说明 𝑀 同时满足单性和满性，𝑀
是同构映射，𝑉𝐴 � 𝑉𝐵. 𝑀−1是存在的，𝑀𝒜(𝑔) =ℬ(𝑔)𝑀 ⇐⇒ ∃𝑀,𝒜(𝑔) =
𝑀−1ℬ(𝑔)𝑀 . 说明了两表示等价，与前面矛盾，所以无论如何都出现了矛盾，
最终只能是 Ker𝑀 = 𝐴，𝑀 = 0. 搞定

Schur’s Second Lemma
与所有不可约表示的表示矩阵对易的矩阵必为常数矩阵

设𝒜是群 𝐺在有限维复线性空间 𝑉 上的一个不可约表示，若 𝑉 上的
算子 𝑀 满足 ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑀𝒜(𝑔) = 𝒜(𝑔)𝑀，则 𝑀 = 𝜆𝐼，𝜆 ∈ C，𝐼 是恒等
映射.

证明 复向量空间上的算子一定有非零本征矢，所以 ∀𝑣 ∈ 𝐸 (𝜆, 𝑀), 𝑀𝑣 = 𝜆𝑣，
再根据 𝑀 与任意的 𝒜(𝑔) 对易，𝒜(𝑔)𝑀𝑣 = 𝑀𝒜(𝑔)𝑣 = 𝜆𝒜(𝑔)𝑣. 也就是
说 𝐸 (𝜆, 𝑀) 是 𝐺 不变的，而 𝒜 是不可约的，而且对于复线性空间上算子
𝐸 (𝜆, 𝑀) ≠ {0}，所以 𝐸 (𝜆, 𝑀) = 𝑉，也即 𝑀 = 𝜆𝐼.

利用这个定理不难证明下面的推论：

Schur引理的一个推论

设𝒜是有限群 𝐺 的一个不可约表示，𝐶 是 𝐺 中任意一个共轭类，那
么一定有： ∑

𝑔∈𝐶
A(𝑔) = 𝜆𝐸

其中 𝜆是某个常数，𝐸 是单位矩阵。

有限群在内积空间上的每一个表示都有等价的酉表示

对于内积空间 𝑉 上的任意一个表示 𝒜, 存在一个 𝑋 : 𝑉 ↦→ 𝑉 使得
𝑋−1𝒜𝑋 是酉表示。
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证明 假设在内积空间 𝑉 上的内积定义为 (·|·)，如果 𝒜 是酉表示，那么
∀𝑔 ∈ 𝐺,∀x, y ∈ 𝑉, (𝒜(𝑔)x|𝒜(𝑔)y) = (x|y)，那现在显然我们要考虑上述等式
不成立的情况下中找到一个 𝑋 使得 (𝑋−1𝒜𝑋x|𝑋−1𝒜𝑋y) = (x|y).

对于一个内积空间，我们不止有一种定义内积的方式，我们在原先内
积定义的基础上定义内积 〈·|·〉：

〈x|y〉 ≡ 1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑗=1

(𝒜(𝑔 𝑗)x|𝒜(𝑔 𝑗)y)

不难发现，在这个新的内积的定义下𝒜是酉表示：

∀𝑔 ∈ 𝐺 → 〈𝒜(𝑔)x|𝒜(𝑔)y〉 = 〈x|y〉

不过这并未说明我们的证明完成了，因为我们要证明的是在同一个内
积空间定义下表示等价，我们这里引进新的内积定义只是为了后续帮助我
们找到 𝑋 .

我们选取 𝑉 的两组基底 {e𝑖} 和 {f𝑖}. 这两组基底分别在 (·|·) 和 〈·|·〉 两
种内积定义下正交归一. 线性空间的任意两组基底都可以用一个非奇异变
换联系起来，我们就叫他 𝑋，满足下式：

(f1, f2, · · · , f𝑛) = (e1, e2, · · · , e𝑛)𝑋

设任意一个𝑉 中向量 x在 {e𝑖}和 {f𝑖}基底下的坐标分别为 {𝑥𝑖}和 {𝑥 ′𝑖}，
这两组坐标之间显然有关系：

©­­«
𝑥 ′1
...
𝑥 ′𝑛

ª®®¬ = 𝑋−1
©­­«
𝑥1
...
𝑥𝑛

ª®®¬
因为我们选取的是正交归一的基底，所以有：

(x|y) =
(
𝑥∗1 · · · 𝑥∗𝑛

) ©­­«
𝑦1
...
𝑦𝑛

ª®®¬
对于另一个内积关系也类似有：

〈x|y〉 =
(
𝑥 ′∗1 · · · 𝑥 ′∗𝑛

) ©­­«
𝑦′1
...
𝑦′𝑛

ª®®¬
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利用两组坐标之间的关系我们最终得到：

〈x|y〉 =
(
𝑥∗1 · · · 𝑥∗𝑛

)
(𝑋−1)†(𝑋−1)

©­­«
𝑦1
...
𝑦𝑛

ª®®¬
显然上面这些式子意味着：

〈𝑋x|𝑋y〉 = 〈x|y〉

下面的推导便证明了此定理：

(𝑋−1𝒜(𝑔)𝑋x|𝑋−1𝒜(𝑔)𝑋y) = 〈𝑋𝑋−1𝒜(𝑔)𝑋x|𝑋𝑋−1𝒜(𝑔)𝑋y〉
= 〈𝒜(𝑔)𝑋x|𝒜(𝑔)𝑋y〉
= 〈𝑋x|𝑋y〉 = (x|y)

搞定

上面这个定理的证明过程也自然的告诉了我们如何去寻找某个表示等
价的酉表示。不过这个定理最有价值的地方在于，前面我们说过表示可以
分解为一系列不等价不可约表示的直和，而这些不等价不可约表示根据这
个定理又都有对应的等价酉表示，所以最终对于任意一个群，我们要研究
其表示，只需要关注于它的那些不等价不可约酉表示即可。

群函数

群函数是将 𝐺 ↦→ C的函数，这些函数显然有无穷多个，但是在通常
的函数加法定义下，群函数构成了一个向量空间，群函数空间，本文
记作 𝐹𝐺。

𝐹𝐺 � 𝑉𝐺

群函数空间与群空间同构

证明 我们知道群空间中的任意一个向量 f 都可以在群元确定的自然基底下

进行分解，而这种分解自然就确定了一个群函数 𝑓 (𝑔)，即 f =
|𝐺 |∑
𝑖
𝑓 (𝑔𝑖)𝑔𝑖. 这

个过程显然是可逆的，对于任何一个群函数，我们也可以反过来将其作为
𝑔𝑖 前的投影系数从而对应一个 𝑉𝐺 中的向量。这样我们便建立了两个空间
中的同构关系，群空间的维数为 |𝐺 |，所以群函数空间的维数也为 |𝐺 |，这
一点比较重要. 搞定
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既然群函数与群空间的一个向量完全等价，所以我们也可以根据群空
间中群代数的定义去定义群函数空间的代数，具体就是下面的三个式子，𝑥, 𝑦
的含义是两个群函数。

• (𝑎𝑥) (𝑔𝑖) = 𝑎𝑥(𝑔𝑖)

• (𝑥 + 𝑦) (𝑔𝑖) = 𝑥(𝑔𝑖) + 𝑦(𝑔𝑖)

• (𝑥𝑦) (𝑔𝑖) =
|𝐺 |∑
𝑖=1
𝑥(𝑔 𝑗)𝑦(𝑔−1

𝑗 𝑔𝑖)

前面两个式子很好理解，第三个式子其实就是前面群代数定义中两个
向量乘法的定义，这里的 𝑖指标就对应前面求和公式里面的 𝛾指标。
在群函数空间中可以选取一组基底，它们与群空间中的基底一一对应，

那显然我们现在要考虑群元作为群空间中的向量所对应的群函数，为了避
免混淆，我们用 𝑔𝑖表示。那根据群元自身在群空间中自然基地下的分解，我
们有：

𝑔𝑖 (𝑔 𝑗) = 𝛿𝑖𝑗
这也很好理解，对于自变量为有限个的函数，𝛿函数确实可以作为函数空间
中的一组基底。
我们在群函数空间中定义内积：

〈 𝑓 |ℎ〉 = 1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

𝑓 ∗(𝑔𝑖)ℎ(𝑔𝑖) (D.13)

在这一内积定义下 𝑔𝑖 之间正交，但是不归一化。
虽然在数学人眼中群表示是把每个群元对应一个线性映射，但是在物

理人眼中线性映射取基底后就是一个矩阵，所以群表示就是把每个群元对
应一个矩阵，而对于一个 𝑆维表示，表示矩阵由 𝑆2个数确定，所以一个表
示就直接确定了 𝑆2个群函数。下面我们要讨论的就是由群表示确定的这些
群函数在群函数空间中的关系，当然我们的讨论集中在不等价不可约酉表
示上。

⋆正交性定理

设 有 限 群 𝐺 的 所 有 不 等 价 不 可 约 酉 表 示 为a：
𝒜1,𝒜2, . . . ,𝒜𝑝, . . . ,𝒜𝑟 , . . .. 这些表示就是群表示最基本的单元.
若记它们的维数分别为 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑝, . . . , 𝑆𝑟 , . . ., 那么这些不等价不
可约表示的矩阵元作为群函数在群函数空间中有正交关系：

〈A 𝑝
𝜇𝜈 |A𝑟

𝜎𝜌〉 =
1
𝑆𝑝

𝛿𝑝𝑟𝛿𝜇𝜎𝛿𝜈𝜌 (D.14)
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也就是说由这些不等价不可约表示确定的总共
∑

𝑖 𝑆
2
𝑖 个群函数在群函

数空间中是正交的。我们还可以利用群函数内积的定理改写为：

1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

(A 𝑝
𝜇𝜈 (𝑔𝑖))∗A𝑟

𝜎𝜌 (𝑔𝑖) =
1
𝑆𝑝

𝛿𝑝𝑟𝛿𝜇𝜎𝛿𝜈𝜌 (D.15)

或者用酉表示的性质写为b：

1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

(A 𝑝
𝜈𝜇 (𝑔−1

𝑖 ))∗A𝑟
𝜎𝜌 (𝑔𝑖) =

1
𝑆𝑝

𝛿𝑝𝑟𝛿𝜇𝜎𝛿𝜈𝜌 (D.16)

a互相等价的表示可看作一个表示，我们取其中的一个代表研究就好。
b这也意味着我们选取的是正交归一基底

证明 我们先看两个相同表示，基于任意的一个 𝑆𝑝 维矩阵 D，我们定义：

C =
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

A 𝑝 (𝑔𝑖)DA 𝑝 (𝑔−1
𝑖 )

在这个定义下 ∀𝑔 ∈ 𝐺：

A 𝑝 (𝑔)C =
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

A 𝑝 (𝑔𝑔𝑖)DA 𝑝 (𝑔−1
𝑖 )

=
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

A 𝑝 (𝑔𝑔𝑖)DA 𝑝 ((𝑔𝑔𝑖)−1)A 𝑝 (𝑔)

= CA 𝑝 (𝑔)

根据 schur引理，C = 𝜆(D)I𝑆𝑝×𝑆𝑝
.我们的证明过程中完全没有规定 D

的形式，所以现在我们取一个特殊的 D𝑖 𝑗 = 𝛿𝑖𝜌𝛿 𝑗𝜈，也就是除了第 𝜌行第 𝜈
列为 1，其它都为 0.

C𝜇1𝜇2 =
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

∑
𝜇1,𝜇2

A 𝑝
𝜇1𝑖
(𝑔𝛼)𝛿𝑖𝜌𝛿 𝑗𝜈A 𝑝

𝑗𝜇2
(𝑔−1

𝛼 )

=
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

A 𝑝
𝜇1𝜌
(𝑔𝛼)A 𝑝

𝜈𝜇2
(𝑔−1

𝛼 )

=
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

A 𝑝
𝜇1𝜌
(𝑔𝛼)(A 𝑝

𝜇2𝜈
(𝑔𝛼))∗

= 𝜆(D)𝛿𝜇1𝜇2



附录 D FINIT GROUP 322

行之间的正交关系就出来了.
我们再来看看 𝜆(D)具体是什么，对 C取迹：

Tr(C) =
𝑆𝑝∑
𝜇=1

1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

A 𝑝
𝜇𝜌 (𝑔𝛼)A 𝑝

𝜈𝜇 (𝑔−1
𝛼 ) =

1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

𝑆𝑝∑
𝜇=1

A 𝑝
𝜈𝜇 (𝑔−1

𝛼 )A 𝑝
𝜇𝜌 (𝑔𝛼)

=
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

[
A 𝑝 (𝑔−1

𝛼 𝑔𝛼)
]
𝜈𝜌

= 𝛿𝜈𝜌

= 𝜆(D)Tr(I) = 𝜆(D)𝑆𝑝

列之间的正交关系也出来了，现在我们利用 Schur 引理一来证明矩阵之间
的正交关系。
跟前面类似的我们基于任意一个 𝑆𝑟 × 𝑆𝑝 的矩阵 D ′定义：

C ′ = 1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

A 𝑝 (𝑔𝑖)D ′A 𝑝 (𝑔−1
𝑖 )

和前面一样，显然这样定义的 C ′对 ∀𝑔 ∈ 𝐺:

C ′A 𝑝 (𝑔) = A𝑟 (𝑔)C ′

可是我们已经说过这两个表示是不等价不可约表示，故 C ′ = 0.
另一方面我们依旧取 D𝑖 𝑗 = 𝛿𝑖𝜌𝛿 𝑗𝜈 然后同样得到 C ′的矩阵元为：

C ′𝜇1𝜇2
=

1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝛼

A𝑟
𝜇1𝜌
(𝑔𝛼) (A 𝑝

𝜇2𝜈
(𝑔𝛼))∗ = 0 (D.17)

这正是不同表示之间的正交关系. 搞定

自然我们会去想这些群函数在群空间中是否完备，或者说这些正交的
群函数是否确定了群函数空间的一组正交完备基底。我们在学习特征标的
概念后再回过头来证明这一点，因为借用这一概念后证明会简单很多。

类函数

类函数就是把群中的每一个类 𝐾𝑖对应到一个数，和群函数很相似，类
函数可以理解为现在同类元素对应到同一个数，自变量不再是群元，
而由类来决定。类函数也张成了一个类函数空间，而且维数为群的不
同类的个数。
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特征标就是一类重要的类函数。类函数空间中的内积定义和群函数空
间内积定义是一致的：

〈𝜒1 |𝜒2〉 =
1
|𝐺 |

|𝐺 |∑
𝑖=1

𝜒∗1 (𝑔𝑖)𝜒2(𝑔𝑖) =
1
|𝐺 |

∑
𝑖=1

|𝐾𝑖 |𝜒∗1 (𝐾𝑖)𝜒2(𝐾𝑖) (D.18)

式中 {𝐾𝑖}指的是群的一个类。

特征标

对于群 𝐺 的表示 A 定义一个群函数特征标为：

𝜒(𝑔) = Tr𝒜(𝑔) (D.19)

因为 Tr(𝐴𝐵) = Tr(𝐵𝐴)，所以特征标确实是一个类函数。而且很容易证
明等价表示的特征标相同。

特征标第一正交定理

有限群的不等价不可约表示的特征标满足：

〈𝜒𝑝 |𝜒𝑟〉 = 1
|𝐺 |

∑
𝑖=1

|𝐾𝑖 |𝜒𝑝∗
1 (𝐾𝑖)𝜒𝑟 (𝐾𝑖) = 𝛿𝑝𝑟 (D.20)

上标 𝑝, 𝑟 区分群的所有不等价不可约表示集合中的不同表示
𝒜𝑝,𝒜𝑟，也可以看成区分两个不可约表示是否等价。另外这个正交
定理没有酉表示这个要求，因为任何一个表示都有等价的酉表示，而
等价表示的特征标相同。

证明 我们为了使用前面的正交性定理，我们先将 𝒜𝑝,𝒜𝑟 换成等价的酉表
示𝒜 ′𝑝,𝒜 ′𝑟 . 由于等价表示的特征标相同，所以我们只需要证明等价酉表示
的特征标内积 〈𝜒′𝑝 |𝜒′𝑟〉满足正交性即可.

〈𝜒′𝑝 |𝜒′𝑟〉 = 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1


(
𝑆𝑝∑
𝜇=1

A ′𝑝𝜇𝜇 (𝑔𝑖)
)∗ (

𝑆𝑟∑
𝜇′=1

A ′𝑟𝜇′𝜇′ (𝑔𝑖)
)

=
𝑆𝑝∑
𝜇=1

𝑆𝑟∑
𝜇′=1

(
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

A ′𝑝∗𝜇𝜇 (𝑔𝑖) A ′𝑟𝜇′𝜇′ (𝑔𝑖)
)

=
𝑆𝑝∑
𝜇=1

𝑆𝑟∑
𝜇′=1

1
𝑆𝑝

𝛿𝑝𝑟𝛿𝜇𝜇′ = 𝛿𝑝𝑟
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搞定

我们前面说过任何一个表示都可以分解为那些等价不可约表示的直和，
𝒜 =

⊕
𝑝 𝑚𝑝𝒜

𝑝，显然7𝜒𝒜 =
∑

𝑝 𝑚𝑝𝜒
𝒜𝑝 . 那么根据特征标定理我们可以得

到下面的重数计算公式：

〈
𝜒𝒜

𝑝 �� 𝜒𝒜〉
=

〈
𝜒𝒜

𝑝

�����⊕
𝑝

𝑚𝑝𝒜
𝑝

〉
= 𝑚𝑝 (D.21)

根据上面式子我们还能知道对于可约表示，特征标内积总是大于 1的：〈
𝜒𝒜

�� 𝜒𝒜〉
=

〈⊕
𝑝

𝑚𝑝𝒜
𝑝

�����⊕
𝑝′

𝑚𝑝′𝒜
𝑝′

〉
=

∑
𝑝

𝑚2
𝑝 > 1 (D.22)

所以
〈
𝜒𝒜

�� 𝜒𝒜〉
= 1可以作为表示不可约的充要条件。

正则表示特征标

𝜒𝑐 (𝑔) = 𝛿𝑔𝑒𝑔 |𝐺 | (D.23)

这里的 𝛿符号表示当 𝑔为单位元素时取 1，其它时候取 0.

证明 我们对左正则表示证明这一点，右正则类似。

𝜒ℒ (𝑔) =
dimℒ∑
𝑖=1

L𝑖𝑖 (𝑔) =
|𝐺 |∑
𝑖=1

Prj𝑔𝑖 (𝑔𝑔𝑖)

=
|𝐺 |∑
𝑖=1

𝛿𝑔𝑖𝑔𝑔𝑖 = 𝛿
𝑔𝑒
𝑔 |𝐺 |

正则表示的表示空间是群空间，所以正则表示是 |𝐺 | 维的。证明中我
们选取的是群空间中的自然基底，Prj𝑔𝑖 表示按照自然基底展开后在 𝑔𝑖 上的

展开系数。 搞定

现在我们来证明完备性定理。

7联系表示矩阵想一想
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完备性定理

有限群 𝐺 的所有不等价不可约酉表示a的矩阵元所确定的那
∑

𝑝 𝑆
2
𝑝 个

群函数不仅在群函数空间正交，还在群函数空间中是完备的。

a显然这种不等价不可约表示的集合有很多组，它们之间互相等价，所以这里我觉得可以
更好的表述为“对于任意一组完全的不等价不可约表示集合”

证明 我们考虑正则表示的直和分解 ℛ =
⊕
𝑝

𝑚𝑝𝒜
𝑝，𝑚𝑝 = 〈𝜒𝒜𝑝 |𝜒ℛ〉 =

1
|𝐺 |

∑
𝑖

[
𝜒𝒜

𝑝 (𝑔𝑖)
]∗
𝜒ℛ(𝑔𝑖)，再利用D.23我们就知道 𝑚𝑝 = dim𝒜𝑝，对正则表

示直和分解两边同时取维度得到：

|𝐺 | dimℛ =
∑
𝑝

dim𝒜𝑝 · dim𝒜𝑝

右边是这些正交的群函数的个数，左边是群的阶数也是群函数空间的
维数，这样我们便证明了完备性。
但是这个证明还有一个小问题，我们考虑的是正则表示可约的情况，那

如果正则表示不可约呢？那我们知道正则表示确定了 |𝐺 |2个正交的群函数，
那么根据正交性定理，如果还有其它的不等价不可约表示，这就说明再群
函数空间中可以找到多于 |𝐺 | 个线性无关的群函数，而这是不可能的。也
就是说如果正则表示可约，那么他是唯一的不等价不可约表示。而且一定
会有 |𝐺 |2 = |𝐺 | = 1. 得到的正交的群函数还是完备的。我们还顺带证明了
除非是只含单位群元的平凡群，正则表示都是可约的。 搞定

证明过程中顺带得到下面非常重要的 Burnside定理。

Burnside定理

若群 𝐺 的不等价不可约表示的维数分别为 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑞,那么下面等
式成立：

𝑆2
1 + 𝑆2

2 + · · · + 𝑆2
𝑞 = |𝐺 | (D.24)

根据正交完备定理我们立刻得知这些群函数构成了群函数空间的一组
基底。任何群函数都可以用这些 (不等价不可约酉表示的)矩阵元确定的群
函数展开。

特征标在类函数空间完备

有限群的所有不等价不可约表示的特征标在类函数空间中是完备的
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证明 同样，这个定理没有酉表示的要求，我们只需要证明对于所有不等价
不可约酉表示的特征标是完备的即完成了证明，我们设这些不等价不可约
酉表示为𝒜 ′𝑝.
首先注意到根据完备性定理，我们知道对于任何一个群函数 𝑓 (𝑔𝑖)都可

以写成：
𝑓 (𝑔𝑖) =

∑
𝑝,𝜇,𝜈

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A ′𝑝𝜇,𝜈 (𝑔𝑖)

进一步如果这个群函数还是一个类函数，那么 𝑓 (𝑔𝑖) = 𝑓 (𝑔−1
𝑗 𝑔𝑖𝑔 𝑗)对∀𝑔 𝑗 ∈ 𝐺

成立，所以有下面的等式8：

𝑓 (𝑔𝑖) =
1
𝑛

𝑛∑
𝑖

𝑓 (𝑔−1
𝑗 𝑔𝑖𝑔 𝑗)

这两个式子合起来，任意一个类函数都可以写为：

𝑓 (𝑔𝑖) =
1
𝑛

𝑛∑
𝑗=1

∑
𝑝,𝜇,𝜈

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A ′𝑝𝜇,𝜈

(
𝑔−1
𝑗 𝑔𝑖𝑔 𝑗

)
=

1
𝑛

𝑛∑
𝑗=1

∑
𝑝,𝜇,𝜈

∑
𝜆,𝜎

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A

′𝑝
𝜇,𝜆

(
𝑔−1
𝑗

)
A ′𝑝𝜆,𝜎 (𝑔𝑖) A ′𝑝𝜎,𝜈

(
𝑔 𝑗

)
=

∑
𝑝,𝜇,𝜈

∑
𝜆,𝜎

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A

′𝑝
𝜆,𝜎 (𝑔𝑖)

(
1
𝑛

𝑛∑
𝑗=1

A ′𝑝𝜇,𝜆
(
𝑔−1
𝑗

)
A ′𝑝𝜎,𝜈

(
𝑔 𝑗

))
=

∑
𝑝,𝜇,𝜈

∑
𝜆,𝜎

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A

′𝑝
𝜆,𝜎 (𝑔𝑖)

(
1
𝑛

𝑛∑
𝑗=1

A ′𝑝∗𝜆,𝜇

(
𝑔 𝑗

)
A ′𝑝𝜎,𝜈

(
𝑔 𝑗

))
=

∑
𝑝,𝜇,𝜈

∑
𝜆,𝜎

𝑎𝑝
𝜇,𝜈A

′𝑝
𝜆,𝜎 (𝑔𝑖)

(
1
𝑆𝑝

𝛿𝜆,𝜎𝛿𝜇,𝜈

)
=

∑
𝑝,𝜇

∑
𝜆

1
𝑆𝑝

𝑎𝑝
𝜇,𝜇A

′𝑝
𝜆,𝜆 (𝑔𝑖)

=
∑
𝑝

(
1
𝑆𝑝

∑
𝜇

𝑎𝑝
𝜇,𝜇

) (∑
𝜆

A ′𝑝𝜆,𝜆 (𝑔𝑖)
)
=

∑
𝑝

𝑎𝑝𝜒′𝑝 (𝑔𝑖) =
∑
𝑝

𝑎𝑝𝜒𝑝 (𝑔𝑖)

证明中用到的操作：由群函数∀𝜙 : 𝐺 → C定义 𝜙Ad(𝑔) ≡ 1
|𝐺 |

∑
𝑔𝛼
𝜙

(
𝑔𝛼𝑔𝑔

−1
𝛼

)
其中 𝑔, 𝑔𝛼 ∈ 𝐺。也就是对于任何一个群函数诱导出一个类函数的操作称为
Ad分解. 搞定

所以所有不可约不等价表示的特征标可以在类函数空间中作为一组基底。
两个表示的特征标相同，说明它们对应的类函数相同，而同一个类函数根
据完备性，在类函数空间中是可以分解为相同的不等价不可约表示特征标

8为了方便，下面用 𝑛指代 |𝐺 |
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函数的线性组合的。也就是说如果表示𝒜和ℬ都可约，那么最后分解为的⊕
𝑝 𝑚𝑝𝒜

𝑝 形式完全相同。从表示矩阵上看就是两个表示矩阵可以通过一

个相似变换变成有同样分块结构的表示矩阵。也就是说两个矩阵等价，那
我们便得到了下面这个定理。

表示等价的充要条件

两个表示等价 ⇐⇒ 它们的特征标相同

这也直接说明了类函数空间的维数等于不等价不可约表示的个数。

特征标第二正交定理（完备性）

1
|𝐺 |

∑
𝑝

|𝐾𝑖 |𝜒𝑝∗(𝐾𝑖)𝜒𝑝 (𝐾 𝑗) = 𝛿𝑖 𝑗 (D.25)

证明 我们设计一个 𝑞 × 𝑞的矩阵 𝐹9，𝐹 的形式为：

𝐹𝑟𝑖 =

√
𝑛𝑖
𝑛
𝜒𝑟 (𝐾𝑖)

前面的特征标第一定理为：

1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

|𝐾𝑖 |𝜒𝑝∗(𝐾𝑖)𝜒𝑟 (𝐾𝑖) = 𝛿𝑝𝑟

注意到 𝐹∗𝑝𝑖 = (𝐹†)𝑖 𝑝，上面的等式可以写成：
𝑞∑
𝑖=1

𝐹𝑟𝑖 (𝐹†)𝑖 𝑝 = (𝐹𝐹†)𝑟 𝑝 = 𝛿𝑝𝑟

再代入 𝐹的定义我们便从特征标第一正交定理得到了特征标第二正交定理.
搞定

第一正交定理说的是不同表示之间的特征标的正交性对类求和，而这
个正交定理是对与不同类说的，对于所有表示求和。
我们做的所有这些工作都是为了引出最重要的特征标表的概念，去求

群的所有不等价不可约表示。我们介绍完特征标之后举几个例子求求特征
标表和对应的不等价不可约表示。
一个群的不等价不可约表示和其特征标完全相关，数学家已经帮我们

把很多群的特征标都制成了D.2样式的表。
9𝑞的意思是群中所有类的个数
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𝑛1 {𝐾1} 𝑛2 {𝐾2} · · · 𝑛𝑞
{
𝐾𝑞

}
𝒜1 𝜒1 (𝐾1) 𝜒1 (𝐾2) · · · 𝜒1 (

𝐾𝑞

)
𝒜2 𝜒2 (𝐾1) 𝜒2 (𝐾2) · · · 𝜒2 (

𝐾𝑞

)
...

...
...

. . .
...

𝒜𝑞 𝜒𝑞 (𝐾1) 𝜒𝑞 (𝐾2) · · · 𝜒𝑞
(
𝐾𝑞

)
表 D.2: 特征标表

这里𝒜是指群的所有不等价不可约表示，𝑛𝑖{𝐾𝑖}是群的类，𝑛𝑖 是类中
的群元个数。𝜒𝑝 指的就是𝒜𝑝 的特征标，注意根据特征标的两大正交性定
理，这里行和列都是正交的10。而且因为不等价不可约表示的个数等于群中
类的个数11，所以特征标表的行数和列数是相等的。
我们下面举例求一下 𝐷3 群的特征标，𝐷3 群的几何意义是正三角形的

对称性。乘法表如D.3所示。

𝑒 𝑑 𝑓 𝑎 𝑏 𝑐
𝑒 𝑒 𝑑 𝑓 𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑑 𝑓 𝑒 𝑐 𝑎 𝑏
𝑓 𝑓 𝑒 𝑑 𝑏 𝑐 𝑎
𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑒 𝑑 𝑓
𝑏 𝑏 𝑐 𝑎 𝑓 𝑒 𝑑
𝑐 𝑐 𝑎 𝑏 𝑑 𝑓 𝑒

表 D.3: 𝐷3群乘法表

例：𝐷3群的特征标表

𝐷3群有三个类：{𝑒}，{𝑑, 𝑓 }和 {𝑎, 𝑏, 𝑐}，所以有三个不等价不可
约表示。不管是何表示空间，也不管是何空间基底，任何表示都会将
{𝑒}表示为一个单位矩阵。
群的阶数是 6，根据 Bunside定理，只可能是 12 + 12 + 22 = 6，所

以三个表示的维数分别为 1, 1, 2.所以第一列肯定是 1, 1, 2，因为单位
矩阵的迹就等于表示的维数。
下面的推理就要按照乘法表来。由于𝒜1和𝒜2是一维表示，而且

特征标是类的函数，所以最终𝒜1会把 𝑑, 𝑓 映为同一个数a，把 𝑎, 𝑏, 𝑐
也映为同一个数。𝒜2亦然。
注意 𝑑2 = 𝑓，所以 [A(𝑑)]2 = A( 𝑓 ) = A(𝑑),又由于表示矩阵非

奇异b，所以只能有 A1({𝑑, 𝑓 }) = A2({𝑑, 𝑓 }) = 1，这样第二列的前面

10别忘了权重因子 𝑛𝑖
11来源于特征标完备性
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两个也出来了。
同样的方法，因为 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = 𝑒，所以有 [A1({𝑎, 𝑏, 𝑐})]2 =

[A2({𝑎, 𝑏, 𝑐})]2 = 1，所以第三列的前面两个值就只能是是 ±1。
𝒜3稍微麻烦一点，因为它的表示矩阵是 2× 2的矩阵。而且这次

不再有将 𝑑, 𝑓；𝑎, 𝑏, 𝑐分别映成同一矩阵的要求。c我们去求不等价不
可约酉表示，将 𝐷3 群乘法表翻译成矩阵之间的乘法等式，不难验证
表示矩阵应该如下：

A =

(
1 0
0 −1

)
B =

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
C =

(
−1

2 −
√

3
2

−
√

3
2

1
2

)

D =

(
−1

2

√
3

2
−
√

3
2 −1

2

)
F =

(
− 1

2 −
√

3
2√

3
2 − 1

2

)
表示矩阵出来了，特征标也便出来了。完整的特征标表见D.4。

a或者说一维矩阵
b因为群元有逆
c后面为了行文简洁，我们把群元对应的表示矩阵都用对应元字母大写表示。

𝐴𝐴

𝐵𝐵 𝐶𝐶

2

1

3

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

图 D.2: 𝐷3群元几何意义

1{𝑒} 2{𝑑, 𝑓 } 3{𝑎, 𝑏, 𝑐}
𝒜1 1 1 1
𝒜2 1 1 −1
𝒜3 2 −1 0

表 D.4: 𝐷3群特征标表

我们还是举 𝐷3群的例子，这次的任务不是求特征标这些，而是求具体
的表示，求群在具体的某个函数空间上的表示。因为物理上说的群很多都
是变换群，是一堆对称操作的集合，而且群在函数空间上的表示对量子力
学的研究有很大意义。
在举例之前我们要先说明，𝐷3群在几何意义上是用一个三角性的操作

对称性定义的：12

𝑒 :啥也不干 𝑑 :绕 1轴转 𝜋

𝑑 :绕 𝑧轴转 4𝜋/3 𝑏 :绕 2轴转 𝜋

𝑓 :绕 𝑧轴转 4𝜋/3 𝑐 :绕 3轴转 𝜋

12下面的旋转都是逆时针
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你要是单单把这些群元看成是对三角形的操作就比较狭隘了，我们用
三角形作为载体是说明了 𝐷3 群对应的对称性，实际上我们完全可以把 𝐷3
群元看作是对 Euclid空间中的向量的变换。我们这里说的函数也都是指的
Euclid空间中向量的函数。
其实函数空间确定了我们有很多方式确定群的表示，不过物理上关心

那类有物理意义的。我们这样想，R3中的一个点对应系统的一个状态，群
𝐺中群元 𝑔 : R3 ↦→ R

3，原先是用 Euclid空间中的向量 r对应的点 P对应系
统状态S，现在改用 𝑔r对应的点 P ′对应S。与其说函数空间中的函数Ψ是
Euclid空间中的向量的函数，我们还不如说他是系统状态的函数𝒴(S)，Ψ
只是在 Euclid空间中将物理量𝒴具体写出来。在函数那么群元对向量变换
后，Ψ作为 r的函数形式必然会发生改变 Ψ→ Ψ′，不过我们说过要把它们
看成是物理量，看作是系统状态的函数，所以会有：Ψ(r) = Ψ′(𝑔r) =𝒴(𝑆)，
群表示𝒜(𝑔)既然是对函数的作用，也就是对函数形式的变换，我们要求这
个表示使得 [𝒜(𝑔)Ψ] (r) = [Ψ′] (r)。13那根据前面的讨论显然我们可以根据
下面式子来确定群表示：

[𝒜(𝑔)Ψ] (r) = [Ψ] (𝑔−1r) (D.26)

今后物理上谈到在函数空间中的表示就是指用上式确定。至于数学家们称
作啥就不知道了。

例：𝐷3群在函数空间上的表示

这里函数空间假设是由下面六个函数张成的空间 {Ψ1(r) = 𝑥2,Ψ2(r) =
𝑦2,Ψ3(r) = 𝑧2,Ψ4(r) = 𝑥𝑦,Ψ5(r) = 𝑦𝑧,Ψ6(r) = 𝑥𝑧}
我们以𝐷3群中的群元 𝑓 作为例子，根据旋转变换矩阵 (主动版本)6.39，
𝑑 的作用用矩阵形式写就是：

𝑓 −1r = 𝑑r =
(
i j k

) ©­­«
− 1

2 −
√

3
2 0√

3
2 − 1

2 0
0 0 1

ª®®¬
©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ =
(
i j k

) ©­­«
− 1

2𝑥 −
√

3
2 𝑦√

3
2 𝑥 −

1
2 𝑦

𝑧

ª®®¬
所以我们得到 𝑓 的表示对函数空间中这六个基底的作用为：

[]𝒻Ψ1] (r) = Ψ1( 𝑓 −1r) = Ψ1(𝑑r) =
(
− 1

2𝑥 −
√

3
2 𝑦

)2
= 1

4𝑥
2 + 3

4 𝑦
2 +

√
3

2 𝑥𝑦.
在基底上的展开系数为 1

4 ,
1
3 , 0,

3
2 , 0, 0.

我们对其它的五个基底也这样做一遍，最后就得到了𝒜( 𝑓 )的表

13相信读者如果仔细学过正则变换作为相空间的变换，应该懂得我们此处的解释。
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示矩阵： ©­­­­­­­­­«

1
4

3
4 0 −

√
3

4 0 0
3
4

1
4 0

√
3

4 0 0
0 0 1 0 0 0√
3

2 −
√

3
2 0 −1

2 0 0
0 0 0 0 − 1

2 −
√

3
2

0 0 0 0
√

3
2 − 1

2

ª®®®®®®®®®¬
类似的方法也可以得到其它几个群元的表示矩阵.

有限群最重要的部分我们就讲完了，这个附录最开始的部分我们引用
了杨振宁的一句话，看了这些群论定理的证明，你应该能稍微体会到这句
话了。
最后我们利用 Dirac符号重写一下正交归一定理。
每个表示的矩阵元决定了一个群函数，我们用 |𝜇, 𝑖, 𝑗〉，表示 A𝜇

𝑖 𝑗 决定

的群函数，且规定：

〈𝑔 |𝜇, 𝑖, 𝑗〉 =
√
𝑛𝜇

𝑛𝐺
A𝜇

𝑖 𝑗 (𝑔)

也就是说，|𝜇, 𝑖, 𝑗〉是类似于 (A(𝑔1),A(𝑔2), . . .)𝑇 形式的向量，〈𝜇, 𝑖, 𝑗 |自然
就是其 dagger，也即 (A∗(𝑔1),A∗(𝑔2), . . .).
类似的，我们也可以用 Dirac符号重写特征标决定的类函数：

〈𝑐 | 𝜒𝜇〉 =
√
𝑛𝑐
𝑛𝐺
𝜒𝜇 (𝑐)

类比 Hilbert空间中的正交完备性，我们得到：

〈𝜇, 𝑖, 𝑗 |𝜈, 𝑘, 𝑙〉 = 𝛿𝜇𝜈𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗𝑙

∑
𝜇,𝑖, 𝑗

|𝜇, 𝑖, 𝑗〉 〈𝜇, 𝑖, 𝑗 | = 1 (D.27)

〈𝜒𝜇 |𝜒𝜈〉 = 𝛿𝜇𝜈
∑
𝜇

|𝜒𝜇〉 〈𝜒𝜇 | = 1 (D.28)

其中第二个式子我们未提到过，实际上它是群函数完备性的数学表述，我
们使用 〈𝑔 | · |𝑔′〉夹在两边可以得到：

𝑛𝜇

𝑛𝐺

∑
𝜇,𝑖, 𝑗

A𝜇
𝑖 𝑗 (𝑔)A

∗𝜇
𝑖 𝑗 (𝑔′) = 𝛿𝑔𝑔′ (D.29)

实际上这种完备性在 Lie 群中表现得尤为明显，上面的这些公式不仅
对于有限群成立，实际上对于紧李群也是成立的，只不过需要将求和换成
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在不变测度下的积分。一般地说，对于一个紧李群的所有不登记啊不可约
表示表示，其确定了函数空间上的一系列群函数14D𝜇

𝑖 𝑗 (x)，这些群函数可以
作为在该李群的流形上定义的（平方可积）函数的展开基底，或者说可以
用这些群函数对任意一个函数进行广义傅里叶展开。(Peter-Wyle定理)

𝑓 (x) =
∑
𝜇,𝑖, 𝑗

𝑓𝜇,𝑖, 𝑗D𝜇
𝑖 𝑗 (x) (D.30)

比如傅里叶变换是以 𝑒𝑖 𝑝𝑥 作为基底，对应的是一维平移群 𝑇 的表示；
再比如球谐函数 𝑌 ℓ

𝑚(𝜃, 𝜙) 全体作为展开基底，对应的是 𝑆𝑂 (3) 群表示的矩
阵元；𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙 函数对应的是 𝐸2群的表示矩阵元 · · · 更多群论与特殊函数之
间的联系可以翻阅 Wu-Ki Tung群论的有关章节。

D.2.4 新表示的构成

这一节的目的是通过已知的一些群表示来构成更多有用的群表示。

张量积数学准备

张量积空间的相关内容在前面将自旋问题的时候已经提过了，这里不
再重复，我们主要来看如何在某个确定表象 (基底)下用矩阵表示张量积空
间中的向量以及算符的张量积。15

先说一下物理里面很多名词和数学上相差较大，有的甚至数学家压根
就不知道，我们这里讨论的张量积很多书上也称作向量空间的直积。
考虑 𝑚 维 𝑉1 与 𝑛维 𝑉2 的张量积空间 𝑉 = 𝑉1 ⊗ 𝑉2，那么我们应该选取

𝑚 × 𝑛个形如 |𝑒𝑖〉 ⊗ | 𝑓 𝑗〉的 𝑉 中向量作为 𝑉 的基底，其中 |𝑒𝑖〉 ∈ 𝑉1, | 𝑓 𝑗〉 ∈ 𝑉2
都是各自向量空间的基底。我们还是用一个列矩阵表示 𝑉 中的向量，基底
的编号实际上是个套娃约定，外层是 𝑖内层是 𝑗，举个例子就懂了：

|𝛼〉 ⊗ |𝛽〉 =
(
𝛼1
𝛼2

)
⊗ ©­«

𝛽1
𝛽2
𝛽3

ª®¬ =

©­­­­­­­«
𝛼1

©­«
𝛽1
𝛽2
𝛽3

ª®¬
𝛼2

©­«
𝛽1
𝛽2
𝛽3

ª®¬

ª®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

𝛼1𝛽1
𝛼1𝛽2
𝛼1𝛽3
𝛼2𝛽1
𝛼2𝛽2
𝛼2𝛽3

ª®®®®®®®¬
(D.31)

同样对于算符 𝐴 ⊗ 𝐵的矩阵形式，无非就是双层套娃：

(𝐴 ⊗ 𝐵)𝑖 𝑝, 𝑗𝑞 =
〈
𝑒𝑖 𝑓𝑝

�� 𝐴 ⊗ 𝐵 �� 𝑒 𝑗 𝑓𝑞〉 = 𝐴𝑖 𝑝𝐵 𝑗𝑞

14其中 x是确定群元的一组连续参数。
15这一部分参考

kā

喀兴林《高等量子力学》一书
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比如 𝐴 ⊗ 𝐵矩阵的第 12行第 34列16的矩阵元就是 𝐴13𝐵24，比如：

A ⊗ B =

(
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

)
⊗ ©­«

𝐵11 𝐵12 𝐵13
𝐵21 𝐵22 𝐵23
𝐵31 𝐵32 𝐵33

ª®¬ =

(
𝐴11B 𝐴12B
𝐴21B 𝐴22B

)

=

©­­­­­­­«

𝐴11𝐵11 𝐴11𝐵12 𝐴11𝐵13 𝐴12𝐵11 𝐴12𝐵12 𝐴12𝐵13
𝐴11𝐵21 𝐴11𝐵22 𝐴11𝐵23 𝐴12𝐵21 𝐴12𝐵22 𝐴12𝐵23
𝐴11𝐵31 𝐴11𝐵32 𝐴11𝐵33 𝐴12𝐵31 𝐴12𝐵32 𝐴12𝐵33
𝐴21𝐵11 𝐴21𝐵12 𝐴21𝐵13 𝐴22𝐵11 𝐴22𝐵12 𝐴22𝐵13
𝐴21𝐵21 𝐴21𝐵22 𝐴21𝐵23 𝐴22𝐵21 𝐴22𝐵22 𝐴22𝐵23
𝐴21𝐵31 𝐴21𝐵32 𝐴21𝐵33 𝐴22𝐵31 𝐴22𝐵32 𝐴22𝐵33

ª®®®®®®®¬
(D.32)

其实就是把两个矩阵拼在一起而已。

群表示的张量积和直积群的表示

群表示的张量积

若群 𝐺 有两个表示 𝒜 和 ℬ, 表示空间分别为 𝑉𝐴, 𝑉𝐵，则自然的可以
得到群 𝐺 在 𝑉𝐴 ⊗ 𝑉𝐵 上的表示 𝒞 = 𝒜 ⊗ℬ，表示矩阵就是两个表示
的矩阵作张量积，称为𝒜与ℬ的张量积 (直积)表示。

所以我们可以通过张量积运算用已知表示生成“更大”的表示。不难
发现下面的特征标关系：

𝜒𝒞 (𝑔) = 𝜒𝒜 (𝑔)𝜒ℬ(𝑔)

由于表示
::::
变大了许多，所以一般来说 𝒞都是可约表示。

上面说的是从已知表示构造更大的表示，下面要说的是已知一个群可
以作直积分解 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2，已知两个因子的表示如何构造直积群表示。

直积群的表示

如果 𝑔1𝛼 ∈ 𝐺1, 𝑔2𝛽 ∈ 𝐺2，𝒜和ℬ分别是 𝐺1和 𝐺2群的表示，那么自
然可以得到 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2的一个表示：

a

𝒞(𝑔1𝛼 ⊗ 𝑔2𝛽) = 𝒜(𝑔1𝛼) ⊗ℬ(𝑔2𝛽)
a这里我们用 𝑔1 ⊗ 𝑔2 表示 𝐺 中群元，而不是前面讲的 (𝑔1, 𝑔2)

更重要的是对于内直积我们有下面的重要定理：

16这里比较微妙，我们仍旧使用二维的矩阵去表示张量矩阵的做法（也称作矩阵的克罗内克积）实
际上是会丢失掉一些信息的，容易让人困惑的一点就是我们需要使用两个“双重”指标去标记矩阵
的行和列，这里的“12”，“34”不能看作是普通的十进制数，而是两个数字并起来形成的指标。
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内直积群的表示

若有限群 𝐺 可以分解为两个子群的（内）直积，𝐺 = 𝐻1 ⊗ 𝐻2，则群
𝐺 的所有不等价不可约表示都可以表示为两个子群的不等价不可约
表示的直积

分导表示

众所周知线性代数中我们常常谈论一个映射限制在某个子空间上得到
的映射，这里我们也可以类似的建立一个群的表示在其子群上的限制，也
即分导表示。

分导表示

设𝐻 ⊂ 𝐺，把群的不可约表示𝐷 (𝑔)中与𝐻有关的那些表示矩阵a𝐷 (ℎ)
挑出来，构成子群 𝐻 的表示，称为群 𝐺 关于子群 𝐻 的分导表示。

a或者严格来说，一个算符

分导表示一般是可约的，可以想想，原先我们是要找到一个矩阵 𝑃 将
所有 𝐷 (𝑔),∀𝑔 ∈ 𝐺 同时分块对角化，现在我们只要找到一个矩阵将所有
𝐷 (ℎ),∀ℎ ∈ 𝐻 同时分块对角化。要对角化的矩阵变少了，所以不难想象这
样的矩阵 𝑃或许就存在了，也就是表示是可约表示了，可以按照子群 𝐻 的
不等价不可约表示进行分解，物理上也比较关心这样的问题。

用商群构造表示

商群的表示也是表示

𝐻◁G，则商群 𝐺/𝐻 的表示𝒜也定义了 𝐺 上的一个简并表示a：

𝒜𝐺 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑉), 𝑔 ↦→ 𝒜(𝑔𝐻)
a非忠实表示

诱导表示

诱导表示

设 𝐻是 𝐺 的子群，{𝜌,𝑉}是 𝐻的一个表示，用V𝐺 表示所有 𝐺 → 𝑉
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的映射构成的线性空间，则：

𝑉𝐺 = { 𝑓 ∈ V𝐺 | 𝑓 (ℎ𝑔) = 𝜌(ℎ) 𝑓 (𝑔),∀ℎ ∈ 𝐻, 𝑔 ∈ 𝐺}

是V𝐺 的子空间，∀𝑔 ∈ 𝐺 令 𝜌𝐺 (𝑔)如下：

𝜌𝐺 (𝑔) ◦ 𝑓 (𝑔′) = 𝑓 (𝑔′𝑔)

这样实际上定义了一个 𝐺 的表示 (𝜌𝐺, 𝑉𝐺)。数学上通常记为 Ind𝐻
𝐺 𝜌。

D.3 置换群

为什么要研究置换群？从数学上来说，根据前面第一节所讲的 Cayley
定理，任何 𝑛阶群都和 𝑛阶置换群 𝑆𝑛的某个子群同构，而且置换群也是最
简单的一类群，很多群论书都从置换群开始讲。从物理上来说，全同粒子
的波函数有置换对称性，所以置换群对于理解多粒子体系非常重要。而且
杨图方法在群论的相关计算中也是非常有用的，不只是置换群。

D.3.1 基本概念和性质

所谓 𝑛阶置换就是有限集（元素个数为 𝑛）到自身的一个双射，简单来
说就是对集合元素排列的方法，显然 |𝑆𝑛 | = 𝑛!，我们用下面的记号表示一个
置换： (

1 2 · · · 𝑛
𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛

)
(D.33)

意思就是对元素下标做替换 𝑗 → 𝑎 𝑗，确实意思就是对集合中元素重新排序，
而且对上面记号中的列随意互换仍表示原置换。
有两类特殊的置换我们可以使用更加紧凑的记号：

• 轮换：
(𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑚) ≡

(
𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚
𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑚 𝑎1

)
这里 𝑚可以小于 𝑛，表示剩下的数不换。轮换的阶数就定义为 𝑚。

• 对换：
(𝑎1, 𝑎2) =

(
𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑛
𝑎2 𝑎1 𝑎3 · · · 𝑎𝑛

)
(D.34)
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这里通过例子介绍一种简单的轮换乘积计算规则：

(13)(32) = (132), (1234) = (123)(34), (123) = (231) = (312)

实际上对换是轮换的一种，任何一个置换都可以分解为多个对换的乘
积，但是这些对换之间不是独立的，而真正有用的结论是：

置换的分解

• 任何一个置换都可以分解为相互独立的轮换的乘积

• 具有相同轮换结构的置换群元共轭

什么叫具有相同的轮换结构？比如：(
1 2 3 4 5 6
4 2 6 5 1 3

)
= (2)(36)(145) (D.35)

这里我们在前面补了一个 (2) 可以理解为一阶轮换，其实就是单位元。
那么 𝑆6中所有具有一个一阶轮换，一个二阶轮换以及一个三阶轮换的置换
都与其共轭。比如：(

1 2 3 4 5 6
2 5 3 4 1 4

)
= (3)(46)(125) (D.36)

所以说 𝑆𝑛的等价类与其轮换结构分解完全一致，我们可以将轮换分解
记为：

(𝛾) = (1𝛾1 , 2𝛾2 , · · · , 𝑛𝛾𝑛)
其中 𝛾𝑛就表示 𝑛阶轮换的个数，而且满足:

𝛾1 + 2𝛾2 + · · · + 𝑛𝛾𝑛 = 𝑛

其中 (𝛾)类中的元素个数为：
𝑛!

(1𝛾1 · 𝛾1!) (2𝛾2 · 𝛾2!) · · · (𝑛𝛾𝑛 · 𝛾𝑛!)

考虑 𝑆𝑛不等价不可约表示的个数，就是在考虑其等价类个数，就是在
考虑 𝑛分解为自然数的和。下面我们发展一种图形规则用于标记等价类，或
者说不等价不可约表示。杨图可以使用 [𝜆] = [𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛]来标记，其中：

𝜆1 = 𝛾1 + 𝛾2 + · · · + 𝛾𝑛
𝜆2 = 𝛾2 + · · · + 𝛾𝑛
...

𝜆𝑛 = 𝛾𝑛

(D.37)
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对应的杨图就是第一行 𝜆1 个方块，第 𝑛 行 𝜆𝑛 个方块的图，显然所有
的方块数加起来就是置换群阶数

∑
𝜆𝑖 = 𝑛。

那么现在我们将 𝑆𝑛划分为共轭类只需要将 𝑛个格子堆起来的杨图全部
画出来就行了。比如说 𝑆4的杨图：17

杨图必须要左对齐，下面永远不比上面长，而且得是连通图，下面的
图就是错误的！18

D.3.2 置换群的表示

如果我们在杨图中填充了数字 (1 ∼ 𝑛 不重复地填入)，就称之为杨表，
我们这里只打算介绍方法，杨图定理的证明极度复杂，我们交给数学家。
杨图的填充方式显然多种多样，这里介绍后面常用的两种：

• 正规 (normal)填充：从左到右从上到下依次填入 1 ∼ 𝑛

1 2
3

1 2 3
4

1 2
3 4

• 正则 (standard)填充：每一行每一列的数字都是从小到大

1 2
3

1 3
2

1 3
2 4

1 2 4
3

我们还可以利用置换群中的元素对杨表进行置换：

1 2
3

(12)−−−→
2 1
3

17神似俄罗斯方块！
18当然，这里只是在置换群的语境下，杨图方法在其它地方也有许多应用，定义略有区别。这里我

们考虑的实际上是正则杨图。
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这种只改变行的置换我们使用 ℎ𝑃𝜆 标记，因为任意一个正则杨表都可以
用 𝜆 标记，而任意一个其它填充方式的杨表都可以通过正则杨表施以某个
置换 𝑃之后得来，我们这里操作的就是正则杨表本身，所以 𝑃 = 𝑒，而 ℎ意
思就是 horizontal的置换，这里是 (12)。现在考虑置换群的群代数，当我们
把某个杨表的所有 ℎ𝑃𝜆 加起来时就得到了对称子：

𝑆𝑃𝜆 ≡
∑
ℎ

ℎ𝑃𝜆 (D.38)

比如这个例子中 𝑆 [2,1] = 𝑒 + (12)。
类似的，也可定义列的变换：

1 2
3

(13)−−−→
3 2
1

我们使用 𝑣𝑃𝜆 去标记，不过对应的反对称子的定义稍有不同：

𝐴𝑃
𝜆 ≡

∑
𝑣

(−1)𝑣𝜆𝑣𝑃𝜆 (D.39)

这里 (−1)𝑣𝜆 的意思时对于偶置换去正号，对于奇置换取负号。
最后我们定义不可约对称子：

𝑒𝑃𝜆 ≡ 𝑆𝑃𝜆 · 𝐴𝑃
𝜆 =

∑
ℎ,𝑣

(−1)𝑣𝜆ℎ𝑃𝜆 𝑣𝑃𝜆 (D.40)

举一个 𝑆4的例子19：
1 2
3 4

𝑆 [2,2] =𝑒 + (12) + (34) + (12)(34)
𝐴[2,2] =𝑒 − (13) − (24) + (13)(24)
𝑒 [2,2] = [𝑒 + (12) + (34) + (12)(34)] · [𝑒 − (13) − (24) + (13)(24)]

=𝑒 + (12) + (34) + (12)(34) − (132) − (234) − (143) − (1432) − (13)
− (124) − (24) + (1324) + (1423) + (14) (23) + (13)(24) + (1234)

(D.41)
我们直接不加证明的给出下面三个引理：

• 每个不可约对称子生成一个不可约表示空间

• 𝑒𝑃𝜆 和 𝑒𝑃
′

𝜆 生成的表示等价

19bad notation! 注意区分单位元和不可约对称子。
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• 𝑒𝜆和 𝑒𝜇 生成的表示不等价

这三句话告诉我们每个杨图唯一对应一个不等价不可约表示，而且我
们具体将杨图填充数字用以求表示的时候只用考虑某种填充的杨表即可，
我们后面都使用最简单的正规填充。

下面以 𝑆3 的 [2, 1] 表示
1 2
3

为例说明如何构造表示。首先写出对

应的不可约对称子：20

|𝑒1〉 = |𝑒〉 + |(12)〉 − |(13)〉 − |(132)〉 (D.42)

然后再把 𝑆3中的每个群元作用到它上面得到：

𝑒 |𝑒1〉 = |𝑒〉 + |(12)〉 − |(13)〉 − |(132)〉 = |𝑒1〉
(12) |𝑒1〉 = |𝑒1〉
(13) |𝑒1〉 = − |𝑒〉 − |(23)〉 + |(13)〉 + |(123)〉 ≡ |𝑒2〉
(23) |𝑒1〉 = | (23)〉 + |(132)〉 − |(123)〉 − |(12)〉 = − |𝑒1〉 − |𝑒2〉
(132) |𝑒1〉 = − |𝑒1〉 − |𝑒2〉
(123) |𝑒1〉 = |𝑒2〉

(D.43)

注意这里我们从 |𝑒1〉 出发，用群元素得到了 |𝑒1〉 之外的基矢，我们定
义为 |𝑒2〉，但是不能一看到不同的矢量就认为它是新的线性无关的基矢，要
留意其是否能由 |𝑒1〉 , |𝑒2〉 线性组合得来。上面的这一连串操作让我们确定
表示空间由 |𝑒1〉 , |𝑒2〉 张成，下一步自然是看看群元素对 |𝑒2〉 的作用，因为
要确定一个线性算子，重点就是看它对空间中基矢量的变换操作。
经过类似的计算我们得到：

𝑒 |𝑒2〉 = (23) |𝑒2〉 = |𝑒2〉
(13) |𝑒2〉 = (132) |𝑒2〉 = |𝑒1〉
(12) |𝑒2〉 = (123) |𝑒2〉 = − |𝑒1〉 − |𝑒2〉

(D.44)

最终我们便可以写出对应的表示矩阵，这是一个二维表示：

𝑒 =

(
1 0
0 1

)
(12) =

(
1 −1
0 −1

)
(13) =

(
0 1
1 0

)
(23) =

(
−1 0
−1 1

)
(123) =

(
0 −1
1 −1

)
(132) =

(
−1 1
−1 0

) (D.45)

20这里使用狄拉克符号强调我们在讨论群代数
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D.3.3 钩子规则

从上面的表示构造规则中我们体会到，比较容易搞错的就是确定表示
的基矢，也就是说除了根据杨表写出的不可约对称子外还能得到几个基矢。
如果我们能在构造表示之前知道表示的维数就好了。

表示的维数

[𝜆] 表示的维数等于其所对应的正则杨表的个数。

比如前面的 [2, 1] 表示 有下面的两种正则杨表：

1 2
3

1 3
2

所以其对应的表示维数为 2。下面我们以 𝑆4 的 [2, 2] 表示为例说明计
算表示维数的图形规则——钩子规则。

L=2 L=1 L=2 L=3

图 D.3: 𝑆4的 [2, 2] 表示的钩子规则

钩子规则

𝑑 [𝜆] =
𝑛!∏𝑛
𝑖=1 𝐿𝑖

(D.46)

这里 𝐿𝑖 表示钩长，计算方法就是从右往左画箭头，碰到要求的那个格
子之后往下走（构成了一个钩子），然后数钩子总共占了多少格子，就是钩
长。

D.3.4 置换群直积表示约化

这里介绍一种图形规则——Littlewood-Richardson规则，来计算直积表
示的约化。
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计算规则

对于表示 [𝜆] ⊗ [𝜇]，首先选取一个作为基础，将另一个杨图的各行各
子分别填以行数，让后从第一行开始，从上而下逐行把 [𝜇]的格子补
到杨图 [𝜆] 上，但每补充一行格子都要求满足如下条件：

• 每行补完之后的图是正则杨图

• 填相同数的格子不在同一列

• 从第一行开始，逐行地自右向左读杨图中补上的格子，在读的
过程中的每一步，始终保持填数大的格子数目不大于填数小的
格子数目。

这样得到的全部杨图 [𝜔] 就是在 [𝜆] ⊗ [𝜇] 中出现的 𝑆𝑛+𝑚群的不可约
表示，而且出现了几个相同的，就代表重数是多少。

下面以 𝑆3群的 [2, 1] ⊗ [2, 1] 表示分解说明这一方法：

⊗

以第一个杨图为基准，第二个杨图填成杨表：
1 1
2

现在先把第一行补上去，也就是 1 1 补上去，这个时候不用管第三
个限制条件。

1 1 1
1

1

1
1

1

然后再把第二行补上去，也就是 2 ，这里要注意第三个规则，比较
麻烦，首先注意到肯定不能补到第一行，否则按照第三条规则去读表，第
一个读到的就是 2这个大数字，填 2的格子这一步便超过了填 1的格子。



附录 D FINIT GROUP 342

1 1
2

1 1

2

1
1 2

1
1

2

1
2

1

1

1
2

1
1 2

1
1
2

所以最终我们得到：

[2, 1]⊗[2, 1] = [3, 2, 1]2⊕[4, 2]⊕[4, 1, 1]⊕[3, 1, 1, 1]⊕[3, 3]⊕[2, 2, 2]⊕[2, 2, 1, 1]

这里右上角上标表示重数。

计算 𝑆𝑛+𝑚在子群 𝑆𝑛 ⊗ 𝑆𝑚上的分导表示的约化

现在相当于是倒过来，我们去计算 [𝜔] 在 [𝜆] ⊗ [𝜇] 上的约化。

计算规则

诸葛把 𝑆𝑛群不可约表示的杨图 [𝜆]嵌入到杨图 𝜔的左上角a，如果无
法嵌入则排除，能嵌入则在剩下的格子中分别尝试把 𝑆𝑚 群的各种不
等价不可约表示的杨图 𝜇按照 Littlewood-Richardson规则补入，每一
种补法对应出现的一个子群表示。

a为了方便计算，取大一点的群来嵌入更好

下面以 𝑆3 ⊗ 𝑆3 ⊂ 𝑆6，对 [3, 2, 1] 进行约化来说明这一方法。
首先是嵌入，有三种可能性：

对第一种嵌入，显然根据 Littlewood-Richardson规则的第二条，只可能补入

：
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1 1
2

所以表示约化后会出现一次 ⊗

后面的几种嵌入同样操作我们得到补入：

1
1

1

1
1

2

1
2

1

1
2

3

1 1
2

所以最终表示约化为：

[3, 2, 1] = ( [3] ⊗ [2, 1]) ⊕ ([2, 1] ⊗ [3]) ⊕ ([2, 1] ⊗ [1, 1, 1]) ⊕ ([2, 1] ⊗ [2, 1])2

⊕ ([1, 1, 1] ⊗ [2, 1])
(D.47)

D.4 转动群

本节要点是介绍 𝑆𝑂 (3) 和 𝑆𝑈 (2) 群，这实际上属于是李群的内容，不
过用我们这种有限群的理解方法对于单纯的学习量子力学已经完全够用了。

D.4.1 𝑆𝑂 (3)和 𝑆𝑈 (2)
空间中的旋转从几何意义上看就应该构成一个群，它在R

3上有一个非
常显然的表示，经典力学中研究刚体定点转动时我们就用 Euler角参数化转
动后得到旋转矩阵，可以看作是 𝑆𝑂 (3)群在 R

3上的表示：

R = ©­«
cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

ª®¬ ©­«
1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

ª®¬ ©­«
cos 𝜙 − sin 𝜙 0
sin 𝜙 cos 𝜙 0

0 0 1

ª®¬
= ©­«

cos𝜓 cos 𝜙 − cos 𝜃 sin 𝜙 sin𝜓 sin𝜓 cos 𝜙 + cos 𝜃 sin 𝜙 cos𝜓 sin 𝜃 sin 𝜙
− cos𝜓 sin 𝜙 − cos 𝜃 cos 𝜙 sin𝜓 − sin𝜓 sin 𝜙 + cos 𝜃 cos 𝜙 cos𝜓 sin 𝜃 cos 𝜙

sin 𝜃 sin𝜓 − sin 𝜃 cos𝜓 cos 𝜃

ª®¬
(D.48)

不同的参数化方式就会给出不同的表示，这里选取的是常用的 𝑍𝑋𝑍 约定和
转动的主动观点。
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这些矩阵显然是所谓实向量空间上的等距同构 𝑅𝑇𝑅 = 1，而且不改变
空间手征 |𝑅 | = 1. 所以常常我们也直接称 𝑆𝑂 (3) 群为满足上面条件的 3 × 3
矩阵群，英文直译就是特殊正交群。𝑆𝑂 (𝑛)顺势就可以推广为 𝑛 × 𝑛的特殊
正交群，表征 R

𝑛中的转动。21

𝑆𝑈 (2) 群直译就是特殊酉群，满足 𝑆𝑈 (2) = {U ∈ C2×2 |U†U, |U| = 1}.
显然它需要两个满足 𝑎𝑎∗ + 𝑏𝑏∗ = 1的实参数参数化：

U =

(
𝑎 𝑏
−𝑏∗ 𝑎∗

)
引入三个无迹厄米矩阵，也就是 Pauli矩阵：

𝜎𝑥 ≡
(
0 1
1 0

)
, 𝜎𝑦 ≡

(
0 −𝑖
𝑖 0

)
, 𝜎𝑧 ≡

(
1 0
0 −1

)
(D.49)

R
3中的任意一个向量：

r = 𝑥i + 𝑦j + 𝑧k
可以和一个 C

2×2上的无迹厄米矩阵联系起来：

r↔ r · ®𝜎 =

(
𝑧 𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦 −𝑧

)
而不难发现这种联系是满的，也就是说任何一个 C

2×2上的无迹厄米矩
阵都可以找到 R

3中的一个向量对应。
我们来看下 𝑆𝑈 (2)中群元对 r · ®𝜎的伴随作用：[

U(r · ®𝜎)U−1]† = U(r · ®𝜎)U−1

Tr
[
U(r · ®𝜎)U−1] = Tr(r · ®𝜎) = 0

可见最终得到的还是无迹厄米矩阵，或者按照前面一一对应的观点，这
是一个R

3 ↦→ R
3的映射。而且由于 |r ·𝜎 | = 𝑟，而这个伴随作用显然不改变

行列式的值，也就是说这也对应着R
3上的一个等距同构。这其实就启发我

们建立 𝑆𝑈 (2)群到 𝑆𝑂 (3)群的同态关系：

U(r · ®𝜎)U−1 = [ℛ(U)r] · ®𝜎 (D.50)

经过亿点点计算可以发现任何一个 𝑆𝑈 (2)群元都有 𝑆𝑂 (3)元素对应：

©­«
1
2

(
𝑎2 + 𝑎∗2 − 𝑏2 − 𝑏∗2

)
− 𝑖

2

(
𝑎2 − 𝑎∗2 + 𝑏2 − 𝑏∗2

)
− (𝑎𝑏 + 𝑎∗𝑏∗)

𝑖
2

(
𝑎2 − 𝑎∗2 − 𝑏2 + 𝑏∗2

) 1
2

(
𝑎2 + 𝑎∗2 + 𝑏2 + 𝑏∗2

)
𝑖 (𝑎∗𝑏∗ − 𝑎𝑏)

𝑎∗𝑏 + 𝑏∗𝑎 𝑖 (𝑎∗𝑏 − 𝑏∗𝑎) 𝑎𝑎∗ − 𝑏𝑏∗
ª®¬

21不要想当然的以为 𝑆𝑂 (𝑛) 需要 𝑛 个参数参数化，实际上需要确定 R
𝑛 中的转动的参数个数为

𝑛(𝑛 − 1)/2.
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不难证明这的确是一个同态，前面我们说明的是 𝑆𝑈 (2) 群中元素都能找到
一个 𝑆𝑂 (3)群元对应，现在我们反过来去证明这个同态是满的。
由于 𝑆𝑂 (3) 群元都可以分解成绕三个坐标轴的旋转，而且同态保乘法

结构，所以我们转而去寻找绕三个坐标轴旋转所对应的 𝑆𝑈 (2)群元。
不难发现下面三个对应关系：(

𝑒−𝑖𝛼/2 0
0 𝑒𝑖𝛼/2

)
𝑍←→ ©­«

cos𝛼 − sin𝛼 0
sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

ª®¬(
cos 𝛽

2 − sin 𝛽
2

sin 𝛽
2 cos 𝛽

2

)
𝑌←→ ©­«

cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽

ª®¬(
cos 𝛾

2 𝑖 sin 𝛾
2

𝑖 sin 𝛾
2 cos 𝛾

2

)
𝑋←→ ©­«

1 0 0
0 cos 𝛾 − sin 𝛾
0 sin 𝛾 cos 𝛾

ª®¬
(D.51)

所以D.48就对应: (
𝑒−𝑖 (𝜓+𝜙)/2 cos 𝜃

2 𝑖𝑒𝑖 (𝜙−𝜓)/2 sin 𝜃
2

𝑖𝑒−𝑖 (𝜙−𝜓)/2 sin 𝜃
2 𝑒𝑖 (𝜓+𝜙)/2 cos 𝜃

2

)
另外对于旋转轴 n̂，旋转角 𝜙：

U = exp
(
−𝑖𝜙

2
𝜎 · n̂

)
这个同态显然不能升级为同构，𝑢 和 −𝑢 就对应着同一个 𝑆𝑂 (3) 群元。

严谨些，从同态核定理出发 𝐼,−𝐼 显然是同态核，所以这个同态实际上是二
对一的关系，常常称 𝑆𝑈 (2)是 𝑆𝑂 (3)的双覆盖。

D.4.2 转动群的不可约表示

我们先来看 𝑆𝑈 (2) 群的表示22，在开始之前要先说明，在经典力学研
究刚体转动时，我们的欧拉角用的是 𝑍𝑋𝑍 约定，对应的角度记为 (𝜓, 𝜃, 𝜙)，
就像上一小节那样.然而在量子力学中我们更多使用的是 𝑍𝑌𝑍 约定，对应
的角度记为 (𝛼, 𝛽, 𝛾). 所以后面的讨论统一使用这一表述.
我们考虑的是某个函数空间 ℒ 𝑗 中的表示，其中的函数是二元复线性

函数，形如：𝜓(z) = ∑𝑛
𝑘=0 𝑐𝑘𝑧

𝑛−𝑘
1 𝑧𝑘2 . 习惯上我们取 𝑗 = 𝑛/2 = 0, 1/2, 1, 3/2, · · ·，

则可以得到对应的ℒ 𝑗 中的一组基底为：

𝜓 𝑗
𝑚(z) ≡

(−1) 𝑗−𝑚√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!

𝑧 𝑗−𝑚1 𝑧 𝑗+𝑚2 , 𝑚 = − 𝑗 , 𝑗 + 1, · · · , 𝑗 − 1, 𝑗 (D.52)

22这里考虑的实际上是其复线性表示。
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显然这是一个 2 𝑗 + 1维表示，既然是函数空间的表示，那首先我们要研究
𝑆𝑈 (2)群元对自变量的作用，z ∈ C2：

Uz = U
(
𝑧1
𝑧2

)
那么表示𝒜满足：[

𝒜(U)𝜓 𝑗
𝑚

]
(z) = 𝜓 𝑗

𝑚(U−1z) =
∑
𝑚′

A 𝑗
𝑚′𝑚(U)𝜓

𝑗
𝑚′ (z)

A 𝑗
𝑚′𝑚就是代求的表示矩阵元。23利用 Euler角参数化 𝑆𝑈 (2)中元素为：

U(𝛼, 𝛽, 𝛾) =
(
𝑒−𝑖𝛼/2 0

0 𝑒𝑖𝛼/2

) (
cos 𝛽

2 − sin 𝛽
2

sin 𝛽
2 cos 𝛽

2

) (
𝑒−𝑖𝛾/2 0

0 𝑒𝑖𝛾/2

)
(D.53)

既然表示保乘法，那么我们就可以先分开求三个基本的 𝑆𝑈 (2) 群元的
表示矩阵然后再相乘即可。
首先看绕 𝑧轴转动 𝛼，U(𝛼, 0, 0):

𝜓 𝑗
𝑚

[(
𝑒−𝑖𝛼/2 0

0 𝑒𝑖𝛼/2

)−1 (
𝑧1
𝑧2

)]
=𝜓 𝑗

𝑚

(
𝑒𝑖𝛼/2𝑧1, 𝑒

−𝑖𝛼/2𝑧2

)
=

(−1) 𝑗−𝑚√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!

𝑧 𝑗−𝑚1 𝑧 𝑗+𝑚2 𝑒−𝑖𝛼𝑚

=𝑒−𝑖𝑚𝛼𝜓 𝑗
𝑚(z)

(D.54)

U(0, 0, 𝛾)只是 𝛼→ 𝛾，所以两者的表示矩阵为：

A 𝑗
𝑚′𝑚 [U(𝛼, 0, 0)] = 𝛿𝑚′𝑚𝑒−𝑖𝑚𝛼 (D.55)
A 𝑗

𝑚′𝑚 [U(0, 0, 𝛾)] = 𝛿𝑚′𝑚𝑒−𝑖𝑚𝛾 (D.56)

23注意这里 𝑚可能是半整数，所以指标的意思是按照 − 𝑗 ∼ 𝑗 的顺序去排列矩阵。
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比较麻烦的是U(0, 𝛽, 0):

𝜓 𝑗
𝑚

[(
cos 𝛽

2 − sin 𝛽
2

sin 𝛽
2 cos 𝛽

2

) (
𝑧1
𝑧2

)]
= 𝜓 𝑗

𝑚

(
𝑧1 cos

𝛽

2
+ 𝑧2 sin

𝛽

2
,−𝑧1 sin

𝛽

2
+ 𝑧2 cos

𝛽

2

)
=

(−1) 𝑗−𝑚√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!

(
𝑧1 cos

𝛽

2
+ 𝑧2 sin

𝛽

2

) 𝑗−𝑚 (
−𝑧1 sin

𝛽

2
+ 𝑧2 cos

𝛽

2

) 𝑗+𝑚

=
(−1) 𝑗−𝑚√

( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!

[
𝑗−𝑚∑
𝑟=0

( 𝑗 − 𝑚)!
𝑟!( 𝑗 − 𝑚 − 𝑟)!

(
𝑧1 cos

𝛽

2

) 𝑗−𝑚−𝑟 (
𝑧2 sin

𝛽

2

)𝑟 ]
×

[
𝑗+𝑚∑
𝑟 ′=0

( 𝑗 + 𝑚)!
𝑟 ′!( 𝑗 + 𝑚 − 𝑟 ′)!

(
−𝑧1 sin

𝛽

2

) 𝑗+𝑚−𝑟 ′ (
𝑧2 cos

𝛽

2

)𝑟 ′]
=(−1) 𝑗−𝑚

𝑗−𝑚∑
𝑟=0

𝑗+𝑚∑
𝑟 ′=0

(−1) 𝑗+𝑚−𝑟 ′
√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!

𝑟!𝑟 ′!( 𝑗 − 𝑚 − 𝑟)!( 𝑗 + 𝑚 − 𝑟 ′)!

×
(
cos

𝛽

2

) 𝑗−𝑚−𝑟−𝑟 ′ (
sin

𝛽

2

) 𝑗+𝑚+𝑟−𝑟 ′

𝑧2 𝑗−𝑟−𝑟 ′
1 𝑧𝑟+𝑟

′

2

(D.57)
交换上面求和的顺序，并令 𝑚′ = 𝑟 + 𝑟 ′ − 𝑗 作换元得：

ℓ.ℎ.𝑠 =
𝑟+𝑚∑

𝑚′=𝑟− 𝑗

𝑗−𝑚∑
𝑟=0

√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!( 𝑗 + 𝑚′) ( 𝑗 − 𝑚′)!

𝑟!( 𝑗 − 𝑚 − 𝑟)!( 𝑗 + 𝑚′ − 𝑟)!(𝑟 + 𝑚 − 𝑚′)!

× (−1)𝑟
(
cos

𝛽

2

)2 𝑗−𝑚−2𝑟+𝑚′ (
sin

𝛽

2

)𝑚+2𝑟−𝑚′
× (−1) 𝑗−𝑚′√
( 𝑗 + 𝑚′)!( 𝑗 − 𝑚′)!

𝑧 𝑗−𝑚
′

1 𝑧 𝑗+𝑚
′

2

(D.58)

如果我们进一步规定对指标 𝑟 的求和中指标满足下面几条：

𝑟 ≥ 0; 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚; 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′; 𝑟 ≥ 𝑚′ − 𝑚
那么上式可以写成下面的形式：

𝑗∑
𝑚′=− 𝑗

A 𝑗
𝑚′𝑚(U)𝜓

𝑗
𝑚′ (z)

其中矩阵元为：
min{ 𝑗−𝑚, 𝑗+𝑚′ }∑
𝑟=max{0,𝑚′−𝑚}

√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)!( 𝑗 + 𝑚′)( 𝑗 − 𝑚′)!

𝑟!( 𝑗 − 𝑚 − 𝑟)!( 𝑗 + 𝑚′ − 𝑟)!(𝑟 + 𝑚 − 𝑚′)!

× (−1)𝑟
(
cos

𝛽

2

)2 𝑗−𝑚−2𝑟+𝑚′ (
sin

𝛽

2

)𝑚+2𝑟−𝑚′
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利用上面的公式以及D.55D.56我们写出前三维表示：

一维表示 (j=0)

就是平凡的恒等表示：A0
00(𝛼, 𝛽, 𝛾) ≡ 1

二维表示 (j=1/2)

就是 𝑆𝑈 (2)群直接使用 Euler角参数化得到的结果：

A 1
2 (𝛼, 𝛽, 𝛾) =

(
𝑒−𝑖 (𝛼+𝛾)/2 cos 𝛽

2 −𝑒−𝑖 (𝛼−𝛾)/2 sin 𝛽
2

𝑒𝑖 (𝛼−𝛾)/2 sin 𝛽
2 𝑒𝑖 (𝛼+𝛾)/2 cos 𝛽

2

)
(D.59)

三维表示 (j=1)

A1(𝛼, 𝛽, 𝛾) =
©­­«

e−𝑖 (𝛼+𝛾) cos2 𝛽
2 −

√
2e−𝑖𝛼 cos 𝛽

2 sin 𝛽
2 e−i(𝛼−𝛾) sin2 𝛽

2√
2e−𝑖𝛾 cos 𝛽

2 sin 𝛽
2 cos2 𝛽

2 − sin2 𝛽
2 −

√
2ei𝛾 cos 𝛽

2 sin 𝛽
2

ei(𝛼−𝛾) sin2 𝛽
2

√
2ei𝛼 cos 𝛽

2 sin 𝛽
2 ei(𝛼+𝛾) cos2 𝛽

2

ª®®¬
(D.60)

𝑆𝑂 (3)群的表示

当指标 𝑗 取遍所有整数和半整数之后我们就得到了 𝑆𝑈 (2) 群的所有不
等价不可约酉表示24。可以证明，当 𝑗 为整数时， 𝑗U = 𝑗−U，我们称之为
偶表示，±U 对应的表示是相同的，正如 𝑆𝑈 (2) 与 𝑆𝑂 (3) 群的同态关系一
样，所以这种偶表示可以自然的也与 𝑆𝑂 (3) 群建立起同态关系，当所有偶
表示取遍之后我们便得到了 𝑆𝑂 (3)群的所有不可约不等价酉表示。

𝑆𝑆𝑆𝑆(3)𝑆𝑆𝑆𝑆(2)jA

( )j uA

𝑢𝑢

−𝑢𝑢
𝑅𝑅(𝑢𝑢)

图 D.4: SO(3)群与 SU(2)偶表示之间的关系

24或者严谨点说是某一簇
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但是对于 𝑗 取半整数的奇表示， 𝑗U = − 𝑗−U，虽然不是 𝑆𝑂 (3)群的表
示但是我们可以定义 𝑆𝑂 (3)群的双群 𝑆𝑂𝐷 (3)的概念。
我们强行规定绕某个轴转动 2𝜋 的操作 �̄� 不是一个恒等操作，但是

�̄� �̄� = 𝐸，比如强行规定 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾) ≠ 𝑅(𝛼 + 2𝜋, 𝛽, 𝛾)，那么把原先的 𝑆𝑂 (3)
群元以及 �̄� · 𝑆𝑂 (3) 合在一起，在原先的乘法定义下构成一个新的群称为
𝑆𝑂𝐷 (3). 显然这将原先的群扩大了一倍，而且 𝑆𝑂𝐷 (3) � 𝑆𝑈 (2)，它的表示
自然就是 𝑆𝑈 (2)的奇表示.

特征标

注意到特征标是类的函数，在讨论转动群的类的时候用 Euler角就不那
么好使了，我们使用转动轴和转角描述转动，即 𝑅(n, 𝜑)，其中 𝜑 ∈ [0, 2𝜋)
和 n满足右手定则。
对于两个不同转轴但是相同转角的转动是同类转动，因为我们总是可

以找到一个转动将两个转轴重合。所以特征标只是 𝜑的函数：

𝜒 𝑗 (𝜑) = 𝜒 𝑗 [𝑅(𝜑, 0, 0)] =
𝑗∑

𝑚=− 𝑗
𝑒−𝑖𝑚𝜑

=
sin

[ (
𝑗 + 1

2

)
𝜑
]

sin 𝜑
2

(D.61)

转两圈才回到原位

前面研究 𝑆𝑈 (2) 群表示是为了得到 𝑆𝑂 (3) 群表示，可以帮助我们分析
三维空间中的转动对称性，而副产物 𝑆𝑂𝐷 (3)对应的正是自旋态，可以帮助
我们分析考虑自旋效应后的能级劈裂。
譬如要研究自旋-轨道耦合，J = L + S 选取 CSCO 为 𝐻, 𝐽2, 𝐽𝑧, 𝑆𝑧, 𝑆

2，
对于电子 𝑆2 ≡ 1

2 . 完整描述电子本征态需要空间波函数和内禀的自旋部分，
前面我们是用张量积表示的，实际上我们也完全可以把电子本征态用一个
Spinor表示25，其实就是用一个括弧括起来统一处理 |↑〉和 |↓〉.26

Ψ 𝑗𝑚 =

(
𝜓 𝑗𝑚(r, 𝑡, ℏ/2)
𝜓 𝑗𝑚(r, 𝑡,−ℏ/2)

)
一般情况是这些本征态的线性组合，spinor 第一分量是 𝑆𝑧 = ℏ/2 对应的波
函数空间依赖，第二分量是 𝑆𝑧 = −ℏ/2对应的波函数空间依赖。
现在我对系统施加一个转动 𝑅(𝛼, 0, 0):

𝑅(𝛼, 0, 0)Ψ 𝑗𝑚 = 𝑒−
𝑖
ℏ 𝛼𝐽𝑧Ψ 𝑗𝑚 = 𝑒−𝑖𝛼𝑚Ψ 𝑗𝑚

25更多有关使用旋量处理自旋问题的材料可以参见 Landau量子力学卷。我更喜欢直接当成一个自
旋空间的态矢量处理。

26前面我们处理自旋其实是没有考虑自旋轨道耦合的处理方法。
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上面的计算中利用了 𝐽𝑧Ψ 𝑗𝑚 = ℏ𝑚Ψ 𝑗𝑚.显然对于电子 𝑗 = 1/2，这意味着
只有转 4𝜋 也就是两圈才能将系统波函数返回至原位. 这就刚好和 𝑆𝑂𝐷 (3)
转动对应起来了，而不是 𝑆𝑂 (3) 转动. 所以原先的 𝑆𝑂 (3) 对称性在考虑自
旋-轨道耦合之后被破坏了.

D.4.3 *CG系数与角动量耦合
物理上关心的一个重要问题就是两个表示的张量积一般是可约表示，

如何将其进行约化？用矩阵的语言来说就是两个表示矩阵张量积后如何选
取新的基底将其分块对角化，每一个块便是更小的不可约表示。
前面我们做 𝑆𝑂 (3) 群的表示并不是按照 Lie群方法做的，实际上对于

𝑆𝑂 (3)群，我们会先选择做其 Lie代数 𝔰𝔬(3)的表示，然后通过指数映射得
到 𝑆𝑂 (3)的表示。

𝔰𝔬(3)李代数

[𝐽𝑖, 𝐽 𝑗] = 𝑖𝜀𝑖 𝑗𝑘𝐽𝑘 , (𝑖, 𝑗 , 𝑘 = 1, 2, 3) (D.62)

Lie 代数其实就是一个向量空间，只是要多加上一条特殊的乘法规则
（Lie 括号）让它升级为代数。而所谓表示，就是保持乘法（对易关系）不
变，将每一个 Lie代数中元素映射到线性空间（表示空间）中的一个算符。
将上面的 𝔰𝔬(3) 与角动量算符之间的对易关系4.49对比我们发现 𝐽𝑖 → ℏ𝐿𝑖

便是一个表示，所以实际上角动量算符正是 𝔰𝔬(3)李代数的一个表示。而且
这里我们可以更近一步，不仅是轨道角动量，自旋角动量、总角动量都满
足D.62的对易关系，所以只要谈到角动量，不管是什么角动量，其本质都是
𝔰𝔬(3) 李代数的一个表示。对应的角动量表象 | 𝑗𝑚〉 张成的空间便是表示空
间。我们便可以在角动量表象下具体的用矩阵写出 𝔰𝔬(3)李代数的表示了：

𝐽± | 𝑗𝑚〉 =
√
𝑗 ( 𝑗 + 1) − 𝑚(𝑚 ± 1) | 𝑗𝑚 + 1〉 (D.63)

𝐽3 | 𝑗𝑚〉 = 𝑚 | 𝑗𝑚〉 (D.64)

不难发现，每一个 𝑗的取值对应的是一个不变子空间27，所以 𝑗 = 0, 1
2 , . . .

我们便得到了 2 𝑗 + 1维的不可约表示。
Lie代数表示做出来之后我们大抵上就认为群的表示也做出来了，因为

我们总可以通过指数映射得到参数化的群元：

𝐷 (𝜃) = e−𝑖 𝜃 ·J (D.65)

27实际上这里 𝐽2 | 𝑗𝑚〉 = 𝑗 ( 𝑗 + 1) | 𝑗𝑚〉,𝐽2 与每一个生成元都对易，类似于舒尔引理，其在每个不可
约表示中一定是正比于单位阵，所以其本征值可以用于标记不可约表示，其简并的本征空间（这里
简并度是 2 𝑗 + 1）就是不可约表示空间。这种算符叫做 Casimir算符
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可以证明28，这样子从 Lie代数出发得到的表示 𝐷 𝑗 矩阵和前面的方法
得到的表示矩阵是一致的。不过这样得来物理上更加清晰。
我们再来看一下两个表示的张量积，其表示空间自然是原先两个表示

空间的张量积，也就是说 𝐷 𝑗1× 𝑗2 = 𝐷 𝑗1 ⊗ 𝐷 𝑗2 的表示空间是所谓非耦合表象
| 𝑗1𝑚1〉 | 𝑗2𝑚2〉，现在我们想对它进行约化，也就是说想只知道它与耦合表象
| 𝑗1 𝑗2 𝑗𝑚〉之间的关系，在耦合表象下 𝐷 𝑗1× 𝑗2 分块对角化，每个 𝑗 对应一个矩
阵块，也就是不可约表示。耦合表象和非耦合表象之间的关系就是所谓的
CG系数（使用喀兴林书上的记号）：

𝑆 𝑗1 𝑗2
𝑚1𝑚2 𝑗𝑚

≡ 〈 𝑗1𝑚1 | 〈 𝑗2𝑚2 | | 𝑗1 𝑗2 𝑗𝑚〉 = 〈 𝑗1 𝑗2𝑚1𝑚2 | 𝑗𝑚〉 (D.66)

显然 CG 系数构成了一个矩阵就是将 𝐷 𝑗1× 𝑗2 分块对角化的矩阵，显式
的写出来就是： [

𝑆−1(𝐷 𝑗1 ⊗ 𝐷 𝑗2)𝑆
]
𝑗′𝑚′, 𝑗𝑚

= 𝛿 𝑗 𝑗′𝐷
𝑗
𝑚′𝑚 (D.67)

𝐷 𝑗1× 𝑗2 既然也是表示，我们也相当于给其 Lie代数选取了一个表示，对
应的生成元算符我们用 𝐽 表示，现在看一下 𝐽 和 𝐽1, 𝐽2之间有什么联系29：

𝐷 𝑗1× 𝑗2 = 𝐷 𝑗1 ⊗ 𝐷 𝑗2 ' (1 − 𝑖𝑑𝜃𝐽1) ⊗ (1 − 𝑖𝑑𝜃𝐽2)
' 1 − 𝑖𝑑𝜃 (𝐽1 ⊗ 1 + 1 ⊗ 𝐽2)
= 1 − 𝑖𝑑𝜃𝐽

⇒ 𝐽 = 𝐽1 ⊗ 1 + 1 ⊗ 𝐽2 = 𝐽1 + 𝐽2

(D.68)

群表示的张量积体现到 Lie 代数上就变成了算符的和！而角动量不就
是 𝑆𝑂 (3)Lie代数的表示吗？而且耦合表象 | 𝑗𝑚〉 其实就是由 𝐽 算符构成的
𝔰𝔬(3)Lie 代数的本征矢30，也就是D.63和D.64。所以 𝐽 从物理上看就是总
角动量！我们做角动量的耦合实际上就是在做 𝑆𝑂 (3)表示的张量积的约化，
所谓总角动量取值可能就是在问 𝑗 可以取哪些值。这一点我们可以从表示
的维数上看出来31：

𝑆𝑂 (3)群表示的约化

𝑗1 ⊗ 𝑗2 = | 𝑗1 − 𝑗2 | ⊕ | 𝑗1 − 𝑗2 | + 1 ⊕ · · · ⊕ 𝑗1 + 𝑗2 (D.69)

计算 CG系数的方法非常多，这里以 1 ⊗ 1
2 说明群论出发的计算概要。

28见喀兴林书中有关部分
29这里为了下面符号的简便和推导过程的清晰，我略去了向量黑体以及点乘符号，这里所有的生

成元都应该理解为三个分量。
30因为每个 𝑗 的取值都是一个不变子空间，对应的就是更小的不可约表示，从代数结构的一致性

就可以轻松发现这一点。
31更严谨的证明可以用上升下降算符作用于最高权来构造，详见WKT群论教材相关部分。
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首先 1 ⊗ 1
2 = 1

2 ⊕
3
2，最高权32为 | 32

3
2〉，𝐽𝑧 = 𝐽1𝑧 + 𝐽2𝑧，所以 𝑚 = 𝑚1 +𝑚2，

那么 | 32
3
2〉只可能是：

|3
2

3
2
〉 = |11〉 |1

2
1
2
〉 = |11

2
〉

现在对等式两边同时作用 𝐽− = 𝐽1− + 𝐽2−得到（D.63）：

|3
2

1
2
〉 =

√
1
3
|1 − 1

2
〉 +

√
2
3
|01

2
〉 (D.70)

我们可以继续用下降算符计算出所有 𝑗 = 3
2 相关的 CG系数：

|3
2
− 1

2
〉 =

√
1
3
|−1

1
2
〉 +

√
2
3
|0 − 1

2
〉

|3
2
− 3

2
〉 = |−1 − 1

2
〉

不难发现其实你只需要计算 𝑚 > 0 的那一半就好，另一半全部将
𝑚, 𝑚1, 𝑚2反号就好，这是对称性在帮助我们计算。33

不过别忘了还有 𝑗 = 1
2，对应的最高权是 |

1
2

1
2〉，观察D.70，我们只用了

|1 − 1
2〉和 |0

1
2〉线性组合中的一个，剩下的一个正交的线性组合只能是：

|1
2

1
2
〉 =

√
2
3
|−1

1
2
〉 −

√
1
3
|01

2
〉

同样的我们再利用下降算符便可以得到：34

|1
2
− 1

2
〉 =

√
2
3
|1 − 1

2
〉 −

√
1
3
|0 − 1

2
〉

32耦合表象的 𝑗 , 𝑚都最大
33严格来说这样做有可能会和 CG系数的惯例差一个 overall负号，不出差错的做法是使用下面的

符号约定：
〈 𝑗1, 𝑗2, 𝑚1, 𝑚2 |𝐽, 𝑀〉 = (−1)𝐽− 𝑗1− 𝑗2 〈 𝑗1, 𝑗2,−𝑚1,−𝑚2 |𝐽,−𝑀〉

34或者说更简单点根据对称性将 𝑚全部反号
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最后我们给一个 CG系数的一般公式以便查阅35：

〈𝑚1𝑚2 | 𝑗𝑚〉

=𝛿𝑚1+𝑚2,𝑚

√
(2 𝑗 + 1) ( 𝑗1 + 𝑗2 − 𝑗)! ( 𝑗 + 𝑗2 − 𝑗1)! ( 𝑗 + 𝑗1 − 𝑗2)!( 𝑗1 + 𝑗2 + 𝑗 + 1)!

×
√
( 𝑗 + 𝑚)!( 𝑗 − 𝑚)! ( 𝑗1 + 𝑚1)! ( 𝑗1 − 𝑚1)! ( 𝑗2 + 𝑚2)! ( 𝑗2 − 𝑚2)!

×
∑
𝑘

(−1)𝑘
𝑘! ( 𝑗1 + 𝑗2 − 𝑗 − 𝑘)!

× 1
( 𝑗1 − 𝑚1 − 𝑘)! ( 𝑗2 + 𝑚2 − 𝑘)! ( 𝑗 − 𝑗2 + 𝑚1 + 𝑘)! ( 𝑗 − 𝑗1 − 𝑚2 + 𝑘)!

(D.71)

其中求和变量的取值范围是不使分母括号中的量为负的所有正整数。
这里我们讲清楚了 CG 系数于量子力学的联系，量子力学耦合表象到

非耦合表象的变换就是 𝑆𝑂 (3) 两个不可约表示张量积的约化。而 CG系数
从历史上看最先提出是想解决两个球谐函数乘积再用球谐函数展开系数的
问题。事实上由于 𝑌 ℓ

𝑚(𝜃, 𝜙) = 〈𝜃𝜙|ℓ𝑚〉，所以这个问题又回到了群表示的约
化问题。

35这里给的是 Racah形式，优点就是形式特别对称
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