


拓扑空间
幂集 2

×
: 由 X的所有采构成的集合

例 : x= { 1 , 2 } , 2×= {φ, { y ,
2

},
{ 1, 2Y }

2
*次集合的集合,即集
2
*

) :由2X的所有⼦集构成的集合
例 : { { 1} ,

{ { } }
,
[ 11}, {
{ 1
,
2} }

,
{φ, 9. y }

,

{0
,
{2] } … . }

22议) 是集合的集合的集合
基准开邻域结构 :

X±ψ , 若映射 N : X→ 2
吧) 满⾜下⾯条公理 :

① txεX
,
N (x/ Aψ 且 VVEN(x )

,
XEV

x ⼀定有基准开化城,且是其任意基准讲创城中元素
② VVEN (X) → 雪 WENx) , S- t .WEUM
X任意两基准开印域之交是x的邻域

③ YEVEN (x) → ⽇ VEN (Y) St .
VEV

任意基位开邻域⻅其所含每个元素的邻域
N是基准开印域结构

,
N (x) 是集合的集合

N, Nx)中的某个为 X阮素构

! , { 红} } 成的采合 ,这才是基编邻城⽽
汹 ) 其超集 , 可由 NN)阮素的并构成

X ? “ 称为创域 ,

例 : 收上的基准开化城结构
, Eudideanlihe: N( x ) = {B (x) | E>0 }
BE (x) ≡ { y | yxkEY
. Sorgenfray Lome : N (x ) = {[x ,x +ε) ER |E20g
我们在⽤两种不同成去定义x的印域, 从⽽进⼀步义不同的 R上的连续性实分析中



讲的连续性是由Eaideanlme去定义的
拓扑空间

V⻉X上的基准开创城结构
,
如果X的某个孫V是其每个元素的领域 (显然基 v讲

邻域满是这⼀点)则称V是⼀个集所有开集构成⼀个⼦集簇⼤为⼀个由 N⽣成的
拍扑结构 . (X, τ ) ,即院义了什么是开采的集合称为招朴空间
不难证明 , V次开集 iff .

V由若开个基准开⾏城并起来形成

另⼀乐种等价定义 ;

XX,τ )次招扑空, 若X 的⼦集簇 τ(什么是开采)满是下⾯三条公理

① Xt τ , ①ετ
②τ中任意多个元素之并仍属于 τ (( ) D(2 ,3 ) U… 都⻅开采
③ C中有很多个元素之交仍属于 τ →∞t- π ,π ) = 0不开采

很多教材上来就如此定义 ,
淡化了N

,
⽽N的来源贿很强的数字动机的不过这种义

分式便于后⾯进⾏各种推演

拓扑⼆例 :

①平凡招扑 : 只取 X
, ψ为开采

② 离散招扑 : 取 X每个元素为开采
度量空间
定义完什么是开采下百定义什么哭距离,
X 上⼀个度是⼀个映射: d : X×X→ IR

①正⾜性: d ( x,y )20 , iff x=y 时取等号
②α构性 : d ( x, n) = d(φx)

③ 不式 : d (x, y )+ d( y, z) ≤d (x,)
( x
,
d ) 号称为度是空间,

由度是透导的招扑 :

Bε (x) ≡ { y εx / d (xn)<ε }
,
取Nd(x)= { Bε( x)| E >0}Br (x)是其作开印城 ,

然(x)及它们之并便为 X上开采若 Ndlx1的确⻅个Well_defane 的基准开邻城 ,则
称其诱导的下τ a为度量招扑 , 并⾮所有拍扑均可由某个 d(x, n ) 诱导



基本术语 ;

①邻城 : A为x邻城 → 习 VEN (x) EA (λεV, V ⾃然为开集 )

雪采V,x εVEA. ⽽
V由N(x)并起来機雪VENNN, VEVEA ⽽ Vax

包含 x的某个开集⼰的超乐 A称为 x的⼀个创域 (与前⽂之完义等价了
②内点 : A九邻城 → x为A点 → 全体X构成 A部A 0

AO = AifHA为开采 , 邻域不⼀定是开采,但是如果A是其中每个点印城,那便是开集,反之亦然品
上的点⽤Nlx ) 的语⾔很好说明下⾯⽤ TopologySpae语⾳证明 ;

Proof :FxEA ,⽇VIx) , XEUEX) EA
,
deteV =UAU ( x),

VXEV → XEV(X )EA →VEA ,EXEA 雪Vx) EA 印 xtV

→ AEV → A=V , 由公理知 A为开采 ,

A为开采取 V =Aax. 即知A为其中每元素市域
③闭来 : AC为开采 →A为闭集 (

X
,双难证中开采也是闭采 )

④ 聚点 : λ的每个印城中均含有 Al}中的点则称x为A 聚点 (极限点了

⑤ 导乐 : A中所有聚点构成的合Al

⑥ 闭包 : A≡ AUA '
,x ← Aiffθx的新命城 , VOA # ψ A(

1

= A<

⑦乐脑 : A= X, 和A ⺠X上和念( dene )

⑧ 分三 X有只给可数多个元素的乐稠⼦集
例 ; ①= ⽪即报 Q在级上密级 ≥① , ② 只合可数新元素 (眼组披)

故收分 ( separable.
)

⑨ 边界 : JA ≡ AMAO
A
0

=A → A开

边界点 GA
1

彦 ⼀

-

m⽐

(,
.

⾶…
A

=A→A⽤吧照
,

品 εA / .

←⾶恐
= 必

开集 A, x(]仰城 AA 闭包含 A最⼩闭乐 A
' ⼆边界点⼗点

↓

A 2U ,A不开采但是是x邻城去择B后的点构成的彩为 A , 其中每个点却周以不为印威是集,是包于A 的最⼤开采
* 只⻉IR “中的形象例⼦,不能代替抽象定义



序列⑩ 的极限 ;

对据 {x多苦 Va⼀个基准开印城V雪 NEH, 5 tn >N时XnεU,则和
加收敛 ,

于a
, luXnnxx→a .

系
…

……
…

由 IR
“

中拓扑概念的类⽐可很快说明 ( 不是严谨洲—
—

下⽩争铺正确性

A
0

=A iffA 开 A = A iff A 闭

AEB → A
0EBo AEB → AEB

(A､^… ,^An ) ^=AiΛ… ΛAa
A1= As

AUUAalI
=

AiU … UAn
0

(※,A⼊ ) ≥⾶A TATaEAAx

连续映射

前再 3 I⼊的基位开邻城其实是在刻画
“

什么样才算充分接近⼀个元素 ,把元素
xεX → Nix) 中⼀个V 即九⼀个印城 ,就算是对x的⼀个通近的

刻画 …

N 决定
, 拓扑结构⼄

⑥ 下⻄考虑从招扑结构出发直接义连续性 ｡

N

N (x)

连续映射 :

X , Y是两个招扑空你,若映的 f :X → 个莎⾜θf(X0 )的城 V, fYv )
却⻅加的创城 ,

则称f在加处连续在定义域上处处都连续映射称为迅沃映射
“都” 因为千可能是多对⼀ 邻域的原像是创城



不过其实上⾯的定义和下⾯⽽常⽤的定义是等价的
f在x0处连续 ifff(x｡)的任⼀基准开命城V 的原像与YU)包含⼀个X0的基率讲创城
prof : 必要性 ,fax｡处连织 → Vf(×01印城V ,

f(V )也⻅印城, 取 V为体

开仰城 ,
再利⽤基本开印成与印城之的关尔(绝合系 )即证

充性 UUFCXoJEVENe [fx｡) ], 习 V ,X 0EUENX( x0)5 .t ,
f" (V ) 2 V . 现在 Ufx01的⼀个印城 W,由败,习⼀个基本开印城UVEW
⽽这是味着习 ｡本基印城 v, f* (V)≥V, ⽽+

"
(V)≤f

"(W) 地

f" ( W) ≥U
,

也就息设f”(N)也⻅加创成 ,即证

⽇到级
“

落种看⼀下这样义的性
发是的中基本开印城为开讨 Bε (x0) = [x/ dx (x, x) <ε} , f世级即说 VE 20, 雪⼦70,
BEf[*
(
f(x.) ]2 Bs( x.), 即ExεBz( x.)→xtf[B≤↑( f(x0)] →f<x ) εB (fx̂ )

即 θε>0, 习 δ> 0, 3 . t ,dx(x,x) < s →dφ(f< x),f(x. ) ]<E 为真这不就在说x充分接近
X0f (x)分接近f(x 0 ) 吗 ?!这也是度是的中证连性男续法

定理 : 5 : x→个在0处连织
,
g : Y→ 2 在 λf( )处迅统 , 则

gof : X→ Z 在九处也连续 ,

要证⼀点处迅续 , 重点⻉抓位“邻域的原家连续 ”,城⻅开
采的超來城
,因为也是

Ncx的超集,实际上我少抛扑结构是最重要的, ⽽⼀个后⾯很少再级⽤基本开印拓扑结构可以⽤不⽤基本
开邻城结构去定义 ,

☆ 前顾义连须性⻅在单个点定义的,⽤印城去定义,⽽考虑⼀千映时射⻅否处处连续可⽤下再的
充要条件

,很多书也直接⽤作连续映拉题义

开集的原像是开集
这句话同样等价于说 : 闭集的原像是闭集 (⽤ f +(v)≤ε^(Vc) i证 )
Proot: θxε X,fex处连统即θfx)邻城V ,f 1V) ⻉x印城, 那 tfcx)的

⼀个开邻城 V, f(U)是x创城,开仰城V其中每个点的邻城,友V
)⽋其中每个点邻城 ,

故 IV在 X 中开 , x欢任取的友这⼀结论对中所有开集 V的成三,必要性守证
V 中开采 V, 则f(v) X上是开集 (是其中每个点之城)上 xtV0 ≡H )



f1(v)⻅x｡ 印城即 f在x0处连续 ,V,f(x.)却任取故也任取,故
f 处处连续 ,

现在回过头来看为什么定义连续性要⽤底像
”

来到画 ? ⽽不直接⽤像” 考虑
1R→1 R的函数f(x)=|λ t( -1,1 ) ;

(
-1 , 1 )→ [ 1 }

,
#→ 闭 ,

⽽f(x) 恒等

映射显然在扩师的招朴空间定义下仍应当保持连续性不变
同胚 : 若 f : X→ Y是⼀双射 , 且 5与f都连续

…
则称5为同胚映射 X与Y同胚(招

扑等价 )
,
X ≥⽶ 开采后作开采,开采的像亦是开采

易证同胚是⼀个等价关系,满⾜身对称传递性
常⽤同胚 ;

① 中⼼投影, 单位圆周5 →正⽅形X( 取服 “上⾃然度是招扑H
”

前
多⻄

曲 f : x→ s
,
(x,m ) →( 歲, 劇

办承

⽻ 啊

②直线 →线段服≈ (- 1, ) , f :1R→ (+,) ,λ5,⾶
⼋

—
同理

,
IR
" ≈ Bn , f :1R" →B

,

"
, x1-→ix
-

③ 球极投影
,

δ
“
表示 n红单位球⾯, P = ( 0, 0, … , 1

) , 则 $^\{P}≈R
^

(控去极点的

⽤ n=⼯作为例 5
⽉0

—
” ,

P
:
影 mpi

0 R



乘积空间 ,

X 表示保合的笛卡尔直积 , 单纯并在⼀起了罢 ,则于知的两个招扑空间 X ,τx)

(φ, ττ )
,

我们可以是义 X×φ的⼀个拓扑 (X×φ, τ ) 称为乘积拓扑 ,这样定义的招扑空商

即为乘积空间 ,

τ≡ S Ui*al V . ) IXEC
,
UxGrY ]

☆☆ 也⻅说 , XX个中的开采是⼀系列
“

⻓分形
”

VXXVx的并并不⼀次是⼼
8→ Vετx , Vετe成其中XGIX,V ΛετY,

其确实迟个⼘: ① X× 9 政 Ux= X,Vx =4 ψ 取 ψ=φ= Q
②③ UEIX,VEET→UXU. ετ

ULGCx
, LEIY → U,XV. Gτ

⼼ × U ) MCV, xK) = VE)×UNUJEC
⽤拓扑⽣成招北
弱招扑 : 现在设我们有⼀堆已知的招扑空间 (%

,
π) 由⼊ εM 标记,且⼀堆映射:

+ x :X →

k扑本身是在义则坐啥开采条件
:每个 fx:( x ,τ

)
→ (反列,

最⼩推这种⼀定义下 ,需要定义最⼩都连织的最⼩拓芙
(

招的开集{称为由这些x决

定的弱拓扑

拓扑终究可由基准开邻城导出
,权现在问题是应当如何取这些 Nlx)使⽣成的招

林 τ 最⼩ ,

stepI : 取 M(x ) ={fx"(x ) I ⼊EM ,LxIEXEτxY
sep 2 : 取N (x ) = {Mcx)中有限千元系的交件 g UM(⽐ )

刚 N具弱招扑的基准开印城结构 StepI . 是直接取开采的原的为基作开印城
X中开亲便由 µ(x)这些⼩单元并成, 但 µx)之交也当是X邻城 , 即某个⼊斯讲印城的起集 ,

Step2 . 达⻅为了这⼀公理直接把它们的⽗也取为 N(x)元素

Prof: 先证这样定义满⾜三条公理 :
① FxεX , fx (x) tY, ⽽ T×IEUX→ XF ① →f+ (x) +ψ→M(x1# f
→ N(x) t0 , VVENCX) ⽽ EVEULXI , XEU→XEO
② Vv ,UENCx ),UV切为MX 1 结或MIX⼒限效集, 则 VMV仍为
µX/p限→VMVEN(X)

③VEVN (x)
, EYEV ,下主证习 VENIY). S.t . YEVEU

其实取 V=V即可的 YEV→ VEUXx ),φε fY(×) →5 ×(y) εX
→ M(x1= Mcy) → N(x ) =N () 友V=N(X)=NlG )



现在证明其的确最⼩ .设 ←满条件
,
则XVεx→ f(x) ετ 1采后你形

友 θx<X ,Vθε N( x ) →V ετ,⽽N越的招扑τ由⼼的并采构成 K τ≡Ʃ!

乘积拓扑是⼀个弱拓扑 :

(τx)
,
πτ4)⻉两招扑空间 ,

在 XXT上⽳义技射 (取分是⼀般 ) :
jx : X*Y→ X

,
(X, y ) 1→x

jq : X*T → 4 , ( x, y1 by

则 XX丫上由成
,
js 决定的弱招扑批就是乐积招扑

Proof :EVEτX
,
VEC4, jx

^
( U) = VxY

, jy
"

( V) = XxV

θ P = ( Px, Py ) εXXT , 则 M ( p) = {UXY, XXUIERREVEEX, RYEVEYY
⽽ (Vixn) Λ (V:xVi ) =v( E ) ×UME )

→⇒ N (P )= { UMUIERXGVEZX,PYEVETYS
⇒ C = { 晶(VMYIXtcx,UxtCyY 这即为乐积招扑败
度是诱导乐积拓扑:

XX ,dx ), dy)次两度量空间 ,

在 X丫上义度是

⼒ d ( p ,q) = max {dx( Rx, 9x) ,dy ( ], Ey ) }
O ( p ) = { Bε ( p ) | E0 }
q ε Bε cp)← d(q ,p)<E← dx ( px

,

ε x)<εΛ dy ( P} , qy ) c

← EEB( R)XBCPn )=⇒ BE[ p )=B Ʃ( Px) XB<(Py )
N ( P) = { Bε (k) × Bε ( Pu) |θE> 0 } Bε (Px ) ,BE (Pn) ⻉ X, Tp开采

K τ= {Xn VXVIUEIx, VεCy }
E
^XEM = Entm !

这些E
”

⻓示新站Euclede空间
, 为了讨论的版,考虑 EXE ,这个招扑⑤上⻚讲的

度是来诱导⽣成的基本开印城⻅边⻓为E的开正分开 (VxV)
,开采以这些开正形

之并
, ⽽ E ⼯的基本开印城丰经为 E的开红盘

☆

O#正分形 SE的⼀点 ,都能找到 BSESE .

友 Ss
⑧

也是 E三帖的开采 , 它们的并经也是友做EECEF
办

⽻

O

｡

⽽反过来 ,
上 BEm⼀点都能找到 Ss 三 B5 .友后在以E

2) τEXE 1 = CE2 -

ε

这其⻅在说 d (p , a ) =max{dx (Px,qx ),dy( Py, ε y ) }和 d(p, a )=|1P- ε 11藏的完全之招扑 ,



映射的分量

f: A → X×τ , fx ≡ jxof , te≡ jyof . 即 f( a )
= (fx(a) ,fula~

则称 fx ,f9 为5的分量
Theorem ; f : A →X * Y连续 ifffx : A→X , fy : A→ T 却连续

Prof :jx(v1 =VxY , jy " ( v ) = XxV 路 jx , jy均连续 ,
由复与映特

迅级性知必要性成之, 现在证充分性, 镜到 VVERx
,
Uετ4

,
f
"

(VxU)
= f
(

Vx 4 Λ XxV)= f -1 (vx4) Λ f+ ( xxV) = f-10 jx *(v )
f10 jy ' (V ) =fx "(V ) Λfy (V) 也跟是采 , ⽽ f(VTUV) =f 1WJufi2i1
可朗 VXV 乐的⼀段怕次亦如此
另外 , 乘积空的概⾦不难直接个到多于两个空⻔的情形 , ⽽且直到
现在 ,我们⼀直在更加抽象更加于掀的招朴控的中讨论连统性请好此关
好处是⼀位我们选取了⼀个具体的拓扑 , 便规定了⼀个难的迅纳性等等颜如续⽐如 RU

中很实分析结构都可在取后 udide度是扑后直接待到就如Cauehy_ Scbwartz不式⼀样,
我们录求的是⼀个可以复在不同情况下套⽤的个泛⼀般浪绍

,

⼦空间拓扑
对于拓扑空间 (X

,
τ )
,AEX ,

令 !

τ(A = {UMAIVECY
则 A ( τIA)是⼀个拍扑空间,称为(X , τ ) 的⼦空间 , τIA称为⼦空间拓扑
⼦空仔拍扑是弱招扑
定义含⼊映射 i :A∞

X
,x5 x

, 则 A上由i决定的弱招扑京⼤⻉ IA
Prof :i决规的 A 中基准开邻城可以写为

NIX = { T ( UMM (Un)I XIEV…GECS
= SiCUM -MUaIIXEUV∴ ECS
= (i(V) / xEVεC}
= {VMAILEVGES

显然 Nlx) 钱拍扑为 lA
⼏个常⽤的性质
( ) BEAEX → τ(B = τ) |B



2 C )UER( Aiff 雪UEISe .UMA
=

V

3 ) UCEA ift 雪 VCER St . VAA= VC (即V 在A中闭 ,
V⺠中闭 )

①② 由是义可找记明, 下百说明下 ①
,注这取于VA股即 AV,⽽对于V吹

,
即γ= X /V

,
显然 ②,③财价的命题

度是空约⼦拓扑具有相同的度量
*d) 取仔( A,dt) , dA( x,y )≡φ[ x,4 ), 则 QA 导的A上招扑印为X的⼦招排A
Puf θx εX ,

其在 X上的基准开⾏成为 Bε(* Nx)= {Y | dLXM< E , FE20 ]

BECX) AA = {YEA | d( x, 4< = {YEAldt (x,y)< E} = BA (x)
NA (x ) = {B☆| x) |E>0 } = { BEX)MA |θ E>0}, 中开由N中元系(彩幻
并起来的 , 友 NA越招扑即为τ IA

限制映的与⾯
X .4⻉⻄招扑 ,f :XDY, A为 X⼦⼦ , 则歌义了映的眼制

flA : λ→ Y ,
λ→ fcx) ;即 flA ≡ foi , i : AsX

显然由于 i连织 ,
f连两则 flA连续

考虑⼀个甜甜规 ,
数字上称为环⽩ TF = { ( (r+oW1os4 ,crtwso )sl ,sud ) 10, φ1R)

下⾃记明 T
2 ≡ Sixs .s 为上中单位回

取 f : E×区
2

→E
3

f ( < u , v.) , ( Uv, V.)) |-→ ( ( 2+ U.) U2 , (2+ 4 . ) U2 , V, )

｡ 从所析式即出 f显然连续
s

×
s为玫区配的⼩怡间则 { sixs: S <5^→T2 也连续 ,

另外 5
(

U ,0 ,ω)= ( (µev- 2, w
) ,(µ 0
,) ) 对UUt0连续,⽽T2

由于中⽇百洞
”

,
恬忙不含午 Vi=0的资友 f "|Tv : ｢ =→ s 25也连续 , ⽽ fyr= flsxs

故是⼀个同胚⼀般的 ,有 Tn = 5*…
粘按引理——⽤分段连续构成连续

{G ,
C2
, …a}为X的⼀个眼闲覆盖, 即 C --a为 X中兵且 CU… UCn=X

若 5 : X→ 个反得每个 flcx却连续 CCK取X上⼦拍扑拟刚 f也连续

Prot : VY中采A则
f ( A) = 5 C(AAX = fCA[C ]U… UfCA)[ACn]



⇒ f-1( A ) =
f"(AAC. )U … Uft(AACn)

= flc,( )[ (A)] U… - U[ $1cn
)

"( A]
f(ca连续 →f51(A ) 闭限个闭乐并仍闭友f(历闭 ,故约他
嵌⼊

←- A)f( 映射f:A → x好 A映到fCAJEX
⼀

⼀ 若 g : A →f(A ) , x→ f <x) .且⻉⼀个同胚
⼀

则称5 为 A 在X上的⼀个嵌⼊
说的就⻅ A 与X上⼀个⼦⽩同脸那我们使习通过这个胚

A → X 好 A数⼊X 建⽐如⼊映射Ax⻉X你到 X⼦身的数⼊

再⽐如纽给理论, 就是在考虑S 1 → 区3中的数⼊问题

⼀个
“显然成⽴“但⽐较有⽤的⾏理:⼦ : X →Y ,XEVEX,V 为x⼀开邻城若 f就

在x处连续 ,则 f 在x处连续谋点处连续是局部性质①

商映射与商空间
通俗点说 , 拓扑学在研究连续形变下的不变量

, ⽽这种连续形变是包括⼀些粘合操作的 ,

下⾯我们来具体定义拓扑中的粘合 ,

强招扑:没有⼀招扑(Xλ ,π)及映的fx:X ⼊→丫,
称 θxεΛ , x都连续的

最⼤招扑 τ 为强拓扑
,

这个饮义相对持弱招扑来说正好是反过来了强拓扑的构造就相对弱拓扑⽽⾔要简单
得多 ,连基本开部域的概念都不需要 ｡

强拓扑的构造 : τ= {V≤ T ( 每个f+ (v)都⻉x中开彩即 U# iff . f+()升
商映射 : X ,π )

,πµ)两个招扑空间,映射 f: X→4是⼀个射且区恰好是由⼦所
决定的强招扑 , 即 VEτriff . f1( G区

.
则称5为商映射①

推论 : 连开候映射和闭映射都是商映射

☆ 注意商映射的义中 VEGifffH (1 E区已经蕴合其连续 f

个V)E 区→VEIY并不⻅连续性
满⾜的 , 所以商映射现在连续满映射基础上增加⼀条要求 5IUIE 区→VE在. 所谓强拍排就强

在这⼀点
,
这⼀要求将τT 最⼤化了 ,

①证明⻅本节习题T5
②晚义中说 V闭 ifffYV) 闭与此⻉等价的



同胚映射是商映射

f :X→T 次双射且⼗. +⼀均连续 ,θVE
π→ 连续 5 (V )←τ

x
, θf+(v ) εtx

→

连次
VEEY

同胚对应的是⼀-应的形变( ⼀蹴⽽就的形变, 没有中国过程) ⽽商映射是胶⽔ , 它只要求是满射

故会有 X中两个不同的点映射到中同⼀个点这样我们便可称与 (y)lyty 中的点被粘在⼀起了丫诉
你那些地分万以粉 ,千告诉你怎么我们⽣活的空间中⽇常接触到的粘连都是商映射, ⽐如

X
时
, Y 复杂⼀点的如 R

中

klein瓶的构造 ,

⼀个⽐按重要的粘等 :f= X→Y 连织在{ ,C 2
,

…

Cu} 为 X 的⼀个有限闭覆盖
,
f (Ci )

都闭且 f 1 c 0是Ci → f /)(← 的嵌⼊, 则 g = x→f( x), x (→ f<x)只商映射

Prof .下证f⻅团映射这样g也只闭映谢f连续显然蕴合g连续
θ A为 X集→ A =A Λ[ ,)U… A( Λcn ) ,flc次嵌⼊ . 即同胚故
A
. ci切友 A Λ也闭友fla(A ΛCi)= f(A^ci) 在 flc ( Ci )中闲即

在f(Ci)中闭⽽f ⻅丫时⼦空的招扑友 f(Anli )⻉丫的闭与饭⽽Ci
闭友 f(A ΛCi) 在中闭 →f(A ) =Uf(A ΛCi )在中闭⽽ A任做故
千⽋闭映谢 ｡证明要点⻅在有限 ,有随限闭采之并 ｡

定理 : P= X→次⾃映射 →γf : Y→ Z连续 ifffop : X→ Z迅续

prof is trivnal

定理 : P : X→τ
,
{ : X→Z都次简映射并且 P (x)

=P1x |iffq(x) = 9xY 则4三
Z

prot . x 要证同胚 , 找⼀个⼗ ,
f却连织的双射就好

p 9 defhe f :τ→2 使 P(x ) = Yiffq(x )=fy ) 这显然

公⼯ , 满尔 P (x) = P (x) iff q( x)=EXY 由于次⾏映时的

友 θ=εZ 雪 xtXs-tf( u ) = q (x) = Z, 故 f只满射
⽽ θ Y , ±2 → P (X , )# P1ky → q(x 1) = 91× v |→f( x . ) = f1Y 2)友次平射故

千⻉双射 ｡ q(x ) =f(p (x ) ) afop = q , p . a均为简映射 →千连续同样
f "(q( x ) ) =y = P 1x ) ⇒f 10 q = P ,R .q均为的映射⇒ f+ 连续,f为同胚

这个总理其实在说明⼀个通理 : P , 9 的X粘合成或Z, P 1X)=P (x)← q4)=qx)

⽋说粘合的那些点位⻉⼀致的故丫 Z的区别只可能在于粘的时候⼨“丑了 NF
”

所以 φ
,
Z还是同胚的



射影平百与 Sol) 流形

( 实)射影平⾯ : RP > 三 {
E
3中所有过原点的直线了 ,在R上⼜度是招扑

dll ,lr) = l , lv 之的夹⻆弧度 (取 O~Ʃ的值)
, 由每是招扑话导拍扑的定义 ,也

就是说 RIPP上开采是由那些“ 开圆维中的“直线的孫或它们之并 ,

上
｡例如这是

UR 1P中时射平百的开采结构
现实空间中我们观察⼉何体其实都是将这个招扑空间嵌⼊到 3
中 ,
但 RIP不可能数λ 到区3中 ( 证明征复杂)那买⽆法制作模型

众所同知 lie群 So (3 )的流形结构是对经认同的实⼼球 ,即把对经点
粘起来形成的拓扑空间 ,我们这是不考虑实⼼球 ,

考虑 S 球⾯

defm : l : s
→
( R1 p>

,

( x,U , z ) |→ {(tx, tu,tz )|tεR }l显然是连续满射
⼗把 s

2的对经点粘成了同⼀个点不过要证明其的确个粘合,重点⻅证明其为
商映射

｡
向⽽上⼥的推⼈作⻔ B3⾥ 6 P1

R
3

Pof : Vs开采 , 其由基本开部城 BE并采构成 ,
然 f (BE(x) ) 被映成了

l(xo ) Bs (f(x｡ ) ) 中 δ= 2arcsmƩ ,所以开采被映射为

" 开性
,
千为连续开映且满,故千为商映射

s
2
与 RIP之⽇欢同构,通信的讲,商映射⼯同构 ,商映射把台粘了⼀下 ,

同构原封不动只是捏了担”
,

级即是S2对经点粉合后的拓扑空间,

已然说过 ,RP法嵌⼊⾄亚中观象,所以球⾯对经粘合这⼀操作也不可能在区中
实线 ,

但若是嵌⼊到区4帅呢 ? 这实际上是在讨论映身求
f : s

→
E 4, ( x,4 , 2)|→( y "=x

^

,
xy
,
xz

, YZ)

这⼀映射将 s⽶给到区X 的挖间 f (sY 中
, 且f (p )=fl θ liffR .Q对准好相等由前

息理知 f与 l是周样的粘合故 f(s ) ≈RP > ,f(s )数⼊到区4⾃然的 (⼊映射)

故 RIP可嵌⼊到世4
帅｡ 歌商映射的确为我们构造了⼀系列⽆法想象的新空间

后⾃⽤船⾃严格叙述招扑空间粘合后我们会发现≈ 对经认同 Si

在线性代数或者群论中定义商空间时我们都是从等价关系出发 ,这些也不例外 ,

关系:关系是对两个素所说的 , 只⽤于联系某两个元素的数⻢上的某种关系就是 XxX的

某个⼦集
,
等价关系是⼀类特殊的关系, 满⾜下⾯三条公理 :



① 反身性 (neflexivity ) : x ~x

② 传递性( trausitivity) : XNY A Y ~ E → X~Z

③ 不插性 ( Symmetry ) : x-Y ← y ~x

说单点导价关系就是对X 的⼀个划分,将其划分为⼀系列等价类⼦集也就是
⼀个由 X的⾮空採构成的采合簇 RSt. VxEX 雪 ! AER→XEA
商空间没 ~ 是X 上的⼀个等价关系 ,则所有等价类构成的彩Q 称为X关于 ~的

商采 ( ~ 告诉你怎么战划分,划分后所为主素构成的划分结合R是商采 ) ,记为 X1~
称映射p : X → X /~, x

1 →x>为粘系映射( <x) 为x的争
价类,即那些与 x等价所有元素构成的集合), P 在 X/~上决定的强招扑称为
商招扑 ~

,
招扑空⻔Xhch )记为 τ)~ 称为商空间

前百商映射是先造了⼀个空仔个⽤来“提放粉合结果 ”提供粉会点住,⽽问就是直接
对X进⾏划分, 划分到⼀起的点 ( 同⼀条价类) 的元素使认为粘在了⼀起 ,直接在 X上操作

* i)h便是粘合后的招扑空间 ｡

粘合映射就是商映射这⼀点由 P 满且定义可直接看出

定理 f : X→个是⼀个商映射,七是X等价关系且x 由 xfx)=fcx) 恤X

(这恰恰⻉我们在解释简映射时提到的
“

映射到同⼀个点的点认为是粉起来了以

则 X1t ≡φ
proof : f,p次⻆映射 , f :X → Y

, P :X →x/ t ⽽f(x )=flxyiffx* xx

[ffPrx 1 =P* ) . 故 X1* 三个
.两个商映射粘合点像相同 ,故形成的招扑⽩同构 )

也就是说 ,简映的本身就是⼀种粘合映射,给后的证⻅空间, 商映射和能词有紧密
联系 ,它们不过是看得拓扑空间粘合的两种等价观点罢了 ,实际应⽤中商时射更多映; ⽤

于两个不同拓扑空间联系 , ⽽商空词更多是对⼀个空间⽽⾔｡

个国在⼀点处粘写后会相切, 其它兵⽩成⼀类
↓

A
. .

3m
9

.
.

A : { (x, n ) | xP}= / V (x-)4y' - 1 } wiarbiffa=⑤ or{ a☆=a始合B : { (ay ) |(x+Pty ≈ / V( x -( ]4 y = 1/A亿反是后
d北 F⾃来证 A~≡ B, 只⽤凝到 ⽤⻔粉息的严格叙述

B
f : *→ B , (x, n) |→ {

(x
*,
↓, n )⾶⻅个的映射且后

~次⽬⼀新关尔即可

Alt = A~≤ B



点集拓扑常⽤性质
命域基 : 由九的邻域 (开采的超采;包含某个基本开印城构成的⼦集簇Na使得
x的任何命域均包含 Nx中的某个命域 ,

也就是说我们挑出 X的命域中有代表性的⼏个构成邻域基其它邻域⼀定是Nx
某元素的超乐

基准开邻域结构是邻域基
因为邻域的义便是基准开邻域超集所以self_ evideat ! 外说⼀句,命城基的
选取不是难⼀的

前⾯讨论函数在某点处连续时
,
要求命城的原作是命域 , 现在可以改写得更强 :

fx) 在Xo 处连续 iff 命城基的原你是邻域
f(x0) = % , NY｡为%印城基 fx)在x｡处连续ifft%印城

V
,f*(v)为λ邻城

由于邻城基也⻉邻域故必要性得证, 反过来VVENy0, f
"
(V ) 为X｡ 印城

即 t %印城 V 习 VEN0
,
V≡V, 5"(v) ≥f

(
V)为 X0印城 , 友f

( 0]

也为加邻域 ,

第⼀可数公理 : 每个点都有⼀个可数邻域基 ,
满⾜这⼀公理的拓扑空间称为

第⼀可数空间 ,

度是招扑空向都是系可数空间 , 因为 θxtX , Nx= { B+(x 1 | nε☆)就是⼀个可数命城基

第⼀可数空间可⽤序列极限制画连统性
设{xn 听是 X, τ ]P⼀个点外若点 X满⾜VX命城 V , ②Nελ1 .stFU>N,每个a都在
V中 , 则称x为 x以的⼀个极限

由极限画连性
设 xEX有可数命城基则 f : X→ 个在X点处连续 if9 V 以x为⼩限的点刘

{xn} , {f (xa) 乡均以 f (x>为极限

这是” 不能丢
,这类似于分析中连经性要求“从多个向逼近都连续”,

可以是 O个⽽ ψGB

☆招扑基 : BRX⼀个采簇, B = { V ≡X / V为B 中若⼲成员并系⑤ 了
,
B 称为

由 B ⽣成的⼦保天 , 若 B恰好是X上招扑结构 Ʃ 则称 B为其拓扑基

开采的并采也是开采,故我们其实是在找⼀些开采的集合 , 其它开采都能⽤它们的并采构成



所有基讲创城是采簇拍扑基
B = UNix). =

{ PH有的基作开邻城乡
反之如果 B⼨x基则将BD 所哈 X的开采取出来构成WIx!

NIXI= {VEBlxtVY
则 N⻉城τ 的基准开邻域结构
这两点都可以根据前更提过的事实

“ 开采由基本开仰城并构成” 来说明
B 为X⼀个⼦采毅则 B 为 X 上⼀个招扑 iff ;
O UEBV = X OEV, VLEB→ UMVIEB

第⼆可数公理 : * τ) 存在可数招扑基⽇称( X,τ) 为第⼆可数空间
⼏个性德

① 第⼆万数空间⼀定是系可数空间
由 N (x )= {δGB|xtUY

,
B⼨数则 Nx)板⽽N× ) 可够为x的印城基友得证

② 第⼆可数空约可⑬⽩⼀个發数集 A .

s .t . A = X)

构造 A = {λ , λ0, … } 其中 θλi εVi
,
B= 8

,
µ
,

… }即啊

③ 可分度量空间是第⼆可数空间 ,

分离公理 (不是采⾦中可分的概创

有多种不同的分离公理由 TF标带数字来分( ｢来⾃德语dasTrenmangsaxiom )

数字越⼤ , 要求成强 ,

To公理 :θxtYε
X ,它们可以拓扑区分 所以银弱 ,讲 V 区分x7次不知通谁在 V中

↓

下公理 : θxtY ε X ,

雪函

,
v

为含x帅的以⼼创城品不逆具体是啊—=Ψ⇒ 任何单点集都是闭集
E☆ 公理☆ : θ xtYε X, ⽇

V
,V为λy的开采法 VMV=ψ .(不同点有不服开城(集)

满是后公理的拓扑空间称为 Hansdorff空间
后公理 :任意闭采及其外⼀点有不相交邻城刑

,满⾜后称为正则空间
为匠么理 ☆ : 不相发的闭采有不相关开城

θ 闭采 A . B 且A ΛB =ψ , 雪开采V,US .t . AEV ,BEU 且UMV=
药⾜ T4公理的称为正规空间 ,

* *即城可抗成科



建示 : (这些公⽆论是说开邻域 ,还是说邻域都没关系了

π π T, 把印采

换或得城即
5 {

@☆为 ]{

π 满⾜后iffθ xaXT 区 满⾜在 iffV闭采A

及开邻域W,雪x开 及其开命城W,A开
☆3{ A1111

邻城U ,StVEW 11Y 1111 邻城V 5tVEW

公理之润的关系

⼏个公理润连要区分的对象都不同,故⼀般没有蕴涵钩, 但
T⼊

,

⼋越⼤ , 要求越强

@ T. tT4 →T2

. T
2
→ T

友 Hansdorff 空中每个单点集都是闭集

Hansorff空解收的点外极限唯⼀
xty → xy存⻄不吸开印城hmx^= x → Nx路 xN之后所点则VY不可能
再包它们→ bhxFYy

度量空间是正规)Hansorff空间(其实可更强)满是To ~T4
是 Hausdorff空间不难证 ,正规性难证⼀些这是不再说明

☆☆成流形☆☆成
① X ⻉个Hausdirff 空间 (可分离 )

② X空的中每⼀点都有⼀个邻城同① 胚于区”的
则称 X⻉⼀个不带边界的 ) 流形

,

维数为 n

⼤批上就是说这个扑空间在每⼀个局城看起来和欧⽒空间差不多
☆ Urysohu 度贯化定理

第⼆可数空间可度量化iff它是正规Hasdorff空间

存在⼀个⼩度量定义使得其诱导出拓扑 X[( ]
定现证明及其复杂但结论很漂亮值得记忆



后 :合 UV 雪 U ,V 不交的命城

Example : R上取 τ : {- x
,
a} , 称为序拓扑

满是 To,但不满⾜下后 , 今 ,

但满⾜4!

Prop : 若 X 满⾜⼚ , 则在⇒ T3→ 后 , 在这种条件下便习⽤于⽐较T⼊强弱
验证这⼀点只需要下⾯的引理成⽴ :X⾜TiffX 的有限⼩集是闭集

证明注意到有限点采闭 { 闭即啊即单点采闭

(Sozgenfrey) IR上的 [ a , b) ⽣成招扑 (研命城结构⽣成了则满⾜

① (-∞
,

b)
,
[ a , +x)# ② [ a , b )既开⼜闭 ③ T ｡~ T

4
. C和 ,但不⻉ z

Indelif ) X 满⾜C原则 X满⾜尼

若 x有可数邻域基则习邻城基了. 有的 e 说. 当

m >n. ( 只⽤取站 = 的即啊)
由上⾯了 l理可证若 X 是 C空间 ACXXGA. 则 A中雪收得到 x的序列

XRC . θx ε X ,当 Xn→x .

都有 f(xa)→ 5( x)则 f : X→ T 在 x 处连续

prof ;



｡

下正正“遗传性

可乘性 ~ ~ ~ ^ ~ U

遗传性 : X 有则其挖间也有
乘积性 : X ⽉有则 XXY也有

Urysoha 度量化定理
⾼是能药 R [ , T. - π,但是⼀有Cz 有 lv的⽐如 E

^

Theorem :C2 +T2+π⇒ X 上⼘轴度量诱导

这些只理的思想就边 CAT ~ti ⇒ 可俊是化或许我⼀个强度⾏ C始 C2 之间的

多中↑ 可以把⇒“ 复为
”

,β局部限招扑基正是这种思想

Urysohn' slemma : X荡☆TaiffVA,B为不久⽽成 ,
存在映身射

f : X→ 0,
1] sε f(* = 0 , f / B= 1 , f连续

prot :充TII5n ,FiIN [ O ,1}上任⾥数集合 ① 由于
Q

孩故可为

{q0
,

9
,
- } .均造 Ugn ⾜① PieN,HEOgi , T :←B' -②tijeN 成

si←Ʃ . P 则
U ε:≡

U
ε

j ⑤ - [包
_

点☆5做到没λ 明不开☆成V 0,6.丁
以 B. ,雪Uε.是印安师城校显然 O ｡药是 ①⑩,再收粉超Y ↓

““,晶 Ua.Ʃ
.

<9j且
ε i , ☆ j ∵ 的πq∵Ʃ 中素



Tietz扩张理
X 题 π,A * XP] -则 FHp连待函数千 : 1可则雪 x 上定义

如续函数 g: X →[ 0 , ] s .5 . g | A -f .
↓此 xbz帖 (σ, ]可改为也成≤

下⻄证明 X满⻉下π 则可嵌⼊⼼ P即 Urysohn良埋这⾥区⼼
是在∞的 2⼀范数有有限的⼦空间即Hilbert 空间



Bing _ -Nagata _ Smirnov 度量化倾理
⼀个招扑空X量化iff :

⼭ )X⻉正规 Hausdorff 空⻔

π ) X有⼀个招部有限或是古⼀局部离散的招扑基
σ -局都有限 :&⻉X的⼦集簇 , ⽬ θxEX ,存在的⼀个邻城只与A中有限多个

元素相交⾮空, 则称A 局部有限 ; 若 ②= 点An 且每个A城部有｡
限 ,则称 ② 为⼀个 σ- 局部有限⼦集簇

β⼀局部离教 : 与 σ- 局部有限只有点不同 , 要求存在O的⼀个邻城只与A中⾄
多⼀个元素相交⾮空 ｡

连通性

直观定义 : 不能折分

OO多知通”巡⼀
严格定义

① 不能分解为两个⾮签不相收开⼦集的并
① 不能分解为两个⾮空不相交闭⼦集的并
③ 不含既开⼜闭的⾮空真⼦保

④ 既开⼜闭的⼦只有必及⾃身

这四条定义等价若 AEX且 A取⼊上⼦空间拍扑后连通 ,则称 A 为 X的连通第
, 连通性是招扑不变量! ! !
Prot : 若XY.

X连通丫不连通则 Y =BUB且 B#OB εCy , B ' ←G ,
BF 个

那 X可以分成 X= f(B) Uf"(B ) = f
"
(A> Uf<B[] C

,
由 f.f“世经性即啊说明

存在⽭盾 , ⽽上Tiff 性 X
. T以另⼀边分性也得证

, 连通空间在连续映射下的像集仍迅通
由于商映射也是连续映射

,
这个定理便告诉我们迅通空⾃粘后之后仍迅通

. 拓扑学意义下的介值定理 :

fx→区连续且 X迅通
,

则 Va
,
b εf1x) 及 C ε (a

,
b) , 雪 x εX, s.t . f{x)= C



要证明这⼀定理只要证明
“

区的空间A 迅通iffA 是⼀个区间 ”

⽐较有⽤的⼀个引理 :

若 X0是X的院取闭的⼦集 A是X的迅通孫集, 则或者 X ｡Λ A=ψ , 或者 AEX｡
aA迅通 → A迅通

Proot: ifA不迅通 →习 BΛ c=ψ , A=BOC,B队开⼜闭则设AAB# 1由理

世 AEBEA . ⽽A⻉包合A最⼩闭集_ ☆ ①B= A- ☆=A ② B= A→ ⽭盾
, 并不是被迅通⼦采覆盖就⼀次迅通 ,

但只要有⼀个核⼼就好 ,

设X有⼀个连通覆盖&
.

即为为X好乐且元素均为连通集且 U& = X ,
若

A ≤ X 为 X的⼀个迅通⼦集且AEA 中任⼀元素相交⾮则 X迅通
B B 这千灾理还5以更多点 ;

B
､ B~ A

只要中任意两↑素不27s

离可 . A ,B分离 ifAMB=中
⼀

X 不=BUB. 连通 x=AUUPv连通 , X百⼀个校⼼
"

A

③ 两个⾮连通空间的乘积空向连通

prof :③=≡{ x× { y 3 | ycY }由于 X× { Y 3
≡
X 友为为 X连通覆盖

⽽ A ={⼊} x 个与B中任⼀福股⾮x ⻉X⼒任意某点 )且A三连通故
X = UB 迅通

·连通放 :最⼤的连通
若 AEX连通且 θ B 2 A每通→ B=A 则 A为 X

-连通放

@ X的每个⾮经迅通⼦集均含于唯⼀⼀个迅通放且 X可以分解为⼀些互不想
的迅通放的并集 (X不必连通 )

Prof: AEX 迅通则有三{ B ? AIB连通} ⼀回OB三继通 θ C2T迅通⼝

C 2UBIA- ACEB - CEUB _∠ C = UB =Y友为包含A

的连通放
, 这是存在性,⽽任意某个合A的迅通放⼯欧是B中即 ZET⽽

这由欧巴通役蕴含 Z =个故难性得证

单集 x 了⾃然是迅通的,⽽每个了要含于某个难的迅通分放友这说明



X=Ux ⽽这些 Yx之间不能交集 ,否则花 ､⽼同时处于两个不同的连通放
x

这在前⾃唯⼀性证明卫驳斥 ,

, 连通分⽀都⽋闭⼦集
Prrof: A连通加A 迅通A链通颁故A应当极⼤⽽ A2A ⼀四 A =AiffA闭

. VxtX都有⼀个连通部城⼀X的连通放都开集

Pof :V连通级A中点xV为 x迅通命城⽽由于所通放难⼀ , V, x}啊同
迅通分放 , 印A ⼀MVEA ⽽⼊任意取故A次其中每⼀个点之印城A

开

@ 局部迅通 ,

若 VxtX ,
λ有由迅通创城构成的邻域基则称 X局部迅通

⼀

并菲就是字⾯意义上的局部,也是要求对全部X 点成⽴,
Remard :局部凸迎与连进了⼗克蕴之间关包
道路连通性,
道路 : 连续映射a : [ 0, 1 ]→ X 称为⼀条从 al0)到Qc)的道路

: :O∴" a这个映⾃提道路⽽不是 G[[ O, ])这将曲线

· 点道路 ; Cx0 : [ 0 , ] → X ,
t 1→ X ｡

@ 乐积道路 : a , b : [o, 1] →X 药次 a( 1 >= bio) 则下百映的为积道路

x

ab : [ o , ]
→
x , t→

治

,

可器— —"
am
,a叫就相⻄仿路區a" 就的乃向以过来

a逆道路G : [ o ,} →x , . G
: [ 0, 1] → x , t -→ a (1t )

两个点是否由某个道路相连是⼀个等价买系
X上可是义关系 ~x~ yiff 雪X上⼀条通路连接 x , Y

道路迅通的效 :

若 VX, YEX ,X中存在⼀条连接XY的道路则 X 道路迅通 ,
由上⾯等价类它义

道路连通⽩⾃成⼀类



道路连通空帅定理与连通空间形式上⼀致
@ 道路连通空间在连续映下像集迅通道路
, 设 X存个直路连通覆盖, 若此时X 还有出⼀个道路连通⼩ A与 B 阮李均相发⾮
空则 X道路迅通

B

,
家 B 了

.

B4

A

⼀

x

@ 两个⾮空道路迅通空间的乘积迅通

道路连通性⽐连通性更强
· 道路迅通空间⼀定迅通

Prof : λ 道路迅通 → θX, Y .

雪XGx: [ o1 ] |→X ,
a( 0)=x

,
d ( 1) = y , BBx= Gxio ,]

则 UBxxxx =λ 为⼀个连通覆盖 (因为 Qx连续,[ 0,]迅通故Bx迅通 )⾯θBx,Bx了x中
且单点集迅通故 X连通

迅通但不道路迅通的例⼦: X = { ( x,H)EE2
|

X>0 ,φ=Sin⽂ }ctopologist 's sine Curve )

道路连通分⽀ : 与连通分放定义类似
,
就是最⼤的通路迅通⼩集

道路连通颁就是等价类 :

☆ VxεX, <x>≡ {εX | xy间有道路相连}, <
x>脸 x的道路分反

prot :
V

Y ,EE <x>, Q : x→ y , b : x→ z 则 abiy→ Z
.

R <x)道路连

通若 A ≥<x> 且 A也道路迅通那 EYEA , Y 与x均百道些相迅 ,
故

y ε<x>→ AE <x>→ A=<x)

—次 X的每个⾮空道路迅通⼦集都含于唯⼀的⼀个道路分⽀内 ,
X可以分解成⼀些

两两不相交的道路分⽀的并集

命题 : X, X.是 X 中X,U%的开采( ( 0)ε X , a ( 1 )ε x2 ,a为⼀个道路求证 G+ (x ,Λ X.) # 4

proof ,}aC εX ,a<1 ) GX . kX , ±
1
,Xv ± 中
. ⽽ G连续故G'( x

1
), Gxy

等为开采且⾮空, ⽽ G "
(
x,)Ua *

(
xy= a ^

(
x ,UX)= a +

( x ) = [ 0, 1 ],
[
0 , 1]

连通故 ai( x, ) ^a(x2 )±ψ 即
G 1x , ΛX) t ψ

这个命题要说明的问题看起来很显然 , 就如下了⼀样 ,道路要连接⼊ ,X



中两点 , 则必然会跨过 X .^ X ^区域｡
×

1
* .
…

…

…
…

…

彦

Face : (道路)连通分放的个数也是拓扑不变的
,
在代数招扑上

,通路迅通放带证为1To

与 π .基本群 a⾼阶同伦群⼀起构成拓不变录

Theonem :局部道路连通⼗迅通⇒道路迅通

这个实理可以⽤下⾯的命题看出 “

若 X的每⼀点有命城VxStx与 Vx中每⼀点都可⽤ X上的道路连接则
① X 的道路⽀都是既开⼜你的
② X的迅通放是通路分⽀

证明 : ① 总证道路更是开的说A 是通路频则FXEXIVxS . t .VXEA故
XGAO 即 A= 0 故 A开

再8A 闭
A

'即为不能⽤道路与 A拉素协迁的元素
,

也就是其它道路⽀的

并⽽道⽀开故 A 开故 A闭
② 设A⻉道路⽂ B2A 为 ②通放 (因道路延通→边故通路分事⼀定是连通放 )

AEXP 既☆ 则⼒在 BP 既 B友 A =008 H =B显趾

At ψ 友 A- -B

有了这⼀引理再来备上⾯总理｡局部通路连通则保证了引理为其, 迅遍灵在说
只你⼀⼗迅通分

3 .再引这⼀迁迅,分题即为道路迅通颁故 X也道路

迅通



紧致性紧致性⼠
t 雪

· 若拓扑空间 X 的任意开覆盖有有限⼦覆盖 ,则称 X紧致
若 X ⼦采 A 取⼦空间拓扑后紧致则称 A为X的⼀个紧致⼦集
这时

, 要选取成 [xA )中的开采来覆盖 A
,但有如下定理

. A是X的紧致⼦亲 iff任意由 X中采极成的A的覆着有有限⼦覆盖
Prof :先证充分性设覆盖 A. 则 EVEU ,VECA 则雪 VE区

St. V =UMA. 所有的 V 构成了 A 在X中的受盖,有郁⼦盖V,V,…

再选出这些Vi得到Vi,便⻉有的有限⼦盖,
再证必要性 : 设 &是 A在X中的开覆意则化 ≡ {UMAIVEEY⻉
A 的开覆盘由于 A紧放故化有⼦爱看 U =UMA, U=VIMA

则 VV… 构成了 A 在X上的有限⼦覆盖,

X 紧致, 则其任意闭⼦采紧致
Proof : A 为 X闭⼦采 VX中开乐构成的A的开覆盖化 , 则在 U {A} 构成

X的开覆⾳ ,有郁限⼦覆盖V ,UUn . 则 IA <Y ε U 为 A在

X 上的郁眼⼦覆看得证
(Heine - Borol )在的⼦集紧致 iff 是有界闭策
Pref : 这⼀定理证明⾸先得⽤到⼀个引现, [a, b]在区中紧致刚 A为百乔闭集 _DA为

某个 [ a , b了的闭集 AA紧敌反过来
A
三亚紧改若 A 不是有算的则{ l -r, rJlrso}

是 A在E上的开覆意
,
天有限⼦爱盖 (因为 A天界

,
γ→∞) , 若 A 不是闭乐☆ AFA

⼀回王 x｡ AA但xotA ' . ptδ00,( δ,5) |x0 ΛAF中取采簇
{ (-x ,x- ε )U( xt [, tx )|{ 709,这是A 在亚上的⼀个开覆⾳ ,但由于可以取任
意⼩

, 相⼼地 E也要任意取⼩
, 故不存在有限⼦覆盖

紧致性是拓林性质
@ X 紧致

, f : x → 9 连续
,
则 f (x) 紧致

紧放空间上的实值函数⼀定能取到最⼤最⼩值( 实分析定理的招扑推⼴ )



proof : f : X →世连续
,
X 紧致→ f (x) 紧致 → f*)为有界闭⼦集

. Xi丫紧致
,则 XxY 也紧致

,

这⾥不作证明 (并不复杂了但讨论下该定现适⽤范围 ,由这个定现可以归纳得出任京多
有照个紧致空间乘积仍然紧致对于⽆限多的情况,Tychonoff 证明了也成⽴ ,

但

证明中需要⽤到选择公理且与之等价,

局部紧致性 : 任意⼀点都有紧致邻域
, 紧受性⼀⻛局部紧致性

开加细 ( openrefmement ):如果 X的两个开覆盖A 和β 满⾜ VBEB
雪 A εA ,

st . BEA
, 则称 B 为&的开加细

开的意义就是过 B都是开覆盖 , 加细就是两个覆盖细分程度不同 !

⽤可细⼩

① O弛,

局部有限 : X ⼦集簇对药⻉ θ xEX, 习 x的⼀个印城定与有限个北中素相发⾮签
伤紧 :X的任意开覆盖都有⼀个局有限的开加细
, 任何度量空间都伤紧 位闭不⼀⽋紧致 ｡

最后我们证明⼀个很有⽤的结论 , d

Lemma : Hausdorff空间的紧致⼦保均为闭采 ⇒紧改后⻉后π
Proof :没A在Hausdrff空字 X

紧设FXGA →XAAEYEA,则归x , y的不相

开邻城Vy, VY ,由于Y体取的友 VyIYEAY⻉ A在X 上的开覆盖, 有限⼦
覆盖Vy, …, Vyn , ⽽每个 V 站

i 与Vyi不KU=VS , ^ MVYnI 每个Uyi

都不相收
,

故 VE☆ ⽽V还⻅x的开印城故 A
<

为 X创城即 x ←A)

⽽ λ⾜任取的 ,
故 A (

0

= A→ A 开 → A闭

☆ Theoem : 设 X 紧致 , 丫是 lfausdorff 空间 , ⽽ f :X →Y是连续映射

( ) 5是满射
,则 f是商映射

*

②) 5是双射, 则 f是同胚

Proof :X 紧纽,f 连续VAEX, A为闭则A紧致则 fCA) 紧放则 A闭故⼗⼀

定是闭映射
,
故得证

* 其实 ,从群论上看 ,
商映射类似于同态

,

同国类似于同构



这⼀定是的作⽤就是证我们⽤⼀些好研究的⼩块紧致空间粘出复杂的拍扑形状 ,或

是反过来将复杂空间拆分成⼀些⼩块进⾏研究

列紧 : 如果拓扑空X中的任意序列具有收敛⼦列 , 则称 X列紧

Bolzauo - Weiersrass空理 :有界实数列⼀定有收饭⼦列
列紧性证明相较于紧效性证明要容易得多

,
⽽且对于度量后回有下⾯重要定理

度量空间紧致当且仅当其列第—

—

这个定理证明我们不过多深究 ,但其证明中个⽐较重要的引理这⾥陈述⼀下 :

Sebesgue 引理 : 在刘紧度量空间⼒上任取开覆盖 ψ ,雪 L
> 01 L 称为 Lebesgue 数了 ,

St . VOS < L 及 XEX , 雪 UEU S. t . Bz (x) EV

L其实是函数 f : X→ R ,

λ→ sup{dx,v ) IVε& }的最⼩值

d (x , A) ≡ nfeAdx, a )表示点到采合的距离,这⼀定义可看作是点到直线距离的推⼴ :

⼈

", 9
p 与 l 距离就是义为最⼩值 (这⾥也正好是下确界 )

⼀点紧化

设 (X ,
τ )是⾮紧改的 Hansdorff空间在X中添⼊⼀个新元素 Λ

P所

得合认为 X
*

规定X*上拓扑(证朗的确满⾜招扑公⺠理]

τ* = CU {X*YU {X* \K |K为XA上紧致⼦彩

则 ( X* , τ
* ) ⻉紧致的, ⽇称

×

*[ *)为 ( X ,
τ
)的⼀点紧化,

所以任何⼀个 lansdrff空间均可嵌⼊到⼀个紧改空向中研究(不难
⼀

证明 (x
,
τ 3次 (

X

*,τ*
)⼦招扑) 但 ( X *, τ*)不⼀定是Hausdar时 f控

间
, ⼀般地可证明 ｡ 若□是局部紧致的 Hausdf 空间则 X

*
,*)

是 Hausdorff 空间
直上看 ,对世上 ( a ,

b
)开区间单点紧化相于找了个抽象的⽆限

☆点:唱接回及巡菲明三*≡“ 器* �



XXY 紧致 iftX , 个都紧致是下⾯更⼀般定理的特例
( Tychonoff ) V指标保 I , I可以可数也可不可数则 X 三 IXX紧致 iffEαtI ,
X × 紧致 (要⽤选择公理证｣

⽐如 I = [ 0 , 1]
,
II 紧致

,
⼯可以理得为 [O , ] → [ 0 ,了上所有映射之集合

Eauple : ①II 紧但不列紧
② EO 的⼦采 S

∞

.
⽐点 xi= 1

,So有界且闭任不列紧的不
紧致

Hansorff空间中紧终⼦之众仍紧致 :

profi X Havesdorft. A, BEX 紧及別AB 闭刚AOB 闭⽇约OBRA 的闭⼦集故AOB 打A紧致由⼦集

拓扑的定义
,
⽉MB在X上也紧

Lemma
, X 紧且 C 1 , 则 X列紧

任取X 列{ x多若 tPtX ,
雪 p只给了中有限说即了不收得到 PUVPEX 构成 X

的⼀个开霓着
⇒有百限⼦覆意 ⇒ X =OUPpx 只包含 {x以中有限顾⽭盾权雪 Pstp任意开命城

包含均纳以兄穷多项这证明了 X紧则 X特刘都有极限⽤G , 存在 P的⼀递减命城
基 U

2
U -… 2 Un, Ui ^[ xnbtf . θ .

其中 -点Xni. 1 a则 {xni} 为 {xag

⼦列VP邻城刚其含某个Q则其所弱{ xmi}pik的项 (元多) 故 { xmi } 收领于 P ,

故任意得川都有收落⼦列



闲曲⾯ ① 拓扑分类
☆带边流形

defl :如果 Hausdoff 空间 M上每个点都有升域同胚于正三{ 地 ,×,… 如)GE)xn≥ 0}
的开⼦集则称M为⼀个带边流形 ,

M是 M的维数 dinM

PS .这定义是常常数⾼家中的流形
区⼋
p

点有两乃 ,⼀类是了点, xa⼤于 0
. 这样的点都有⼀个开球形命成同胚于全

空间 E
"

.
( O ) ← tan( ,θ )

就是⼀个同正), 还有⼀类是边界点其中⼀如=0些

这些点也能类似建⽴⼀个开半球创找到实空时的同胚 ,故我们给出下⾯带边流形

的等价定义 ,

def 2 :Hausdoff空间X上每⼀点都开邻城同胚于正
“

或第

☆ 局部坐标系
如果 φ从M的开⼦集V到的开⼦集φ(V)的同胚 ,则称(V,

φ)

为 M上的⼀个局部坐标系, 如果流形M 上有两个局部坐标系 ( V,0和( V ,Q)
则称
r ≈ v :φ v (vnv ) →φ( v v̂ )

, x1 ,φ ( φw
"
(x)) 为从

φ v) 到 ( V , φ 0 ) 的坐标变换
M

流形粗略地讲就是每⼀点附近都可看作是⼀⼩块欧
⼀

妥 ⽒空间
,所以可以在洗形上某些局部建当同胚于午的

Q
µ 坐标系 ,所谓流形要点是这些局坐标系拼起来能描

L 述整个流形 M 本身即下⾯定理
乡
Zrv

, 台

⼜ Hausdorff空间M是流形 if雪 M上的⼀簇局部坐标系才 , 使得感AV = M
我们这⾥考虑的是⼀般的招朴流影显然A的选取是多种多样的若是存在办满⾜⼀
些特息的要求 , 我们使称其为流形M上的某果结构 ,

并称 (µ
,A )为某流形 ,

如微分

流形
､

变流形等,

流形的内部与边界 (与拓扑空向 A 0,2 A的定义完全不是⼀⽇事
设 M是⼀个 n维流形 XEM 有开邻域 V以及从V 到区 ”的开⼦集同服 φ 且φx)=



则称 x为M的两点如果YEM有开邻城 V 以及V到区早的开⼦集同脸4 .且 ψ (y) = 0

则称 Y为 M的边界点 YE2M

光从定义上看可能会认为内点也可能是边界点但由于半区 ” , 有下顾理

⼀个流形上的点不是们点就是边界点且不可能既是内点⼜是边界点
此定理证明要⽤到代数招扑相关知识

流形边界的边界是空集 ,
22M =①

⼀维流形的边界是⼀个离散点集,如果 n

>1 ,则⼏维流形的边界是⼀个边界为空集的m州

维流形 ,

证明并不复杂我们仅指出这⼀定理与给分形式中的Poncare引 ddw= o 有巧妙互联

每个紧致流形都是满⾜第⼆可数公理的正则Hausdorff空间
Proof : 流形⾃然是Hausdorff空间下证明其正则 , 即⽌A 及 X4A , 它们有不胶

的邻域事实上紧改空⻔⼀定局部紧改⽽局部紧致性 + Hausdrff空间⇒正则性

此证明可参⻅ Munks 招ç扑学定理�2 ⼭ . 2 与引理川即司证明 ,另外下⻄证解⼊第⼆
数

M ⻅流形→ KxEM雪改为同脸于趴 or 政的开印城则 U玩
x ⽐U

标成 M开覆系
— —µ

紧改有眼⼦霞忌V,V… V} 且论均同报于区
“

or許

故⽐药G友 V 有可数拍扑基i然 UAi 也是M 的招扑基由于
Mi 可数

,

M也满⾜C 2

⽽正则性正规性再由Urysohu定现有 :紧致流形均可度量化

闭混形 : 边界为空闭流形
曲线⾯ :

- )⼆经连通流形

⼀维闭曲线的分类⽐较 trivial, 可证明任何闭曲线均同胚于 S ! 主要还是闭曲⾯的分类值

得探空 ,



单纯复形 (组织拓扑领域基础概念了
区以中⼼⼗ 1 个点 P

0

,

…
,Pa (M>0 )s. t ,向是组 PoR ,… PB 线性⽆关则称这 M+1 个点处于

⼀般位量或称⼏何⽆买且称区以中⼦σ= { PEEm |OP=ooP+…+ hOP, o+… +ta= 1 ,

to > 0
,

…

, tu > 0 } 为正以中⼀个⼏何单纯形 Po , ; B称为 σ的顶点⼏为其维数 (区以 pm

只是表示你在⼏维空的中放⼊)这个⼏何单形 , 与⼏何单形本身的维数 ) ⽽ σ 的闭包 t

为 β 对应的⼏何闭单形

三站以下的闭单形可以画出来 ;

3�D 它们都是闭的 (带边 ) 流形去掉边界后
—

就是对应的单纯形
,

⾯ : σ . τ是两个⼏何单形(不必有dim σ=dimτ )
,并且的顶点采含于 e的顶点集中

则称 σ为τ的⼀个⾯ ,
σ上 τ

. 显然 τ≤C
. 不争于 T 的⾯称为 τ的真⾯

在郁元计算软件或⾸都 - ⼝建模软件中对曲⾯体的剖分都可以完全部分为单纯形 ,

所以

就有了下⾯单纯复形的概念

⼏何单纯复形 ;

K是⼀个由正以中的⼏何单形构成的采合 , 满⾜ :

( 1 ) toGk , 其所有⻄也属于 K

x) V0, τε k , βΛτ= ⼗

则和 K为⼏复形
,

K中所单形的最⼤维数为 K的维数dimk

注意
,
上⾯定义中, τ都是开单形,但本身不能构成⼀个复刑,

古才可以

因为由 ( 17.DABC中顶点 A . BC 以及 AB , BCAc 都⻉ CABC的⾯它们也要属于 k故 OAC

才构成⼀个复形
,

⽽② )告诉我们两个单形要么不粘告,要么只能在顶点处粘⾦或者说闭单形闭发于
公共⾯

D

B 就单形AOC, OPFE ⽽⾔ ABCMCDFE=d ,但它们的⾯BCDE 也于 k
A

E

F . ⽽ BCADEFO 所以⽭盾 ,

C

从这⼀观点来看 ,⼏何复形还不是解地⽤单形搭积⽊ ,它有⼀套规则我们要知通 K怎么

构造的 , 只⽤知道单形间顶点如何相连(⽐如⽤同⼀个字⺟标识要粘合的顶点 ) 最后根据
(d ) ②)还原成 K即可这⼀观点可抽象出“抽象单形的概念

另外说⼀句 k 只是⼀个集合
, 没有拓扑结构 ,

我们可以为它赋予以千空间拓扑UO 三 1 kl
ock



称为 K的多⾯体

抽象单形

任何⼀个有限集正称为⼀个抽象单形σ 的元素称为其顶点dimσ= Card σ- 1 ,如果

β和 τ是两个抽象单形且达 τ , 则称σ 为τ的⼀个⾯ ←≤ [

抽象复形
K是由抽象单形构成的集合(也就是采 ) 且OG⽐

, 其所有⾯也属于 K则称K 为⼀个

抽象单纯复形 ,
K形的顶点也称为K的顶点, dimk = maak{ dimo} , 若KEK也构成

复形则称 K 为 K 之⼦复形

这⾥定义上不如⼏何复形⼀样要求相发为空因为我们现在只记录了顶点信息
,
已经有动满是这⼀点

A

, K= { {A}
,
{B}, {c } , {AB} , {A , c } , { B. c} ,

{

A,B, c}}
B c

B

Dk = { {
A }
,

{B}
,
{ },

{
D} ,

A

,
B},

{
A,c },

{
B,c },

{
B, D}

,
{[ , D } , {A, B, c) ,

JA
{ B, C , B} }

c

任取⼀个⼏何复形丁 , 我们都能写出应的抽象单形K = { 0的顶点集10GJS
反过来若雪丁的顶点采 →K的顶点集的双射

φ

.s. t .{ 0 , …ω . }为了中某⼏何单形顶点集iff

{ φ (0 . ) , …, φ(Ox }为K中的某抽象单形则称⼚为 k的⼏何实现

K是⼀个有限抽象复形顶点集有限了则 K⼀定有⼏何实现 ,且这些⼏何实现相互同胚

但是并不是所有流形都能⽤单纯形进⾏剖分如果 M是⼀个招朴空间且雪抽家复形 K使得 1KM
则称M为可部分空间称 K为其单纯剖分

例 : 对环⻄ S进⾏三⻆部分
,
( as2=ψ )

A B C A
,

⼀⼀ ~
… ⼑懷铺平世 ､

0编号分世呈
D

E

,
A B C A

显然相同字⺟表示粘合 ,下⾯这个是错误示范
A
1///

" A 阴影部分应当是两个不同的单纯形 ,但是⽤同⼀字⺟标记 ,到抽象⻋形中
C c 就会被认为是同⼀个 ,

粘合后也不是 S
,

所以两个单纯形( 三⻆形)之间也就

a mlllla
只能有⼀个公共边对于线段也是⽐如 s 不能分为 A 号 A



光滑流 低谁流形 ( d≤ S ) ⻉极其特殊的 !
形

d≥8

PL流形
d≥5

可⻆剖分 Q≥4

拓扑流形



(Rado ) 任何紧致曲⾯都有⼆维有限剖分单纯 P .! :组 n ≥ 4 就雪不可有限年纯

( Moise) 任何紧致三维流形都有三维有限单纯訓分 箭分流形

也就是说 ,任何紧致曲⾯都可由有郁限个三⻆形的⼀部分边配对给得到 , ⽽没有配上对的边以及它们的

顶点构成曲⾃边界 (粘合后 )

⽐好柱⾯有部分 :

A Bc A

AD
､ AF , … 这些没有有配持不会字在⼀起的我段在这个展开国粘等

⼆⇒
D E

E G 形成柱体后显然构成的柱⾯边界

A B C A

紧致曲⾯均有有限三⻆剖分那么研究曲⾯是否同胚只要看它们部分粉合的⽅式是否相同
更进⼀步⽤三⻆形合成曲⾯时我们可以选择先保证任两个确形只有⾄多⼀个公共边已
粘合

, ⽽其它边即便要配对粘今也先不粘这样的话我们会得到⼀个多边形把这个多边
形再粉合起来使得到了曲⾯不难发现曲⾯是否同胚取决于这个待粘合的多边形,以

及粘合⽅式是否相同 ,照此恩路继续
｡

曲⾯的多边形表示
,

⾸先将多边形每条边都定义⼀个参考乃向 ,
要粘合的边⽤同⼀个字⺟ ai标记

,
Gi 表示粘合分向与

参考分向相反 , 这样信构成了⼀个多边形表示 ,我们后⾯考虑的是闭曲⾯即 M=必 , 故对应

的多边形边数⼀定是 zn
.
两两配对粘合

Examplesb <
b

m
l

a na val ^aai ^ a

Mobia ; 回程 c
>
b "

环⾯⼗⼆

上⾯举的例⼦都是逆时针作次取待向这样信可⽤⼀个式⼦写下多边形表示, 不⽤画出来⽐如上
⾯三个的多边形表示就是 abac

,
aba' c

,
aba" b1

另外没有⼆边形,但是为了表示S 2
与IRIP

2 a
<

aa a
<

aay

就要硬造⼀个类似于这种 ⇒
③5

a

③]
RP

2
⑧

ql
,

a

s

两个流形硬⽣⽣摆在⼀起只是和
”

, 要迅通还要想办法在它们之间建⽴⼀个通道
”

,



连通和

⼏何直观 :
µ ~

= O⑤
—

…………

MU M#N

①
M
.

N
各控去⼀个洞( 同胚于D 2的⾏部)

② M
.
N 治洞的边缘粘在⼀起 ⇒ M#N

从多边形表示上看搭调增添了 M的边界权到多出来⼀条没领对的边 : 把多边形的某个顶点炸开
,

变成⼀条不与其它边合的边相当于在U上挖了个洞

迅通,就是把多边形表示直接拼起来 ;

MN多边形表示分创为 a .diE- Amm ,btib. …bu ,多边形表示选取不是唯⼀的向炸开哪个顶
点也不是唯⼀的但 U#N的多边形表示都等价于Gd..Ambifibiibnn

是∴… ”… ⇒
探泪

;题
∵

: j☆→" ;☆∵:“…
"

⼼的“

MU M#N = G
, Gar aubibr … bm

S' # NE

S
“

挖泪后同服于圆盘故 s' = aa 5N连通和之后会把N挖掉的洞
“

补回来
”

@% ⼆⾾s". 故 tN .
S#N ≡N

标准多边形表示
,

⽤下⻄两类操作可以对任意(多边形表示进⾏标准化 ｡ (同照操作 )

化简 : 将相邻两反向对提前粘合收到多边形⻄部

"⇒ 吃""｡ 等B
⼿术 : 沿对⻆线割开然后再进⾏粉合

mmzm …. b mzmm.

b ^ L
a
^ ib a

^ nb

2 “
%

”
道

”
｡

｡ →

⼀
^ v

⽿ : :
”

避
,

∴
｡

∵
､

→

~…PV
" v

反向的 V



通过⼀系列标准化操作
, 可化为标准多边形表示 :

① 亏格为g 的不可定向闭曲⾯ : 参志出向任取的故aa ≡a 'a"

gp
2

: a . a . G. a2 … agag
②亏格为g的可定向闭曲⾯

gT
'

: a , arai
"

ai ' … Aag- yargarg +dig(不能有GiGi ,不然曲连通和 .
s

#~≈N
, 与不加它等价 )

有⼀个例外是球⾯ 5, 下⾯约定 S= OT
2

(⼸格为 O的预向闭曲⾯ )

⽐如 klein瓶可通过⼿术判定其为 2 p
2
:

<
b

a ^
o ^b粘含了,但顶点还要留住

a
"

v na ⇒a 'v 0 ^ a =⇒
ax os

←
~ ” - - --

>
b 占

a
^ i 克

c G ^ Vc

是后⾯进⼀步粉合标记物

abab aac

标准多也形表示粉合后曲⾯的⼏何直观
Ip

^

就是射影⾯,⽽gp = g|p^ #RP>= { RP=
#

… # / R/Plg个射影百连通和 J

由于 Sr#VEN 所以 gp2N你上看就是在球⾯上挖9个洞然后安装上 9个叉帽

所谓叉帽就是 RP上挖⼀个洞即 aac 下⾯我们⽤⼿术
”

说明叉帽与Mobius带同胚
<
b bc不⽤粉故坚宗箭失和G预点可能障

va od n a ⇒
☆ ! ~

d
⇒ ndwd 即为交叉帽,

>
c 台 a : 的

不过叉天法嵌⼊区了故这⾥画不出回形但gT2可以画出,
IT⼯就是环⾯且 gT2

=

gJT ^#⼚有了上⾯的经验我们被到知道gTV就是球⾯上挖

9个洞然后安装上环柄所谓环柄,就是控去⼀个洞

⑤ ⑩
.

.…
,≡ III=≡…∵g = 了

闭曲⾯分类定理 周
gpr 以及 Kp

“

不重复地列出了闭曲⾯的所有同胚类型
直观上讲

,知道了曲⾯有⼏个
“

洞
”

以及是否可歌向 ,使知其同类型



闭曲⾯是不带边的流形⽽带边曲⾯从多边形表祉看区制是有些也不⽤粘合从流形本身上看
表现为闭曲⻄控去盘组留下边界控去了⼏个演盘,边界的迅通够数就是⼏有下⾯紧致带边曲
⾯分短理 :

控去 m个圆盘内部的 gTF和控去脚回盘部的 KP 不重复地列出了所有的紧致带边曲⾯

Euler 示性数
设 k是⼀个 M维有限复形并且对于每个维数 i , k帅所含 i维单形的个数为Mi,则称 :

x( k ) = 元
"

cDimi

为 Euler示性数是⼀个拓扑不变量
Euler 公式

考虑⼀个紧到的曲闭⾯ , 从其多边形表示上看 ,其由F 个多边形⾯) 的边配对粉合得到 ,

设这些多边形有2E 条边 ,最终粉合得到五条边 , 且最后所有顶点要粘成⼏个顶点
则这个闭曲⾯)的 Euler数为 X = V-E +F,

Prot : 要证这⼀公式 ,⾸先要把多边形这些都完全部分为三⻆形再去数单形个数 ,
以ff

为例
, 重示以 e= 3为例
☆☆ 0 维 4e+ 1 但 20 个 J顶点会粉合为U个 =⇒ 4e+1 - 2e+U

⑨ ⑦

奶

③

☆

□ 孙

1 维 Lex 3 + rex 2 = l0 e 但2e条边会成e个 =3 l0 e-zete = 9e

. ” ⼯维⻜ x 3 = 6 e

. ” 故 x = 20+ 1 + v -
9etbe= 1 - etv

f # 1类似讨论即

注意对于⼀个闭曲⽩我们可以取多种不同的多边形表示, 它们是同胚的 ,标准多边形表示

有个特殊的地⽅多边形上所有顶点最终会粉到同⼀点利⽤这⼀事实我们⽴了可以函所有闭
曲⾯的 Euler数 ; X (gp) = 2 -29 , x( KT

2
) = 2- k .

对于紧致带边曲⾯也可类似讨论,只不过是有些边不配对粘会,⽤ M
. n表示边界迅通放数——
—
没品对的多也形,也数则 : X (g (p品 ) =2-2 g - m , x ( KT

≥

n ) = 2
- k- n

这⼏个公式⾮常重要
, 我们可以避免繁的⼿续化简多边形表示直接⽤ U ⼀E⼗F 通过多边形表示计弃 Eulez示性

数
, 若是提前得知曲⾯是题顺向就习直接计算出亏格了直接确定曲⾯分类



另外对于闭曲⾯ M
.

N. 还有公式 : X(U#N) =X(M) + x (r) - 2

Prof .显然M # N要有f1 +千个多边形始起来 ,边数为 2[ e. +l )+ 2 .( +2是因为迅通和附M . N各要炸开形

⼀个顶点最终粉黨得到 eitert1条边,顶点炸开“了两个,它们会最终粉成⼀个了点地总顶点V
=

V .
+Ve -

1

E =Ʃ. + Ez+ 1

,F=
F
, +
F

.=>X(U#) =X(u )tλ(0)-2 , 也可以迅通和的⼏何直欢上来验证

这⼀公式

曲⾯的可定向性

你能在正中看到的闭曲⾯都是不可是向的 ,因为不顾向闭曲⽆法嵌⼊区
不过只对闭曲⽩成之⽐如 Mobius带能嵌⼊欧

单形的⽳向

设是⼀个A 维抽象单影, 在 σ 的顶点的不同排到只间义等价关系: PA~ PB iffPA .
PB之

间只差⼀个偶显换不难得知 n> O 时有且仅有两个类我们把这两个类称为定向且相反

记为 [ P0 , P , … Pa]
和- [ Po,

P
,… , Pr] .

eg . 三⻆形 ( =维平形 )兵向 A
A N何直观上就是右⼿螺⾎则怎么顺

B
θ

( B

⑤
c 着边⽤ ｡ 另外有⼿

,
左⼿坐标⾦其实也是

[ABC ][ CBJ = -[ ABC ] 定向的选择
透导定向

设 = IPo… 名了是n经单形⼼的⼀⻚⽩ O的⼀个nH 维⾯且 Pi 不是
它顶点则称 :

[ 1 ]
i [ PoPi,Pot…Pn]

为 σ相对凡的诱导定向 . (把尼去样并加上⼭
“
)

e . g . 还是⻆形例⼦
A

从⼏何上直欢⽐看就是按照原定向来
B
( =⇒B

)

E

单独看在某个⾯上绩⾏⽅向
IAB← "

0 [ BC] =[BC}

对于两个定的维单形 .

⼼
, M) & ( D,

λ) ,若满⾜以下两个条件之⼀便称两个

定向 HTand Mi 相容
10 0 , ^O 2 =



20 □ . Λ O2 =σ (有公共 n-1维⾯ ) 且, 作在8上诱导⽳向相

要特别注意最后與櫻可以⽤下⾯围说明
:

G ^

G
G ^σa

定向相容 v
定向不相容

为如果⼀个M维有…限单纯复形K的每个n维年形O 上可以取⼀饮⽩使得任意
⼀

两个定之间都相容则称 k是顶有的
. 可定向性是个拓扑不变性质
. ⼀个闭曲⽩ M 不可是⽩ iff 其边形表示中有 …a …d … 周边要粘合

再结合上⼀节的讨论我们发现对闭曲⾯的分类知晓多边形表示就够了不必⽤
“

⼿术
”

化为标准多边形表示再去判断由多边形表示看有⽆同向对可直接确定是否向再有V ⼀EtF
计算出的做数.再由x (GT)=2 -2g或 x (ç1 P) = 2 -K确息亏格便可分类闭曲⾯,

例如有下列公式成定

gT
=

# hT==$+h ) +^ KP#lp2
= ( k+l) pr gT

=

# kp
"

= i<) p
<

证明以上台式主要是分析迅通和运并对近同性影响 ,
从多边形表示下迅通和效出发

不难知道连通和不改变同向粘合对情况友 iffT #T- 下

同调和 Betti数

引⼦ : OABC 上可取定向 [ ABC
]
,其在每条边上有⼀个诱导定向,且这深有向边含在⼀起惊好环绕

OABC⼀周 , 形式上可⽤⼦[ABC] = AB] + [BS + [[ A] = [B] -[AC] +[A]

OABC 与 OCBD 取相容定向则 2[AB<] +2 [CBD] = [AB] +[BD] +[BC] + [CA]

正好环统⼀周那么,从⼀般的复形出发可以发展出周调理作
实系数同调

链 : 如果有限单纯复形 K共合 m个 n 维单形⼼,…Om ,在每个Oo上取定向则每 T
形式表达式 :

a , nitain-… + am'm ,
(a

,
a, …amER )

称为⼀个链.n称为其经数 . 实际上所有⼏维链构成⼀个线性空间我们记为
Cn ( k)



另外
, k如果不含任何 n维平形则 Cn (k ) ≡ {0 } 印零空间

边缘算⼦ : 义线性映射 :

2 n : Cn (k ) → Cn. (k
)
, [P ｡ P …Pu } →

｡

｣
i
[ P. P,…Pi､Pi +}

也就是写成 n-1维⾯上的诱导定向的和由于诱导定向计并与好何排顶点
⽆关所以这⾥也是
闭:Zn( k)≡ KerIn= { o εCn( k)| anb = o }
边缘链: Bn ( k) ≡ Imant. = { am+10 | σε Cn+(k) }
⼀维闭链就是⼀些定向闭折线的形式组合⽐如 !

A >

? 2 . ( [AB] +[BC3 + [CB]+ [DA] ] 不过这显然要求前⾯系数不能乱
Λ

D < c
= [B] - [ A]+[C] - [B]+ [D]- []+ [A]- D] =0 取 ,这⾥都定为⼯

边缘链⼀定是闭链 : ∂n02n+ 1 ≡

Pref : 只⽤对Cn+ (k)中基底[ P｡ P…Pu+]证明即可

2
u (2a[ P.… Put.}) =2n

:"

+i
[ Po… i .. Pi" Pat ] =

｡

"

crjiIn
[ P…, Po. Ri+ 1 …R*}

= Ʃ c- .
si+
i [PoP. …Pi ,Pj + … Pi+ Pit … Pha ]to

※
j

=n+, "
} i

+51 [PoP. …PiPit…Pi : ､Piti…P]
0 ≤j< i≤ n+\

=

t Et Bn (k )→ 雪 EECnck) ,sit .Int . 6 = f⽽In 8- o 2n+ 1)E= 0

故 Bn (k) ≡ ZnCk)

下⾯回顾⼀下线性代数中关于商空间的义 , 对于 VCV 可定义份射⼦采

v +V ≡ { U+uItUEV} . 在加法通并 v+V) + (w+v) ≡ (u +w) +v 点义和数乘t( r+v)≡tvtV

定义下
,

所有份的构成⼀个线性空间 ,我们称为商空间认为 VW

同调 : Hn (k) ≡ Zn(k ) /Bn (k) , .Ha(k )中的每个元素称为⼀个同同[ 8]. 若En(k)

中主素 σ ,6. ε [6] .则称 β
, β之间同调记为β~ ⽤线性代数语⾳显式写出来即

为 : σ
, ErE Zn,k )bro. iff O - O, EBn (k )

⽽ bn ≡ dimHn (k)= dimZa (k )- dimBn ( k) 称为 K的⼏维实系数 Betti 数

前百付 Pdi ε R . 若Qi ε Z 则 Cn ( k ,≥ )构成⼀个交换群 ,

Bn (k ,≥)是其不变⼦群
,

这时

Hn (k ; z) ≡ Cn (k ; z) / Bn (k ; 2) 称为 K的 n维整条数同调群

可以证明 : dimHu ( k ; 1R) = rankHn( k ; Z) 群 G 的秩 rankG定义为其最⼩性成集息的势

同调群是招扑不变量 ⇒ Berti数是招扑不变量



这是同论论的重要结⽽lr数和可向悟的招扑不变性是其简单推论
欧拉示性数可⽤βt⽐i数表示 ; X (k) = 录 < 1 >

" bi (k/ |- ☆XLK )招扑不变

Proot: 对于V →W的线性映射下有线性映的基本点理 : diml= dinkerTtdimImT
⼀

友 dimZn (k ) +dimBmy 1(k3 -dim Cu (k)
也叫 ｢的秋即 vankT ,

=⇒ bi (k ) = dimzi (k)- dimBi (k ) = dimCick) -dinBilθ) - dimBi, (k)
=>Ʃ(gi bi (k ) = cy"dimCi( k) _ dimB.( k )+ ( -1)ndimBulk]

(≥- O

⽽ By(k ) :Ba( k )= { 01反 * iki(k) = 意Jidima(θ) =Xl海
另外还可以证明闭曲⾯可定向则

b
= l, 否则b =0 . 所以我们最终得了闭曲⾯招扑类型完全由其Betti

数决定

同调是道路迅通性的⾼维推⼴
⼏何直观上看 A了 ÷ B] 同调可以次☆] -[B ] =Z[BA ] ε B ,(k) , 即 AB由将直战连接⼀

般地说了与了 ⑬调 iffk中存⼀段折线可以连接A-B即通常道路迅通性的⼏
何直⻅⽽同伦适⽤于更⾼维的情影⼆经年形之⽇的同调可地⻅ K中有⼀根“管
把它们连起来 ｡

A

^

NB ⼀
~

可以⽤ X(s^ ) = 2 证明 .|∠
5
, K 1. 3不近平⾯这 ｡即⽆法嵌⼊

s
2

证明思路是嵌⼊给出⼀个 s的单纯剖分, 但证明关键是

∴單⼀个 “ 显然”的定理现你当闭曲线定理 (JCT)
@ s

=上闭曲线 (不⾃负) 把 S⼀分为两个部分
a 每个部分同胚于 D2

1

…
A

进⼀步还可证明了CT 与K 1 ,以不是平⾯国等价 ,

9
, 3



基本群及其应⽤ ,

同调是道路连通性的⾼维推个 ,⽽同伦也是在考虑道路迅通性 , 只不过考虑的并不直接就

是招朴空间上的通路迅通
, ⽽是连续映射构成空间上的迅通性

设 x.个是两个招扑空问记 CX, 4) = {5 : x→ 4(f连⾏ ,也就是所有连续映射构成的采念若对于
5, g ε C (X,4)

,
习连续映射 H : x × [0 ,} →φ ⾜H ( x,0 ]= f(x1, H ( X,1) = g( x )对 txEX 成⽴则称

f 和 g 同伦 ,
H 为从f 到 g的伦移,称每个映射he: x →φ,λ|→ 1H (x, +) 为 H 在七时刻的

切⽚ , 称每条道路 Mx :[0 , 1 ]→
T
, t→ H(x, t) 为 H在X点的踪

⼦ 从定义上便不难看出同伦意味着两个连续映

⼊ :
”學—,

以

射能通过⼀条抽象的
“

道路
”

Hx,t )继续地

→→⾶
变成彼此

g

与
E
/ {03不同服 , 我们可以考虑 S1到它们上的连续映射之间的同论来说明这⼀点
S → E或到C0} 的映射的像采是⾃上的闭道路

O ^ 区中所有闭通路都可以连续变到彼此

0 . 卡,00. 故不难想到Vf,gε c (s ,区) ,总可以找

到它们之间的伦移但正以⼒由于A 中

压
E EF/{0} 有“洞”然⽆法连续变到BANB

上⾯的⼉何直欢中其实已经⼊了映射类的概念 ,çS
,区 ) 中所欣素同伦联⽐于道路迅通空间

⽽ds, E到90 } )道路并不连通但可以划分为不少道跟连通⼦集的并上⾯ AB便可类⽐于
“处于不

同的道路连通分友
”

,

映射换 : ( (x
,
)上的同伦关系显然是⼀个等价关系

, 利⽤这个得价关系可以对((x,4 )
映射进⾏划分每⼀个等价类称为映射类 < f >

,所有映射类构成的彩( c(x
,T) 之商集 )

记为 [X
,
Y]

.
如果 5 同伦于常值映射则称f雷作

定理⼯ : 若 g ≈g ' ;x →τ ,f≈
f
1 :T → Z, 则f0 g≈fog: λ→Z

定理 2 (诱导商空间伦移 ) : 说 P : X→ X , q : }→φ是商映射 ,伦移 H : X×[01]→T 与商映射相容即

tx,x0 ε X , t ε[ 0,] , P 1x )= P (x " → q ( H(x , t) ) = q( H1
*
,+ �其实就是在说x必被粉合到了同

⼀点
, 那么 H (x,+ )

, H
. +*巴要被粘合到同⼀点则存在伦称H ;X× [0 ､] →Y ,s. t , q(1 +x, t) ]

= H " (Px) ,t )
,

上⾯定理叙述⽐较复杂,我们没⽤交换表进⾏指述



X× [01] H
, Y

pxiad q

x⽗[ o. 7—∴
年

交换国的J顶点⻉⼀系列采彩中国的箭头表示⼀系列映射,每⼀条节点到节点的路线表示
⼀系列映射的复兴⽽发换

“ ”

义是只要起未节点相同 ,
不管⻅啥路线 ,对应的复多映射就相

等
,

⽐如上⾯这张就在说:Ho( pxid) = q 0 H , 另外,我们把H 画出虚线,表示存在且难⼀的

⼀个映射
,毕资围表交换是条件的 H应依赖于 H

,
a
,
P 选择⽽变化 , ⽽其它是实线表示任意映射

Proof:定理证明关键在于构造出 H! 义(x, t ) εX*[01 ]取 λ EXS. t . PN 1 = 成, 然后受 Hixit切

= q (H (x,t )
, H便是我们构造出的映射下⾯证明其连续,便习知其为伦鹅

｡ 由于 P为⾼映射, 故

Pxid也是映射由前百商映射部分提到的⼀个饮理有 : H继续iffHo(pxid )世统⽽由 H构造

可知 H∞< pxid)= 90 H连续,

另外
,很多候也常⽤定理相对弱化的版本即 ε= idy路是 Y= x ,遇到时的要注意⼀下

相对固伦 : 设 A ε X
, f,gtcx,4) 如果有在伦移 H : f=g 次θ a ε A, H

(a
,
t ]≡f(a3 =g ( a)

则称 5, g 相对于 A 同伦,记为Hif ≈grelA ,
并称H为⼀个相对于A的话移

这⼀定义是在 ImfMImg #中时才有意义那同伦额外要求⼀些像点永远不动(但再次总调,同伦概⾦是

对映射本身说的⽽不⽋换射的像采 )前⾯的定理也便都有相对同伦的版本
还是以前⾯的

“

强圈为例
”

说明
,
这 AE 相对 O点同伦

⾥AB< 均指代的是映射 ! ③器 "

,
*咱份但不相对同伦

c
定理 : f ,f

' ε ( EX
.
)且 f ≈ f'relA ,9 , g ε C(Y, E) 且 grg 'nelB

.且 f 1DEB.

则gof≈ g 'of' relA ε c ( x , z )



同伦等价
设 X与丫为拓扑空间 ,如果存在映射 f : x →T 和g : τ→ x使得 :

gof ≈ idx 且50 gide

则称 X和个同伦等价记为 X≈ 4 , 我们也称映射f , g 同伦等价 ,并互为同作连

上⾯定义其实是对同胚定义的放宽 ,gof = idx ,fogzidyp号换成同伦何得到了
同伦等价的定义

,
显然同胚⼀定同伦等价 ,且同胚中 f , g确定了⼀个另⼀个完全确息 , 但同作连并

不唯⼀

没 f ,gstX 上 Y . 若映射 h ≈ g 则 fef → fohrfog ≈ idx 同理

hofridy ,从这些可看出同伦逆不唯⼀另⼀⽅⾯ fohridy 则 g≈ gofoh

≈ idyoh ≈ h .

但是这⼀定义抽象
,利于理论分析但不利于⼏何直观想象 ,

所谓空间迅续变形
”

的说法其实对应着⼀种特殊的同
—

伦系价 : 形变收缩

杨设 AEX
,
i : A ⼼ X是包含映射,如果 γ : x→ A⽋ γoi ≡γ|A = idA , 则称

之为收宿映射
, 称 A为 X的收宿核

也就是说 , γ 将⼀个⼤空向 X 中的点全部映射到较⼩空间 A中但原先就在A

中的点不变
那如果 r还满是 iorridx . 则称 γ为形变收宿 A为 X的形变收宿核

设 ior+ idx 则 H (x , t ) ≡λx(t)是从 x →γ(x ) X中的道路 , 注意前⾯我们对
收宿映射是没有其它要求的 ,什么连续性都没有存其包合那些⽐较病态的 ,

对点的移动

算不连的续映射现在我们规定形变收宿必须证 X中的点沿着X中的道路移到A去

⽐如左中 A 位于X 中⼀个道路迅通激

⑥ OO回—→ ⽽X 本⽉瓶近路通通的情况下 ,
不可视的

xtX 通过形变收缩移到 A中
. 如果 r还满⾜ iorridxrelA

, 则称之为强形变收宿 A为X的强形变收缩核 ,

形变收宿带来的同伦是将 ri做同伦逆,那么需要为它们找到⼀个同份 H(x,+1. 从前⾯
讨论不难发现 , 我们只⽤X悔⼀点变化到A的路径即可且中的点要回到原位注意 ,

我们并未强调 A中的点在这⼀
“到变”的过程中不能动实际上中的点完公可以形变时乳跑到1. 别处去



只要在 t= 1 时回来就好如果雪 Hcxt, 能多让 tE[o,了内 AP点彻底不动那更好｡ 即强形

变收宿, ARX形⾳数宿核即雪 F (x ,t) : X×I→ X

Examples (
“

F(x.0 ) = x , .
即F(x, 0) = idx

① 正
“
⼦集世中任—⼀点20LmF(x.DE

30 F (x" ) |A = idA
Flx , t) la=id☆ 强形复收宿

⑧☆⇒ . 取线性作移即可

② 去掉中⼼的正务形⼀边界

哇｡⇒^
>

⼋

可以做到收宿时保持边界不动 , 所以是个强形复师额

家 家 另外这种收宿与正分形→T ⼯的粘合规则⻅⼀致的

~
0 ⇒ 回

故我们可以完成 T
2/{0 g →S ' US 的强形变

收宿

③实⼼回程 D^×[01 ] →空击顶⾁柱
⑱

有趣的是 , 科部常谈的茶杯正甜甜正好反过

l
来 ,将空击顶圆栏

“

吹成
”

实⼼出核再与茶杯柄含

0

… 成⼀个甜｡ ② ≈ ⼼c ｡

③ 如果⼀个空间可以形变收宿到⼀点 ,则称其可缩 ,显然可宿空间⼀定道路坚通 ( 反过来不成⽴了
定理 : 设X 与单点集 {b 同伦等价 (不⼀定由形变收官构造了则 VqGX均是其形变收宿核

Proof : 由于 X≈ {} 则雪 5, gst . fog ≈ id{p3 , gof
≈ idx

,
注意 gof是 X→ ⼒的部值

映射 ,
因为 X→+ {p } ⽽{ 3 x 只能存种选择 ,

现在取γ :x →{ }
,
X 1→ q

洛 i :{ 93 Cx为⼊映的则显然roi = idaa 3 是收宿映射⼜因X 可宿故X
道路迅通故任意两个零伦映射同伦 ,这意味着ior≈ gof≈ idx 故 γ为形

变收宿 , ⽽是任取的故VqEX均为变收宿核



③ 证明同伦等价常⽤⼿段

构造⼀系空间 Z
,

… π
. 其中Z = X , n≈T且

Zi 要么同服于Ei+形变收缩核

要么反过来 Zit 同胚于 Zi的形变收宿核再由同伦等价的传递性住可证明XY

同伦等价 ,

基本群
定端同伦 : a

,
b都是从x 到 Y 的X 中的道路 ,

H : [ o , ] x [0, ] → X是从 G到b的论移

且落⾜每时刻切点 he (s) : [0 ,]→X ,
S |→ H ( S,+ )也是从x 到 Y的通路, 即

Ho= a
,
h ,
= b

,
he ( o)= x , htC 13 = y

则称 a和 b 总端同伦 (道路同伦 ) , 所有与 a定端同伦的道路构成的念称为 G的道路类
,

记为 m a )

π 定端伦稿的直观就是伦移时时保持初末端点不动,
x

…—~ sy
道路类的乘积 : G

,
≈ G2 , b

,
≈br 且 G 与b 起末点重家, 则

a
,
b , ≈d2

,
这也就是说

道路类的乘积可义为m a> 0 <b>≡<ab>

; ; :~
a

,⼼…
“

. ] → ab,nabr Hπ 售品器 !灣
从切⽚⻆看ht=fegt 且H不仅实端x正

,其时伦移时Y 也不动

基本群 : 起未终点均为 λ0 的道路移为以 x 加为基点的闭道路其实端同伦类
称为闭道路类

,

X 上所有以加为基点的问道路类构成的采合称为 π , ( λ, x0 )

在上⾯定义的道路类乘法下构成⼀个群 , 即基本群
闭道路其实是⼀个 5 → X的映射

,
上百起点经点原则上讲可以任意指定达题义

时指定的基点实际上是在伦移时的不动点

Prof :并不做明显的证明 ,主要是感性理解⼀下
① 结合律 .

即要求 b)cracbc)

recall : ab 的意思是沿着 ab⾛完全程且多花出的时间 ,

｡

∞ ,所以a☆< 与 acbc )的系⻅都是沿着 a →b →c
⾛ ,只是时间不同能



所以 ab) < 与 acbc) 之间的伦称就应当是连续地控制三条道路上的时间分配,

道路本身不发⽣形变

② 单位元 : ex
0

: [ o, ] → X ,
tl→ x0

单位元定义直观上看就是在加上停贸时间1,啥也不做那么Cxa ≈ a 之你的

伦移只要连续地控制在x上停贸时⻓即啊同样 Q本身不发⽣形变

③ 连元 : a Ʃt) G( 1- t ) 为a的通道路则 >=@ >-
1

aa ≈ aarex0
,
aa激正着⾛⼀遍后再连着⾛回去,如果慢慢地, ⻓还没迟到终点

便开始往回⾛, 这种偷懒
”

⾏为越来越厉官时

x回iiea =xaδ=
,

…→

品亦就可以慢慢变成完⽓不⾛的x. ).PGitexx
之间的定端同伦构建

⾼维同伦群! 如果连续映射a : [ o ,} a
→
X 满 *θ tε ⼦ [[ 0 ,]n ) , alt1 = x0 EX, 则称 G为⼀个以x｡

为基点的⽚维闭道路 ,
简单点说就是 s^→ X的连续映射

,
如果 G*b 且 H的每⼀个切⽚e 也都是以

丸为基点的 M 维闭道路则移ab 定端同化, 所以定销同作的 M经闭道路类的集合记为 a ( X, x0 )

在 m a ><b>=<ab> 的乘法定义下构成⼀个群 , 称为 M 维同按群, 其中 C= Gb 在简维情形经⼈为 :

cct , … , tr) = { acrti , tu,
"

atil,triit 別 ; :tici
同⼀道路⽽不同基
…

点义的基本群相互同构 :

ω# (α) 设 ω ⻅X｡→ x的通路类,定义从基⼯加到基点x的推送同构

W# : π , (
X
,x0 ) →1 , (X ,x . )

, 21 →
w
^ aw

.∴γ>xia 如奶
,
2RX为其点的艇路

,
ωZX引x的道路, ⽽每⼀个⼜切⽤

国中⽅式难到以丸为基点的⼀个闭通路类 ,
反⽴亦然

Prof: ω#( 2) W#(β )=w"a ω )-( ω^βω )=ω^αβ w=ω# (2 B3, 所以W⻅个同态内于 w逆全即说明

W#是个双身谢所以 ω#是个同构

但不同道路内选取基点⽣成的基本群设有关联,且 ω#与X0→x 的道路类选取有关
x

☆ S
” 的基本群 :

周的基本群π. ( 5, λ 0)同构于⾃由循环群区 , ⽽当 n >1时
, ⻔维球局的基本群是平凡群

Proof:这⾥只证分情形正的义是整数的集写在加法为乘法的兵义下构成的Abel 群

直观上看 ,的道路同伦类申绩 sM 圈 (a← Z)的那些道路构成即

A 当推同构与 λ0→λ ､上道路类选取⽼关时, π
( λ,x0) ☆ 为交换群 , 另外还可考虑加 → x0的抛送同构, 本质上是ç

构π.( x,x0 ) 的⾃同构同样与 λ的词通路类 W遗取有买



aq
, 0

:[0,] → 5
, [ 1→ (ωs (2aqt +θ ) , Sm (

2REt+θ) ) , 且两条闭道路定端同伦 iff 它们

圈数相等
, 即 q相等 (不作证明) 故 π , ( s , (ωsθ , se)) = { an,θ3 IMGZ }

单连通 : 对于道路迅通的 X (则基本群与基点免,只善个同构)
,
若其基本群平凡则称其单连通

有些教材在谈及单连通时常粗略地说是那些
“

没有洞的空间
”

,直欢上⼤体确实如此, 我们以

世⼯为例 ,

⼋

品
显然任统⼀条闭曲线 (道路 ] ” ｡唱照址⼀个均

Bbazi

均可连续宿成 O点故 但 atG3 G在试I
,

π . ( E
2

,
O) 为平凡群 缩因 O时必然被洞阳

搞故 Gg不单连通

PoimCare猜想(现在总理) : 任何⼀个单迅通的闭三维流形贸同胚于三维球⾯ S3
m

连分卖映射诱导基本群的同态

如果两个拓外空间 X, 丫之间可由迅续映射 f : X→个相联系 , 它们的基本群
π , ( x ,x｡) 与 Tπ 2(Y,f(x｡) ) 之间其实是周整关系 , 可以⽤千构造出⼀个同态 :

f. : π . (X, x0)→π2 ( y,f <x.3), <
a > 1 →< foa > )

称为 5的诱导同整
*

Drof :< a >=< b > . 即
a.b 同⼀个道路类时 ,H 为 ab的⽳端伦称则

显然 foH 为 f0 a → fob的⾎锅伦移故 [ oa ) =<fob) ,这说

明就是兵的 ｡ 下⾃ θ<a>, <b> tπ . (X,x.) , 不必相等有 :

fx( < a 2 < b > ) =f π( <ab> ) =<fo( ab ) )
, 由道路乐积定义

,0 ≤ t ≤
i =oa) (fob )focab >={ 待%

,
÷< t≤ 1

友 fx( <a >< b> ):oa><fob>= fx ( a) fa (b) 即周志性质
另外 , 这⾥千⼈是依赖于 ,基点x的选取的 —,严格来讲应认为)×

,

这⾥略去
诱导同态的性质 :

. idx |π= idπ. (x , x0 )
. ⼦ : X→Y , g ; Y →Ʃ 均连续则 (gof ) π= 9π 05⼤

*物理上讲同整经往是⾃带满性的 , ⽽数字上这没要求本 Note使⽤数字上的惯例



Proofi f <a>ε π. (x ,x0) , lidx)π La)= sidxoa> = ( a > ⇒ idxIπ= idTuixixo1
UCG> E π,( x,x. ), $of )asa ) =<of)a>=<go (foa)> = gπ afoG 3 = ga(fa [ a]
做go( f)π= gaofa

的相互同伦的映射之间诱导的基本群同态之间只买⼀个推送同构
设 f, g : X → 个同伦

,
fµ g , 是义道路 γ: [0 , 1]→ 4 ,

[ 1→ 1H (X0 ,
t ) , 即同伦时基点的移动

,
则

gπ=∠>#ofπ : π , (X , x0) →π, (Y, g1x｡]]

抗诱导 π. (x, x.) 与 π . (ε, f(x-F 约同整

逆吳gnsz FilXix. )FT, ( 3 , Jmekin志

f≈ g , 则这两个群同整由其点同论时的道路相联系

g (xo) <

.间 goa
>

a
, ⼀ ⼋zt 3 Prof :要i 正ga =λ>πofm即记任权以加为甚⽴的闭通路

Cxr
-

8Obe goarj^ ( foa) γ, 注意这⾥我们使⽤≈
”

⽽⾮公因≥

⼈i 5 oa 为 g
π
,fx作⽤对象其实都是道路类

goa 与 f0 a ⻉同伦的取伦称切⽚Gt= htoa即啊这样 Go = hooa = foa
Q =
h . oa = goa 且 ht , G 均连续 → at连续⾁眼⻅foa→ goa 过和中基点肯定从

f(x｡) 变到了 g (x.3 且没着道路⼦移动权这⼀定不⻅个是说化称设托 (s)≡γ ((-t3stt )

γe ( 0)=γ (+ ) , γe ( )=γ (1 ) = gx ｡)友 γ t ( s ) 是从 γ(t ) → g(x0 )的道路时⻔为参数 S
⼀

则可选取⼀个新的伦移时间切⽚为 be = tdtrt,这次从γ 0fa) 80 到新 (goa了 8,
的定端γ ｡ 正是⼦ .

γ､ 点迈路Cgx ｡) 故这正好说明 goatj+ (50 a)⼦
且是所要求的是端同作

这个总理也正好说明了 π ( Y, f (x. )) 与 2( Y ,91 %)) 由道路 γ建⽴的推送⽬构相联系
· 基本群是同伦不变的
若 X ⼠ Y 同伦等新 ,则透导同套fa :π .(X

,x0 )→π ,(Y ,f<x 0 ) ) 是同构

同⽬胚的空间基本群同构这很容易想到,⽽这个结论更强 ,同伦等价也可导出基本群同构所以

在计年⼀个复杂麵的基本群时常帝将其⽤形变收宿变化到结构更单的宏间后再去求基本群
Proof : 没 g为5 同份送 ,即 fog ≈ idy, gof ≈ idx .

→ 05 )π=gaofa≈ i [ dx)π= idπ､ (x ,x0)

gaofa 与 idπ , x ,x. )之的只差个推逆同物,⽽ ida, (x ,x1次同杨故 g不of也是同构



9no⻉满的→ a 满, g2 of⼏单 → 最单
, 同样对 fogridy分析可知积 , 先均

既单⼜满
,
故怀ga均是同构

不过上⾯的实理叙述中是⾼度依赖 f义城值城基本群⼒其点选取的前⾯讲过如果空间

道路连道则基本群结构与基点造取⽆关(识差⼀个同构 ) ,那么有推论 : 如果 XY同伦等价且道

路迅通
,
则 π (x, x0 ) 与 π (X, Y. )周构 , 加 0是任取的

, 可空宿空间⼀定是单连通的

因为 X ≈ {x0} . ⽽ {0 } 基本群平凡
* A 为 X形微收宿核则合⼊映射 i : ASX 诱导的同套认是同构

基本群将招扑对象转化为代数对象进⾏研究的⼯作模式可以⽤下⾯⼀国表示 :

5
7 g

gof
X > Z

☆ ↑
,

☆fxπ ､Y,
~

g%)
%

v

gRofa ~

π . (X ,x03 >π. (Z,Z0)

番外 : 范畴论初步
Define :范畴包含对家和泛射 ,

且满⾜三个要求 ;

① 任意⼀个注射唯⼀确定了⼀饮义域和⼀个值域,它们分别为对象⼊和— ,
记为 f : x→ Y

时

② 每⼀对泛射 f : X→ Y
,
g : φ→ Z 决定唯复合映射 gof : x→ Z

,
且有结合律 iholgof )

= hog3 of

③ 每个对象 X唯之⼀个恒同谢
—

idx : x→×
,有 θ f : x →Y

,
foidx = 5=id

淫意范畴是⼀个⾼度抽象的理论框架 , 我们⽤范畴论讨论时完全不⽤指明对象和泛射

究竟是哪⼀春具体数学概念⽐如下⾯⼏套数学概念都可以看做是⼀个范畴的具象化
①集含范畴 : 集合为对象 ,映为泛与 (没射不⼀定是映射 !完全可能不定映射要求了



②拓扑范时 :拓扑空间为对象
,
连续映射为泛射

③ 线性范畴 : 线性空间为对象
, 线性变换为泛射

④ 群范畴 ､ 群为对象 , 群同⾦为泛射

同构在范畴下的定义

若冷射 f : x→ Y 与 g :Y → X满⾜gof =idxfog = idy , 则称 g为f的逆汽射 ,且称

5 , g为同构汽与XY 同构X 三 Y

在苑畴意义下看同胚 ,
同构是⼀样的概念

. f : X → Y 连汽射若存在 ,则唯⼀

函

C . D是两个范畴如果有⼀个⼜推关系F 把 c 冲每个对象X对推到 D 中⼀个对象F(x),

把 C的每个泛射 f : x → Y 对台到 D中泛射 F (t) : F(x)→ FLY) 且满⾜

F (idx ) = idF(x)
,
F(gof)= F( 930 F (f ]

则称下为⼀个协变亞 F (H)
T F(4)

FCS )

凸 协变函⼦ 事表客换
X > Z

F F(x)
F (gof )

3号 ()

gof

若 G 将 f: x →丫对店到 G (+) : G (Y>→ GIx ) ⽇满⾜ !

G (idx) = idax) ,
G ( gof ) = G (f) 0 G (g)

则称G 为

Yf
g

协变函
g
⼦ G (t )

G (φ)
- GCs )

袁众换
｡

X
gof

> Z
G G (× '

Gcaof )
G 1z )

函⼦就是在保持范畴结构基础上把⼀个范畴中的问题转化到为⼀个范畴中进⾏研究的⽅法

⽐如拓扑范畴基本群 ; 群范畴线性 ,表示线性范畴
” 在 C 中 ,

λ≈ 丫
, 则在中⼀只有 D (X)≈ D (4)

⽐如证明 X ,丫不同胚可以以基本群不同构⼊⼿ ｡ 另外 ,在考虑基本群时 ,我们实际上在考虑带基点的招概间
函⼦为⼤

.
(X, x]→π (x ,x.) . 那些泛射是将基点映射到基点的连续映射即 f ; X ,x03 → ( Y,

Y %}

且 ｡ = f(x ｡)



0

只⾃由数器涛 : 节点为对象 , 箭失为泛射
,
若⽣表交换 , 为发换⼯范畴

∵ 0

交换国表严格败 : ⼀个从交换了范部到范畴C 的函⼦称为⼀个 C 满⾜的 ｢ 型复援通表

所以交换⾼表严格上讲是函⼦
交换事表上的和亲维: 函⼦

范畴 C 满⾜ T型交换重表在 C中取对象互并取某⼀对应关系必,中把每个部上对象X 对推到⼀个
�范畴

演谢中x : E → F (x) ,使得任取｢ 的治射 f :x→
4
,φ s =F(f ) 0ψ x,则称 ( C , ψ ) 为下上的⼀个⽓候

时

若中把每个 ｢上对家Xa推到汽射 ψ× : F [x)→Z, 使得任取｢ 的泛ff : x→τ, ψx =Ψ40 F(f) , 则

则称@ 中) 为点的⼀个余维
00 dW ｡

OFL) F(a) FU)取 F (x)=Ʃ , 则可取φ w = Fle) , φy = F ( b) ,F
a e c >

复换回表
Fla) Fle) FCC]

但不存在 ψ0 : F(×) →F( 0). ⽇为泛的 F (a> 次以 F[ U) →FLX):
x b

30
y XFL) rb

>YFL ) 的故展 lx 不可能标或下上的⼀个维 ,
但若 a 反向 , 那么

T 范畴 ( 范畴 ,

( F (x) , ψ 3还能构成⼀个雍

为了简法,我们⽤发换国表示领 ,
只画出三个节点情况:

%,
0 Z

0

FEX3 FE8)
0F (4)

FLx3 占
%
,

"

πr,

锥 ×
器YY

余锥

[ (5)

直观上理解住是在交换国表⾥找出⼀个维形结构单独提出来
极限和余极限

如 F上果的维(⼝,
中)满⾜任取铃 (H , x) 存在唯⼀泛射 H : H→Z ,

s
.
t每个x =ψxob ,则

称 (Z . ψ ) 为 E 的极限

如果 F上的余维( 证 ,①) 满⾜任取余锥 (H,ψ ),存在唯⼀注谢 H: Z →H,使得每个 x次

则称 (Z, ψ) 为下的余极限

从交换国上看就是下列 F中的回表对任意 (H, 4)交换⻁表示国表交换的泛射唯⼀
H F (x )

F (f)
> F (Y )

4 是 4
s

Qydy
极限 Z

— c 余极限 ,

1 % ,4 ×
x “ Y

F(X)
F (t)

> F (Y) ⼀ HH



极限只有⼀种
”

: 若 (Z ,① . ) ,(E 2 ,% )都是下上的极限徐极限) 则 Z≡Z2
proof : 雪 ! ⼩z . →Z . {.t , ]x= ]xof , 且雪 ! g

:
Z 2

→
Z ,s . t.] x = ]xog,于是 gof :Z→7

满是 θ>x,
)
x =) xogof.⽽ idz, 即为 θψ ,boidz,=ψ , ⽽ idz是难⼀的

(公理第三条｣ , 故 idz = gof , 同可证 fog =idz, 故
Z = Zz, 余极限情况类似

群的⾃由积

设 G,Gz是两个群,形 GG … an 的形式表达式 , 其中 QiEGUG 2 ,称为⼀个字 M=O情况称为

空字
, 字可以进⾏下列约化操作 !

① Gi 为 G
. G2 中公元时 , 可把 ai去掉

② 字中连续出现两个在同⼀群名素时可⽤它们乘和代替

可以证明 ,每个字 W 唯⼀决定⼀个约化字 ,即不可继续约化的字
G* G2 由所有约化字构成 , 乘法定⼜为 ω . oW . =ω,W 决定约化的

,

这⾥ #表把⼼,w直接拼接

G * G 2 构成⼀个群称为 G
与
G 2的⾃由积

⾃由积可以作为群范畴上余极限的⼀个典例 ,

G
4
.

2
如

① 嚣 Ψ
.

vHL

Seifert _ vankampen 定理 ,

设 iBA : A → B 为A→ B 的合⼊映射 , 且为 ,个都⻅ Z的道路迅通开年 , Z= XUT, 且 xOY也

道路迅通
,
在 X^YP任取λ加

, 则在群范畴下 , 任取H和周奈(汽射打 ,
}x ! π ( x

,

x｡)→ H
,

等φ
! π

,
(}
,
x｡) → H, 下列事表交换

( ix
^"
)π

> +1 , [ x, x0 ) ⼊

(i品久
π

, ( ×^MY, X0)
i谈yl3π
i π,xωy ,x0☆ H

( ix☆)π 3 π , (Y, x0 ) 事
Y

上⾯的交接道中我们觉略了 T. ( λ^Y, x0) → H 与 π , (x^ Y
,
x0) →π . (XUY, x0) 的

箭头 ,
反正它们可以从交换中其它同整唯⼀确免

这⼀理说明, π
,( xUY,x｡ )不仅是年维还是余极限



有限表出群
*

群的⽣成⾄设 c是群 G的⼀个孫集并且任取⾮公元的 gtG ,g都是由( 中有限多元素(可重选

求及求乘积所得即:(并不要求C 最⼩了

g = C .
E'

…CEk
,
Ci ε C , Ei =±

1

则称 C 成了群G
,且 C为⽣成元组 , 如果 IC 1有限⽬称G 为有限⽣成群,

eg . 平凡群由空集中性成 ,
因为⽣成已组定义不含公元

对于⽣成元组 C
,
我们也可以定义形式表达式 W =CE …C 为⼀个字若 W分有Cic 或⾸ Ccl

可以将其去掉 ,
称为字的约化不可再约化的字称为约化字 ,那么以 c 为字符采产⽣的所有约化字

构成⼀个群 F( c) ,称为 C⽣成的⾃由群 , 群的众元为空字 , W,
* Wr = reduced (ω ,wi)

,
如果

C 为有限集
,
⽬称 F(c3 为有限⽣成⾃由群 ,并称 | c 1为其秩

雪 ! 写 : F ( c ) →
G
, a→ a 为 F(c ) → G同志,其中油 C⽣成

这⾥ a →a 是指丢把 FCc单字 a映到 G元素G即⽣成⾄Q. 前再说过W= CE ._. CEk 只

能理解为形式表达式
,
⽽写是同态 ,⽽ ω在 FCC3中可程解为 Ci

ε
i的乐积故 ( ω了写CG]E. 号CCK

<

= Cε .CE … …C * 这是回便可理解为功称了, 可⻅可以⼀种显然的⽅式给出了每⼀个字到
群元的对应⽽这也指出前是⼀个满同态那么由同理ker☆ 且FCC) GIFCC)/ker等

,

群的表出 : ker号中元素称为G的关系因为它告诉群G如果接等价分 ,从⽽构成商群 ,

如果 REFLC )的元素都是G 的关系即 REk修且 FCc)包含 R的最⼩正规⼦群
R[ J = Ker 写则称 R为 G 的⽣成关系组,并称式<CIR> 为G的⼀个表出

*

常常也⽤� IR>

表示商群 F (c)/ker等
, 如果 C= {C, … Cm }

,
R = {r

,

-
- ta }都是有限集则称 G 为有限表出群

总的 C 告诉你⽤哪些素构成G, R诉你哪些由 C元素构成的关系式为 G中单位元

已知 R求 [ R了
,

设 REG
, [ R] 是由所有形, xExi' xutaxn, xiGG , γ ⽐ CR, Ei

=±1 的元素构

成的集合则 IRJ 是包含 R的 G的最⼩正规⼦群 ,

Proof : ⾸重证 [R]AG ,
这要求左右陪集相等 FYEG

, yLxHEx."xntyEnxu") =

( ( yx,γ,
εx"g

"
]
(yxriε~xz"

y

" ) … (yxur
"
"xa "y ") ) Y ⇒ Y[R ] ≈[R ] Y

.同的 [R] Y ≥ Y [R]

友 Y [R]= RRJY

再记 R了最⼩ ENAG 且
REN,ErEREN及XCG → xrx

^
GN 这说明

[R]⾄素 xEx,"X
加t"XM' EN友 [R] EN . ⼜由于 V只任取的故 [ D]是最⼩的

* 本节讨论的是群的“ 表出(Presentation) "
,

注意与群的“表示( repmesentation)
”

相区分,

* 由于 C 中不含 e 故及可以为官



群的表出并⾮难⼀ ,最平凡的表出为ð cClker 等 )

以表出的观点看⾃由积 :

改 G ,G 具有表出 ð � . IR.> , <CIRL> , CUG为其不多并
, 即 C ,⼒个元系替换为 (C , 0)

(2元系替抗为 (2
, 1
)
,或说取并集时把 C

,
L2 相周元素看成不同的 Mi : F (Ci )→ FCC､UC2)

为同克 n 1
: C→ [ ､x { 0}, εi + Ci . 0 ) ;Mv :C=→[ < x { 1 } , Ci |→( Ci , ) ,对 Ri系也可如此替换

得到 R
. U 2 =λ ,( R ) UM(R)

, 那么群的⾃由积可以表示为 :

GAG2 = CCUCIRILR2 >

从前⾃记等织 ,
< CLCIRUR > 表示商群 FCCUC)/ker等

群的交换化
设群 G 具有表出 <cIR> 则群 <CIRU {akab

" | a,btc} ) 称为群 G的交换化 ,

Pa
,
b εG

,
[ a, b]三 abab "称为 G的⼀个换怜⼦ G 的包含所有换住t的最⼩正规⼦群

称为G的换位⼦群 ,记为 [G ,G ]

下⾯不加证明地给出⼏条定理 :

① 交换化Gab÷< CIRU{ @b ] | a
,
btc } ) 是多换群

② Gab = G/[G , G]
① G

,
G了由所有GD换信⼦⽣成

任意群 G 都与其商群 G/H 同态取 β : G →GH为然同整,
即 g - → gH

,

这⾥Gab =G/[ G, G ]是Abel 解,我们把其乘法记为加法,⽅便后⾯推导这样G系

g - Ei - .Ciik伍可在Gab↑ 找到对应 :β ( g )= E､ β(Ci , ) + …+ E<β(Cik )会并系数后便可理

解为多项式 : β<g] = g, <G >+ … + gu< [a > ( Ci ≡β[Ci ) ) , 我↑i们⽐较感兴趣β ( γi) , γiER

设 : β ( ri) = Gi
,
<C 1 ) + … tGin<Cn >把其系数排成⼀个 mxn 矩阵 :

A = :∵: : ]
称为交换化京数矩阵.其中 Gij 都是整数
定理若 G与 H的汉换化系数矩阵之间只相差⼀系列整系数初等变换—

则

Gab ≈ Ha!

① ⾏ (例 )⾃乘整数信后加到另⼀⾏上 , ②⾏例⾃乘⼀少
③ ⾏ (例) 互换



所以交换化系数矩阵唯⼀决定了Gab的同构类型

交换群的直和 :

G
, G> CG ,

G贩换群 ,
θg εG ,

雪 ! ( 9, g2) ε G.
× G2 ,

s,t . g = g,tgz
,
则称 G为 G

,
与 G2 [内) 直和

G = G ､ ⑤ G2 .
如果 H

, H交换,且 G . ≈H, G≈H 2. 则称 G为H,
H2 外直和 , 有时也记为 G=H,

①2

这⼀概念完全是群的直积在交换群上的限定

有限⽣成交换群基本总理任何⼀个有限⽣成交换群 G⼀位有好下形式外直和分解
G ≈ Z ⑤ … 世☆⑤ Zt, 世 … ⑤ Et

.

正⽆限循环群,
≥
n但⻔阶编环群,

且

θ
j ,tj 1, t ; 整除tj+,( 或tj= tj+)

.
tj 称为 G 的

挠京数
,
γ称为 G的秩 , 两个有限⽣成交换群同构 iff , tj 与⼦均相等

e. g

.G =<
a
, bla' ,b > =⇒ A = 16 8 ) → ( 3 ;) → ( 3 号 ) → 19 )

→ ( : 号) → ( ↑ 6 ) → 1801 )
⽽ H < a, b | a , b 6 >发换化数邦平为 (80. ) 故 Gab≈ Zz④ Z3 ≈ Z0 ≈ Hab

但了友挂尔数要按照 Z6 计算
e .g. GAH的交换化矩阵没A. B分别为 G和H的发换化尔数且G* H的客换化京数矩阵

为 [否品了
,

这⼀点可以 G*H ≡< CUCIRUR2 > 中看出 ,因为这些并都不发并 ,

R
, R2 分别由 C ,C红中京线性组系表示了

宏理 : 设中 : G →H 为周构 , 且 G表出� 1 R>, 则H有表出 <CIRe>

其中 Co ≡ Fψ CCs ICECS ,
中
A

: FCC) → FCC6)
,
c
.
E .. CinL→CC ) E … ( (Cn )En

是同构
, 注意两边都是形式表达式 .

βp ≡ { 4* cr3 | rERY
Proof :C 1域 H是显然的 ,

R.γ= C ,E_ .Ck 有 G (r)= G,专为前定义FC� )→ G 同

( ψ+( r))=φ CC.) E 1 *
ψ [ .C2)Er- … * φ (CK ] ε< A为⼱乘法

向 G (z)= GE
0
CIE20… 0 Ck , 0为中乖法

, 由于中为同构

S(ox( r)= 4 [ Cr0CE 'oo Ca] ,
① ( eG ]= OH K FER iff

①* ( r) ε RQ



Van kampen 宏理
前⾯提到的范畴上的Vankampen 定理过于抽象, 不利于实际运⽤于基本群的计
算 ,可以从群的表出乃⾯重新叙述

Vankampen : 设 X , φ 是Z的开 ,
Z = XUY ,X Λ4± 4且道路迅

设 i : XUYxX , j : XAYGY , P :X ∞XU
4
, 9 :YGXUY⻉脸含⼊映射

记为下⾯的交换备对于⼀个字 W
, 我们⽤代表示

“

按W计并
”

inX P

XMY ⽼UY
q

jvy
在XMY中取定基点 x0 ,

并设 π,
( x

,
x0) 具有表出 <C 1 R > , π.

( φ
,

x0) 有表出
<D | s >

,
⽽ π ( x ^ Y

,

x0 ) 有表出 ð EIT> . 对于每个⽣成元 eEE ,取定⼀个以
C为字符集的字 Cc

,
使乐在 π , (

X ,
x.)PEc= iπ (,再了欢⼀个以D为字符集的字 CD ,

使得在 π. (xU φ
,
x0) 中 x = ja ( e) , 则 π. (XOY, X0 ) 即 π, (Z , x｡) 具有表出
< CPaUDEaIRP π USE πUE

其中E = ｢ R ( ec)" qπ ( ep) | e εE } ,
或者等价地讲 ,

π , (XUY, λ0) ≡ (π , (λ, λ0) *π ,(Y ,x0))/
其中 V次⾃由积中包含所有形如 [π (e)

" jae )
, e επ , ( ×Λ

9
,x0 )的字的最⼩正规⼦群

这饮理叙述就已过于复杂
,
进我们还是分开看⼀下.⾸先是⽣成兄 G = CPaUDqa

,
这是

在说 π. (XUY, λ0) 中任何闭道路类均可分解为⼀些完整包含于 X或丫中的闭道路的乘积

然 : 后是⽣成关系,⾸晚是原本 π1 ( x, 0 ) , π , ( Y, x0) 中有的 ,
另⼀类是

×@ 巨⼒的巨的关系说明
: “如果表出⼀条道路的字中出现了形如队(e )

的字段
,
可⽤ qπ ( ep) 替代 , 它们按⾃身计算均为X ^Y 中的<e >

另外 ,下⾯的两个特列也⽐较重要 :

特例⼀ : XMY 单迅通
, 由于上 =ψ=⇒ E= 中 K π . ( XUY,λ0]表出 ｢RUPEπ|RPRUSqπ

e .g .
考虑､ SVs '计年 , 即两个圆的⼀点并 ,

X ^ Y= x0 是可缩的基本群年凡 ,
⽽ X 可强形变收额为

av x
｡

⼈ b S 故 S
'
与 X 同伦等价 , 基本群同构为正 , 有表出 < � a >x/ > ,其中 Rx = 中

P = 1 q
因为近)×^+< e > (nt

∞
,⽇为 e εC

)
,同理丫表出 <<b> 7 / > 权 , ( s

'vs
,λ. )有表出

Gv “x｡ .x0 b ð ( a>xoy , ( b>xuyl )

X Y



特例⼆ : 设 X单连通则CpR=ψ ,
Rpa=ψ , 则 πλOφ,λ ｡}表出为< Dqπ( Sq πUE>,E =｢ a ( eB)| etE}

e . g .

环⾯TF基本群有表出ð �a>,>|>< b>< a5" <b51
K

, ab由下解拜
公

bi

念

vb a …

后由正乃形 ab
"
a
"
b 粘会⽽成 , 可以把正分形作如下分每解 ;

a

(
x｡

'

"
“

x

Y可强形变收缩⼒纷形的四条边所粘

L
←

”
｡

品vb⼀ p
空间⽽这⼜同胚于5 VS !故π.( Y,λ｡)

vb 有表出 S < a > y, < b>y 1 >
,
⽽推送

公 同构将 π, (φ
,λ｡) 表出变为π (4, φ)的“

☆站 , 表出 ðα . ､ β
1

> , α= W#<a)
,

β= W# (< b> y )

⽽ X ^ 个可形变收宿为⼯周 , 故 π1( ×Λ Y, Y%) 有表出�c>xmyl), 从

看出
,

C = waba 5ω , ⽽由推送同构意义ω#
,

<< )y=ω# ((a>e < b >y (a3i<b>,
"

]

=αβ a
" β "

,由于 X 单迅通故 π . (T, Y｡ )表出为 ð α , β|αβ2"β - > 前再 3引⼊

推送同构单纯⻉ π, (T π , Y 0 ) 更容易求 ｡现在可以⽤ω #再推回 ｡ 待 π .(
T
,x)表出

< [ a>τ2 , <b>p2 | <a)T<<b> 2 <a>+<b)T )
从粘合规则可直接看出 (G)T> , <b >T ^的义即为

“

纬线
”

和经线
”

.

P . S . 我们在证明时为了直欢 ,具在的召开“重上进⾏操作,实际上都要理解为粘会后的空间,

旗强形变以类似于宿的的, ⻉奶形⻣架四条边按照
ab,

直观上看同胚q

5合的空…
,⽽不是于O-θ, 即
50… 四本身粘

闭曲⾯的基本群
从上例可以猜测对于多边形表示为 aiE .Girk ( i,… irkε { 1, …k }

,每个数字⽤⻄次了

的⾈曲百 , 其基本群表出为 ð �hii ) , ,hire 7Kaiy . . kdirie > ) , 那么现

在⽤标准多边形表示看新余F述为 :

亏格为g的预向闭曲⾯ gT2的基本群的表出为
<a . , d , ,ag ,β glai β iai βiag βgag βg>

亏格为 K的不顾⾃闭曲⾯ KP的基本群的表出为 :



< a . , … ,
2 k 1 2 . 2. … Ik2k )

特別地 ,
球⾃ S

=

OTV的表出为 ð 1 >

根据这⼀定理,我们可以给出闭曲⾯分理的证明 ｡ ⾸所有先闭曲⽇都可以写出标准
形多边表示

,
所以⼀⻚可以归类到 gT 或 KIP 中我们位要证明的是 φTF､ KP之间正不同胚

⽽这只⽤证基本群互不同构⽽这很难证,转⽽考虑它价的交换化不同构
闭曲⾯分理证明;π . [gT2 ) ≡<2 . , β , … ,

2
g, β g 12 . β . α" β ,

t
- ag βgag

"
βg
' s

其交换化系数矩阵为 A = ( 0
,
0
,

… □)
､xg
故 π

,
Abel(gT2 ) ≈ Z ④ …世opies

秩为 2 g

没有挂系数所以 gT的互不同胚
再来看 Kp"π .( k / P2

)
≡ð α,…2 <|α .α… 2< 2k) , 受核化尔数矩阵为

A= ( 2 , 2 , … ,2 )､ xk→
受持 ( 2 , 0, …0)

. xx
⇒π ,(Abel

k

( p)≈< 8,α ,…,
2k. | f

=
)

≈ Z 世 … 世⑦ Z, 秩为� -1 ,挠尔数为2 .⽽这说明了 KP2之间互不同胚 ,
且

K (P2 与 gT之间也互不同胚

映射度 : 分的基本群为 Z
, 把每个通闭路映射为⼜应的结分圈数 .

设 f : 5→ 5为连

续映射且杯 (� a,0 ) =< a ,0 ]
^ 其中 Gn

, θ : [, ]→ s , t |→ [ωs (22nttθ> , Sm ( i7nt+θ)

则称 n为 f的映射度记为degf≡ n

其实直观上看 f的作⽤相当于在s上多套了 n圈

如果f ≈ g ,別 degf = degg
Proof : ⾸先由 50)= 2gπ知 degfog = degf . degg ,

考虑映射 β0 : s→ s !

( ωsp , sml ) → (Os ( {+θ) , sm (φ+θ) 作⽤是把分颁转⼀个⻆度 θ t ( o,不) , 显然

deg Po = 1 . 故Uf ,degfoof =deg 5

再考虑5 ag 上的伦移 H , 在七时刻切⽚记为 ht : 5
'→δ

! ht将诱π ( s)的
同, < an

,0>→<htoGu,0 > 但基点从x 加 →ht(x｡
) ,考虑对道路htoGo作

预转 βoe
,

其中h +(x. ) =x0 +

.这样在做P 后基点⼜⽇到了加, 取道路切⽚
at = Poe ohe 0 Q

, 0
.
则 G 0 =β00 h ｡ 0 a ,0, G

, =β o,' oh ,
od
, 0 则 Gt 构造了

Po% of 0 a
, 0
→ P00 g 0 Q

,
0
的⾎端伦移

,
因此它们同作 ,故映射度相等 :

deg ( P0 .
"of 0 a

, 0 ) = deglfa ," og 0 G
, 0 ) ⇒ degf = degg

其连否命: “映射不相等的映射连续不可能互相同伦
”

⽐较有⽤



上⾯的这些准备⼯作都是为了证明以下两个基本定理:
Brouwer 不动点定理 :

考虑单位闭实⼼球Dn= {x, …,λ a ) ε
E

^|xi+ … +λn=≤ 1 } ,则 θ连续映射 f : D^→ D ”,⼀定
存在 xtD

"

勤⻉f(x)=λ .
(即存在不动点 ｣

Proof :只证n= 2 .H>2要⽤⾼维同调群构造证明,但证明思想不变




