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摘 要：论述了一种从数学上严格证明克劳修斯等式 的 新 方 法，指 出 可 逆 循 环 热 温 比 积 分 的 数 学 实 质 是 第 二

类曲线积分，并通过格林公式和能态方程证明了克劳修 斯 等 式，最 后 指 出 了 克 劳 修 斯 熵 的 引 入 数 学 上 等 价 于 寻 找

到一个合适的积分因子.
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　　 克劳修斯等式是热力学中的一个基本方程，可

以由它导出热力学中重要的态函数 ——— 熵.当今热

学的教科书中普遍的证明方式是使用等温线和绝热

线将任意的可逆循环分割为无穷多个无限小卡诺循

环，然后将这些循环叠加后等效为原循环，从而证明

原等式［１，２］.这个证 明 物 理 图 像 非 常 清 晰，证 明 过 程

简 洁 直 观，但 也 有 对 其 在 数 学 上 是 否 严 谨 的 讨

论［４，５］.本文从克劳 修 斯 等 式 的 物 理 学 本 质，即 热 力

学第二定律出发，指出克劳修斯等式对应于第二类

曲线积分，在数学上严格地证明了这个等式.

１　 克劳修斯等式新理解

１.１　 克劳修斯等式

众所周知，对于任意可逆循环克劳修斯等式表

达式为

　　　　　　　∮đ
Ｑｒ
Ｔ ＝０ （１）

笔者认为等式左边的可逆循环热温比积分的数学本

质应该是对某一闭合路径的第二类曲线积分，克劳

修斯等式从数学上可以理解成在可逆过程中“曲线

积分与路径无关”.根据这一点便可以定义一个态函

数，其物理实质便是克劳修斯熵.

１.２　 克劳修斯等式与曲线积分的联系

考虑一个无摩擦的准静态过程，也即可逆过程.

利用热力学第一定律，我们可以将式（１）左 边 改 写

成

　　　　　　∮ｄＵ＋ｐｄＶＴ
（２）

采用ｐ和Ｖ作为独立的状态参量表示其他所有状态

量，即Ｔ＝Ｔ（ｐ，Ｖ），Ｕ＝Ｕ（ｐ，Ｖ），这里可以省略偏

导运算中表示不 变 量 的 下 标 且 不 引 起 歧 义.求 出 式

（２）中的全微分ｄＵ 后我们得到要证明的等式

　∮１Ｔ ｐ＋∂Ｕ∂Ｖ（ ）ｄＶ＋１Ｔ∂Ｕ∂ｐｄｐ＝０ （３）

不难看出，这就是对坐标的曲线积分，即第二类曲线

积分，只不过这里的坐标是ｐ－Ｖ而不是ｘ－ｙ.要证

明克劳修斯等式，等价于证明式（３）的正确性，也就

是说我们要证明下面的曲线积分与积分路径无关

　　∫Ｌ

１
Ｔ ｐ＋

∂Ｕ
∂Ｖ（ ）ｄＶ＋１Ｔ∂Ｕ∂ｐｄｐ （４）

２　 克劳修斯等式的新证明

根据格林公式［３］，曲线积分∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ与路

径无关当且仅当Ｐ与Ｑ之间满足∂Ｑ
∂ｘ－

∂Ｐ
∂ｙ
＝０.依据

式（４）做如下推演
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为了后续的推导中不引起歧义，已为上式中的偏导

数加上了下标.由偏导数的链式法则，我们很容易得

到下面的几个关系式

　 ∂Ｕ
∂ｐ（ ）

Ｖ
＝ ∂

Ｕ
∂Ｔ（ ）

Ｖ

∂Ｔ
∂ｐ（ ）

Ｖ
（６）

∂Ｕ
∂Ｖ（ ）

ｐ
＝ ∂
Ｕ
∂Ｖ（ ）

Ｔ
＋ ∂Ｕ
∂Ｔ（ ）

Ｖ

∂Ｔ
∂Ｖ（ ）

ｐ

（７）

　　　 ∂Ｔ
∂ｐ（ ）

Ｖ

∂ｐ
∂Ｔ（ ）

Ｖ
＝１ （８）

　 ∂Ｕ
∂Ｔ（ ）

Ｖ
＝ ∂
Ｕ
∂ｐ（ ）

Ｖ

∂ｐ
∂Ｔ（ ）

Ｖ
（９）

将式（７）、（８）代入式（５）化简后得到
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从数学上 看，式（１０）已 无 法 再 进 一 步 化 简，原

因是克劳修斯等式的本质是一条物理规律，它来源

于卡诺定理，或者说其本质来源于热力学第二定律.

热力学第二定律有很多形式，我们可以使用它的一

个推论，即能态方程［６］

　　　 ∂Ｕ
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来得到偏导数之间的一个补充关系式.

需要特别说明的是，卡诺定理的本质是热力学

第二定律，然而能态方程是可以直接使用卡诺定理

导出的［１，７］，而且导出的过程以及卡诺定理本身，完

全不依赖于克劳修斯等式，从热力学第二定律可以

自然地得出卡诺定理，进而导出能态方程，所以这里

并没有出现所谓的循环论证，我们对克劳修斯等式

的证明在物理本质上还是一样来源于热力学第二定

律，只是在数学上更加严谨.

将式（１１）代入式（１０），化简后得到
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再利用式（９）可以得到
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综上所述，根据格林公式，我们确实证明了积分

式（４）的结果与路径无关，也即证明了 克 劳 修 斯 等

式（１）.我们的证 明 过 程 中，只 限 定 了 讨 论 范 围 是 可

逆过程，由于卡诺定理并不依赖于工质，其导出的能

态方程对任意气体都成立，热力学第一定律作为基

本方程对任意气体也成立.所以，克劳修斯等式适用

于任何气体的任意可逆循环过程.

最后，从数学上来看，曲线积分与路径无关等价

于存在某一态函数，这一态函数正是đＱｒ
Ｔ

的原函数，

所以我们可以直接利用这一等式建立克劳修斯熵的

概念.

３　 克劳修斯等式的再理解

从我们的证明，可以对克劳修斯等式进行一个

新的理解.在热 学 中 常 说 吸 放 热 和 做 功 是 一 个 过 程

量，不是通常意义下的微分［１－２］.这在数学上被称为

非恰当微分［８］，与恰当微分相对应，指的是某一个函

数积分的结果是与选取的路径有关的，无法与任何

一个函数的全微分相对应.比如下面的式（１５），沿任

一闭合路径积分值为零，所以是恰当微分，其原函数为

　　　　　ｚ＝ｘｙ＋Ｃ （１４）

但式（１６）显然就不是恰当微分了.

　　　　ｄｚ＝ｙｄｘ＋ｘｄｙ （１５）

　　　　đｚ＝ｙｄｘ－ｘｄｙ （１６）

对于非恰当微分，如果乘以某个积分因子，可以变为

恰当微分，如式（１６），变为đｚ
ｙ２

就是一个恰当微分，１
ｙ２

便是熟知的积分因子.
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同理，在热力学中，内能的改变量ｄＵ 是恰当微

分，元功ｐｄＶ 是非恰当微分，但是由于体积是系统

的一个态函数，所以通过式（１７）我们得到了一个恰

当微分，积分因子是１
ｐ
.

　　　　　đ
Ｗ
ｐ
＝ｄＶ （１７）

更近一步，由热力学第一定律得到的可逆过程

吸放热量

　　　　đＱｒ＝ｄＵ＋ｐｄＶ （１８）

也是非恰当微分，但是克劳修斯等式正是为上式中

的đＱｒ 找到了一个对应的积分因子１
Ｔ.

即式（１９）

　　　
đＱｒ
Ｔ ＝

ｄＵ＋ｐｄＶ
Ｔ ＝ｄＳ （１９）

得到了一个恰当微分，本文也就是从数学上结合热

力学定律严格证明了选取的积分因子的正确性.

４　 总结

本文利用热力学第一定律将克劳修斯等式改写

为第二类曲线积分，从而突出了克劳修斯等式的数

学实质是某一第二类曲线积分与路径无关，并利用

格林公式、能态方程以及状态参量偏导数之间的联

系从数学上严谨证明了曲线积分式（４）确实不依赖

于积分曲线的选取，从而证明了克劳修斯等式.在数

学上，引入克劳修斯熵的过程也可以看作是为一个

非恰当微分找到了一个合适的积分因子，求得的原

函数便可作为系统的一个新的态函数.

笔者认为，这个证明方式虽然对物理图像并未

做过多强调，但是在数学上更加严格，在热学教学中

能让学生们更加体会到数学与物理学之间的紧密联

系，让学生在学习物理的同时，自发地思考公式背后

在数学上的联系，多多思考物理学中使用的数学的

严谨性和可行性.

针对大多数热学课本上关于此定理的证明，是

否是严谨的，也有很多不同意见［４－５］.本文从数学上

来说严谨性是毋庸置疑的，教师也当引导学生去发

现基本定理证明中可以讨论的地方.
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