
理论物理讨论班讲义

刘蔚韬 毛柯翔

2024 年 5 月 5 日 立夏

1 2D-Ising 模型的传递矩阵方法

为什么要专门讨论一下传递矩阵解法？因为有更加广泛的适用性。可以用于解其它的二维
格点结构。
其主要思想在 Chapter2中有过论述，这里回顾一下一维 Ising Model的传递矩阵解法，然

后再将之类比推广到二维的情况。

1.1 传播子与配分函数

这里进行一个量子力学的复习喵。回忆波动力学的传播子描述，有

ψ(x′′, t) =

∫
dx′K(x′′, t;x′, t0)ψ(x

′, t0) (1)

在知道哈密顿量时（我们这里方便起见默认不含时，或者各不同时间时对易），一定可以构造
这样的传播子，有：

K(x′′, t;x′, t0) =
∑
a′

⟨x′|a′⟩⟨a′|x′′⟩ exp −iEa′(t− t0)

h̄
(2)

其中 |a′⟩ 是哈密顿量的能量本征右矢。
对传播子令 x′′ = x′ 做一个积分（本质上相当于求迹）有：（同时，取 t0 = 0）

G(t) =

∫
dx′K(x′, t;x′, 0)

=

∫
dx′

∑
a′

|⟨x′|a′⟩|2 exp −iEa′t

h̄

=
∑
a′

∫
dx′|⟨x′|a′⟩|2 exp −iEa′t

h̄

=
∑
a′

exp(−it
h̄
E′

a)

(3)

1



这是一个很有趣的观察，我们发现这个积分相当于对各个能量本征态进行求和，得到一个关于
t 的函数，而这很难不让我们想到统计力学中的配分函数。

Z(β) =
∑
a′

e−βEa′ (4)

如果我们选择令 it
h̄
= β（实际上是对 G(t) 进行解析延拓），那么某种程度上我们就可以看到统

计力学中的配分函数和量子系统中的传播子冥冥之中有着某种联系。

1.2 1D-Ising 模型传递矩阵解法回顾

我们现在已经有这样的基本认识——配分函数实际上可能可以表示成某个量子系统传播
子（虚时间演化）求迹的结果，那么我们很好奇，是否可以将简单一维 Ising 模型的配分函数
写成某个矩阵求迹的形式？（考虑周期性边界条件 σN+i = σi）

βH = −J
N∑
i=1

σiσi+1 −B
N∑
i=1

σi

= −J
N∑
i=1

σiσi+1 −B(
1

2
σ1 +

N∑
i=2

σi +
1

2
σN+1)

= −J
N∑
i=1

σiσi+1 −
1

2
B

N∑
i=1

(σi + σi+1)

=
N∑
i=1

(−Jσiσi+1 −
1

2
B(σi + σi+1))

(5)

所以配分函数写作：

ZN =
∑
{σ}

e−βH(σ) =
∑
{σ}

N∏
i=1

eJσiσi+1+
1
2B(σi+σi+1) (6)

我们看到每个乘积项都有两个指标，很难不想定义一个矩阵来方便记号：

V (σ, σ′) ≡ ⟨σ|V |σ′⟩ := eJσσ
′+ 1

2B(σ+σ′) (7)

或者说写得更直接一些：
⟨+1|V |+ 1⟩ = eJ+B

⟨−1|V |+ 1⟩ = e−J

⟨+1|V | − 1⟩ = e−J

⟨−1|V | − 1⟩ = eJ−B

(8)
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那么很显然，配分函数可以写成：

ZN =
∑
{σ}

⟨σ1|V |σ2⟩⟨σ2|V |σ3⟩...⟨σN |V |σN+1⟩ (9)

利用完备性
∑

σ |σ⟩⟨σ| = I 和周期性 σN+1 = σ1，有：

ZN =
∑
σ1

⟨σ1|V N |σ1⟩ (10)

可以看到确实表示成了一个矩阵的求迹。结果在之前的讨论班中已经给出。
我们不禁会想借用传播子的观点来看 V 到底有什么物理意义。V 和那个时间演化算符的

地位十分相像，可以进行如下类比：∫
dx′K(x′, t;x′, 0) ⇒

∑
σ1

⟨σ1|V |σ1⟩

∫
dx′K(x′′, t;x′, 0) ⇒

∑
σ1

⟨σ2|V |σ1⟩

可以看到 V 这个矩阵和传播子的地位相当一致，那我们就给它起个像样的名字吧——传
递矩阵。
借用传播子的物理意义，我们也许可以这样理解传递矩阵：用 σi 的状态变换到 σi+1 上

去。这实际上将这个统计系统等价成了一个离散量子系统，这一维的自旋分布的轴就被等价成

图 1: 传递矩阵物理意义示意图

了这个离散量子系统的时间轴，随之演化，由传递矩阵描述。利用这种观点，你甚至可以去尝
试求一下这个等效离散量子系统的哈密顿量（主要参考书上第 57 面就在做这件事）

1.3 二维正方晶格的传递矩阵 (Baxter’s Approach)

实际上传递矩阵的定义方式不是唯一的，这里我们讨论一种简单的情况。正方晶格（周期
性边界条件, 无外场）旋转 45◦ 来定义。
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其实这个想法是自然的，传递矩阵某种意义上表示的是一个态到另一个态的转移，我们尽
可能地希望我们考虑的态内部没有相互作用，原本的正方晶格中每行每列之间都是相互关联
的，但是对角线上就没有直接关联。

图 2: 旋转 45◦ 的正方晶格

这里，我们相当于取一个菱形网络，这个网络是方正的，边界用周期性边界条件。在这种
定义下，两个相邻的行实际上规格是不同的（分别用黑白表示），格点多或少一个。所以我们
定义传递矩阵的时候，白到黑和黑到白会有差异。

图 3: 两种传递方式示意

我们这里用 µ 表示某一行可能的某种状态，µ′ 为要传递到的状态（下一行），可以定义出：

Vµ,µ′(K,L) = exp(K
n∑

i=1

σi+1σ
′
i + L

n∑
i=1

σiσ
′
i)

Wµ,µ′(K,L) = exp(K
n∑

i=1

σiσ
′
i + L

n∑
i=1

σiσ
′
i+1)

(11)
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那么显然，配分函数可以直接写出：（m 为周期）

ZN =
∑
µ1

∑
µ2

...
∑
µm

Vµ1,µ2
Wµ2,µ3

Vµ3,µ4
...Wµm,µ1

(12)

实际上一样可以用态的各种可能性定义出矩阵 V,W，（以 n 为周期），那么一样直接看出
配分函数还是可以描述成总的传递矩阵求迹：

ZN = Tr
(
(VW )m/2

)
(13)

注意这里矩阵 V,W 都是 2n × 2n 维的矩阵，很大。求迹最理想的方式就是直接求其本征值然
后求和。更严谨地，实际上，VW 是实对称矩阵。

(VW )µ,µ′ =
∑
{σ′′}

exp(K
n∑

i=1

σi+1σ
′′
i + L

n∑
i=1

σiσ
′′
i ) exp(K

n∑
i=1

σ′′
i σ

′
i + L

n∑
i=1

σ′′
i σ

′
i+1)

=
∑
{σ′′}

exp
(
K

n∑
i=1

σ′′i(σi+1 + σ′
i) + L

n∑
i=1

σ′′
i (σi + σ′

i+1)
)

=
∑
{σ′′}

exp
(
K

n∑
i=1

σ′′i(σi + σ′
i) + L

n∑
i=1

σ′′
i (σi + σ′

i)
)

=
∑
{σ′′}

exp
(
K

n∑
i=1

σ′′i(σ′
i + σi) + L

n∑
i=1

σ′′
i (σ

′
i + σi)

)
= (VW )µ′,µ

(14)

从线性代数中的结论（实谱定理），我们可以断言这个矩阵有足够的本征矢（正交归一），而且本
征值都是实数。这允许我们对本征值比大小。（正定？）如果我们记 VW 本征值为 λ2

1, λ
2
2, ...λ

2
2n，

那么就可以有配分函数：

ZN = λm
1 + λ2

2 + ...+ λm
2n

= λm
max

2n∑
i=1

(
λi

λmax
)m

(15)

实际上，m→ ∞，这时除了最大的本征值每一项都应该趋近于 0。于是我们取近似：

ZN ≈ λm
max (16)

这个配分函数的形式已经和之前我们在一维中的考虑在形式上已经很接近了。实际上我们还需
要对 n→ ∞ 讨论，接下来我们为这些讨论做一些精巧的数学铺垫。
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1.4 传递矩阵的交换性（对易性）

显然，传递矩阵由两个耦合参量 K,L 确定，这里考虑的问题是两个具有不同耦合参量传
递矩阵在上面时候是可交换的？
考虑 V (K,L)W (K ′, L′)，我们想知道在什么情况下有 V (K,L)W (K ′, L′) = V (K ′, L′)W (K,L)。

这里其实我们知道 V 和 W 在我们考虑的系统中其实差别不大。
我们直接写出矩阵具体元素看看：

(
V (K,L)W (K ′, L′)

)
µ,µ′ =

∑
{σ′′}

exp(K
n∑

i=1

σi+1σ
′′
i + L

n∑
i=1

σiσ
′′
i +K ′

n∑
i=1

σ′′
i σ

′
i + L′

n∑
i=1

σ′′
i σ

′
i+1)

=
∑
{σ′′}

n∏
i=1

expσ′′
i

(
Kσi+1 + Lσi +K ′σi + L′σ′

i+1

)
=

n∏
i=1

∑
σ′′
i =±1

expσ′′
i

(
Kσi+1 + Lσi +K ′σi + L′σ′

i+1

)
=

n∏
i=1

2 cosh(Lσi +Kσi+1 +K ′σ′
i + L′σ′

i+1)

(17)
为了简便，我们直接记：

X(a, b, c, d) ≡ 2 cosh(La+Kb+K ′c+ L′d) (18)

X ′(a, b, c, d) ≡ 2 cosh(L′a+K ′b+Kc+ Ld) (19)

现在我们有： (
V (K,L)W (K ′, L′)

)
µ,µ′ =

n∏
i=1

X(σi, σi+1, σ
′
i, σ

′
i+1) (20)

图 4: X(a, b, c, d) 的物理含义
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X(a, b, c, d) 实际上描述的就是一个叉字形上 4 个格点之间的传递，我们要用若干个这样
的叉字拼成整条网络才给出

(
V (K,L)W (K ′, L′)

)
µ,µ′。

仔细想想，这个叉字结构是可以重复拼接给出一条网络的唯一单元吗？显然不是！实际上
利用周期性，我们可以在左右两边各补一条等大相反的作用，拼接是可以抵消，一样会给出这
样的条状网络。即进行变换

X(a, b, c, d) → eMacX(a, b, c, d)e−Mbd

在这个变换下，
(
V (K,L)W (K ′, L′)

)
µ,µ′ 保持不变。也就是说这个叉字单元有一定的自由度。

我们要证
∏n

i=1X(σi, σi+1, σ
′
i, σ

′
i+1) =

∏n
i=1X

′(σi, σi+1, σ
′
i, σ

′
i+1)，在上述观察到的自由度

下，我们知道一个充分的条件是，存在一个数字 M，使得：

X ′(a, b, c, d) = eMacX(a, b, c, d)e−Mbd (21)

这个方程可以用所谓的 Y −∆ 变换的方法求解。首先简单移项：

eMacX(a, b, c, d) = X ′(a, b, c, d)eMbd (22)

这其实表示两个图相同：

图 5: (22) 式相当于说明这两个图相同

但这两个图其实长得并不一样，不过如果应用 Y −∆变换，就可以化成形状一样的图：这

图 6: Y −∆ 变换后的等效图

两个长得一样的图要相同，那自然是各相互作用一致，我们取：

L1 = K L2 = L′ (23)
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这时可以保证两个图相同，也就保证了 (21) 式。
在 Chapter4中 Section4.4讨论过 Y −∆变换系数的确定方式，这里我们相当于有：K1 =

L K2 = K ′ K3 =M，利用 4.4中的结论，新系数有 sinh 2L1 sinh 2K1 = sinh 2L2 sinh 2K2 =

sinh 2L3 sinh 2K3，我们直接得到：

sinh 2K sinh 2L = sinh 2K ′ sinh 2L′ (24)

是保证 M 存在的条件，实际上它是多少我们并不关心，我只要知道其存在性就好。
即 (24) 保证了 (21) 式，也就保证了：

V (K,L)W (K ′, L′) = V (K ′, L′)W (K,L) (25)

在物理意义上，由于周期性边界条件，我们其实知道 V 和 W 之间几乎没有什么差别。可
以直接用一个平移算符 T（可逆）直接联系起来：

W (K,L) = V (K,L)T (26)

那么就可以直接得到更加直接的交换性：

V (K,L)V (K ′, L′) = V (K ′, L′)V (K,L) (27)

即 (24) 式实际上保证了传递矩阵的交换性！

1.5 对一个特例的考虑

对于 (24) 式，我们可以取一个很虚无的特殊情况：

K ′ = L+
iπ

2
L′ = −K (28)

很容易验证 (28) 保证了 (24)，在这种情况下，传递矩阵可交换。这时 X(a, b, c, d) 的形式会变
得很有趣：（注意，对我们而言 a, b, c, d = ±1）

X(a, b, c, d) = 2 cosh(La+Kb+K ′c+ L′d)

= 2 cosh(La+Kb+ Lc+
iπc

2
−Kd)

= 2ic sinh(L(a+ c) +K(b− d))

(29)

这里用到了 eic
π
2 = ci 的事实。

实际上毕竟 a, b, c, d = ±1，所以其实直接用 a, b 来表示就可以表示所有情况了：
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X(a, b, a, b) = 2ia sinh(2La)

= 2ia2 sinh(2L)

= 2i sinh(2L)

X(a, b,−a,−b) = −2ia sinh(2Kb)

= −2iab sinh(2K)

X(a, b,−a, b) = 0

(30)

那么在计算
(
V (K,L)W (L+ iπ

2
,−K)

)
µ,µ′ 时，一旦有 X(a, b,−a, b) 就会变成 0，而利用

周期性，我们可以确定一点只要出现 X(a, b, a,−b) 项，就一定会有 X(a, b,−a, b) 项，一样会
导致

(
V (K,L)W (L+ iπ

2
,−K�

)
µ,µ′ = 0

所以对于非零的
(
V (K,L)W (L + iπ

2
,−K)

)
µ,µ′ 项，必然只能是两行的态完全相同，或者

两行的态完全相反。
对于两行完全相同时 (µ′ = µ)，有：(

V (K,L)W (L+ i
π

2
,−K)

)
µ,µ′ = (2i sinh(2L))n

对于两行完全相反时 (µ′ = −µ)，有：

(
V (K,L)W (L+ i

π

2
,−K)

)
µ,µ′ = (−2i sinh(2K))n

n∏
i=1

(σiσi+1)
n = (−2i sinh(2K))n

这里最后一个等号是因为利用周期性边界条件，我们知道其实每个自旋都乘了 2n 遍，结果一
点是 1.
因此我们可以得到：

V (K,L)W (L+ i
π

2
,−K) = (2i sinh(2L))nδ(σ1, σ′

1)δ(σ2, σ
′
2)...δ(σn, σ

′
n)

+(−2i sinh(2K))nδ(σ1,−σ′
1)δ(σ2,−σ′

2)...δ(σn,−σ′
n)

(31)

或者说我们定义算符

Iµ,µ′ := δ(σ1, σ
′
1)δ(σ2, σ

′
2)...δ(σn, σ

′
n) (32)

Rµ,µ′ := δ(σ1,−σ′
1)δ(σ2,−σ′

2)...δ(σn,−σ′
n) (33)

其物理意义显然，Iµ,µ′ 是直接移动两行，Rµ,µ′ 是移动两行同时取反，则 (31) 写为：

V (K,L)W (L+ i
π

2
,−K) = (2i sinh(2L))nIµ,µ′ + (−2i sinh(2K))nRµ,µ′ (34)
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1.6 传递矩阵的性质若干

我们再讨论一点点其它普适的传递矩阵的相关性质。实际上我们其实可以讨论传递矩阵的
转置，其用物理意义来看很明显，有：

V (K,L)T =W (L,K) (35)

以及定义一个算子 R，其作用是将目前这一行的态反号。那么考虑到传递矩阵的物理意
义，是将一行态转到另一行态，那么 V (−K,−L) 等效于先将 µ 取反再作用 V (K,L) 或先作
用 V (K,L) 得到 µ′ 再取反，直接写出：

V (−K,−L) = V (K,L)R = RV (K,L) (36)

实际上，由于晶格的对称性，我们可以想到传递矩阵自身应该也有某种周期性。实际上在
极限情况下确实有一种很好的周期性。
考虑 V 传递矩阵，令 p 为 (σj+1, σ

′
j) 对自旋相反的对数，q 为 (σj , σ

′
j) 对自旋相反的对

数。那么 p+ q 实际上记录了数列 {σ1, σ′
1, σ2, σ

′
2, σ3, ..., σn, σ

′
n, σn+1 = σ1}（有机不成环，起码

错一半）上符号改变的次数。即本质上就是一个环上放依次放置这些数字，然后考虑两个数字
相反的边的数量。用一点简单的组合技巧马上可以发现：p+ q 必是是偶数。
利用定义，我们可以直接写出：(

V (K,L)
)
µ,µ′ = exp(K

n∑
i=1

σi+1σ
′
i + L

n∑
i=1

σiσ
′
i)

= exp(K((n− p) + (−p))) + L((n− q) + (−q))

= exp((n− 2p)K + (n− 2q)L)

(37)

由于我们考虑的物理问题，我们必须要求在 n → +∞ 时，这个传递矩阵是收敛的。所以
当 n 充分大时，n 的奇偶性对结果是没有影响的，为了方便，我们就直接取 n 为偶数的情况，
即令 n = 2s，（相当于取一个序列的子序列讨论极限，只要认为极限存在，那对子序列的极限
的讨论就适用于原序列的极限）。
由于 p, q 都是包含 0和 2s之间的数字（奇偶性相同），所以可令 n−2p = 2p′，n−2q = 2q′，

显然 p+ q + p′ + q′ = n = 2s，又 p+ q 是偶数，则 p′ + q′ 也是偶数。即 p′ 和 q′ 的奇偶性一
定相同。

V (K ± i
π

2
, L± i

π

2
) = exp(2p′(K ± i

π

2
) + 2q′(L± i

π

2
))

= exp(2p′K + 2q′L± ip′π ± iq′π)

= (−1)±(p+q) exp(2p′K + 2q′L)

= exp(2p′K + 2q′L) = V (K,L)

(38)
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所以我们得到传递矩阵有关于其两个参数共 2 个方向上的周期性。在这里我们既然观察
到其有双周期性，那回忆复分析，我们知道一个典型的非平凡双周期函数是椭圆函数。实际上
对于大部分情况下，这个二维传递矩阵的本征值都需要用椭圆函数描述。
这些性质做一个转置自然推至 W (K,L)

1.7 传递矩阵本征值满足的函数方程

利用传递矩阵的交换性条件 (24)，我们明确地知道交换的矩阵有相同的本征矢，也就是说
值 h：

h−1 = sinh 2K sinh 2L (39)

直接确定了 V (K,L) 的本征矢结构，记其本征矢为 {y(h)}
同时我们知道 T,R 这两个矩阵总是和 V (K,L) 交换，也总共用本征矢，所以可以令：

V (K,L)y(h) = v(K,L)y(h)

Ty(h) = ty(h)

Ry(h) = ry(h)

(40)

实际上我们又由物理意义直接知道 Tm = I, R2 = I，所以我们有：tm = 1

r2 = 1
(41)

注意到 (34) 式保证了：

V (K,L)V (L+ i
π

2
)T = (2i sinh(2L))nI+ (−2i sinh(2K))nR (42)

其中两个传递矩阵是可交换的也便共用本征矢，直接作用 y(h)：

v(K,L)v(L+ i
π

2
)t = (2i sinh(2L))n + (−2i sinh(2K))nr (43)

而实际上，我们记 V (K,L)W (K,L) 作用 y(h) 有 λ(K,L)2，自然会有：

λ(K,L) = v(K,L)
√
t (44)

那么就有：

λ(K,L)λ(L+ i
π

2
,−K) = (2i sinh(2L))n + (−2i sinh(2K))nr (45)

这就是所谓的本征值满足的函数方程。
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2 传递矩阵的特征值谱

在有上述精密的数学讨论的加持下，我们可以尝试给出传递矩阵的本征值谱了。这里将展
示怎么利用传递矩阵的交换性条件确定其本征值谱。为了凸显出关键的步骤和结构，这里只讨
论临界点的情况，非临界点的情况下我们会陷入到复杂的椭圆函数的讨论中，有失重点。

2.1 临界点下的特征值谱

所谓临界点，在我们之前的讨论中也提到过了，就是 h = 1 的情况，即我们讨论 K,L 特
殊取值下传递矩阵的本征值谱。

sinh 2K sinh 2L = 1 (46)

这时，由于物理上耦合参数都是正实数，我们知道这两个因子的取值都是 0 到正无穷。我们可
以对这个约束去一个很巧的参数化，让之后的推导能够利用大量复分析中的结论：sinh 2K = tanu

sinh 2L = cotu
(47)

考虑到双曲正弦的定义，我们直接可以解出 e±2K , e±2L 用 u 参数化的结果：

e2K = 1+sin u
cos u

e−2K = 1−sin u
cos u

e2L = 1+cos u
sin u

e−2L = 1−cos u
sin u

(48)

可以发现 e±2K , e±2L 都是关于 u 的亚纯函数，而且以 2π 为周期。
这时很容易验证在 K ′ = L+ iπ

2
L′ = −K 的虚无取值下，实际上对应了参数平移 pi

2
，即

u+ π
2
为其参数。这样我们可以将 (45) 在这种特殊情况下写成：

λ(u)λ(u+
π

2
) = (2i cotu)n + (−2i tanu)nr (49)

这里直接用 u 参数标记 (K,L)。
再考虑传递矩阵中的元素，也可以直接用参数 u 来描述。实际上考虑 (37)，我们可以写

出： (
V (K,L)

)
µ,µ′ = exp

(
K(n− p) + (−K)p+ L(n− q) + (−L)q

)
=

(1± sinu)s
(cosu)s

(1± cosu)s
(sinu)s

≡ A(u)

(sinu cosu)s

(50)
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这里 A(u) 是一个关于 sinu, cosu 的 2s 次多项式，可以记作：

A(u) ≡ e−2isu(a0 + a1e
iu + ...a2ne

4isu) (51)

利用线性代数中的结论，我们其实知道本征值 s 其实可以用某行矩阵元线性组合出来，组
合系数无非是本征值分量的比值。这些比值实际上只是 h 的函数。即这些组合系数完全与 u

是无关的！！！这是一个非常重要的性质。这意味着本征值 v(K,L) 只是若干 (50) 式的线性组
合，用 (44) 看出 λ(u) 也是如此。

注意到将 u 替换成 u + π 时，我们本质上在考虑 K ′ = −K ± iπ
2

L′ = −L ± iπ
2
利用传

递矩阵周期性，我们知道 V (u+ π) = V (−K,−L) = V (K,L)R，所以有：

V (K,L)Ry(h) = v(u+ π)y(h) (52)

则我们得到本征值的周期性：
v(u+ π) = v(u)r (53)

进一步
λ(u+ π) = rλ(u) (54)

实际上 r2 = 1 ⇒ r = ±1，考虑到本征值的形式 λ(u) = (sinu cosu)−sA(u)，在 r = 1 时
用 (54) 看出 A(u) 只有偶数次幂；而在 r = −1 时 A(u) 就只能有奇数次幂。利用三角函数的
和角公式，我们相信一定可以将本征值化成：

λ(u) = ρ(sinu cosu)−s

l∏
j=1

sin(u− uj) (55)

这样的形式，其中 ρ, uj 都由组合系数 ai 确定。在 r = 1 时 l 是偶数，r = −1 时 l 是奇数。实
际上为了满足 (51) 形式，必有： l = 2s , r = 1

l = 2s− 1 , r = −1
(56)

可以看出，给出本征值谱的关键在于解析地确定 uj

这时我们带回 (49)，就可以得到：

ρ2
n∏

j=1

sin(u− uj) cos(u− uj) = (2i)2s(cos4s u+ r sin4s u) (57)

令 x = e2iu xj = e2iuj，那么就可以将 (57) 变为：

ρ2(
1

4i
)l

l∏
j=1

x2 − x2j
xj

= (2i)−2sxl−2s((x+ 1)4s + r(x− 1)4s) (58)
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想知道 xj（本质上就是零点），只要读取 RHS 的零点即可，即求解：

(x+ 1)4s + r(x− 1)4s = 0 (59)

解这个初等方程，可以有：

xj = ±i tan θj
2

(60)

其中 θj 取值是：(j = 1, 2, ...l)

θj =

π(j − 1
2
)/2s, r = 1

πj/2s, r = −1
(61)

所以我们可以直接取对数，得到：

uj = ±π
4
− ln tan θj (62)

由于在 (55) 式中，用 uj 可以组合出 2l 可能个本征值。这出现了一点差异，即 r = ±1 时
组合出来的本征值数量竟然差了两倍？
实际上在 r = 1时，有一个额外的约束条件，要求了这样组合出来的本征值数量总为 22s−1

个。

2.2 远离临界点情况的概览

览牛魔

3 Yang-Baxter 方程和 R 矩阵
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