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前言

在前面讨论班的学习中，我们引入了平均场近似的方法来求解一维 Ising 模型，而本章我们将
正式进入二维 Ising 模型的求解. 在二维模型中有一个相变，其临界指数与在平均场近似中得到的值
不同. 因此，它提供了临界现象的一个重要例子. 我们将非常详细地看到，在所有精确求解的统计力
学模型中，二维伊辛模型不仅是研究最多的，而且也是证明了一系列深刻的数学和物理结果的模型。

该模型的许多解因其使用的巧妙方法而脱颖而出，如行列式理论、组合方法、Grassmann 变量或椭
圆函数.许多结果深刻地影响了对关键现象的理解，并强烈地激发了新的研究领域。在研究二维伊辛
模型中成熟的思想，例如其高温相和低温相之间的对偶性，已经被推广到其他力学统计系统中，并且

也在其他重要领域中找到了重要和基本的应用，例如量子场论. 同样重要的发现是，在临界点附近，
模型的动力学可以用所谓的马约拉纳费米子的相对论性 Dirac 方程来描述.
本次讨论课致力于研究一些可以通过基本方法与假设来建立的模型的性质. 我们特别讨论了

Peierls 证明模型中存在相变的论点。我们还给出了方形晶格的低温配分函数和高温配分函数、三
角晶格配分函数和六角晶格的配分函数之间的对偶关系. 在最后一种情况下我们引入了一个恒等式，
即 star–triangle equation，它将在以后的研究中大放异彩.
最后感谢各位同学参加讨论班，由于本人水平有限，写的东西与其说是讲义，不如说是我个人

的学习笔记. 缺点和疏漏在所难免，恳请大家不吝指正，万分感激！
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第一章 Peierls 的观点

1936 年，Peierls 证明了二维或高维的伊辛模型有一个低温区，其中自发磁化不等于零. 由于系
统在高温下是无序的，因此必然存在一个发生相变的临界温度 Tc.

Peierls 认为每个相变都对应到一组的闭合区域（图 1.1), 这些虚线将自旋为 −1 的区域与自旋

为 +1的区域分开来.如果我们能够证明在足够低的温度下，封闭线包围的区域大小的平均值仅占系
统总体积的一小部分，我们就可以证明大多数自旋普遍处于自发磁化的状态. 现考虑低温下的 Ising

图 1.1 虚线框住的区域表示自旋翻转的区域.

模型，假设处于最低能量下的粒子自旋都为 +1，则温度涨落将会导致部分粒子自旋发生变化，引起

这部分变化的能量损耗为

∆E = 2JL (1.1)

其中 L 为虚线区域长度.
那么现在的问题是对于一个给定的 L. 这个框的位置可以在晶体的任意区域，并且框的形状也

是任意的. 故为了简化，我们认为这个框是在给定区域中随机走 L 步得到的，并且每步仅有两种结

果，尽管二维方形模型下每步有四种结果，并且其得到的熵值也是最大的，但这种走法忽略了虚线

区域的闭合性. 故在走完 L 步后系统总的状态数 Ω 为 2L, 故涨落带来熵的变化为

∆S = k ln2L = kL ln2 (1.2)

故自由能的变化为

∆F = ∆E − T∆S = L(2J − kT ln2) ≥ 0 (1.3)

故系统当中发生该情况的变化的条件为

T ≤ Tc =
2J

k ln2
≈ 2.885

J

k
(1.4)

这个值与实际临界温度值十分接近!
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第二章 方形晶体中的对偶关系

Peierls 的论证表明二维 Ising 模型有两个不同的情况: 无序的高温情况和有序的低温情
况.Kramers 和 Wannier 首先利用高温配分函数和低温配分函数之间的对偶关系确定了发生相变的
临界温度. 而二维方形晶体中的对偶性是其最为重要的性质之一. 在引入对偶关系之前，我们先学习
模型在高温和低温下的级数展开.

2.1 高温展开

现考虑一个方形格子 L, 其有 M 个水平连接和 M 个竖直连接. 在 M → ∞ 时 M 就等于晶体

的格点数 N . 现在我们要试着写出其 Hamiltonian，由于水平和竖直方向的耦合常数不同，我们分别
用 Jh 和 J ′ 代表水平和竖直方向的耦合常数. 此时配分函数为

ZN =
∑
{σ}

exp
[
K

∑
(i,j)

σiσj + L
∑
(i,k)

σiσk

]
(2.1)

其中

K = βJ (2.2)

L = βJ ′ (2.3)

由于

exp[xσiσj ] =
ex + e−x

2
+
ex − e−x

2
σiσj = coshx(1 + σiσjtanhx) (2.4)

故配分函数可以写为

ZN = (coshKcoshL)M
∑
{σ}

∏
(i,j)

(1 + vσiσj)
∏
(i,k)

(1 + wσiσk) (2.5)

其中 v = tanhK,w = tanhL. 在高温情况下，各个格点的自旋情况是独立的，也就意味着我们直接
进行求和是行不通的. 但不难发现，由于 K,L≪ 1, 故可以得到 v, w ≪ 1. 所以在 T → ∞ 时我们可
以将 v 和 w 进行级数展开，故称其为高温展开.
现考虑每一个 (1 + vσiσj) 和 (1 + wσiσk), 其分别代表了一对水平连接 (i, j) 和竖直连接 (i, k)，

若两点之间没有连接，则上面两项的取值都为 1，换句话说，2.5式当中做乘积的每一项都代表了一组
格点之间的连接 (尽管它们两个之间可能并没有发生连接). 而2.5式中我们将乘积展开共有 22M 项，

因为总共有 2M 个连接，而每个连接会带来两项 (分别是 1 和含 σ 项). 那么每一项的形式就为

vrwsσn1
1 σn2

2 σn3
3 ...σnN

N (2.6)

其中 r 为水平的连接数，s 为竖直的连接数，ni 代表第 i 个结点上连接的数目. 由于 σi = ±1, 若
ni 为奇数，则在后续的求和中奇数项就会被抵消掉，故只有所有的 ni 都取偶数时该项才会被保留

下来，若转为图式法的语言，也就意味着只有偶数次连接的格点才会对配分函数做出贡献，换句话

说，这个连线必须是闭合的！
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通过以上讨论，我们就可以得到

ZN = 2N [coshKcoshL]M
∑
p

vrws (2.7)

其中 2N 是由于对于指定 r 和 s 的一组2.6式，其中共有 2N 种可能的 σ 的组合. 现在
∑
代表对 L

中有偶数次连线的格点求和. 故现在我们只需要考虑

Φ =
∑
p

vrws (2.8)

对于 Φ 的第一项，Φ = 1，代表的是各个格点之间没有连接；第二项为 (vw)2, 其构成的为一个面积
为 1 的方格，即 ×1 大小的方格，而我们可以在任意一个格点上绘制这个方格，故总共有 N 个方格，
总的求和就为 N(vw)2; 而第三项自然对应的为面积为 2 的方格，有两种，即 1×2 或 2×1, 分别有 N
个，故总贡献为 N(v2w4 + v4w2). 以此类推，Φ 可以写为

Φ = 1 +N(vw)2 +N(v2w4 + v4w2) + ... (2.9)

尽管我们可以不断的写下去，但实际上我们没有必要这么做，因为我们所需要的对偶性质已经可以

通过2.7式得到了.

2.2 低温展开

在低温的情况下，根据 Peierls 的观点，自旋总是趋向于相互平行的方向排列的. 但总有一些格
点的自旋是和相邻的格点是反平行的.我们不妨假设低温下大多数格点自旋向上，令 r为自旋反平行

的竖直连接，s 为自旋反平行之间的水平连接. 则相邻自旋平行的竖直连接和水平连接分别有 M − r

个和 M − s 个. 此时2.1式可写为

ZN =
∑
{σ}

exp[K(M − 2s) + L(M − 2r)] (2.10)

故配分函数仅依赖于 r 和 s，为了进一步简化，我们需引入对偶晶格的概念. 对于晶格 L, 定义其
对偶晶格 LD，其格点位于原始晶格各个格子的中心. 对于方形格子，其对偶晶格仍为方形格子 (图
2.1). 借助对偶晶格，我们就可以用类似高温展开的方法去连线. 若原始晶格中相邻两个格点自旋平

图 2.1 方形晶格的对偶晶格.

行，则两个格点连线两侧的对偶晶格的格点就不连线，反之就连线 (图 2.2). 现在我们来看看 r 和 s

7



图 2.2

的含义，每出现一对反平行的格点，对偶晶格中就需要连接一对格点，不难发现 r 代表的是对偶晶

格中水平方向的连接，s 代表的是竖直方向的连接. 故2.10式可写为

ZN = exp[M(K + L)]
∑
p̃

exp[−2Lr − 2Ks] (2.11)

类似地，p̃ 代表的是对偶晶格中被连接偶数次的格点. 故我们也仅需考虑函数

Φ̃(e−2L, e−2K) =
∑
p̃

exp[−2Lr − 2Ks] (2.12)

自然地，其可以展开为

Φ̃(e−2L, e−2K) = 1 +Ne−4L−4K +N(e−4L−8K + e−8L−4K) + ... (2.13)

我们将这种展开称为低温展开.

2.3 自对偶性

为了构建我们想要的关系式，我们不妨从原始晶格出发，在这个晶格上画一个具有 r 个连接的
闭合图形. 我们构建它的对偶晶格，并且在图形内部进行自旋翻转，我们会发现相邻格点自旋相反
的连接为 r 个时的可能数与原始晶格上 r 个连接的可能数是相同的！反之亦然. 这表面给定晶格的
某种图形与对偶晶格的另一种图形有一一对应的关系. 换句话说，若我们指定原始晶格中 (r, s) 的取

值，对偶晶格中自旋相反晶格的连接情况也为 (r, s).
若考虑原始晶格在高温 T 情况下，其配分函数为

ZH
N = 2N [coshKcoshL]M

∑
p

vrws (2.14)

并且考虑其对偶晶格处于低温 T̃ 下，配分函数为

Z̃L
N = exp[M(K̃ + L̃)]

∑
p̃

exp[−2L̃r − 2K̃s] (2.15)

若 M → ∞, 则 N =M . 我们对两者分别求平均自由能可知

lnZ

N
= ln2 + ln(coshKcoshL) + g(v, w) =M(K̃ + L̃) + g(e−2L̃, e−2K̃) (2.16)
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其中 g 代表该级数的对数.g 包括了自由能的奇异部分，那么我们很自然的可以想到这样的对应关系

v = e−2L̃, w = e−2K̃ (2.17)

即

sinh2Ksinh2L̃ = 1, sin2K̃sinh2L = 1 (2.18)

上述关系式被称为对偶条件. 若我们考虑的是均匀的晶格，即 K = L, K̃ = L̃, 若 g(k) 在 K = Kc 下

具有奇异性（配分函数发散），则其必然也在 K̃ = Kc 下具有奇异性，因为自由能的奇异点仅有一

个1，即具有自发对偶的性质 (可以联想到方格的对偶晶格也是方格)，故

tanhKc = e−2Kc (2.19)

解得 Tc ≈ 2.27J . 根据2.18, 我们可以得到

图 2.3

sinh2Ksinh2L =
1

sin2K̃sinh2L̃
(2.20)

这意味着高温 T 下的原始晶格与其处于低温 T̃ 下的对偶晶格形成了一种对偶关系.并且我们可以得
到它们两者之间配分函数的关系

ZH
N = 2N [sinhKsinhL]M Z̃L

N (2.21)

这也被称为对偶变换.

1C. N. Yang and T. D. Lee (1952). Phys. Rev. 87, 404.

9

https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.87.404


第三章 六角晶体和三角晶体的对偶关系

方格晶体中的对偶变换可以推广至其他类型的晶体中. 最为典型的就是三角晶体和六角晶体的
对偶，它们互为对偶晶格 (图 3.1). 本章就讨论在三角形和六边形晶格上定义的 Ising 模型的低温和
高温之间的映射 我们分别令 Ki 和 Li(i = 1, 2, 3) 分别为三角和六角晶格的耦合常数. 在无外磁场

图 3.1 六角晶格和三角晶格互为对偶晶格.

时，六角晶格的配分函数为

ZH
N (L) =

∑
{σ}

exp[L1

∑
σlσi + L2

∑
σlσj + L3

∑
σlσk] (3.1)

其中 Li = Li/kT . 指数项内的求和为三条不同方向边的相邻相互作用的格点进行求和. 类似地，我
们也可以写出三角晶格在无外磁场下的配分函数

ZT
N (K) =

∑
{σ}

exp[K1

∑
σlσi +K2

∑
σlσj +K3

∑
σlσk] (3.2)

其中 Ki = Ki/kT . 我们先考虑三角晶格的高温展开：

ZT
N (K) = (2coshK1coshK2coshK3)

N
∑
p

vr11 v
r2
2 v

r3
3 (3.3)

其中 vi = tanhKi, 求和代表的为对三角晶格中封闭的格点求和，且沿三个不同方向的边求和. 同样
的，对六角晶格进行低温展开，对于 N 个格点的三角晶格其每个格点平均占有的六角晶格的格点为
2 个，故三角晶格对偶的六角晶格中总共有 2N 个格点, 故

ZH
2N (L) = e[N(L1+L2+L3)]

∑
p

exp[−2(L1r1+L2r2+L3r3)] (3.4)

若三角晶格处于温度 T ∗ 时，它们具有类似的对偶条件

tanhK∗
i = exp[−2Li], i = 1, 2, 3 (3.5)

由此可以得到

sinh2K∗
i sinh2Li = 1 (3.6)
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且三角晶格的配分函数与六角晶格的配分函数的变换关系为

ZH
2N (L) = (2a1a2a3)

N
2 ZT

N (K∗) (3.7)

其中 ai = sinh2Li = 1/sinh2K∗
i , i = 1, 2, 3.

与方形晶格一样，上式表明，当其中一个耦合常数较小时，另一个耦合常数较大，反之亦然。然

而，在这种情况下，对偶关系本身不能确定两个晶格的临界温度，因为它们不是自对偶的. 幸运的
是，在两个晶格的耦合常数之间还存在一个重要的恒等式，即，star-triangle identity. 这使我们
能够确定两个模型的自由能奇点. 值得一提的是，star-triangle identity 最初是在电线网络发展而来
的，它表示在一个网络中一个星形或一个三角形上排列的三个电阻之间的等价性.
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第四章 Star-Triangle Identity

六角晶格的配分函数可写为

ZH
N (L) =

∑
{σ}

exp[L1

∑
σlσi + L2

∑
σlσj + L3

∑
σlσk] (4.1)

若我们将六角晶格的格点分为 A、B 两类 (图 4.1)，且考虑到

图 4.1 图中黑色的为 A 类点，白色的为 B 类点.

∑
{σ}

=
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

∑
σ3=±1

...
∑

σN=±1

=
∑
{σa}

∑
{σb}

(4.2)

若取配分函数中的 σl 为 B 类中的格点，则相邻求和的格点均为 A 类的格点. 故配分函数亦可写为

ZH
N (L) =

∑
{σa}

∑
σl

∏
i,j,k

exp[Liσi + σl(+L2σj + L3σk)] =
∑
{σa}

∏
i,j,k

w(σi, σj , σk) (4.3)

其中

w(σi, σj , σk) =
∑
σl

exp[σl(L1σi + L2σj + L3σk)] (4.4)

又由于 σl 的取值仅有 1 或 −1, 故

w = 2cosh[L1σi + L2σj + L3σk] (4.5)

又考虑到 w 可以写成含 Boltzmann 因子的形式，即存在参数 Ki 和常数 D, 使得

w = D exp[K1σjσk +K2σiσk +K3σiσj ] (4.6)

将4.6式代入4.3式中, 且考虑到对 (i, j, k) 求积仅有 N/2 个，可得

ZH
N (L) = RN/2

∑
{σa}

∏
i,j,k

exp[K1σjσk +K2σiσk +K3σiσj ] (4.7)

注意到右边不正是三角晶格配分函数的形式嘛，并且考虑到此时 (i, j, k)都为三角晶体的格点，并且

重新选取格点数 N → 2N 故可得

ZH
2N (L) = RNZT

N (K) (4.8)
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这个式子就是著名的 star-triangle identity. 现在我们要做的就是确定 R 的取值，经过漫长的计算1，

我们可以到

sinh2KisinhLi = h−1 , i = 1, 2, 3 (4.9)

R2 = 2h sinhL1sinhL2sinhL3 (4.10)

h =
(1− v21)(1− v22)(1− V 2

3 )

4[(1 + v1v2v3)(v1 + v2v3)(v2 + v3v1)(v3 + v1v2)]
1
2

(4.11)

其中 vi = tanhKi. 在下一章我们会看到，这些结论的重要意义就是将三角晶格高温和低温的配分函
数联系起来.

1Baxter,R.J (1982). Exactly Solved Models in Statistical Mechanics.
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第五章 三角晶格与六角晶格的临界温度

若考虑处于低温下的六角晶格，根据3.7式, 有

ZH
2N (L) = (2a1a2a3)

N
2 ZT

N (K∗) (5.1)

其中 ai = sinh2Li. 而 ZT
N (K∗) 代表高温下三角晶格的配分函数. 又根据4.8式可得

ZH
2N (L) = RNZT

N (K) (5.2)

此处 ZT
N (K) 为低温下三角晶格的配分函数. 那么我们立马就可以建立起两者的关系

ZT
N (K) = h−N/2ZT

N (K∗) (5.3)

且

sinh2K∗ = h sinhK (5.4)

若我们考虑的三角晶体是均匀的，即 K1 = K2 = K3 = K, 则当处于临界温度时，根据5.4式，h = 1,
故4.11式可写为

1 =
(1− v2)3

4[(1 + v3)v3(1 + v)3]
1
2

(5.5)

解得 vc = 2−
√
3. 即 tanh K

kTc
= 2−

√
3, 由此可得

T tr
c ≈ 3.64K (5.6)

又根据3.6式我们可以得到六角晶格的临界温度

sinh
2L
kTc

=
√
3 (5.7)

解得 T hex
c ≈ 1.52L.

14



第六章 二维模型中的对偶

前面的章节表明，对于方形晶格和六边形/三角形晶格，Ising 模型的对偶性可以建立在一个几
何参数的基础上，即计算原始晶格及其对偶上的封闭多边形.然而，统计模型的对偶性质可以通过考
虑进入配分函数的统计变量的特定变换，以纯代数的方式来表现. 不妨考虑这样一个配分函数.

Z(β) = β1/4

∞∑
n=−∞

e−βπn2 (6.1)

这可以解释为能级为 En = πn2 的量子系统的配分函数. 这个表达式对于确定配分函数在低温阶段
(β ≫ 1) 的数值显然是有用的，因为在这个阶段，和是由第一项主导的. 在高温相 (β ≪ 1)，情况相

当不同，需要求许多项才能达到足够的精度. 但借助 Poisson 公式可得

Z(β) = β−1/4

∞∑
m=−∞

e−πm2/β (6.2)

由此可以得到一个很重要的对偶关系

Z(β) = Z(1/β) (6.3)

这样我们就可以借助低温项的性质来计算高温项了.这个例子表明，有时，简单的代数变换允许我们
建立配分函数的重要对偶关系.
还有一个例子就是所谓的散度和旋度，对于旋度为 0 的函数 v, 其可写为

v = ∇φ = (
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
) (6.4)

若 v 散度为 0, 则
v = ∇× ψ = (

∂ψ

∂y
,−∂ψ

∂x
) (6.5)

上面两式表面我们可以通过交换 x、y 在两者之间进行变换. 若将其应用到晶格中 (图 6.1)，取右下

图 6.1

角格点坐标为 (i, j), 用 ρ 来表示图中各处连接，则取闭合回路，有

ρi+ 1
2 ,j

+ ρi+1,j+ 1
2
− ρi+ 1

2 ,j+1 − ρi,j+ 1
2
= 0 (6.6)
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这对应了旋度为 0 的离散版本，同样我们也可以用一个参量来描述它

ρi+ 1
2 ,j

= ϕi+1,j − ϕi,j (6.7)

ρi,j+ 1
2
= ϕi,j+1 − ϕi,j (6.8)

若我们考虑 (i, j) 出发射的四条线，其自然对应了散度为 0 的离散版本

ρi+ 1
2 ,j

− ρi− 1
2 ,j

+ ρi,j+ 1
2
− ρi,j− 1

2
= 0 (6.9)

同样有

ρi+ 1
2 ,j

= ψi+ 1
2 ,j+

1
2
− ψi+ 1

2 ,j−
1
2

(6.10)

ρi,j+ 1
2
= −ψi+ 1

2 ,j+
1
2
+ ψi+ 1

2 ,j−
1
2

(6.11)
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