
高温展开 

周期性边界条件伊辛模型配分函数： 

 

其中𝒥 = 𝛽𝑗是温度的函数，𝑗是伊辛模型哈密顿量中相互作用的比例系数； 

注意到 

𝜎𝑖𝜎𝑗 = −1,1 

 

因此 

 

其中𝑣 ≡ tanh⁡ 𝒥. 

我们的目标是将其中的连乘展开得到一个关于𝑣的多项式，为此我们考察下

面的一张图与其展开系数的关系 

 

     

 

首先画出伊辛模型中的各个格点，这里由于采用了周期性边界条件，所以画出

的点绕了一圈。现在进行连线，每个点只能与相邻的点连接，每连出一幅图就

对应了多项式中的一项；边的数目对应了𝑣的幂次，所连的两个点𝑖, 𝑗意味着系

数中的因子𝜎𝑖𝜎𝑗 .  

  



 例如，在三个格点的体系下，我们有多项式和图的对应 

 

 

 我们再考虑配分函数求和部分的效果。由于 

 

某一项的系数中只要含有𝜎𝑖的奇次幂，该项在求和后就会被消去；这对应于一

张含有连了奇数条线的点的图。因此在三个格点的例子中，仅有𝑣0, 𝑣3项被保留

了下来。同理，在周期性边界条件下我们会得到 

 

 对于自由边界条件，由于格点首尾不相接，仅有𝑣0项保留下来，其配分函

数为 

 

 这套方法的好处是具有可扩展性，给定格点和连接规则，我们就能够通过

对图的研究获得其配分函数，以此研究更高维或形状更特殊的点阵。 



The Potts Model:  

波特模型给出两个相邻自旋之间的相互作用为 

 

其哈密顿量为 

 

其中𝜎有𝑞种取值。容易发现，这𝑞种取值有𝑆𝑞的对称性，因为无论它们如何置

换，哈密顿量的表达都不会变。 

 特别地，当𝑞 = 2的时候，波特模型与伊辛模型结构相同。这启发我们沿用

求解伊辛模型方法求解波特模型。递推法和转移矩阵法的操作大差不差，接下

来我们重点研究级数展开的方法。 

 我们有配分函数 

 

由于 

 

在高温下，我们令𝑣 ≡ 𝑒𝒥 − 1，得到 

 

并用同样的方式将多项式的项与图对应起来。 

 



 接下来，我们将对{𝜎}的求和考虑进去。观察一个图𝒢对应的项在求和中的

表现。由于𝛿函数的性质，被线相连的格点上𝜎的取值必须相同，在求和中它们

必须作为一个整体给出一个𝜎值。因此在图𝒢中，若记将被线相连的格点看成整

体后格点的数量为𝐶，连线的数量为𝑙，则图𝒢对应的项将在求和中出现𝑞𝐶次；

配分函数可以写为 

 

这个式子也定义了非整数𝑞的波特模型。 

 如果我们考虑低温极限，即𝒥 ⟶ −∞的情况，我们有 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒𝑎𝑥 =⁡
0, 𝑎 = 1
1, 𝑎 = 0

 

因此实际上，配分函数变为 

 

这本质上就是将我们前面得到配分函数展开式中的𝑣替换为−1 

 从另一个角度看，𝑍𝑁是在数相邻两个格子染不同颜色的方案数。但凡一种

染色方案存在两个相邻格子被染上相同颜色，则其乘积为0，不被计数；只要方

案中所有相邻格子染上了不同颜色，则其乘积为1，记一次数。 

 对于一维自由边界情形，配分函数有低温极限 

 

也称染色多项式。它表明一维格子不能被𝑞 = 0,1种颜色染色。通过直接数染色

方法我们也能得到同样的表达式。二维的低温极限波特模型与很多著名拓扑问

题也息息相关，例如四色定理。 

  



O(n)对称性模型 

 波特模型是一个具有𝑆𝑞对称性的相互作用模型，它的每个“自旋”可以在𝑞

个离散值中选取，而且这𝑞个离散值之间的任意置换不改变结果。 

 如果我们的“自旋”可以在𝑛维单位球面上任意选取，即 

 

并定义其哈密顿量为 

 

则将构建出一个具有 O(n)对称性的相互作用模型。在这个模型下，空间上的任

意正交变换都不影响结果，包括旋转和翻折。 

 这种情况下，我们对于𝜎离散取值的求和将化为矢量𝑆
→

在球面上的积分。因

此，配分函数为 

 

其中𝑑Ω(𝑛)是𝑛维立体角元.  

一维情形下我们可以写出配分函数的递推公式。考虑在𝑁个自旋内再加入一

个自旋𝑆𝑁+1 

 

由于积分 O(n)的对称性，我们总是可以让第𝑛条轴沿新加入自旋𝑆𝑁+1的方向，

即𝑆𝑁 ⋅ 𝑆𝑁+1 = 𝑐𝑜𝑠⁡𝜃𝑛−1，有 

 

括号内部分不再依赖自旋的取值，记其为𝜆1(𝒥𝑁)，有 

 

 其结果与伊辛模型的配分函数形式上十分相似。事实上该模型在𝑛 = 1时的

特殊情况即为伊辛模型。 



𝐶𝑛对称性模型 

 我们让自旋的取值为等分圆的𝑛个向量，即 

𝑆 = (cos𝛼 , sin 𝛼) 

 

 

其哈密顿量定义为 

 

则将获得一个具有𝐶𝑛对称性的相互作用模型。在该模型下，对于自旋所有取值

的顺序轮换操作不改变结果。 

 这个模型与我们之前的三个模型都具有联系。当𝑛 = 2时，它就是伊辛模

型；当𝑛 = 3时，它等价于𝑞 = 3的波特模型，只需让 即可使二者

的哈密顿量相差常数；当𝑛 → ∞时，它将变为 O(2)对称性模型。 


