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I 引言

本讲义是我于2025年2月在参加武汉大学同学们所组织讨论班的发言稿。2月初的时候，我被告知这学期的讨论

班是以凝聚态理论为主题的。虽然这与我自己的研究方向不同，但是统计物理学应用非常广泛，我应该还是可

以做出贡献。不过可惜的是，我也了解到理论物理讨论班基本这学期就是最后一届了。既然如此，对我来说就

更有必要珍惜这次机会。

“为什么要选择介绍马尔科夫动力学”相信有的同学会有这样的疑问。实际上不仅仅是因为马尔科夫动力学

是统计物理的研究重点，其在开放系统中的应用也是凝聚态物理，量子光学与量子信息等领域经常会涉及到的

话题，参见专著[1]。甚至在前些时候引起关注的量子引力新进展用也被大量使用[2]。所以哪怕之后大家不接触

统计物理学的研究，这方面介绍的内容还是会有帮助。相比之下，虽然我被建议介绍我最近有关数学物理的工

作，但是我感觉并不合适。因为这些内容太过专门化且需要太多铺垫和繁难的计算，这很可能让大家失去兴趣。

之前我就听说，理论物理讨论班的内容越来越“高深”，讨论了很多各种弦理论与前沿的场论的内容。那这次，

我们不妨把学术品味“降低”一些，关注更加实用化的内容。

于是结合本人的研究经历和考虑大家的需求，我选择了马尔科夫动力学作为主题。这个框架简洁清晰地刻

画了非平衡动力学的有关性质，由于其普遍的表述而广泛应用于相当多的话题中。而且，有关的话题数学计算

普遍有趣但是又不太繁。很适合一次性介绍完。当然，实际情况也许会有一些出入。未能介绍完的部分，还请

感兴趣的同学之后再看看。如果你们接着讨论剩下的内容，我非常高兴。有任何问题欢迎邮件联系我。

至于本讲义的写作风格，我了解到讨论班以本科生为主，还有大二的学生。考虑到同学们可能对统计物理

理解可能略浅，我尽可能用文字叙述而非形式逻辑介绍部分内容。同时客观来说同学们水平必然有差异，这么

做也是为了照顾对统计物理不太熟悉的同学。当然，必要的计算是少不了的。但是即便如此，我还是几乎把计

算的所有细节给补全了。实际上我本人的导师，东京大学羽田野直道教授(Prof. Naomichi Hatano)经常告诫我

论文写作时要“be kind to readers”，不要吝啬笔墨尽可能让人读的舒服，尽可能不要跳步。也许学术论文写作

中未必要这样，但是在本讲义的写作过程中，我就采纳了这样的建议。另一方面，我的合作者之一，东京大学

龚宗平教授(Prof. Zongping Gong)认为要减少论文写作的“堆砌感”从而进一步提高可读性。所以这次讲义的写

作我没有像上次讲义一样一口气把所有计算写完再讨论，而是更注意行文的逻辑并尽量对每一处计算都进行必

要的物理解释。另外，考虑到低年级本科生的阅读与学习习惯，我尽量全部用中文介绍专有名词并附上英文原

文与链接。不过请允许我好为人师地提醒一句，阅读英文文献是科研与学习的必备技能。

最后祝同学们的理论物理道路有更多乐趣和收获，以及祝愿武汉大学物理系发展顺利！
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II 基础知识介绍

本节希望能迅速介绍可能用到的知识，记号和有关的动机。需要注意的是，本节的目的是以尽可能短的篇幅

给之后的内容进行铺垫，而不是严肃地从头开始构造统计物理理论。为了简便，全文中我们取约化普朗克常

数ℏ = 1并用β = 1/kBT表示逆温。这里kB是玻尔兹曼常量而T是绝对温度。

物理学的伟大成就之一，便是能预言未来的现象。牛顿力学使得人们对于经典世界的理解大大深入。小到

雨滴下落的轨迹，大到行星运动的周期，都原则上可以从牛顿力学推导出来。这样的思想被法国数学家与物

理学家拉普拉斯发挥到极致，他认为只要知道了历史的一切信息，未来就是可以被推算的。这样的观点被称

之为决定论(determinism)。虽然量子力学的出现使得传统的决定论受到很大打击，但是量子力学中动力学变量

（波函数，密度矩阵等）的演化仍然是决定论的。

显然，适合自然界不同尺度与不同对象的动力学完全有可能极其不一样。我们一个有效的策略是对不同动

力学过程进行分门别类的研究。如果我们只关心决定论视角下的动力学，我们可以先仔细考察所谓“历史的一切

信息”到底意味着什么。假设现在系统处于时刻t0，那么系统下一个瞬间的状态，也就是对应于时刻t0 + dt的状

态，应该都由对应于时刻t ≤ t0的状态决定。我们考虑一个极其特殊的情况，如果系统下一个瞬间的状态仅仅

由t0的状态决定呢？也就是说，系统下一个瞬间状态只由现在的状态决定，而对更早的历史“没有记忆”。这样

的动力学过程我们称之为马尔科夫过程（Markov process），本文主题正是研究这类过程的动力学。容易想到，

马尔科夫动力学只是很小一类相对简单的动力学问题，但是其应用已经十分广泛且远不只局限于物理学。实际

上，我们熟知的保守势场V (r)中的牛顿第二定律

m
d2

dt2
r = − ∂

∂r
V (r), r = r(t) (1)

所描述的动力学过程正是马尔科夫的，这里m代表物体的质量。但是如果Eq. (1)右边被增加一个不恒为零的时

间延迟(time-delayed)项f(r(t− τ))从而变为

m
d2

dt2
r(t) = − ∂

∂r
V (r(t)) + f(r(t− τ)), τ > 0, (2)

那么其动力学就不再是马尔科夫的，因为系统任意时刻的状态也受τ时间之前的状态所影响。在文献[3]中，介

绍了大量针对形如Eq. (2)形式微分方程的研究。参见AppendixA更多有关的讨论。

明显可以看出，无论是在方程(1)中还是(2)，系统的状态也就是位矢r(t)是可以连续取值于全体实数的。但

是下面为了不丢失马尔科夫动力学的本质且进一步简化讨论，我们先关注状态离散的情况。此时系统只能处在

由正整数n标记的若干个状态中，而我们关注系统处于某个状态n的概率。一般来说，这些概率是随着时间变化

的。我们将之记为{pn(t)} =: p(t)并自然要求其满足正定性与归一性

pn(t) ≥ 0 (3a)∑
n

pn(t) = 1. (3b)

这样的设置(setup)在物理上是很常见的，比如说单一种类的若干粒子与热源（和粒子源接触）[4]，那么系统在

达到平衡态之前处于各种微观态的概率分布当然会随着时间变化。实际上，这种系统自由度是很大的。我们无

法对每一个粒子（以及热库中的粒子）做形如牛顿第二定律(1)那样的动力学，所以退而求其次考虑系统粒子的

统计规律。我们还很容易找到别的例子可以用这个框架描述，比如溶液中有若干中由n标记的物质反应，各种

物质占总体的百分数也可以用{pn(t)}表达从而用主方程讨论其动力学。后者这类系统可以被归纳为反应-扩散

系统(reaction–diffusion system)。文献中其动力学往往用Fokker-Planck方程讨论，详见文献[5]。

现在，既然我们只关注马尔科夫过程，那么概率pn(t+ dt)应该只与{pn(t)}有关。在物理上发生的动力学过
程中, 系统状态的演化既可能从n态跳去其他状态, 也可以从其他状态跳到n这个状态。将在系统处于m态的前提

https://en.wikipedia.org/wiki/Determinism
https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_chain
https://en.wikipedia.org/wiki/Reaction%E2%80%93diffusion_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Reaction%E2%80%93diffusion_system
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下，下一时刻变化到n态的跃迁速率记为Wnm(t)。其物理意义可从下式看出：

ṗn(t) =
∑
m

Wnm(t)pm(t), (4)

等号的右边表示了其他所有态对n态概率变化率的贡献。我们称矩阵W (t) := {Wnm(t)}为跃迁矩阵(transition

matrix，也叫rate matrix)，注意到一般来说它也是与时间有关的。

这样一来，Equation. (4)也可以写为更紧凑的形式写为更紧凑的形式(参见AppendixA更多有关跃迁矩阵的

限制)

ṗ(t) = W (t)p(t) (5)

但是这一方程的物理意义还不够明确。从物理上来说，我们设想状态pn(t)的变化应该由两个因素贡献，一个是

系统从这个态跳往其他态，另外一个是其他态跳往这个态。为了改写Eq. (4),我们先注意到有∑
nm

Wnm(t)pm(t) =
∑
n

ṗn(t) =
d

dt

∑
n

pn(t) = 0, (6)

这里最后一个等式来自于概率守恒条件Eq. (3b). 我们注意到Eq. (6)是对任意概率分布{pm(t)}成立的，特别地
我们可以取pm(t) = δmk从而得到

0 =
∑
nm

Wnm(t)δmk =
∑
n

Wnk(t). (7)

这里δ•◦是克罗内克delta记号，这个概率分布的物理意义是系统一直静止地处于k状态，容易验证这样的选取满

足条件(3)。于是Eq. (7)明确指出了概率守恒对于跃迁矩阵的约束。并不是随意写下形如Eq. (4)的方程就以表示

真实的物理过程。利用Eq. (7)我们得以用如下方式表示跃迁矩阵W (t)的对角元：

Wnn(t) = −
∑
m̸=n

Wmn(t), (8)

这里
∑

m ̸=n代表对所有不等于n的m求和，规范的表达是
∑

m:m ̸=n但是这里简化处理了。把Eq. (8)带入Eq. (4)中

我们自然有

ṗn(t) =
∑
m ̸=n

Wnm(t)pm(t) +Wnn(t)pn(t) =
∑
m ̸=n

Wnm(t)pm(t)−
∑
m̸=n

Wmn(t)pn(t). (9)

从而得到教科书上规范形式的主方程

ṗn(t) =
∑
m ̸=n

[Wnm(t)pm(t)−Wmn(t)pn(t)]. (10)

如此一来，Eq. (10)右边的物理意义十分明确，第一项表示从其他态跳到n态的概率，而第二项正式从n态跳往

其他态的概率。这里再次强调，虽然Eq. (4)和Eq. (10)看起来形式很不一样，但是他们是完全等价的。前者貌似

普遍而“随意”的多，后者看起来形式上颇为考究，但是由于概率守恒对跃迁矩阵的限制[cf. Eq. (3b)]，两者在数

学上完全等价。当然，对于n连续取值的情况，也可以写出连续版本的主方程：

∂

∂t
p(x, t) =

∫
dy [W (x, y, t)p(y, t)−W (y, x, t)p(x, t)], (11)

这里W (x, y, t)则应当理解为跃迁概率密度。为了提供更简单清晰的讨论，在下文中我们只关心n离散取值的情

况，且只考虑跃迁矩阵W不含时的情况。这样的设定并不会改变马尔科夫动力学的物理实质，同时使得记号会

更简洁。

细心的读者应该已经发现了一些问题。主方程(10)和牛顿第二定律Eq. (1)描述的是完全不同的系统设置。

首先很容易想到，前者是对（大量）粒子所处状态的统计规律，后者是描述单个质点的运动规律。但是更重

https://en.wikipedia.org/wiki/Master_equation#Detailed_description_of_the_matrix_and_properties_of_the_system
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要的是，在写出主方程的时候我们就假设了系统在不同微观态中间跳跃。一般来说不同的微观态能量不一样，

换言之系统和外界存在能量交换，说明我们在主方程中考虑的其实是开放系统(貌似牛顿运动方程[cf. Eq. (1)]中

粒子的动能也在变化，但是如果把粒子和势场作为整体研究，系统仍然是封闭系统)。所谓开放系统，一般我们

所考虑的研究对象（比如这里的粒子）会与环境（比如这里的热库）耦合。后者的自由度比前者还要大很多很

多，直接将热库纳入牛顿力学体系处理是不现实的。试想我们关心杯子里一颗花粉的运动，难道还需要把杯子

里的水分子都考虑进去吗？正是如此，我们不如把这里的花粉当成研究对象，只不过用开放系统的框架去处理

即可。

既然我们已经对经典的开放系统有了一定了解，一个自然的问题是，对于量子情况下的开放系统，动力学

是什么样子的呢？我们首先来看看量子开放系统的理论结构。同样的道理，总哈密顿量HT应该包括三项：研究

对象（简称系统）HS，热库或者环境HB，以及前两者的耦合HSB。于是，哈密量应该写为

HT = HS +HB +HSB. (12)

类比与经典情况下用概率的演化来表示动力学。如果我们关心总体的演化，其是个封闭系统。我们应该选取的

动力学变量是所谓总密度算符ρT(t)，其运动方程是熟知的冯·诺依曼方程

ρ̇T(t) = −i[HT, ρT(t)], (13)

但是热库的自由度可以很大所以并不方便处理，我们还是老老实实只关心系统，用开放系统的思路来处理。接

下来我们将讨论限于系统的自由度中，数学上我们引入叫做部分迹(partial trace)的操作：

ρS(t) := TrB ρT(t), (14)

我们将总体系的密度算符ρT(t)作热库空间的部分迹，其结果称为系统的约化密度算符(reduced density op-

erator). 不严谨的说，求对热库的希尔伯特空间求部分迹的操作，就相当于“积分掉”我们不感兴趣的自由

度。显然，获得ρS(t)的运动方程就成了我们的核心任务。我们对Eq. (13)两边取部分迹就可以得到(好奇为

何TrB[HB, ρT(t)] = 0的读者可以参考AppendixA)

ρ̇S(t) = −i[HS, ρS(t)]− iTrB[HSB, ρT(t)], (15)

这里这个方程清晰的向我们展示，现在系统的动力学由两项简单叠加而成，一项来自系统本身冯诺依曼方程的

演化，另外一项来自环境对系统的影响。如果可以忽略那么系统和环境相对独立演化，则动力学可以使用一般

的量子力学理论处理。这一点可以这样看出来：在Eq. (15)中令HSB = 0，这个方程自然回到与冯诺依曼方程相

同的结构。但是很多时候，耦合项HSB是无法忽略的，甚至真实的实验中系统与环境的纠缠就是不可能绝对隔

绝的。所以我们需要直面Eq. (15)中的第二项，这一项由于包括了环境的自由度而变得尤其棘手。

遗憾的是，关于这个问题目前我们还没有找到普遍的严格结果。而且一般来说，Eq. (15)表示的是非马尔

科夫动力学（好奇这一点的读者可以参考AppendixA）。但是如果退而求此次，进行大量近似(包括马尔科夫近

似)，我们还是可以得到所谓Lindblad主方程:

ρ̇S(t) = −i[HS +∆H, ρS(t)] +
∑
k

[
LkρS(t)L

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρS(t)}
]
, (16)

其中Lk表示jump operator, 一般来说它们与我们考虑问题的具体内容有关。而厄米算符∆H表示Lamb shift，表

示环境与系统相互作用对系统哈密顿量的修正。由于其表达式复杂且需要引入太多别的概念，这里仅仅形式

上写出，具体表达式可以参考文献[6]中Eq. (55)下方的讨论。我们这里仅仅指出，当系统与环境无耦合的时候，

Lamb shift项∆H自然为0从而Eq. (16)可以回到冯·诺依曼方程。
目前“市面上”对Eq. (16)的推导都是十分复杂的。物理上的推导往往要经过大量繁琐的计算，可以参考文

献[6]。原始的推导[7, 8]则更多基于数学上的方法，但是那需要引入很多抽象的概念。作为下一章的任务之

https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_trace
https://en.wikipedia.org/wiki/Lindbladian#:~:text=In%20quantum%20mechanics%2C%20the%20Gorini,Markovian%20master%20equations%20describing%20open
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一，我们将给出目前所知的Lindblad方程最简单但是不严格的推导。这个方法是笔者导师的朋友，Prof. Yossi

Avron告诉他的，然后导师又在与我讨论时教给我的。对于下一章介绍的对于Eq. (16)的推导，本文不声明任何

原创性。

在进入下一章前，我们再引入一些会让后续的讨论非常方便的概念。我们先回顾经典主方程[cf. Eq. (4)]，在

跃迁矩阵W不含时的情况下，如果我们想在给定初始概率分布p(0)的前提下求解这一方程，也就是

ṗ(t) = Wp(t) (17)

也是很简单的。我们经过简单的计算

p̈(t) =
d

dt
[Wp(t)] = Wṗ(t) = W 2p(t) (18)

便可以归纳出

p(n)(t) = W np(t), ∀n ∈ N (19)

这里上标(n)代表n阶导数。然后我们计算

p(t) =
∞∑

n=0

tn

n!
p(n)(0) =

∞∑
n=0

tn

n!
W np(0) = etWp(0), (20)

即可获得主方程的解。这里我们已经使用了矩阵指数eA :=
∑∞

n=0 A
n/n!的定义。现在的问题是，量子情

况[cf. Eq. (16)]下我们能否用类似的方法这么做？为了先看一个简单的例子，我们先考察前面提过的的冯·诺依
曼方程

ρ̇(t) = −i[H, ρ(t)], (21)

这里为了简便我们已经假设系统哈密顿H不含时。显然Eq. (21)是Eq. (16)在没有环境项时候的特例。虽然很容

易写出Eq. (21)在给定初始状态ρ(0)的解为

ρ(t) = e−iHtρ(0)eiHt. (22)

但是如果我们想仿照Eq. (20)的推导，我们选择先将Eq. (21)改写为

ρ̇(t) = U(ρ(t)). (23)

这里， U是这样一种映射，它将一个算符映射为另外一个算符，计算规则是U(•) := −i[H, •]。回忆量子
力学中，算符本身就是一种映射，但是它被定义为希尔伯特空间中态对态的映射。现在我们引入的这种映

射，当然是和算符这种映射是截然不同的(参考图Fig. 1和2来获得一个直观的理解)。我们称这种对象为超算

符(superoperator)。 很容易验证，此时的超算符U还是线性的，也就是说对于任意两个算符A,B和复数a, b，
我们总有U(aA + bB) = aU(A) + bU(B). 对数学结构敏感的读者应该已经意识到，Eq. (23)和Eq. (17)其实是一

回事，只要认识到矩阵本身也是被定义为矢量到矢量的映射。于是这两个方程可以概括为，对动力学变量(概率

分布向量/密度算符)的求一次时间导数等效于动力学生成元(跃迁矩阵/超算符)对其作用一次。一样的道理，我

们也可以通过简单计算

ρ̈(t) =
d

dt
[U(ρ(t))] = −i d

dt
[H, ρ(t)] = (−i)2[H, [H, ρ(t)]] = U2(ρ(t)) (24)

归纳出

ρ(n)(t) = Un(ρ(t)), ∀n ∈ N (25)

至此，我们也可以按照如下方式求解在给定初态ρ(0)条件下Eq. (23)的解：

ρ(t) =
∞∑

n=0

tn

n!
ρ(n)(0) =

∞∑
n=0

tn

n!
Un(ρ(0)) = etUρ(0). (26)

https://en.wikipedia.org/wiki/Superoperator
https://en.wikipedia.org/wiki/Superoperator
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实数 实数
函数

函数

微分算子

态 态
算符

算符

超算符

Figure 1: 利用图示与类比来理解超算符的概念。需要注意的是超算符并不是算符的依次作用，就如同导函数不是求导操作作为一

个函数与原来的函数复合一样。

向量 向量
矩阵

矩阵

厄米共轭

态 态
算符

算符

超算符

Figure 2: 利用图示与类比来理解超算符的概念。将希尔伯特空间的态，算符，超算符与线性代数课程中常见的向量，矩阵，矩阵

操作（以厄米共轭为例）进行类比。由此也可以看出为何一般可以用矩阵表示算符。

这里我们同样类比矩阵指数定义了超算符指数。剩下的问题是如何显式地表达Eq. (26)的右边。为此我们先写出

etUρ(0) = ρ(0) + (−i)t[H, ρ(0)] + (−i)2t2

2!
[H, [H, ρ(0)]] +

(−i)3t3

3!
[H, [H, [H, ρ(0)]]] + ... (27)

再利用如下Hadamard’s lemma：

etABe−tA = B + t[A,B] +
t2

2!
[A, [A,B]] +

t3

3!
[A, [A, [A,B]]] + ... (28)

便可以得到和Eq. (22)一样的结果。虽然这里这样的解法显得笨拙，但是概念上的拓展是有帮助的。只要我们定

义超算符

L(•) := −i[HS, •] +
∑
k

[
Lk • L†

k −
1

2
{L†

kLk, •}
]

(29)

便可以将Eq. (16)改写为

ρ̇(t) = L(ρ(t)) (30)

从而至少写出对之后研究问题都很有帮助的形式解

ρ(t) = etL(ρ(0)). (31)

这里的超算符[cf. Eq. (29)]我们一般称之为Lindbladian超算符或简称为Lindbladian。

https://physics.stackexchange.com/questions/133183/glaubers-formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Lindbladian
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III 主方程的动力学性质

Lindblad方程[cf. Eq. (16)]的推导

现在，我们给出Eq. (16)的推导，为了简便我们不会引起歧义的时候略去下标S。需要说明的是这个推导是

不严格的，具体体现在只能给出Eq. (16)的形式，而无法具体给出Lamb shift的表达式。但是由于推导总体来说

计算很简单而且不抽象，仍然很适合入门。

在进行一切分析之前，我们先来想想一个物理上合理的动力学过程会给出什么样的函数形式ρ(t)。这个算

符ρ(t)，起码得是一个密度算符，也就是说应当满足如下的半正定性与归一性的条件

ρ(t) ⪰ 0 (32a)

Tr ρ(t) = 1, (32b)

这也是之前对概率分布所施加条件(3)的量子版本。为了直观的理解条件Eq. (32)是怎么被满足的，我们先看看

没有环境影响时，系统的动力学是什么样子的。我们记U(t) := e−iHt为时间演化算符从而将Eq. (22)改写为

ρ(t) = U(t)ρ(0)U(t)
†
. (33)

我们当然要求初始给定的密度算符ρ(0)是满足条件(32)的，那么ρ(t)对于任意一个时刻t还满足这些条件吗？这

是很显然的。对于Eq. (32a),我们只需要按照定义即可。根据ρ(0)的正定性，对于任意希尔伯特空间的矢量|ψ⟩都
有 ⟨ψ|ρ(0)|ψ⟩ ≥ 0。那么我们自然也有 ⟨ψ|U(t)ρ(0)U(t)†|ψ⟩ := ⟨ϕ|ρ(0)|ϕ⟩ ≥ 0,这里我们已经记|ϕ⟩ := U(t)† |ψ⟩.
对于Eq. (32b)显然有Tr ρ(t) = TrU(t)ρ(0)U(t)† = TrU(t)†U(t)ρ(0) = Tr ρ(0) = 1. 注意到我们这里仅仅

用到了U(t)†U(t) = 1的性质，而不需要知道时间演化算符U(t)的具体形式。有的同学可能会疑问为什么不要

求ρ(t)是厄米的，这是因为根据半正定性本身就是针对厄米算符而言的，厄米性已经被半正定性所包括。试想

对于一个非厄米算符X和任意态|ψ⟩，我们甚至不能断言 ⟨ψ|X|ψ⟩就一定是一个实数，就更没有道理讨论其正负
从而谈论半正定性了。另外，对于给定的初态我们总有Tr ρ(0) = 1，所以Eq. (32b)也被称之为保迹性条件。

从上面的讨论，相信读者已经能理解是何种机制使得我们可以得到合理的动力学结果ρ(t)了。通俗的说，我

们可以在ρ(0)两边分别放置一个算符和其厄米共轭，只要要求这个算符是幺正的，那么半正定性和归一性都可

以满足。此外还有两个隐藏的条件。其一是，把t = 0带入到Eq. (33)后两边应该是恒等的：

ρ(0) ≡ U(0)ρ(0)U(0)†, 对于任意的密度算符ρ(0) (34)

显然我们必须要求U(0) = 1才能满足这一要求，而这恰好也是自洽的，从U(t)的定义就可以看出来。其二是，

Eq. (33)所描述的动力学是马尔科夫的。虽然从冯诺依曼方程(21)来看是显然的，我们这里还是做如下讨论。

取t = 0+,那么Eq. (33)告诉我们在0计算下一个时刻密度算符的值ρ(t)仅仅需要t = 0时刻的信息ρ(0)，对于更

早的信息是不需要的。这是因为时间演化算符中所涉及的哈密顿算符H同样不依赖过去的信息。

哪怕经过了大量的讨论，不得不说此时我们仍旧没有解决问题：如何得到开放系统动力学的方程呢？所谓

开放系统，至少有一个环境在影响系统。我们早就知道系统单独存在时候的演化是Eq. (33)，那么多个环境会

怎么样呢？第一反应是，由于很多任意性在ρ(t)表达式的形式中，似乎很难想象怎么从Eq. (33)出发去修改。但

是要注意，实际上我们对ρ(t)的表达式有不少限制：(i)半正定性，(ii)归一性，(iii)马尔科夫性的，(iv)带入t =

0时总可以恒等于ρ(0). 为了满足第三个条件，我们还是只考虑t = 0+时候的情况，不妨尝试写出如下形式：

ρ(t) = A(t)ρ(0)A(t)† +B(t)ρ(0)B(t)† (35)

其中A(•)和B(•)是未必彼此恒等的算符函数。原则上Eq. (35)第二项也可以取作B(t)g(ρ(0))B(t)†，这里g(•)是
某个以算符为自变量的函数。但是为了让分析最简单我们直接选取g(x) = x。这里我们来仔细考察写

下Eq. (35)这种形式的动机。我们之前已经对Eq. (15)的形式进行了讨论，环境影响系统动力学使之偏移标
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准冯·诺依曼方程的方式是，在运动方程中简单叠加另外一项。那么我们有理由猜想Eq. (35)作为线性微分

方程Eq. (15)的解也是简单叠加的形式。现在我们要一条一条对比限制条件从而得到关于A(•)和B(•)的信息。
(i)半正定性是直接满足的，因为Eq. (35)右边两项都是半正定的，其和自然也是半正定的。(ii)归一性实际上要

求

A(t)A(t)† +B(t)B(t)† = 1. (36)

(iv)在t = 0时候等号两侧恒等，等价于

ρ(0) = A(0)ρ(0)A(0)† +B(0)ρ(0)B(0)†, (37)

一个合理的解是

A(0) = 1 (38a)

B(0) = 0. (38b)

以Eq. (38a)为基础，我们考虑在t = 0附近A(t)的展开式：

A(t) ≈ 1 + at+ o(t2) (39)

这里a是未必厄米但是与时间无关的算符。结合Eq. (36)中就有

A(t)
†
A(t) = 1 +

(
a† + a

)
t =⇒ B(t)

†
B(t) = −

(
a† + a

)
t. (40)

现在我们就遇到问题，B(t)在t = 0附近的展开式是什么？一方面，注意到Eq. (38b)实际上已经暗示B(t)的

展开式第一项必然不是像A(t)第一项的1，而应该是与t有关的，也就是形如tα且α > 0。另一方面，我们又

从Eq. (40)得出的结论知道，这个α必为1/2才能使得等号两边关于时间t的渐进行为相匹配(注意算符a不含时)。

于是我们有

B(t) = b
√
t+ o(t2) ⇒ B†(t) = b†

√
t+ o(t2) ⇒ b†b = −

(
a† + a

)
, (41)

这里b是不含时的算符。实际上Eq. (41)告诉我们，算符a的厄米部分被算符b决定，我们可以引入厄米算符H来

表示其反厄米部分(参见AppendixA有关这部分操作的细节)，从而有

a = −1

2
b†b− iH (42a)

a† = −1

2
b†b+ iH (42b)

将Eqs. Eq. (39),(41)和(42)代入Eq. (35)得到

ρ(t) = (1 + at)ρ(0)
(
1 + a†t

)
+ b

√
tρ(0)b†

√
t+ o

(
t2
)

= ρ(0) + t
[
aρ(0) + ρ(0)a† + bρ(0)b†

]
+ o
(
t2
)

= ρ(0) + t

{(
−1

2
b†b− iH

)
ρ(0) + ρ(0)

(
−1

2
b†b+ iH

)
+ bρ(0)b†

}
+ o
(
t2
)

= ρ(0) + t

(
−i[H, ρ(0)]− 1

2

{
b†b, ρ(0)

}
+ bρ(0)b†

)
+ o
(
t2
)

(43)

两边除以t并取极限t→ 0就可以得到

ρ̇(0) = −i[H, ρ(0)] + bρ(0)b† − 1

2

{
b†b, ρ(0)

}
, (44)

注意时间零点我们是任意选取的，所以也就是说对于任意时刻我们都有

ρ̇(t) = −i[H, ρ(t)] + bρ(t)b† − 1

2

{
b†b, ρ(t)

}
, (45)
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这便是和之前的Lindblad方程[cf. Eq. (16)]是完全一样的形式。我们现在立刻认识到，这里的厄米算符H就是系

统的哈密顿量加上Lamb shift：HS + ∆H，而b算符就是所谓jump operator。我们完全可以把Eq. (35)中加上更

多的项，

ρ(t) = A(t)ρ(0)A(t)† +
∑
k

Bk(t)ρ(0)Bk(t)
† (46)

从而获得带有多个jump operator的Lindblad方程,只需要注意到A(t)的展开式不变而设定Bk(t) = bk
√
t.

Lindblad方程[cf. Eq. (16)]的动力学性质

在简要讨论Lindblad方程有关的性质前，我们再将其重新列出以方便读者：

ρ̇(t) = −i[H, ρ(t)] +
∑
k

[
Lkρ(t)L

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρ(t)}
]
:= L(ρ(t)), (47)

这里我们把HS +∆H记作H并用{Lk}表示jump operators.

(i)首先我们想到，推导Eq. (47)的过程中，我们要求动力学过程是保迹的，也就是说

Tr ρ(t) = Tr ρ(0). (48)

实际上作为一个自洽性检验，这一点是可以从Eq. (47)出发证明的。我们只需要验证

0 = Tr ρ̇(t) = TrL(ρ(t)). (49)

为了证实Eq. (49)，我们只需要注意到对于任意的算符X都有

TrL(X) = −iTr[H,X] +
∑
k

TrLkXL
†
k −

∑
k

1

2
Tr{L†

kLk, X}

= 0 +
∑
k

TrLkXL
†
k −

1

2

∑
k

TrL†
kLkX − 1

2

∑
k

TrXL†
kLk

= 0. (50)

(ii)其次我们还可以设想，既然Lindbladian将一个给定密度矩阵映射为另外一个密度矩阵，那么起码要是

保厄米性的。也就是说，输入一个厄米算符Y，给出的算符L(Y )应该也是厄米的。我们对于任意一个算符X(未

必厄米),证明更普遍的结论:

L(X)† = L(X†). (51)

这是因为

L(X) = −i[H,X] +
∑
k

LkXL
†
k −

1

2

∑
k

(L†
kLkX +XL†

kLk)

=⇒ L(X)† = i[H,X†] +
∑
k

L†
kX

†Lk −
1

2

∑
k

(X†L†
kLk + L†

kLkX
†) = L(X†). (52)

在Eq. (52)中要求X = X†，我们自然得到L(X)† = L(X†) = L(X)。这也就是说L(X)也是厄米算符，这就证明

了保厄米性。Equation. (51)可以简单记为，厄米运算和Lindbladian运算可以交换次序。

(iii)再次我们自然设想的到，Eq. (47)中的密度算符是在演化的。意味着我们在考虑的是薛定谔绘景，那么

对应的海森堡绘景是什么呢？这个问题等价于是问，对于任意算符X，随时间演化的表达式X(t)是什么？注意

到物理上显然要求用两种绘景给出的X(t)的系综平均值是一致的，也就是要求

TrX(t)ρ ≡ TrXρ(t). (53)

我们断言，以如下超算符作为动力学生成元：

L†(•) := i[H, •] +
∑
k

(
L†

k • Lk −
1

2
{L†

kLk, •}
)

(54)
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来演化算符X的时候可以满足上述要求Eq. (53)。也就是说把

X(t) = etL
†
(X) (55)

带入到Eq. (53)中， 两边会恒等。 注意ρ(t) = etL(ρ)是以Lindbladian为动力学生成元的， 相应的我们

把Eq. (54)成为Lindbladian的伴随(adjoint)。直接去证明

Tr etL
†
(X)ρ = TrXetL(ρ) (56)

可能是很繁琐的。我们换一种策略，首先我们注意到对于任意两个算符X和Y，Lindbladian和其伴随满足如下

恒等式

TrL(X)Y = TrXL†(Y ), (57)

注意不要把L†中的dagger符号和算符厄米共轭的dagger符号相混淆。证明Eq. (57)也可以通过直接计算的方式：

TrL(X)Y

=Tr

{
−i[H,X] +

∑
k

(L†
kXLk − {L†

kLk, X}/2)

}
Y

=− iTr[H,X]Y +
∑
k

trL†
kXLkY − 1

2

∑
k

tr{L†
kLk, X}Y

=iTrX[H,Y ] +
∑
k

trXLkY L
†
k −

1

2

∑
k

trX{L†
kLk, Y }

=TrX
[
i[H,Y ] +

∑
k

LkY L
†
k − {L†

kLk, Y }/2
]

=TrXL†(Y ). (58)

那么将Eq. (56)两边做展开并证明每一阶都是相等的即可，证明相等的手续就是多次使用性质Eq. (58)。也就是

说我们首先注意到

Tr etL
†
(X)ρ = TrXetL(ρ)

⇐=
∞∑

n=0

tn

n!
Tr(L†)n(X)ρ =

∞∑
n=0

tn

n!
TrXLn(ρ)

⇐= Tr(L†)n(X)ρ = TrXLn(ρ)

⇐= TrLn(ρ)X = Tr ρ(L†)n(X), (59)

然后利用性质Eq. (58)一次一次把作用在X上的L†“搬运”到ρ上面去：

Tr ρ(L†)n(X) = TrL(ρ)(L†)n−1(X) = ... = TrLn(ρ)X. (60)

据此我们证实了所谓Lindbladian的伴随Eq. (54)确实是海森堡绘景中的动力学生成元。我们很容易看出

L†(1) ≡ 0, (61)

这意味着单位算符在动力学下不演化，和一般的量子力学中情况是一致的。

(iv)最后我们指出，Lindblad方程[cf. Eq. (16)]可以在各种简化条件下回到经典主方程[cf. Eq. (10)]。首先我

们只关心只有一个jump operator的Lindblad方程，也就是

ρ̇(t) = −i[H, ρ(t)] + Lρ(t)L† − 1

2
{L†L, ρ(t)}, (62)
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如果我们可以找到一组固定的基{|i⟩}，来将密度算符给对角化，也就是说

ρ(t) =
∑
i

pi(t) |i⟩⟨i| . (63)

所以我们立刻就得到

ṗi(t) = ⟨i|ρ̇(t)|i⟩ (64)

借助Lindblad方程[cf. Eq. (62)]就有

ṗi(t) = ⟨i|L(ρ(t))|i⟩ = ⟨i|L

(∑
j

pj(t) |j⟩⟨j|

)
|i⟩ =

∑
j

⟨i|L(|j⟩⟨j|)|i⟩ pj(t) :=
∑
j

Rijpj(t). (65)

注意，现在我们还不能断言Eq. (65)就是主方程。因为我们强调过，主方程中的跃迁矩阵必须满足条件Eq. (7)，

也就是我们需要证明
∑

iRij = 0。但是这是显然的，注意到我们可以利用已经证明的保迹性Eq. (50)∑
i

Rij =
∑
i

⟨i|L(|j⟩⟨j|)|i⟩ = TrL(|j⟩⟨j|) = 0. (66)

所以我们认定，Lindblad方程确实可以回到经典主方程，此时动力学变量就是密度矩阵的对角元。敏锐的读者

可能会有疑惑，一个量子的方程怎么就突然回到经典了呢？量子的效应哪里丢掉了呢？实际上，我们一开始假

定可以找到一组固定的基，这就一定程度上抹去了量子效应。因为我们相当于认为，跑遍t ∈ R，所有的密度
算符ρ(t)都可以同时对角化，也就是彼此对易。算符都对易了，也就把量子力学中一般来说算符的不对易性扔

掉，容易设想这回到的经典情况。但是反直觉的是，我们要强调，哪怕我们用含时的基展开密度算符：ρ(t) =∑
i pi(t) |i(t)⟩⟨i(t)|,我们仍然有关系

ṗi(t) = ⟨i(t)|ρ̇(t)|i(t)⟩ , (67)

仿佛对时间求导不会作用在基矢量上一样。这是因为我们总有⟨i(t)|i(t)⟩ = 1，从而有
〈
i̇(t)
∣∣i(t)〉 + 〈i(t)∣∣i̇(t)〉 =

0,这里我们用
∣∣i̇(t)〉来表示基矢量|i(t)⟩对时间的一阶导数。如此一来

ρ̇(t) =
∑
i

[
ṗi(t) |i(t)⟩⟨i(t)|+ pi(t)

〈
i̇(t)
∣∣i(t)〉+ pi(t)

〈
i(t)
∣∣i̇(t)〉] =∑

i

ṗi(t) |i(t)⟩⟨i(t)| (68)

从而带给我们Eq. (67). 最后，我们以如下计算结束这个讲义(注意这里虚数单位i和指标i混淆了)：

Rij = ⟨i|L(|j⟩⟨j|)|i⟩

= ⟨i|−i[H, |j⟩⟨j|] +
(
L |j⟩⟨j|L† − 1

2
L†L |j⟩⟨j| − 1

2
|j⟩⟨j|L†L

)
|i⟩

= ⟨i|L|j⟩ ⟨j|L†|i⟩ − ⟨i|L†L|j⟩ δij

=


| ⟨i|L|j⟩ |2 i ̸= j

| ⟨i|L|i⟩ |2 − ⟨i|L†L|i⟩ = | ⟨i|L|i⟩ |2 −
∑
l

| ⟨l|L|i⟩ |2 = −
∑
l ̸=i

| ⟨l|L|i⟩ |2 i = j . (69)

于是我们可以看到 ⟨i|L|j⟩表示了从j态跳到i态的概率振幅，据此也可以某种程度理解为什么L被称之为jump op-

erator.
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IV 总结与致谢

总结

本讲义详细介绍了经典与量子主方程，他们被广泛地应用于描述马尔科夫动力学。虽然马尔科夫动力学是

比较特殊且简单的一类动力学过程。但是一般来说，处理开放系统最成熟的框架就是使用这个框架。讨论班的

主题是凝聚态理论，即使统计物理学研究开放系统的视角与凝聚态物理学不一样。我觉得自己的讲义还是可以

帮助同学们入门。在讲义写作的过程中，我希望可以逻辑上平滑地逐步介绍有关的内容，尽力克服行文的“堆砌

感”。坦率的讲，由于个人水平不足，这样做虽然不一定让读者满意，但是至少我有自信比去年的讲义更好读。

根据去年参加讨论班的经历，我个人感觉不仅仅需要仔细准备讲义，还需要细致地给大家介绍才行。这导

致我介绍的较慢，所以去年讲义后半部分的很多内容没法涉及到。于是，我打算削减篇幅。的确有很多我个人

很喜欢的东西没有介绍，比如动力学生成元的谱性质，熵产生率与细致平衡还有热力学性质等等。但是这些内

容相比讲义现有的内容而言更加专门化，我自己喜欢不代表读者就感兴趣。同时要考虑到个人科研工作比较繁

重，所以也只能忍痛割爱。毕竟赶制出来的稿子质量不高。相比起体量，我觉得质量才是最重要的。

这次讨论班对我个人而言也是很重要的。我了解到这应该是最后一届讨论班了，有点可惜这样的活动因为

各种各样的而终止。祝愿大家之后学习与研究顺利。
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•感谢qq好友李，天津大学研究生给我指出大量笔误与逻辑不连贯的地方从而提高讲义的可读性。李基础

很扎实，博闻强识，了解很多前沿话题，我经常在与他的交流中受益。我们在完成讲义的过程中也共同学习了

一些内容。

•感谢武汉大学21级郑卜凡同学邀请我参加讨论班。他结合上次讨论班的情况，对此次讲义的篇幅，内容和

讲法有不少建设性的建议。无疑这让我更有效率地完成讲义。

•感谢qq好友Physoul Wu，国科大研究生指出讲义若干笔误和逻辑性错误。他的建议使得我进一步补充了

附录，从而进一步提升可读性。我和他在网上认识很久，一直以来同他讨论都很有收获。

•感谢武汉大学21级俞千野同学提出文中有些逻辑问题，以及指出插图中的错误。这使得讲义更适合入门。

•感谢东京大学龚宗平教授(Prof. Zongping Gong)，在与他的交流中我发现了讲义曾有的致命科学性错误。

作为统计物理与凝聚态理论的知名专家，做过很多有关开放量子系统的深入研究，他自然一眼可以发现问题所

在。但是如果我没有修改这个错误，这份讲义实在是令人思之发笑。
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A 技术细节

更多有关马尔科夫性的讨论

首先说明的是马尔科夫性的判定等问题是很深的研究课题，我本人当然并不是这方面的专家。如果有不严

谨甚至错误的地方还请告知我。

关于Eq. (2)的讨论—. 这里先需要指出，从运动方程的具体形式并不能断言其描述的动力学是否真的是马

尔科夫的。具体来说，Eq. (1)是所谓时间局域的(time-local)，也就是说方程两边只和各种物理量在t处的取值

有关。而Eq. (2)自然就是非时间局域的(time-nonlocal)。乍一看，好像从是否时间局域就足以断言动力学过程

是否真的是马尔科夫的。但是这是错的，完全可以举出这样的例子，哪怕是时间局域的动力学仍然是非马尔

科夫的。一个最简单的想法就是强行定义新的函数g(t) := f(r(t − τ))来隐藏时间的非局域性，但是这样的操

作并不能改变动力学性质（也就是不改变运动方程的解）。这个例子可能过于平凡，感兴趣的读者可以参阅论

文[9]从Eqs (2.19)到(2.27)的计算，从而了解如何通过数学手段将记忆核(用来表达时间非局域的一种函数)改写

为时间局域的。还有一类情况，如果Eq. (1)中的质量m是与时间有关的，其动力学仍然可能是非马尔科夫的。

关于跃迁速率Wnm(t)的讨论—. 我们实际上已经假设，这个跃迁速率是与pm(t)无关的，所以Eq. (4)对任意

时间t都成立。否则，以t为时间起点来看，跃迁矩阵甚至和系统的初态有关。在文献[10, 11]提到，这种情况一

定是非马尔科夫的。于是，我们实际上也可以确信，Eq. (4)的右边关于{pn(t)}必然是线性的。
实际上Wnm(t)在当n ̸= m的时候可以被理解为一种条件概率，衡量了粒子在t时刻处在m态前提下，t+dt时

刻处于n态的概率。但是当n = m时不能这样理解，我们只能通过概率守恒条件[cf. Eq. (8)]推算Wnn(t)的值。另

外从方程 (10)可以看出Wnn(t)的值根本不起作用（即使求和包括了n = m的情况，前后两项也抵消了）。

我们也可以这样构建一个马尔科夫的动力学方程：先只设置跃迁矩阵的非对角元，从而得到Eq. (10)。然后

利用概率守恒条件计算出对角元的值，从而将Eq. (10)改写为Eq. (4). 本讲义为了处理上更简单，采用倒过来介

绍的方式。

证明TrB[HB, ρT(t)] = 0

我们尝试证明一个更普遍的结论。考虑有两个希尔伯特空间H1与H2，算符A是定义在H1上而算符B是定义

在H1 ⊗H2上的。我们希望可以证明

Tr1[A,B] = 0, (A1)

这里是对第一个空间作部分迹。

首先我们需要搞清楚部分迹的计算规则。对于在希尔伯特空间H1 ⊗H2上的算符O，关于第二个希尔伯特空

间的部分定义如下：

Tr2O :=
∑
x

(1⊗ ⟨x|)O(1⊗ |x⟩) (A2)

这里我们采用约定(1⊗⟨x|)(1⊗ |y⟩) = ⟨x|y⟩ = δxy。这个等式这会使得部分迹的计算结果(仍然是一个算符)不是

作用在H1 ⊗ H2上，而是作用在H1。直观的来想，对第二个希尔伯特空间求部分迹的操作就是把H2给“抹去”。

根据式 (A2)，我们分别用(i, a)和(j, b)来标记第一与第二个希尔伯特空间的基，从而有：

Tr2O =
∑
x

(1⊗ ⟨x|)
∑
ijab

|ij⟩⟨ij|O |ab⟩⟨ab| (1⊗ |x⟩)

=
∑
x

∑
ijab

δjxδbx ⟨ij|O|ab⟩ |i⟩⟨a|

=
∑
x

∑
ia

⟨ix|O|ax⟩ |i⟩⟨a| =
∑
ia

(∑
x

⟨ix|O|ax⟩

)
|i⟩⟨a| (A3)

这里我们根据约定使用了(1⊗ ⟨x|) |ij⟩ = (1⊗ ⟨x|)(|i⟩ ⊗ |j⟩) = δjx |i⟩。类似地，我们有关于第一个希尔伯特空间
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的部分迹及其表达式：

Tr1O :=
∑
x

(⟨x| ⊗ 1)O(|x⟩ ⊗ 1)

=
∑
x

∑
ijab

(⟨x| ⊗ 1) |ij⟩⟨ij|O |ab⟩⟨ab| (|x⟩ ⊗ 1)

=
∑
x

∑
ijab

δixδax ⟨ij|O|ab⟩ |j⟩⟨b|

=
∑
x

∑
jb

⟨xj|O|xb⟩ |j⟩⟨b| =
∑
jb

(∑
x

⟨xj|O|xb⟩

)
|j⟩⟨b| (A4)

有了这些基础，我们来证明Eq. (A1)。首先我们展开算符B

B =
∑
ijab

Kijab |ij⟩⟨ab| , (A5)

对于Eq. (A5)中的每一项我们都依据Eq. (A4)计算

Tr1[A, |i⟩⟨j| ⊗ |a⟩⟨b|] = Tr1A |ij⟩⟨ab| − Tr1 |ij⟩⟨ab|A

=
∑
j′b′

∑
x

⟨xj′|A |ij⟩⟨ab||xb′⟩ −
∑
j′b′

∑
x

⟨xj′||ij⟩⟨ab|A|xb′⟩

=
∑
j′b′

∑
x

⟨x|A|i⟩ δjj′δaxδbb′ −
∑
j′b′

∑
x

δxiδj′j ⟨a|A|x⟩ δbb′

=
∑
j′b′

⟨a|A|i⟩ δjj′δbb′ −
∑
j′b′

δj′j ⟨a|A|i⟩ δbb′

= 0, (A6)

自然就可以得到Eq. (A1).

为何一般来说Eq. (15)所表示的动力学是非马尔科夫的

前面已经提到过，仅仅从运动方程的数学形式无法断言所描述的过程究竟是不是马尔科夫的。这里就是一

个典型的例子：虽然Eq. (15)确实是时间局域的，但是它一般是非马尔科夫的。我们通过一张图Fig. 3来物理上

说明这一点，

Figure 3: 这张图可以形象地解释非马尔科夫性的来源。蓝色部分是系统，红色部分是环境，但是我们一般把后者给trace掉了。系

统的信息有一部分一直留在系统中（比如蓝色箭头），还有一部分耗散给了环境（红色箭头）。后者由于系统与环境的相互作用又

会回到系统中。但是我们已经把环境给trace掉了，只关注系统的信息。所以综合来看，t时刻系统的信息来自于τ ∈ [0, t]所有时刻

系统的信息，而非只来自于t时刻与t − dt时刻。也就是所谓非马尔科夫性。如果我们令HSB = 0，去掉系统环境耦合后也就去掉

了红色箭头的信息来源，动力学过程自然变成了马尔科夫的，也就是只针对系统的标准冯·诺依曼方程。
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所以看出仅仅靠数学形式来判断是否是马尔科夫是不可靠的。那有没有容易判断的情况呢？还是有的，

如果系统的动力学是指数型的，那么判定其为马尔科夫动力学是自洽的。具体来说，如果函数f(t) = aebt其

中a, b都是常数。很容易知道ḟ(t) = bf(t),这正是符合马尔科夫性的定义，方程右边只和此时函数f的取值有关。

这样的动力学过程也是在自然界中很常见的，比如核物理中的指数衰变和种群数量指数增长。

厄米部分与反厄米部分

对于任何一个复数z，我们可以求出其实部与虚部：

z =
z + z∗

2
+ i

z − z∗

2i
= Re z + i Im z (A7)

其中Re z和Im z都是实数。那么我们仿照这个思路，对于任意算符或者矩阵也可以有

O =
O +O†

2
+ i

O +O†

2i
, (A8)

其中对应的两项分别称为厄米部分与反厄米部分。容易验证他们都是厄米算符。观察Eq. (41)中的结构，

−b†b/2正是a的厄米部分。我们总可以引入厄米算符−H来表示其反厄米部分。
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