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本 note为 2025春武汉大学物理科学与技术学院理论物理讨论班的 note. 本次讨论班主要
讨论凝聚态理论中有价值的技术以及模型。本次讨论班将重点介绍 Kubo（久保亮五）在 1957
年提出的线性响应理论，并尝试运用到电导率的计算中。
为此，我们先回顾大家可能已经熟悉的相互作用绘景（Dirac picture）与形式上计算时间

演化算符的 Dyson 级数。接着就在形式上推导线性响应理论。在得到线性响应理论后，运用
在电导率的计算中，为了解释清楚电流的二次量子化进行了粒子流算符的推导。最终得到一个
形式上电导率在频域中的结果。最后为了更清晰地展示图像，计算了介电函数的经典和量子模
型进行对比。

1 量子演化回顾

1.1 相互作用绘景

在学习量子力学之初，Schrodinger 的描述便是认为态矢是随时间演化的（波函数），而可
观测量作为算符是不变的，发展出来的便是波动力学；Heisenberg 的描述便是认为可观量两本
身是运动的，态矢是不动的，发展出来的便是矩阵力学。这两种描述在学习量子力学时被我们
描述为两种绘景 (picture)，实际上是等价的。

Schrodinger 绘景下，要求描述态矢的运动，这种运动方程是 Schrodinger 方程：

ih̄
∂

∂t
|ψS(t)⟩ = H(t)|ψS(t)⟩ (1)

而 Heisenberg 绘景下需要描述可观测量这一算符的运动方程，为 Heisenberg 方程：
∂

∂t
AH(t) =

1

ih̄
[AH(t),H] (2)

可以证明其给出的观测结果：

⟨ψS |AS |ψS⟩ = ⟨ψH |AH |ψH⟩
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总是一致，所以我们认为两种描述等价。
实际上，这两种绘景有一点经典力学中变换参考系的味道。用一个不恰当的比喻，薛定谔

绘景就像是在地面系研究问题，而海森堡绘景就像以你研究的质点作为参考系研究问题。研究
在一个匀速上升的电梯中在水平面内进行匀速圆周运动的苍蝇的运动，在地面系看，和在苍蝇
系看，其实都是比较极端的处理方式。对于这种情况，我们往往会以电梯系作为参考系，把我
们已经相对清楚的运动部分作为参考系，来研究苍蝇的运动，这种就是一种可能更有用的折中
方案，这就对应了——相互作用绘景。
对于 Schrodinger 绘景，(1) 式决定了态的演化，定义时间演化算符：

|ψ(t)⟩ = U(t; t0)|ψ(t0)⟩ (3)

由于态矢总是单位长度，所以显然：

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(t0)|U †(t; t0)U(t; t0)|ψ(t0)⟩ = 1

由 |ψ(t0)⟩ 的任意性，知时间演化算符总是幺正的。

U †(t; t0)U(t; t0) = I (4)

而 (1) 形式的方程则要求：

ih̄
∂

∂t
U(t; t0)|ψ(t0)⟩ = H(t)U(t; t0)|ψ(t0)⟩

由 |ψ(t0)⟩ 的任意性: ih̄ ∂
∂t
U(t; t0) = H(t)U(t; t0)

U(t0; t0) = I
(5)

而有初始条件：
因此，每一个哈密顿量，都可以确定出一个时间演化算符。
取复共轭，就有（总是要求哈密顿量是厄米的）

−ih̄ ∂
∂t
U †(t; t0) = U †(t; t0)H(t) (6)

考虑如果由一个系统的哈密顿量，可以写成两部分：

H(t) = H0(t) +H ′(t) (7)

其中 H0(t) 为我们相对熟悉的部分，那么如果我们想把这部分运动“当作参考系的运动”，这
就要求我们定义：

|ψI(t)⟩ = U †
0 (t; t0)|ψS(t)⟩ (8)
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其中 U0 是 H0 对应的时间演化算符。
要求观测结果上的不变性，则有：

⟨ψS |AS |ψS⟩ = ⟨ψI |U †
0ASU0|ψI⟩ = ⟨ψI |AI |ψI⟩

进而：
AI(t) = U †

0 (t; t0)AS(t0)U0(t; t0) (9)

这种选取就称为相互作用绘景，显然我们要给出在这种绘景下态矢和算符的运动方程。
对于态矢：

ih̄
∂

∂t
|ψI(t)⟩ = ih̄

∂

∂t

(
U †

0 (t; t0)|ψS(t)⟩
)

= ih̄
∂

∂t

(
U †

0 (t; t0)
)
|ψS(t)⟩+ U †

0 (t; t0)
(
ih̄
∂

∂t
|ψS(t)⟩

)
= −U †

0 (t; t0)H0(t)|ψS(t)⟩+ U †
0 (t; t0)H(t)|ψS(t)⟩

= U †
0 (t; t0)(H −H0)|ψS(t)⟩

= U †
0 (t; t0)H

′(t)U(t; t0)|ψI(t)⟩

≡ HI(t)|ψI(t)⟩

即相互作用绘景下的态矢运动方程为：

ih̄
∂

∂t
|ψI(t)⟩ = HI(t)|ψI(t)⟩ (10)

其中
HI(t) = U †

0 (t; t0)H
′(t)U0(t; t0) (11)

而对于算符的运动方程：

∂

∂t
AI(t) =

∂

∂t

(
U †

0ASU0

)
=
∂U †

0

∂t
ASU0 + U †

0AS
∂U0

∂t
+ U †

0

∂AS

∂t
U0

=
i

h̄
U †

0H0ASU0 −
i

h̄
U †

0ASH0U0 +
(∂AS

∂t

)
I

=
1

ih̄

(
U †

0ASU0U
†
0H0U0 − U †

0H0U0U
†
0ASU0

)
+
(∂AS

∂t

)
I

=
1

ih̄
[AI(t),H0H ] +

(∂AS

∂t

)
I

通常我们取 H0 为我们足够了解的哈密顿量，如取为不显含时的情况，此时

U0(t; t0) = eiH0(t−t0)/h̄
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进而在这种情况下，有：
H0H = H0

取薛定谔绘景下算符不随时改变的情况，有：

∂

∂t
AI(t) =

1

ih̄
[AI(t),H0] (12)

取 H ′ = 0 则来到 Heisenberg 绘景；取 H0 = 0 则来到 Schrodinger 绘景。

1.2 Dyson 级数

考虑 (5) 微分方程，求解时间演化算符，有几种情况。
对于 H 不含时时，其不同时刻之间的哈密顿量的代数运算关系，显然解为：

U(t; t0) = e−iH(t−t0)/h̄ (13)

另一种简单的情况，H(t) 在不同时刻哈密顿量之间总是对易的，与前者的逻辑相同，有：

U(t; t0) = exp
(
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
)

(14)

而在 H(t) 一般情况下，上述计算结果就失效了。求解线性微分方程的典型的方法，利用
类似构造 Picard 序列的方式，构造 {U (n)(t; t0)}：

ih̄ ∂
∂t
U (n+1)(t; t0) = H(t)U (n)(t; t0)

U (n)(t0; t0) = I

U (0)(t; t0) = I

(15)

显然若 limn→∞ U (n)(t; t0) 存在，我们求出这个极限就得到了原方程 (5) 得解。
n = 0 时，有：

ih̄
∂

∂t
U (1)(t; t0) = H(t)

显然有：

U (1)(t; t0) = I− i

h̄

∫ t

t0

H(t1)dt1

进而 n = 1 ，有：

ih̄
∂

∂t
U (2)(t; t0) = H(t)− i

h̄
H(t)

∫ t

t0

H(t1)dt1

进而有解：

U (2)(t; t0) = I− i

h̄

∫ t

t0

H(t1)dt1 +
(
− i

h̄

)2 ∫ t

t0

dt2H(t2)

∫ t2

t0

dt1H(t1)
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进而可以归纳得：

U (n)(t; t0) = I+
n∑

k=1

(
− i

h̄

)k ∫ t

t0

dtk
∫ tk

t0

dtk−1...

∫ t2

t0

dt1H(tk)H(tk−1)...H(t1) (16)

例讨论 n = 2 的情况，有：∫ t

t0

dt2
∫ t2

t0

dt1H(t2)H(t1) =
1

2!

(∫ t

t0

dt2
∫ t2

t0

dt1H(t2)H(t1) +

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H(t1)H(t2)
)

=
1

2!

(∫ t

t0

dt2
∫ t2

t0

dt1H(t2)H(t1) +

∫ t

t0

dt2
∫ t

t2

dt1H(t1)H(t2)
)

=
1

2!

∫ t

t0

dt2
∫ t

t0

dt1T
(
H(t1)H(t2)

)
= T

(
1

2!

(∫ t

t0

H(τ)dτ
)2)

其中 T 为编时算符，保证算符按时间作用，即作用时间越晚，其排序越靠右。
进而可以类似归纳出（Dyson 的主要贡献）：∫ t

t0

dtk
∫ tk

t0

dtk−1...

∫ t2

t0

dt1H(tk)H(tk−1)...H(t1) = T

(
1

k!

(∫ t

t0

H(τ)dτ
)k)

进而

U (n)(t; t0) = I+
n∑

k=1

(
− i

h̄

)k
T

(
1

k!

(∫ t

t0

H(τ)dτ
)k)

= T

(
n∑

k=0

1

k!

(
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
)k)

则取 n→ ∞，我们得到一般时间演化算符的形式解：

U(t; t0) = T

(
exp

(
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
))

(17)

这就是 Dyson 级数最终的形式，形式上描述了时间演化算符，但在实际的计算上难以提供有
效的帮助。于是各种实质上的近似技巧在场论中被发明。

1.3 量子平衡态

我们讨论多体量子系统，使用了二次量子化的描述。但是实际经验上，这种多体系统作为
一个统计系统，在一定的条件下经过长时间的演化，总会趋于平衡态。考虑常见的正则系统情
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况，即系统与一个大的热库作为环境解出时，有 Boltzmann 分布，对于能量本征态 |n⟩，系统
处于这个状态的概率 ∝ e−βEn，则系统对于某个可观测量的统计平均为：

⟨A⟩ = 1

Z

∑
n

⟨n|A|n⟩e−βEn

=
1

Z
Tr(A

∑
n

e−βEn |n⟩⟨n|)

=
1

Z
Tr(Ae−βH)

其中 Z 为配分函数，实际上
Z =

∑
n

e−βEn = Tr(e−βH)

综上：
⟨A⟩ = Tr(Ae−βH)/Tr(e−βH) (18)

定义为统计平均。

2 线性响应理论

由于时间演化算符最终的描述比较复杂，在实际计算中没有什么帮助，我们经常采用截断
的方法，如果 H 作为哈密顿量本身“足够小”，使得我们可以将 Dyson 级数截断：

U(t; t0) ≈ I− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ (19)

就可以尝试做一些有价值的运算。

2.1 Kubo 公式

线性响应的图像是，对一个系统，加一点外界的干扰，看这个系统如何响应，特别是在干
扰较弱时，系统的响应通常与这个干扰呈正比关系。Kubo 考虑一个在熟知的 Hamiltonian 下，
即 H0 下处于平衡态的体系，考虑某个可观测量的统计平均：

⟨A⟩0 =
1

Z0

∑
n

⟨nS |A|nS⟩e−βEn

由于能量本征态的演化只是产生无关紧要的相位因子，所以可以不用管本征态的时间演化。
如果对于这个处于平衡态的系统，加一个小的扰动（也就是说从某一个时刻开始加）：

H(t) = H0 + θ(t− t0)H
′(t) (20)
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要求 H ′(t) 的影响要比 H0 小的多（可能是矩阵范数小得多）。其中 θ(t) 为阶梯函数（开关函
数），有定义

θ(t) =

1 t > 0

0 t < 0
(21)

那么在加上微扰后，系统将偏离平衡态，统计平均将有差别。
这里从加上这个微扰足够小，我们要加入两个近似：（1）微扰足够小以至于 H ′ 对应的时

间演化算符可以用 (19) 式描述（此即要求线性）；（2）微扰足够小以至于原 H0 本征态的演化
不会突然跃迁（绝热演化），即统计平均时还可以用 H0 对应产生的态的概率密度（密度算符）：

⟨A⟩(t) = 1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nS(t)|A|nS(t)⟩

=
1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nI(t)|eiH0(t−t0)/h̄Ae−iH0(t−t0)/h̄|nI(t)⟩

=
1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nI(t0)|U †
I (t; t0)AI(t)UI(t; t0)|nI(t0)⟩

≈ 1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nS |
(
I+

i

h̄

∫ t

t0

HI(τ)dτ
)
AI(t)

(
I− i

h̄

∫ t

t0

HI(τ)dτ
)
|nS⟩

≈ 1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nS |AI(t)|nS⟩+
i

h̄

∫ t

t0

1

Z0

∑
n

e−βEn⟨nS |[HI(τ), AI(t)]|nS⟩dτ

而由于

⟨nS |AI(t)|nS⟩ = ⟨nS |eiH0(t−t0)/h̄Ae−iH0(t−t0)/h̄|nS⟩

= e−iEn(t−t0)/h̄ · eiEn(t−t0)/h̄⟨nS |A|nS⟩

= ⟨nS |A|nS⟩

（所以实际上中间的算符是 Schrodinger 绘景还是 Dirac 绘景都是一样的），以及

⟨nS |[HI(τ), AI(t)]|nS⟩ = ⟨nS |HI(τ)AI(t)−AI(t)HI(τ)|nS⟩

= e−iEn(t−t0)/h̄ · eiEn(t−t0)/h̄⟨nS |H ′(τ)A−AH ′(τ)|nS⟩

= −⟨nS |[A,H ′(τ)]|nS⟩

则我们得到

⟨A⟩(t) ≈ ⟨A⟩0 −
i

h̄

∫ t

t0

⟨
[A,H ′(τ)]

⟩
0
dτ

考虑到我们加哈密顿量的时候总有一个开关因子 θ(t− t0)，将其吸收到 H ′(t) 中，我们得到：

⟨A⟩(t) ≈ ⟨A⟩0 −
i

h̄

∫ t

−∞

⟨
[A,H ′(τ)]

⟩
0
dτ
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进而我们计算出了在微扰下体系的变化（响应）：

⟨δA⟩(t) = ⟨A⟩(t)− ⟨A(t)⟩0 ≈ − i

h̄

∫ t

−∞
dt′
⟨
[A,H ′(t′)]

⟩
0

若想避免麻烦将积分域写到全体时间上，那么可以考虑再引入定义：

CR
AB(t, t

′) := − i

h̄
θ(t− t′)

⟨
[A(t), B(t′)]

⟩
0

(22)

定义为推迟格林函数，那么就有最终的 Kubo 公式：

⟨δA⟩(t) =
∫ +∞

−∞
CR

AH′(t, t′)dt′ (23)

在相互作用绘景下考虑推迟函数，有：⟨
A(t)B(t′)

⟩
=

1

Z
Tr(e−βHA(t)B(t′))

=
1

Z
Tr(e−βHeiHtAe−iHteiHt′Be−iHt′)

=
1

Z
Tr(e−iHt′e−βHeiHtAe−iHteiHt′B)

=
1

Z
Tr(e−βHeiH(t−t′)Ae−iH(t−t′)B)

只与 t− t′ 有关，实际上即对两个在 Schrodinger 绘景下不显含时的算符而言：

CR
AB(t; t

′) ≡ CR
AB(t− t′) (24)

实际上，通常地如果外加哈密顿量的含时因素可以整体写为一个调制函数与一个在 Schrodinger
绘景下固定算符的乘积，即：

H ′(t′) = Bf(t′)

则有：

CR
AH′(t, t′) = − i

h̄
θ(t− t′)

⟨
[A(t),H ′(t′)]

⟩
0

= − i

h̄
θ(t− t′)

⟨
[A(t), B(t′)]f(t′)

⟩
0

= − i

h̄
θ(t− t′)

⟨
[A(t), B(t′)]

⟩
0
f(t′)

= CR
AB(t− t′)f(t′)

进而有常见的 Kubo 公式形式：

⟨δA⟩(t) =
∫ +∞

−∞
CR

AB(t− t′)f(t′)dt′ (25)

这时最常见的情况，之后的讨论将建立于这个结果的基础上，有时也记 χAB ≡ CR
AB，也叫响

应函数。其实在经典力学中我们就有过这样的经验：如阻尼振荡。
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2.2 频域的 Kubo 公式

显然 (25) 式是一种卷积，那么根据傅里叶变换的性质，令响应函数的傅里叶变换为频域
响应函数

CR
AB(ω) =

∫ +∞

−∞
dt CR

AB(t)e
iωt (26)

取 f(t) 的傅里叶变换结果为 F (ω)，有响应结果的傅里叶变换结果：

⟨δA⟩(ω) = CR
AB(ω)f(ω) (27)

我们可以将微扰算符的形式写得更普遍一些：

H ′
B(t

′) =
∑
α

∫
d3r⃗ Bα(r⃗)fα(r⃗, t) (28)

由 2.1 末推导类似，只需要加上求和积分指标，有：

⟨δA⟩(t) =
∑
α

∫
d3r⃗

∫ +∞

−∞
CR

ABα(r⃗)(t− t′)fα(t′)dt′ (29)

而转换到频域有：
⟨δA⟩(ω) =

∑
α

∫
d3r⃗ CR

ABα(r⃗)(ω)F
α(r⃗, ω) (30)

3 电导率的计算

3.1 粒子流算符

考虑电流，实际上就是载流子的流动。而载流子一般都是微观粒子，所以应当用量子力学
描述。实际上电流是客体内部载流子的集体行为，是一个多体问题，应当引入二次量子化的语
言描述。
首先，我们已经定义粒子密度算符：

ρ(x⃗) = ψ†(x⃗)ψ(x⃗)

而在粒子数守恒的体系中，我们希望有：

∂ρ

∂t
+∇ · J⃗ = 0

如果将其二次量子化，可以写出算符 J⃗ 的二次量子化表达，一种做法便是转到 Heisenberg 绘
景下，进行一系列复杂的运算得到 ∂ρ(x⃗,t)

∂t
的结果，从而推出 J⃗：
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ih̄
∂ρ

∂t
= ih̄

∂ψ†

∂t
ψ + ψ†ih̄

∂ψ

∂t

= [ψ†(x⃗, t),H]ψ(x⃗, t) + ψ†(x⃗, t)ih̄[ψ(x⃗, t),H]

而这里要求：

H = T + V

=
∑
α

p2α
2m

+ V

则有二次量子化形式（略去时间标记）

T =
1

2m

∫
d3x⃗d3x⃗′ψ†(x⃗)⟨x⃗|p2|x⃗′⟩ψ(x⃗′)

= − h̄2

2m

∫
d3x⃗′

(∫
d3x⃗ψ†(x⃗)∇2δ(x⃗− x⃗′)

)
ψ(x⃗′)

= − h̄2

2m

∫
d3x⃗′(∇′2ψ†(x⃗′))ψ(x⃗′)

=
h̄2

2m

∫
d3x⃗′

(
∇′ψ†(x⃗′)

)
·
(
∇′ψ(x⃗′)

)
而势能：

V =
1

2

∫
d3x⃗′dx⃗′′ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗′′)V (x⃗′, x⃗′′)ψ(x⃗′′)ψ(x⃗′)

注意到
[A,BC]ξ = [A,B]ξC + ξB[A,C]ξ (31)

计算

[ψ(x⃗), T ] =
h̄2

2m

∫
d3x⃗′[ψ(x⃗),

(
∇′ψ†(x⃗′)

)
·
(
∇′ψ(x⃗′)

)
]

=
h̄2

2m

∫
d3x⃗′[ψ(x⃗),

(
∇′ψ†(x⃗′)

)
]ξ ·
(
∇′ψ(x⃗′)

)
=

h̄2

2m

∫
d3x⃗′∇′[ψ(x⃗), ψ†(x⃗′)]ξ ·

(
∇′ψ(x⃗′)

)
=

h̄2

2m

∫
d3x⃗′∇′δ(x⃗− x⃗′) · ∇′ψ(x⃗′)

= − h̄2

2m
∇2ψ(x⃗)
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取共轭，有：

[ψ†(x⃗), T ] = −([ψ(x⃗), T ])† =
h̄2

2m
∇2ψ†(x⃗)

而对于势能：

[ψ†(x⃗), V ] =
1

2

∫
d3x⃗′dx⃗′′V (x⃗′, x⃗′′)

[
ψ†(x⃗), ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗′′)ψ(x⃗′′)ψ(x⃗′)

]
=

1

2

∫
d3x⃗′dx⃗′′V (x⃗′, x⃗′′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗′′)

[
ψ†(x⃗), ψ(x⃗′′)ψ(x⃗′)

]
=

1

2

∫
d3x⃗′dx⃗′′V (x⃗′, x⃗′′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗′′)

(
[ψ†(x⃗), ψ(x⃗′′)]ξψ(x⃗

′) + ξψ(x⃗′′)[ψ†(x⃗), ψ(x⃗′)]ξ

)
= −1

2

∫
d3x⃗′dx⃗′′V (x⃗′, x⃗′′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗′′)

(
δ(x⃗− x⃗′′)ψ(x⃗′) + ξψ(x⃗′′)δ(x⃗− x⃗′)

)
= −1

2

∫
d3x⃗′V (x⃗′, x⃗)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗)ψ(x⃗′)− 1

2
ξ

∫
dx⃗′′V (x⃗, x⃗′′)ψ†(x⃗)ψ†(x⃗′′)ψ(x⃗′′)

= −
∫

d3x⃗′V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗)ψ(x⃗′)

进而有
[ψ(x⃗), V ] =

∫
d3x⃗V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗′)ψ(x⃗)ψ(x⃗′)

那么

ih̄
∂ρ

∂t
=

h̄2

2m

(
∇2ψ†(x⃗)

)
ψ(x⃗)−

∫
d3x⃗V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗)ψ(x⃗′)ψ(x⃗)− h̄2

2m
ψ†(x⃗)∇2ψ(x⃗)

+

∫
d3x⃗V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗)ψ†(x⃗′)ψ(x⃗)ψ(x⃗′)

=
h̄2

2m

(
∇2ψ†(x⃗)

)
ψ(x⃗)−

∫
d3x⃗V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗)ψ(x⃗′)ψ(x⃗)− h̄2

2m
ψ†(x⃗)∇2ψ(x⃗)

+

∫
d3x⃗V (x⃗, x⃗′)ψ†(x⃗′)ψ†(x⃗)ψ(x⃗′)ψ(x⃗)

=
h̄2

2m

((
∇2ψ†(x⃗)

)
ψ(x⃗)− ψ†(x⃗)∇2ψ(x⃗)

)
即有

∂ρ

∂t
=

h̄

2im

((
∇2ψ†(x⃗)

)
ψ(x⃗)− ψ†(x⃗)∇2ψ(x⃗)

)
由 ∇ · J⃗ = −∂ρ

∂t

J⃗ =
h̄

2im

(
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

)
(32)

而实际上，在经典上可以将这个问题阐释得更加清楚一些。
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在经典上，粒子数守恒即

dρ
dt =

∂ρ

∂t
+
∂ρ

∂x
ẋ+

∂ρ

∂y
ẏ +

∂ρ

∂z
ż

=
∂ρ

∂t
+ v⃗ · ∇ρ = 0

在考虑这些粒子时，速度与空间位置视为相互独立，所以可以有：

J⃗ = ρv⃗ =
∑
α

v⃗αδ(x⃗− x⃗α) (33)

实际上如果将两者看成算符，两个厄米算符的乘积必须进行厄米化：

J⃗ =
1

2
(ρv⃗ + v⃗ρ) (34)

有趣的点在于如何如何定义 v⃗，实际上在我们上述的计算中，可以看出 p⃗
m

= v⃗

而在有电磁场的情况下，有：
p⃗ = mv⃗ + qA⃗

那么显然，粒子流算符将多一个额外的项：

J (2) = −qA⃗
m
ψ†ψ (35)

称为的抗磁流（为了反抗磁场），其与电磁场大小有关，而 J (1) = h̄
2im

(
ψ†∇ψ− (∇ψ†)ψ

)
称为

顺磁流，与电磁场的扰动不直接相关。
带上载流电荷，电流也有平均意义上的要求，有：

J⃗tot = q⟨J⃗ (1)⟩+ q⟨J⃗ (2)⟩ = h̄q

2im

⟨
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

⟩
− q2

m
A⃗⟨ψ†ψ⟩

常取元电荷（如电子的情况），有：

J⃗P = − eh̄

2im

(
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

)
(36)

J⃗D = −e
2

m
A⃗ρ (37)

3.2 电导率的 Kubo 公式

计算的时候一定要想清楚自己的目的，而不是闷头剥蒜。电导是在考虑，如果给导体加一
个电场作为微扰，这个体系的电流如何线性地关于电场进行响应。所以但凡有超过线性的部
分，我们就不要考虑更细节的事情了。
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首先，电磁场不做量子化，所以电磁场在我们的计算中只是数而不是算符。电磁场我们取
库伦规范 ∇ · A⃗ = 0，有：

E⃗(r⃗, t) = − ∂

∂t
A⃗(r⃗, t)

取傅里叶变换在频域有：
E⃗(r⃗, ω) = iωA⃗(r⃗, ω)

而体系的哈密顿量，在有电磁场是，有：（这里去掉 ϕ是因为在非相对论情况下，A0 = ϕ/c→ 0，
所以可以忽略这一项）

H = H0 −
∫

d3r⃗ (J⃗tot(r⃗, t) · A⃗(r⃗, t))

进而取微扰 Hamiltonian:

H ′(t′) = −
∫

d3r⃗ (J⃗tot(r⃗, t
′) · A⃗(r⃗, t′))

在原平衡态时，总流应为 0，因此电流可以认为都是有微扰产生的，我们考虑其正比与电场（即
正比于 A⃗ ）的响应。
显然根据 (37) 结果，抗磁项直接就正比于 A⃗ 。电流取平均意义：

⟨δJD⟩(r⃗, ω) = −e
2

m
⟨ρ⟩0A⃗ ≡ −n0(r⃗)e

2

imω
E⃗(r⃗, ω) (38)

这一项不需要我们动用线性响应理论，就可以直接看出线性响应结果。如果更精细地对 ⟨ρ⟩ 分
析，也是得到更高阶的 A⃗ 非线性项，没有考虑的意义了，或者说不是我们计算我们期望的物
理量需要关心的事情。
而另一项应当要用线性响应理论处理：考虑哈密顿量 H ′(t′)确实是时间调制的，形如 (28)：

H ′(t′) =

∫
d3r⃗

(
eJ⃗ (1) +

e2

m
ρA⃗
)
· A⃗(r⃗, t′)

= e

∫
d3r⃗

∑
α

J⃗ (1)
α (r⃗)Aα(r⃗, t) +

e2

m

∫
d3r⃗ ρ(r⃗, t′)A2(r⃗, t)

由于 A2 不是线性项，没有考虑的必要了，丢掉后面的流荷关联。实际上由于非相对论情况下，
不考虑流和荷的关联函数，即认为：

CR
Jαρ(t− t′) = 0

注：非相对论系统的动力学由 Galilei 对称性主导，而非 Lorentz 对称性。此时，电荷密度和
电流密度的演化相对独立。在低频（如直流）极限下，电荷密度的涨落因静电屏蔽效应（如托
马斯-费米屏蔽）被强烈抑制，而电流的涨落主导电导响应。因此，电流-电流关联成为主要贡
献，电荷-电流关联的贡献可忽略。

13



因此，计算由 (30) 可以变为：(下面顺磁流都略去上标)

⟨δJα
P ⟩(r⃗, ω) = −e2

∫
d3r⃗′

∑
β

CR
Jα(r⃗)Jβ(r⃗′)

(ω)Aβ(r⃗′, ω)

进而，记：
ΠR

αβ(r⃗, r⃗
′;ω) = CR

Jα(r⃗)Jβ(r⃗′)
(ω) (39)

则有

⟨δJα
P ⟩(r⃗, ω) = − e2

iω

∫
d3r⃗′

∑
β

ΠR
αβ(r⃗, r⃗

′;ω)Eβ(r⃗′, ω) (40)

进而最终我们算出

⟨δJα
e ⟩(r⃗, ω) = ⟨δJD⟩(r⃗, ω) + ⟨δJα

P ⟩(r⃗, ω)

=
ie2

mω
n0(r⃗)E

α(r⃗, ω) +
ie2

ω

∫
d3r⃗′

∑
β

ΠR
αβ(r⃗, r⃗

′;ω)Eβ(r⃗′, ω)

=
ie2

ω

∫
d3r⃗′

∑
β

(n0(r⃗′)

m
δαβδ

3(r⃗ − r⃗′) + ΠR
αβ(r⃗, r⃗

′;ω)
)
Eβ(r⃗’, ω)

≡
∫

d3r⃗′σαβ(r⃗, r⃗
′;ω)Eβ(r⃗′, ω)

最终，我们计算出了电导在频域中的的计算公式：

σαβ(r⃗, r⃗′;ω) =
ie2

ω

(n0(r⃗′)

m
δαβδ

3(r⃗ − r⃗′) + ΠR
αβ(r⃗, r⃗

′;ω)
)

(41)

称为电导率的 Kubo 公式。
但我们目前没有办法计算电导率，因为我们不会计算 ΠR

αβ，而这要求我们引入格林函数以
及细致地讨论如何求解格林函数。

4 介电常数的计算

上面的计算看着有些不清晰，但是对后面的霍尔效应是重要的。电导率与流流关联有关，
而实际上我们可以想，荷荷关联是否也有对应。

4.1 Lorentz 模型——经典计算

描述电子因为正电荷的吸引，在电场作用下，有：

ẍα + γẋα + ω2
0xα = −eEα(t)/m (42)
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运用傅里叶变换求解，取
xα(ω) =

∫
dt xα(t)e−iωt

则对 (42) 两边进行傅里叶变换，有：

(−ω2 − iωγ + ω2
0)xα(ω) = −eEα(ω)/m

进而
xα(ω) =

e/m

ω2 + iωγ − ω2
0

Eα(ω) (43)

而实际上有物理意义：
P⃗ = −nex⃗ = ε0χeE⃗

则有频域的极化率：

χe(ω) =
ne2

ε0m
· 1

ω2
0 − iωγ − ω2

(44)

因而频域（相对）介电函数有：

ε(ω) = 1 +
ω2
p

ω2
0 − iωγ − ω2

(45)

其中：ω2
p = ne2/ε0m 进而有关系：

P⃗ (ω) = χe(ω)E⃗(ω)

最终逆傅里叶变换后结果：

P⃗ (r⃗, t) =

∫ +∞

−∞
χe(r⃗, t− t′)E⃗(r⃗, t′)dt′ (46)

「我可以用线性响应理论计算」这几个字简直写在了脸上。

4.2 介电函数的 Kubo 公式——量子模型

在有电介质时，总电场和外加电场之间的关系是：

εE⃗tot = E⃗ext

我们考虑近静电场的情况，可以取到电势的关系：

εϕtot = ϕex

且可以有：
ϕtot = ϕex + ϕind
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有：
∇2ϕtot = − 1

ε0
ρtot

∇2ϕext = − 1

ε0
ρext

∇2ϕind = − 1

ε0
ρind

可以认为诱导电场的产生来自于诱导电荷，所以我们需要计算诱导电荷密度是什么样的，实际
上电荷密度就是粒子体密度，有二次量子化的描述。

ρind = −e⟨δρ⟩ = −e(⟨ρ⟩ − ⟨ρ⟩0)

对于一个电介质体系，可以写出外加电场产生的扰动：

H = H0 +

∫
d3r⃗ ρe(r⃗)ϕext(r⃗, t) (47)

利用线性响应理论，可以计算电荷的响应：

ρind(r⃗, t) = −e⟨δρ⟩(r⃗, t)

= −e
∫

dr⃗′
∫ +∞

−∞
dt′ CR

ρ(r⃗)ρe(r⃗′)
(t− t′)ϕext(r⃗′, t

′)

= e2
∫

dr⃗′
∫ +∞

−∞
CR

ρ(r⃗)ρ(r⃗′)
(t− t′)ϕext(r⃗′, t

′)

记：
χR
e (r⃗, t; r⃗

′, t′) = e2CR
ρ(r⃗)ρ(r⃗′)

(t− t′) (48)

而有诱导电势
ϕind(r⃗) =

∫
d3r⃗′Vc(r⃗ − r⃗′)ρind(r⃗′)

其中 Vc(r⃗ − r⃗′) = 1/4πε0|r⃗ − r⃗′|

ϕtot(r⃗, t) = ϕext(r⃗, t) +

∫
d3r⃗′

∫
d3r⃗′′

∫ +∞

−∞
dt′ Vc(r⃗ − r⃗′)χR

e (r⃗
′, t; r⃗′′, t′)ϕext(r⃗′′, t

′) (49)

而要求
ϕtot(r⃗, t) =

∫
d3r⃗′ ε−1( ⃗r, t;r⃗′, t′)ϕext(r⃗′, t

′)

则直接读出：

ε−1(r⃗, t; r⃗′, t′) = δ3(r⃗ − r⃗′)δ(t− t′) +

∫
d3r⃗′′

∫ +∞

−∞
dt′ Vc(r⃗ − r⃗′′)χR

e (r⃗
′′, t; r⃗′, t′) (50)

最终声明，这个计算只适用于导体，电极化在屋里图像上是由于导体中等离子体的运动导致
的。绝缘体的介电函数要对电子的 Wannier 函数讨论，引入一些拓扑的方法才能解决 (1990)。
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