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本 note 为 2025 春武汉大学物理科学与技术学院理论物理讨论班的 note. 本次讨论班主
要讨论凝聚态理论中有价值的技术以及模型。此为后面各种讨论做铺垫，先回顾二次量子化的
概念，并简单介绍紧束缚模型。
之后，以二次量子化为基石介绍求解一个模型——反铁磁的 Heisenberg 模型，展示二次

量子化的实操运用，介绍其中关键技术 Holstein-Primakoff 变换和 Boglivbov 变换。顺便建立
起长程序、元激发、Goldstone 模式的图像。

1 二次量子化

1.1 量子谐振子回顾

一维量子谐振子 Hamiltonian 为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 ≡ h̄ω(a†a+

1

2
)

由正则量子化条件容易验证：
[a, a†] = 1

这一代数结构保证算符 N = a†a 的本征值谱必为自然数集，本征矢记为 |n〉，有 N |n〉 =

n|n〉, n ∈ N
而算符 a†, a 分别对应升降算符：

N(a†|n〉) = (a†N + [N, a†])|n〉 = a†(N + 1)|n〉 = (n+ 1)(a†|n〉)

N(a|n〉)|n〉 = (aN + [N, a])|n〉 = a(N − 1)|n〉 = (n− 1)a|n〉

进而有 a†|n〉 ∝ |n+ 1〉 , a|n〉 ∝ |n− 1〉，计算模长归一化，有：

a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉

a|n〉 =
√
n|n− 1〉
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1.2 对称化基矢

从多体物理的引入，二次量子化其实不是一个好的名字。更应该说，是在占据数表象下重
新叙述了一遍量子力学。我们先看原本我们会怎么描述多体系统。
我们根据量子力学的公设，可以将多个单体的状态空间直积起来，得到多体系统的状态空

间。H =
⊗

n Hn，进而原本单体状态空间中的一套完备正交基 {|λn〉} 直积起来，就是总多体
状态空间的完备基。

|Ψ〉 = |λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉

这里，我们默认将粒子编号了，编号行为在数学上的体现是单体状态空间直积的顺序。
在统计力学中，发现如果微观粒子可编号，即可区分，那么在计算熵时会出现 Gibbs 悖

论。为此我们引入全同粒子假设，解决了这一悖论。
这一假设就要求，我们随意交换粒子的身份（编号），并不会产生另一个状态。即对于 N

元对成群 SN , ∀p ∈ SN，取直积总空间 H 为其表示空间，作用于其上基矢的定义为

p|λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉 := |λp(1)〉 ⊗ |λp(2)〉 ⊗ ...⊗ |λp(N)〉

由于实际状态不变，基于量子力学公设，作用效果仅差一个相位：

|λp(1)〉 ⊗ |λp(2)〉 ⊗ ...⊗ |λp(N)〉 = eiϕ|λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉

进而这就相当于要求作为多体系统真实状态空间的基矢必须为 SN 群的一维不可约表示，而其
一维表示只有两种。
在不考虑归一化的情况下，有

|ΨB〉 =
∑
p∈SN

p|λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉

|ΨF 〉 =
∑
p∈SN

(−1)π(p)p|λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉

分别对应玻色子和费米子，一次对换产生 1,-1 的因子。
考虑归一化，其中有 m 种状态，第 i 种状态有 ni 个粒子时，有：

|Ψ〉 = 1√
N !

∏m
i=1 ni!

∑
p∈SN

ξπ(p)p|λ1〉 ⊗ |λ2〉 ⊗ ...⊗ |λN 〉

其中 ξ 在玻色系统中取 ξ = 1；在费米系统中取 ξ = −1。容易注意到，在费米系统中
ni = 0, 1，不然矛盾！
根据习惯，这里求和后的状态默认顺序按照一个约定的顺序排列（如能量从小到大）。
这样虽然理论上可以描述多体系统了，但是表示起来光基矢描述起来就很麻烦了。所以这

种描述不方便。
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1.3 占据数表象

还是回顾统计力学。全同粒子假设让我们不能再说「这个系统中的哪个粒子处于什么状
态」，但是我们可以说「这个系统中有多少个粒子处于什么状态」。
实际上我们之前构造的那个复杂的基（所谓对称化基矢）就是在表此意。那我们何不以此

为出发点呢？
定义：一个有 N 个粒子的系统，各个粒子总有 m 种状态（对应单体状态空间中的一组完

备正交基），第 i 种状态 (λi) 有 nλi
个粒子时，这个状态为一个归一化基矢：

|nλ1
, nλ2

, ...〉

进而所有情况对应的基矢量组成了 N 粒子系统的一套完备正交基，张成空间 HN

〈n′
λ1
, n′

λ2
, ...|nλ1

, nλ2
, ...〉 = δnλ1

n′
λ1
δnλ2

n′
λ2
...

而为了描述变粒子系统，可以把所有粒子数情况的状态空间直和起来，得到总的状态空间

H =

∞⊕
N=0

HN

称为 Fock 空间。（没有粒子的态叫真空态）
那么一个很自然的问题是，如何实现不同粒子数空间之间的跃迁呢？一个很自然的想法

是，构造两者基矢之间的映射。
从量子谐振子中升降算符的效果，可以自然想到构造：

a†λi
|nλ1

, nλ2
, ..., nλi

, ...〉 =
√
nλi

+ 1|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
+ 1, ...〉

但是回到原本对称化基矢的描述下，相当于需要多直积一个单体状态空间，这个状态空间应该
插在哪？
根据长久以来的规定，我们约定新的空间放在原本所有空间的最前面，而这与我们之前对

称化基矢的约定会有一些矛盾（排序约定）。应当要将这个态对换到合适的位置上。
于是升算符定义为：

a†λi
|nλ1

, nλ2
, ..., nλi

, ...〉 =
√
nλi

+ 1ξs(i)|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
+ 1, ...〉 (1)

其中 s(i) =
∑

j<i nλj
，这成为了一种惯用的约定。

取厄米，可以推导出 aλi
为降算符：

〈n′
λ1
, n′

λ2
, ...|a†λi

|nλ1
, nλ2

, ...〉 =
√
nλi

+ 1ξs(i)〈n′
λ1
, n′

λ2
, ..., n′

λi
, ...|nλ1

, nλ2
, ..., nλi

+ 1, ...〉

=
√
nλi

+ 1ξs(i)δnλ1
n′
λ1
δnλ2

n′
λ2
...δnλi

+1,n′
λi
...
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而又

〈n′
λ1
, n′

λ2
, ...|a†λi

|nλ1
, nλ2

, ...〉 = (〈nλ1
, nλ2

, ...|aλi
|n′

λ1
, n′

λ2
, ...〉)∗

对比上一个式子，有：(s′(i) =
∑

j<i n
′
λj

)

〈nλ1
, nλ2

, ...|aλi
|n′

λ1
, n′

λ2
, ...〉 =

√
nλi

+ 1ξs(i)δnλ1
n′
λ1
δnλ2

n′
λ2
...δnλi

+1,n′
λi
...

=
√
n′
λi
ξs

′(i)δn′
λ1

nλ1
δn′

λ2
nλ2

...δn′
λi

−1,nλi
...

=
√
n′
λi
ξs

′(i)〈nλ1
, nλ2

, ..., nλi
, ...|n′

λ1
, n′

λ2
, ..., n′

λi
, ...〉

因此推得
aλi

|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
, ...〉 = √

nλi
ξs(i)|nλ1

, nλ2
, ..., nλi

− 1, ...〉 (2)

aλi
确实是降算符。
即我们定义了生成或湮灭算符，生成或湮灭一个某种状态的粒子。
显然有 a†λi

aλi
= Nλi

是状态 λi 的粒子数算符，有：

a†λi
aλi

|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
, ...〉 = √

nλi
ξs(i)a†λi

|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
− 1, ...〉

=
√
nλi

ξs(i)
√
(nλi

− 1) + 1ξs(i)|nλ1
, nλ2

, ..., nλi
− 1, ...〉

= nλi
|nλ1

, nλ2
, ..., nλi

, ...〉

读出体系中 λi 状态的粒子。
升降算符的对易关系在谐振子中很关键，这里一样讨论对易关系：

[aλi
, a†λj

]ξ = δij (3)

[aλi
, aλj

]ξ = 0 (4)

[a†λi
, a†λj

]ξ = 0 (5)

其中 [A,B]ξ = AB − ξBA，因此对 Boson 时为对易子，对 Fermion 时为反对易子。（之后在
不产生歧义的情况下，将记 λi 7→ i）
简单验证：

[a†i , a
†
j ]ξ|n1, n2, ...〉 = (a†ia

†
j − ξa†ja

†
i )|n1, n2, ...〉

而分别计算：

a†ia
†
j |n1, n2, ...〉 = a†i

√
nj + 1ξs(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ...〉

=


√
ni + 1

√
nj + 1ξs(i)+s(j)|n1, n2, ..., ni + 1, ..., nj + 1, ...〉 i < j

√
ni + 1

√
nj + 1ξs(i)+1+s(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ..., ni + 1, ...〉 i > j
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从 i, j 地位上的对称性，可以直接看出：

a†ja
†
i |n1, n2, ...〉 =


√
ni + 1

√
nj + 1ξs(i)+1+s(j)|n1, n2, ..., ni + 1, ..., nj + 1, ...〉 i < j

√
ni + 1

√
nj + 1ξs(i)+s(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ..., ni + 1, ...〉 i > j

进而由 ξ2n = 1n ∈ Z，有：

[a†i , a
†
j ]ξ|n1, n2, ...〉 = (a†ia

†
j − ξa†ja

†
i )|n1, n2, ...〉 = 0

由基任意性与完备性，得：
[a†i , a

†
j ]ξ = 0

在 i = j 时，Boson 情况显然成立，而 Fermion 情况下，对同一状态连作用两次升算符，必然
太不存在，映射为零映射，则总有上式成立。
取厄米共轭可以验证：

[ai, aj ]ξ = 0

再验证式 (3)，有：

aia
†
j |n1, n2, ...〉 = ai

√
nj + 1ξs(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ...〉

=


√
ni

√
nj + 1ξs(i)+s(j)|n1, n2, ..., ni − 1, ..., nj + 1, ...〉 i < j

√
ni

√
nj + 1ξs(i)+1+s(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ..., ni − 1, ...〉 i > j

计算另一个

a†jai|n1, n2, ...〉 = a†j
√
niξ

s(i)|n1, n2, ..., ni − 1, ...〉

=


√
ni

√
nj + 1ξs(i)+s(j)−1|n1, n2, ..., ni − 1, ..., nj + 1, ...〉 i < j

√
ni

√
nj + 1ξs(i)+s(j)|n1, n2, ..., nj + 1, ..., ni − 1, ...〉 i > j

则 i 6= j 时，有：

[ai, a
†
j ]ξ|n1, n2, ...〉 = (aia

†
j − ξa†jai)|n1, n2, ...〉 = 0

对于 i = j 时，分类讨论：Fermion 情况下，aia†i 与 a†iai 中必有一个零映射，而另一个是
恒等映射，则 [ai, a

†
i ]ξ = 1；

对于 Boson 情况：
a†iai|..., ni, ...〉 = ni|...ni, ...〉
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同时

aia
†
i |..., ni, ...〉 = ai

√
ni + 1|..., ni + 1, ...〉

= (ni + 1)|..., ni, ...〉

则有
aia

†
i − a†iai = [ai, a

†
i ] = 1

综上有：
[ai, a

†
j ]ξ = δij

1.4 升降算符的基变换

实际上由于一个单体空间中的完备基有许多种，比如 {|λi〉}, {|µj〉} 为两个完备基，那么
显然有：

|λi〉 =
∑
j

|µj〉〈µj |λi〉

根据生成算符的定义，有：

a†λi
|0〉 =

∑
j

〈µj |λi〉a†µj
|0〉

于是我们确定有基变换时，生成算符的关系变化：

a†λi
=

∑
j

〈µj |λi〉a†µj
(6)

取共轭，有：
aλi

=
∑
j

〈λi|µj〉aµj
(7)

我们可以取两个非常经典的完备基 {|x⃗〉}, {|p⃗〉}。在某个位置生成一个粒子的算符称为场
算符 (field operator)
从量子力学我们已知：〈x⃗|p⃗〉 ∝ eip⃗·x⃗/h̄，在不同的位置空间，归一化系数不同：

|p⃗〉 =
∫
Ω

dx⃗ |x⃗〉〈x⃗|p⃗〉

要求：
C2

∫
Ω

|eip⃗·x⃗/h̄|d3x⃗ = C2

∫
Ω

d3x⃗ = 1
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而
∫
Ω

d3x⃗ 正是考虑的位置空间大小，或者说是这个空间的某种测度，计为 V

〈x⃗|p⃗〉 = 1√
V
eip⃗·x⃗/h̄

在三维有限空间情况下，V 就是体积；对于一维线条，V = L 是长度；对于 N 个离散格点，
V = N 就是格点数。
进而场算符与动量生成算符之间有关系：

ψ†(x⃗) =
1√
V

∑
p⃗

eip⃗·x⃗/h̄a†p⃗ ≡ 1√
V

∑
k⃗

a†
k⃗
eik⃗·x⃗ (8)

ψ(x⃗) =
1√
V

∑
p⃗

e−ip⃗·x⃗/h̄ap⃗ ≡ 1√
V

∑
k⃗

ak⃗e
−ik⃗·x⃗ (9)

与场的量子化已经很像了，所以可能在这个意义上，称此为二次量子化。

1.5 单粒子算符

现在考虑将多体系统的哈密顿量按照二次量子化的形式写出来。
考虑一个多体系统中的物理量，有若干从具体的单个粒子的可观测量 ŝ 诱导产生的物理

量（这里取 single 的首字母），或者说对于每个粒子，都由其状态（取本征态）确定这种物理
量的数值：

〈si|ŝ|si〉 = si

而对于整个体系，该物理量为各个粒子此物理量的总和。

S =
∑
i

nisi

进而显然对于一个多体体系，二次量子化形式写出单体算符：

Ŝ =
∑
i

N̂isi =
∑
i

〈i|ŝ|i〉a†iai

而如果换一套基，取非 ŝ 本征基的一套完备基 {|µj〉} ，有：

Ŝ =
∑
i

sia
†
si
asi

=
∑
i

si

(∑
j

〈µj |si〉a†µj

)(∑
k

〈si|µk〉aµk

)
=

∑
j,k

〈µj |
(∑

i

si|si〉〈si|
)
|µk〉a†µj

aµk

=
∑
j,k

〈µj |ŝ|µk〉a†µj
aµk
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于是我们一般写单体算符作：(sij = 〈i|ŝ|j〉)

Ŝ =
∑
i,j

sija
†
iaj (10)

在对应可观测量的本征态下（对角化），即：

Ŝ =
∑
i

sia
†
iai (11)

对于单粒子算符有一个典型的例子，就是体系的动能 T。哈密顿量中的动能就需要用单体
算符写出。
自旋算符的二次量子化形式
对于角动量体系，特别是 1/2 自旋体系，需要进行一点特别的讨论。对于单个粒子的自旋

算符，原本有泡利矩阵描述：

S⃗ =
h̄

2
σ⃗

本身是以 | ↑〉, | ↓〉 作为基底，那么有多体系统合自旋，可以这样讨论：对于一个系统有在不考
虑

Sz 相当于进行了自旋态的计数，向上为 1，向下为-1：

Sz =
h̄

2
(a†↑a↑ − a†↓a↓)

如果还区分除自旋外的状态：

Sz =
h̄

2

∑
λ

a†λ,↑aλ,↑ − a†λ,↓aλ,↓

而由于 Sx = 1
2
(S+ + S−) Sy = 1

2i
(S+ − S−)，S+ 将向下转为向上，S− 将向上转为向下：

S+ = h̄a†↑a↓

S− = h̄a†↓a↑

则有：
Sx =

h̄

2

∑
λ

a†λ,↑aλ,↓ + a†λ,↓aλ,↑

Sy =
h̄

2

∑
λ

−ia†λ,↑aλ,↓ + ia†λ,↓aλ,↑

进而显然整体可以写为形式：
S⃗ =

h̄

2

∑
λ,s,s′

a†λ,sσ⃗ss′aλ,s′ (12)
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1.6 双粒子算符

还有一些可观测量，需要通过两个粒子才能定义。比如我们考虑写哈密顿量的时候，势能
项常常就是描述两个粒子之间的相互作用，必须有两个粒子才能定义（与顺序无关）。
对于两个粒子，有可观测量 d̂（取 double 首字母），那么其本征基由两个粒子确定，记为

|i〉|j〉 ≡ |i, j〉 （这里已完成对称化，只是简记），有：

dij = 〈i, j|d̂|i, j〉

进而总多体体系该量，我们也要求将这些量加和起来，有：

D =
∑
i<j

ninjdij +
∑
i

C2
ni
dii

=
1

2!

∑
i ̸=j

ninjdij +
1

2

∑
i

ni(ni − 1)dii

=
1

2

∑
i,j

ni(nj − δij)dij

考虑将这个结果写为二次量子化的形式，有：

ni(nj − δij) = a†iai(a
†
jaj − δij)

= a†iaia
†
jaj − a†iaiδij

= ξa†ia
†
jaiaj + a†i [ai, a

†
j ]ξaj − a†iaiδij

= ξ2a†ia
†
jajai + a†iajδij − a†iajδij

= a†ia
†
jajai

那么就有：
D̂ =

1

2

∑
i,j

a†ia
†
jdijajai (13)

而自然地，推广到任意基上，有：

D̂ =
1

2

∑
i,j

a†λi
a†λj

dijaλj
aλi

=
1

2

∑
i,j

(∑
k

〈µk|λi〉a†µk

)(∑
l

〈µl|λi〉a†µl

)
dij

(∑
k′

〈λj |µk′〉aµk′

)(∑
l′

〈λi|µl′〉aµl′

)
=

1

2

∑
k,l,k′,l′

〈µk|〈µl|
(∑

i,j

dij |λi〉|λj〉〈λi|〈λj |
)
|µl′〉|µk′〉a†µk

a†µl
aµk′aµl′

=
1

2

∑
k,l,k′,l′

〈µk, µl|
(∑

i,j

dij |λi, λj〉〈λi, λj |
)
|µl′ , µk′〉a†µk

a†µl
aµk′aµl′
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进而一般基底时，有：
D̂ =

1

2

∑
i,j

a†ia
†
jdijklalak (14)

其中 dijkl = 〈i, j|d̂|k, l〉
只与相对位置有关的相互作用势
位势作为算符 V̂，有：

V (r⃗, r⃗′) = 〈r⃗, r⃗′|V̂ |r⃗, r⃗′〉

而相互作用势只与相对位置有关时：

V (r⃗, r⃗′) = V (r⃗ − r⃗′)

有位置空间中总势能的二次量子化形式：

V̂ =
1

2

∫
d3r⃗

∫
d3r⃗′ψ†(r⃗)ψ†(r⃗′)V (r⃗ − r⃗′)ψ(r⃗′)ψ(r⃗)

这时如果转到动量空间：
V̂ =

1

2

∑
k⃗,p⃗,⃗k′,p⃗′

a†
k⃗
a†p⃗〈k⃗, p⃗|V̂ |⃗k′, p⃗′〉ap⃗′ak⃗′

而有：(h̄ = 1)

〈k⃗, p⃗|V̂ |⃗k′, p⃗′〉 =
∫

d3r⃗

∫
d3r⃗′〈k⃗, p⃗|r⃗, r⃗′〉〈r⃗, r⃗′|V̂ |r⃗, r⃗′〉〈r⃗, r⃗′ |⃗k′, p⃗′〉

=
1

V 2

∫
d3r⃗

∫
d3r⃗′e−ik⃗·r⃗e−p⃗·r⃗′V (r⃗ − r⃗′)eik⃗

′·r⃗eip⃗
′·r⃗′

=
1

V 3

∫
d3r⃗

∫
d3r⃗′e−ik⃗·r⃗e−p⃗·r⃗′

∫
d3q⃗ Vq⃗e

iq⃗·(r⃗−r⃗′)eik⃗
′·r⃗eip⃗

′·r⃗′

=
1

V 3

∫
d3q⃗ Vq⃗

∫
d3r⃗ ei(q⃗+k⃗′−k⃗)·r⃗

∫
d3r⃗′ ei(p⃗

′−q⃗−p⃗)·r⃗′

=
1

V

∫
dq⃗ Vq⃗δq⃗+k⃗′−k⃗δp⃗′−q⃗−p⃗

则有：

V̂ =
1

2V

∑
k⃗,p⃗,⃗k′,p⃗′,q⃗

a†
k⃗
a†p⃗Vq⃗ap⃗′ak⃗′δq⃗+k⃗′−k⃗δp⃗′−q⃗−p⃗

=
1

2V

∑
k⃗,p⃗,q⃗

a†
k⃗
a†p⃗Vq⃗ap⃗+q⃗ak⃗−q⃗

=
1

2V

∑
k⃗,p⃗,q⃗

a†
k⃗+q⃗

a†p⃗−q⃗Vq⃗ap⃗ak⃗

于是 Vq⃗ 的物理意义就是明显的了，即作为相互作用传递 q⃗ 的动量，即发生改变动量 q⃗ 的散射。

10



Vq⃗ 的计算就是进行一次傅里叶变换：

Vq⃗ =

∫
V (r⃗)e−iq⃗·r⃗d3r⃗ (15)

对于常用的库伦势，

V (r⃗) =
e2

4πε0

1

r

可以作该傅里叶变换，得到一个相对常用的结果。这里使用一个 trick，加一个收敛因子 e−µr

（其实就是对 Yukawa 势进行讨论）：

Vq⃗ =
e2

4πε0

∫
∞

e−µr

r
e−iqr cos θd3r⃗

=
e2

4πε0

∫ 2π

0

dϕ
∫ +∞

0

r2dr
∫ π

0

e−µr

r
e−iqr cos θ sin θdθ

=
e2

2ε0

∫ +∞

0

re−µrdr
∫ 1

−1

e−iqr cos θd(cos θ)

=
e2

2ε0

∫ +∞

0

re−µr e
iqr − e−iqr

iqr
dr

=
e2

2iε0q

∫ +∞

0

e−(µ−iq)r − e−(µ+iq)rdr

=
e2

ε0(q2 + µ2)

取 µ→ 0，就得到库伦势常用情况：

V ee
q⃗ =

e2

ε0q2

综上，关键的结果是
V̂ =

1

2V

∑
k⃗,p⃗,q⃗

a†
k⃗+q⃗

a†p⃗−q⃗Vq⃗ap⃗ak⃗ (16)

自旋相互作用
实际上对于考虑自旋相互作用时常写的项：

H = JS⃗ · S⃗′

仿照单体算符结果，可以写出多体时二次量子化形式：

V̂ =
1

2

∫
d3r⃗

∫
d3r⃗′

∑
α,α′,β,β′

J(r⃗, r⃗′)S⃗αβ · S⃗α′β′a†α(r⃗)a
†
α′(r⃗′)aβ′(r⃗′)aβ(r⃗) (17)

经过上述讨论，可以用类似的方法发展更多体的算符，如三体算符...
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2 紧束缚模型简介

二次量子化的第一个好处，就是方便我们写体系的哈密顿量。除了上述单体算符和双体算
符可以用于写出哈密顿量，在凝聚态理论中，常常近似只考虑最近邻的作用。
考虑在一个晶格上，对于某个晶格附近局域的波函数作为一个晶格附近的态（Wannier 函

数的想法），可以对不同晶格定义态的生成和湮灭算符。
对于最近邻近似，就是哈密顿量只有至多晶格上最相邻的格子之间有相互作用。
比如常见的单原子链模型（相邻格点距离 a ）：

H = ϵ0
∑
n

c†ncn − t
∑
n

c†n+1cn + h.c.

双原子链模型：

H = Va

∑
n

a†nan + Vb

∑
n

b†nbn − t
∑
n

a†nbn + a†nbn−1 + h.c.

由于晶格有周期性，由 Bloch 定理，本征态总可以用 Bloch 动量标记。于是自然的，求把
哈密顿量对角化时就是以波矢状态为基底时。所以对于紧束缚模型，做傅里叶变换总能实现对
角化，得到形如 (11) 式的形式。
例解单原子链：定义傅里叶变换

c†k =
1√
N

∑
n

c†ne
−ikna ck =

1√
N

∑
n

cne
inka

则有逆变换：
c†n =

1√
N

∑
k

c†ke
inka cn =

1√
N

∑
k

cke
−inka

于是哈密顿量变换为：

H = ϵ0
∑
n

( 1√
N

∑
k

c†ke
inka

)( 1√
N

∑
k′

ck′e−ink′a
)
− t

∑
n

( 1√
N

∑
k

c†ke
i(n+1)ka

)( 1√
N

∑
k′

ck′e−ink′a
)

= ϵ0
∑
k,k′

c†kck′
1

N

∑
n

ein(k−k′)a − t
∑
k,k′

c†kck′eika
1

N

∑
n

ein(k−k′)a + h.c.

= ϵ0
∑
k,k′

c†kck′δk,k′ − t
∑
k,k′

c†kck′eikaδk,k′ + h.c.

= ϵ0
∑
k,k′

c†kck − t
∑
k,k′

c†kcke
ika + h.c.

=
∑
k

(ϵ0 − 2t cos(ka))c†kck

进而单原子链能带为
E(k) = ϵ0 − 2t cos(ka)
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3 反铁磁自旋波

接下来介绍另外一个二次量子化的运用，那就是将自旋这个物理量映射为玻色子或费米子
的个数。在历史上，这实际上帮助解出了自旋波和反铁磁自旋波。
映为玻色子的思想引出了 Holstein-Primakoff 变换，映为费米子的思想引出了 Jodan-

Wigner 变换。时间原因，我们为体现其思想，选择讲反铁磁 Heisenberg 模型在大自旋情况下
的求解，用类似的思想，可以在自旋 1/2 情况下映为费米子；同样可解铁磁 Heisenberg 模型。
而最早提出正确处理反铁磁 Heisenberg 模型方法的人，正是 1952 年的 Anderson。

3.1 反铁磁 Heisenberg 模型

对于一个周期性格点体系，格点上有总自旋同为 S 的粒子（为了简单，讨论大自旋情况）。
取最近邻近似，要求系统哈密顿量为：

H = J
∑
<i,j>

S⃗i · S⃗j J > 0

取周期性晶格（如一维链），但规避 Magnetic frustration 的情况 (见 Griffith Problem 4.67)。
不像铁磁情况，即 J < 0 时，基态可以直接猜出来，只要全体自旋同向即可。但 J > 0

时，基态就不好猜了，我们可以先假设，基态是自旋交替指的：

|ψ〉Neel = | ↑↓↑↓ ... ↑↓ ...〉

这种态称为 Neel 态，我们标记向上的粒子为 A 粒子，向下的为 B 粒子。
为了考察 Neel 态是否为基态，我们想办法将哈密顿量改写得更多与 z 分量有关：

S⃗i · S⃗j = Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j + Sz

i S
z
j

= Sz
i S

z
j +

1

4
(S+

i + S−
i )(S

+
j + S−

j )−
1

4
(S+

i − S−
i )(S

+
j − S−

j )

= Sz
i S

z
j +

1

2
(S+

i S
−
j + S−

i S
+
j )

该模型哈密顿量为：
H = J

∑
<i,j>

Sz
i S

z
j +

1

2
(S+

i S
−
j + S−

i S
+
j ) (18)

显然可以看出，Neel 态至少不是给定 i, j 时 S+
i S

−
j , S

−
i S

+
j 中某一个算符的本征态。所以

Neel 态不是系统本征态。所以这个问题从一开始求基态起就很难。
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3.2 Holstein-Primakoff 变换

虽然 Neel 态不是本征态，但是确实是一个能量很低的态。这里将其映射为一个更熟悉的
情况，映为玻色子，有：
对于 A,B 粒子，定义粒子数：

niA = S − Sz
iA njB = S + Sz

jB

这样定义一下，Neel 态映为玻色体系中的态：

|ψ〉Neel = |000...00...〉

而这时，S−, S+ 从之前自旋升降算符的意义变为粒子数升降算符的意义，有：

S±
i |Sz

i 〉 =
√
(S ∓ Sz

i )(S ± Sz
i + 1)|Sz

i ± 1〉

对于 A 粒子，S−
iA → a†i

S−
iA|Sz

iA〉 =
√
(S + Sz

iA)(S − Sz
iA + 1)|Sz

iA − 1〉

=
√
(2S − niA)(niA + 1)|Sz

iA − 1〉

对比
a†i |niA〉 =

√
niA + 1|niA + 1〉

得 A 粒子映射对应关系 
S−
iA =

√
2S − niA a

†
i

S+
iA =

√
2S − niA ai

Sz
iA = S − a†iai

又注意到对于低能态 niA << S，取近似规避算符开根：S
−
iA ≈

√
2S a†i

S+
iA ≈

√
2S ai

(19)

此时，为了保证角动量算符的自洽，在近似下更精确地：(S2
c ≡ S(S + 1))

Sz
iA =

(
Ŝ2 − 1

2
(S+

iAS
−
iA + S−

iAS
+
iA)

)1/2

≈ Sc

(
1− 1

4S2
c

· 2S(a†iai + aia
†
i )
)

= Sc −
S

2Sc

(2a†iai + 1)

≈ Sc − a†iai
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进而我们取 
S−
iA =

√
2S a†i

S+
iA =

√
2S ai

Sz
iA = Sc − a†iai

(20)

这个变换即 H-P 变换。下面证明这个变换下真的映为了玻色子。
注意到：

[S+
iA, S

−
iA] = 2Sz

iA = 2(S − niA) ≈ 2S

得关系：


[ai, a

†
j ] = δij

[ai, aj ] = 0

[a†i , a
†
j ] = 0

，可见确实映为玻色子。

对于 B 粒子，S+
jB → b†j

S+
jB|Sz

jB〉 =
√
(S − Sz

jB)(S + Sz
jB + 1)|Sz

jB − 1〉

=
√
(2S − njB)(njB + 1)|Sz

jB − 1〉

完全类似地，取： 
S+
jB =

√
2S − njB b

†
j

S−
jB =

√
2S − njB bj

Sz
jB = b†jbj − S

考虑低能态有近似： 
S+
jB =

√
2S b†j

S−
jB =

√
2S bj

Sz
jB = b†jbj − Sc

(21)

类似也可以验证：


[bi, b

†
j ] = δij

[bi, bj ] = 0

[b†i , b
†
j ] = 0

，是玻色子。
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现在我们不难写出进行 H-P 变换后，系统的 Hamiltonian：

H = J
∑
<i,j>

Sz
iAS

z
jB +

1

2
(S+

iAS
−
jB + S−

iAS
+
jB)

= J
∑
<i,j>

(Sc − a†iai)(b
†
jbj − Sc) +

1

2
· 2S(aibj + a†ib

†
j)

= J
∑
<i,j>

−S2
c + Sc(a

†
iai + b†jbj) + S(aibj + a†ib

†
j)− a†iaib

†
jbj

= −2JNzS2
c + JS

∑
<i,j>

Sc

S
(a†iai + b†jbj) + aibj + a†ib

†
j − J

∑
<i,j>

a†iaib
†
jbj

舍弃最后的 4 阶项（难以计算）并 Sc/S ≈ 1，得到 H-P 变换近似后的哈密顿量：(z 为配位数)

H = −2JNzS2
c + 2JSz

(∑
i

a†iai +
∑
j

b†jbj +
1

2z

∑
<i,j>

aibj + a†ib
†
j

)
(22)

由于这时一个周期性晶格系统，有离散平移对称性。进行傅里叶变换可以帮助我们对角
化，所以定义：

a†
k⃗
=

1√
N/2

∑
i

a†ie
−ik⃗·R⃗i

b†
k⃗
=

1√
N/2

∑
j

b†je
−ik⃗·R⃗j

从紧束缚模型简介中的计算，可知：∑
i

a†iai =
∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗

∑
j

b†jbj =
∑
k⃗

b†
k⃗
bk⃗

计算另外两项： ∑
<i,j>

aibj =
2

N

∑
<i,j>

(∑
k⃗

ak⃗e
−ik⃗·R⃗i

)(∑
k⃗′

bk⃗′e
−ik⃗′·R⃗j

)
=

∑
k⃗,⃗k′

ak⃗bk⃗′

( 2

N
· 2

∑
i,δ

e−ik⃗·R⃗ie−ik⃗′·(R⃗i+R⃗δ)
)

= 2
∑
k⃗,⃗k′

ak⃗bk⃗′

∑
δ

e−ik⃗′·R⃗δ

( 2

N

∑
i

e−i(k⃗+k⃗′)·R⃗i

)
= 2

∑
k⃗,⃗k′

ak⃗bk⃗′

∑
δ

e−ik⃗′·R⃗δδk⃗,−k⃗′

= 2
∑
k⃗

ak⃗b−k⃗

∑
δ

eik⃗·R⃗δ
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进而有
1

2z

∑
<i,j>

aibj =
∑
k⃗

γk⃗ak⃗b−k⃗

其中
γk⃗ :=

1

z

∑
δ

eik⃗·R⃗δ (23)

而又

1

2z

∑
<i,j>

a†ib
†
j =

( 1

2z

∑
<i,j>

aibj

)†

=
(∑

k⃗

γk⃗ak⃗b−k⃗

)†

=
∑
k⃗

γ−k⃗a
†
k⃗
b†
−k⃗

=
∑
k⃗

γ∗
k⃗
a†
k⃗
b†
−k⃗

因此得到傅里叶变换后的哈密顿量：

H = −2JNzS2
c + 2JSz

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗ + b†

k⃗
bk⃗ + γk⃗ak⃗b−k⃗ + γ∗

k⃗
a†
k⃗
b†
−k⃗

(24)

可以观察到每一项都保证了准动量守恒，符合物理直觉。

3.3 Bogliubov 变换

但是很可惜，这傅里叶变换后，并没有完美地实现对角化，还存在一些奇怪的交叉项。这
些交叉项导致不能用 k⃗ 状态的 A 或 B 粒子数来对角化，因为粒子数不守恒。
观察到交叉项实际上同时湮灭或生成两个粒子，虽然没有粒子数守恒，但是粒子数的宇称

（奇偶性）是守恒的，这个系统还是有 Z2 对称性的。
对于这样的系统，有一个比较普适的技术实现对角化，即 Bogliubov 变换以实现对角化。

如果关心量子计算，量子光学中的 Rabi 模型就是这种情况，不用旋波近似的 Rabi 模型的解
析解也就是使用了 Bogliubov 变换求解。这里对这种变换进行介绍。
观察哈密顿量，有：

H = −2JNzS2
c + 2JSz

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗ + b†

−k⃗
b−k⃗ + γk⃗ak⃗b−k⃗ + γ∗

k⃗
a†
k⃗
b†
−k⃗

后面的二次型可以写为： [
a†
k⃗

b−k⃗

] [ 1 γk⃗

γ∗
k⃗

1

][
ak⃗

b†
−k⃗

]
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这必定是厄米矩阵，根据复谱定理，一定可以对角化，本征值为实数，所以只要对 ak⃗, b
†
−k⃗
进

行冲线性组合，一定可以标准化这个二次型，并且新的基依然是正交的。取 uk⃗, vk⃗ ∈ C

αk⃗ = uk⃗ak⃗ − vk⃗b
†
−k⃗

(25)

α†
k⃗
= u∗

k⃗
a†
k⃗
− v∗

k⃗
b−k⃗ (26)

再组合另一类基 βk⃗ ，期望其与 αk⃗ 正交，于是取：

βk⃗ = uk⃗b−k⃗ − vk⃗a
†
k⃗

(27)

β†
k⃗
= u∗

k⃗
b†
−k⃗

− v∗
k⃗
ak⃗ (28)

可以计算：

[αk⃗, βk⃗] = [uk⃗ak⃗ − vk⃗b
†
−k⃗
, uk⃗b−k⃗ − vk⃗a

†
k⃗
]

= −uk⃗vk⃗([ak⃗, a
†
k⃗
] + [b†

−k⃗
, b−k⃗])

= −uk⃗vk⃗(1− 1) = 0

不妨验证：[ak⃗, a
†
k⃗′ ] = δk⃗,⃗k′

[ak⃗, a
†
k⃗′ ] = [

1√
N/2

∑
i

aie
ik⃗·R⃗i ,

1√
N/2

∑
i′

a†i′e
−ik⃗′·R⃗i′ ]

=
2

N

∑
i,i′

[ai, a
†
i′ ]e

i(k⃗·R⃗i−k⃗′·R⃗i′ ) =
2

N

∑
i

eiR⃗i·(k⃗−k⃗′) = δk⃗,⃗k′

可见上述变换构造了两类新的无关粒子，而期待新的粒子是 Boson，有：

[αk⃗, α
†
k⃗
] = [uk⃗ak⃗ − vk⃗b

†
−k⃗
, u∗

k⃗
a†
k⃗
− v∗

k⃗
b−k⃗]

= |uk⃗|
2[ak⃗, a

†
k⃗
] + |vk⃗|

2[b†
−k⃗
, b−k⃗]

= |uk⃗|
2 − |vk⃗|

2

这就要求：
|uk⃗|

2 − |vk⃗|
2 = 1 (29)

是 Boson Bogliubov 变换的要求。
我们希望通过这个变换实现对角化，令为形式：

H = const.+
∑
k⃗

λk⃗(α
†
k⃗
αk⃗ + β†

k⃗
βk⃗)

18



这样就可以定出 uk⃗, vk⃗：先用这个假设形式计算

[α†
k⃗
,H] = λk⃗[α

†
k⃗
, α†

k⃗
αk⃗]

= −λk⃗α
†
k⃗

= −λk⃗(u
∗
k⃗
a†
k⃗
− v∗

k⃗
bk⃗)

再用实际 (22) 式进行计算：(ω0 ≡ 2JSz , ω1 ≡ 2JSzγk⃗)

[α†
k⃗
,H] = u∗

k⃗
[a†

k⃗
,H]− v∗

k⃗
[b−⃗k,H]

= 2JSz
(
u∗
k⃗
[a†

k⃗
, a†

k⃗
ak⃗ + γk⃗ak⃗b−k⃗]− v∗

k⃗
[b−k⃗, b

†
−k⃗
b−k⃗ + γ∗

k⃗
a†
k⃗
b†
−k⃗

]
)

= −u∗
k⃗
(ω0a

†
k⃗
+ ω1b−k⃗)− v∗

k⃗
(ω0b−k⃗ + ω∗

1a
†
k⃗
)

则对比两个计算结果，有： ω0u
∗
k⃗
+ ω∗

1v
∗
k⃗
= λk⃗u

∗
k⃗

ω1u
∗
k⃗
+ ω0v

∗
k⃗
= −λk⃗v

∗
k⃗

此时 u∗
k⃗
, v∗

k⃗
有非零解要求： ∣∣∣∣∣ω0 − λk⃗ ω∗

1

ω1 ω0 + λk⃗

∣∣∣∣∣ = 0

进而有：
λ±
k⃗
= ±

√
ω2
0 − |ω1|2 = ±2JSz

√
1− |γk⃗|2

根据物理意义，这个系统存在基态，就要求：λk⃗ ≥ 0，则：(显然 |γk⃗| ≤ 1)

λk⃗ = 2JSz
√
1− |γk⃗|2 (30)

在这种情况下，二次型变为： [
α†
k⃗

βk⃗

] [ λk⃗ 0

0 λk⃗

][
αk⃗

β†
k⃗

]
进而有：

H = −2JNzS2
c +

∑
k⃗

λk⃗(α
†
k⃗
αk⃗ + βk⃗β

†
k⃗
)

= −2JNzS2
c + 2JSz

∑
k⃗

√
1− |γk⃗|2(α

†
k⃗
αk⃗ + β†

k⃗
βk⃗ + 1)

即最终变换完的哈密顿量为：

H = −2NJzS(S + 1) + 2JSz
∑
k⃗

√
1− |γk⃗|2(α

†
k⃗
αk⃗ + β†

k⃗
βk⃗ + 1) (31)
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3.4 反铁磁自旋波

因此基态能量为：

E0 = −2NJzS(S + 1) + 2JSz
∑
k⃗

√
1− |γk⃗|2 (32)

而有低能激发（元激发）——反铁磁自旋波，由 α†
k⃗
αk⃗, β

†
k⃗
βk⃗ 标记磁子 (k⃗ 标记着波的属性)。这

两类波能量是简并的，其能带关系：

ωk⃗ = 2JSz
√
1− |γk⃗|2 (33)

对能带进行分析：取 |⃗k| = k → 0：

γk⃗ =
1

z

∑
δ

eik⃗·R⃗δ

≈ 1

z

∑
δ

1 + ik⃗ · R⃗δ −
1

2
(k⃗ · R⃗δ)

2

= 1 +
i

z
k⃗ ·

∑
δ

R⃗δ −
1

2z

∑
δ

(k⃗ · R⃗δ)
2

= 1− 1

2z

∑
δ

(k⃗ · R⃗δ)
2

进而：

1− |γk⃗|
2 ≈ 1−

(
1− 1

z

∑
δ

(k⃗ · R⃗δ)
2
)

=
1

z

∑
δ

(k⃗ · R⃗δ)
2 ∝ k2

此时我们就发现：
ωk⃗ ∝ k (34)

这说明色散关系是线性的，对应于无质量粒子。于是这就是一个 Goldstone 定理的典型例子。
在场论中，有 Nambu-Goldstone 定理：

每个自发对称性破缺都对应一个无质量的玻色子。
反铁磁自旋波，对应于磁子 (magnon)。是破坏时间反演对称性（产生了磁场）以及自旋

指向 SU(2) 对称性，产生的一种 Goldstone mode，即无质量玻色子。
同时这种 mode也作为一种破坏反铁磁中长程有序的元激发。但是这种长程序是否在低温

时总存在呢？对于磁系统有 Honherberg-Mermin-Wagner 定理，保证维数 d ≤ 2 时不存在长
程序。但目前前沿的研究发现某些磁二维材料可以违反这个定理，说明其有局限性。若感兴趣
可自行了解。
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