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2 经典霍尔效应

1 引言

本学期我有幸来参加这次以凝聚态理论为主题的讨论班的讨论活动。由于我自己做的方向是霍尔效应和拓扑这

块内容，郑卜凡学长就询问我是否有意愿来组织一次讨论。从凝聚态理论的学习角度出发将霍尔效应作为它的第一

个实践领域并不是很合适，因为霍尔效应本质上是一个强关联电子系统，与固体物理有很大的不同，要用一种全新

的范式来描述物理现象。

因此本文你将见到：1、莫名其妙的结论；2、想当然的物理解释；3、省略所有数学的证明过程。

你可能需要的前置知识：四大力学，量子力学，（固体物理）。

由于考虑到有 23 级及以下的学生，因此量子力学的部分我会讲得比较详细。当然，作为笔者我也不能保证自

己写的所有内容都正确，如有错误还请指出，望各位海涵。

2 经典霍尔效应

这部分可能一部分人高中就已经学过，但是因为它能直接过渡到量子情形下的物理图像，所以我还是会详细描

述。

考虑一个磁场中的二维电子系统，很显然电子会在内部做圆周运动，半径为

R =
mv

eB

我们可以认为每个电子被限制在一个 S ∼ R2 的区域，如果我们在 x 方向加上电场，则电子会在一个 vx =
E

B
的匀

速运动基础上叠加一个圆周运动。

那按高中知识我们就能得到

jy = nevy =
ne

B
Ex

霍尔电导 σ 满足

σ =
jy
Ex

=
ne

B

考虑角动量量子化，也就是

mvR = h̄

，我们得到 πR2 ∝ h

eB
，也就是说每个电子被束缚在尺度为

h

eB
的范围内。
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3 量子霍尔效应

3 量子霍尔效应

3.1 朗道规范

同样是一个磁场中的二维电子系统，我们不考虑电子之间的相互作用，只考虑电子在这样一个体系中的能级。求

解能级我们只要写出哈密顿量然后求解定态薛定谔方程。

H =
1

2m
((px − eAx)

2 + (py − eAy)
2)

其中 h̄ = 1，矢势 A 我们取朗道规范，Ax = 0, Ay = Bx。

这样哈密顿量就为

H =
1

2m
(p2x + (py − eBx)2)

注意到 py 是好的物理量 (与 H 对易)，在能量本征态下 py 也可以拥有确定的取值。因此我们将 py = ky 作为标记

本征态的一个参数，哈密顿量此时变为 H =
1

2m
(p2x +(ky − eBx)2)，这是一个描述 x 方向的谐振子的哈密顿量。并

且振子的平衡位置由 ky 决定。

联系谐振子的能量 H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2，我们不难得到 ω =

eB

m
。谐振子的能级为 E = (n+

1

2
)ω

因此在朗道规范下这个系统的本征态可以由两个参量描述：|n, ky⟩，n 是能级，取 0,1，...；ky 是 y 方向动量，

同时也决定了 x 的平衡位置。

如果是在一个无限大的二维平面，那电子的简并度当然没有限制，因为 ky 可以取无穷多个，并且没有周期性

给它的限制。

如果是一个长为 Lx，宽为 Ly 的样品，情况就会有所不同。我们把这个样品视为 x 和 y 方向的两个一维无限

深势阱。ky 会被势阱所限制，∆ky =
2π

Ly
。对 ky 的限制也会影响到平衡位置的取值，∆x = ∆

ky
eB

=
2π

eBLy
。

在 x 方向上的势阱也会限制能级的取值。实际上这是一个一维无限深势阱内的谐振子的运动图像，笔者自己不

会，也没有找到任何一篇论文描述这个。我们采用想当然的物理解释，保留平衡位置处于 Lx 内的态，丢掉 Lx 之

外的态，那么剩下的态的个数只有 n =
Lx

∆x
=
eBLxLy

2π
。（实际上我们通常会把一个长为 Lx，宽为 Ly 的二维体系

对边相接形成一个环面 T 2，也能解释能级的简并度问题）对于整数量子霍尔效应，电子会把从基态开始的 g 个能

级全部填满，此时就需要 ng 个电子，填充数为 g，g 是一个整数。

而且在真实体系中势能并不严格满足一维无限深方势阱的形式，它在边界上瞬变得没有那么快，因此我们丢掉

的态其实并没有消失。它会以边缘态的形式保留下来。

3.2 霍尔电导的计算

计算霍尔电导的方法有很多种，我们只介绍通过线性响应理论来计算霍尔电导的方法。
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3.2 霍尔电导的计算 3 量子霍尔效应

我们在 x 方向加上电场，可以认为是对哈密顿量加了一个 eEx 的微扰项。此时基态应当发生相应的变化，新的

基态 {|n, k⟩′} 应当为原先 {|n, k⟩} 的线性组合。

|0, ky⟩′ = |0, ky⟩+ E
∂

∂E
|0, ky⟩

⟨0, ky|′ = ⟨0, ky|+ ⟨0, ky|E(
∂

∂E
)†

y 方向的电流可以直接计算：

⟨Jy⟩ = ⟨0, ky| Jy |0, ky⟩ = ⟨0, ky|
e

m
(py − eBx) |0, ky⟩ = ⟨0, ky|

e

m
Py |0, ky⟩

我们计算
∂

∂E
|0, ky⟩，由于

∂

∂E
是通过作用在哈密顿量上导致基态变化的，计算这个最好的方法是以哈密顿量

为跳板。
∂

∂E
(H |0, ky⟩) =

∂H

∂E
|0, ky⟩+H

∂

∂E
|0, ky⟩

同时，左边还等于
∂E0

∂E
|0, ky⟩+ E0

∂

∂E
|0, ky⟩

我们建立等号，并左乘 ⟨m, ky|，可以得到：

⟨m, ky|
∂

∂E
|0, ky⟩ =

⟨m, ky|∂H/∂E|0, ky⟩
E0 − Em

= ⟨m, ky|
ex

E0 − Em
|0, ky⟩

取复共轭：

⟨0, ky| (
∂

∂E
)† |m, ky⟩ = ⟨0, ky|

ex

E0 − Em
|m, ky⟩

⟨Jy + δJy⟩ =
e

m
⟨0, ky|′ Py |0, ky⟩′

=
e

m
(⟨0, ky|+ ⟨0, ky|E(

∂

∂E
)†)Py(|0, ky⟩+ E

∂

∂E
|0, ky⟩)

⟨δJy⟩ =
eE

m
(⟨0, ky| (

∂

∂E
)†Py + Py

∂

∂E
|0, ky⟩)

=
eE

m
Σn(⟨0, ky| (

∂

∂E
)† |n, ky⟩ ⟨n, ky|Py |0, ky⟩+ ⟨0, ky|Py |n, ky⟩ ⟨n, ky|

∂

∂E
|0, ky⟩)
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3.3 对称规范 3 量子霍尔效应

我们忽略了 ⟨0, ky| (
∂

∂E
)† |0, ky⟩ ⟨0, ky|Py |0, ky⟩+ ⟨0, ky|Py |0, ky⟩ ⟨0, ky|

∂

∂E
|0, ky⟩，是因为其结果应当为

2 ⟨0, ky|Py |0, ky⟩ ⟨0, ky|
∂

∂E
|0, ky⟩

其对所有的 ky 求和应当为 0。

所以

⟨δJy⟩ =
eE

m
Σn(⟨0, ky| (

∂

∂E
)† |n, ky⟩ ⟨n, ky|Py |0, ky⟩+ ⟨0, ky|Py |n, ky⟩ ⟨n, ky|

∂

∂E
|0, ky⟩)

=
eE

m
Σn(⟨0, ky|

ex

E0 − En
|n, ky⟩ ⟨n, ky| ky − eBx |0, ky⟩+ ⟨0, ky| ky − eBx |n, ky⟩ ⟨n, ky|

ex

E0 − En
|0, ky⟩)

在这里我们要利用谐振子 x 算符的性质：x =
py
eB

+

√
1

2eB
(a† + a)。它只会将 |0⟩ 激发到 |1⟩，因此求和内只

有 n=1 是参与最终结果的。

⟨δJy⟩ =
eE

m
(⟨0, ky|

ex

−h̄ω
|1, ky⟩ ⟨1, ky| (−eBx) |0, ky⟩+ ⟨0, ky| (−eBx) |1, ky⟩ ⟨1, ky|

ex

−h̄ω
|0, ky⟩)

= e2E ⟨0, ky| 2x2 |0, ky⟩

把谐振子的结果代入，即可得到

⟨δJy⟩ = e
E

B

这个结果是与经典霍尔效应相吻合的。把所有基态考虑进来，我们可以得到 Jy = e
E

B
× ng

LxLy
= g

e2

2π
E

σ = g
e2

2π

可见电导是以
e2

2π
为单位量子化的

3.3 对称规范

对称规范，是取 Ax = −1

2
By,Ay =

1

2
Bx 的规范。它的解一定和朗道规范一样，但是形式上比朗道能级更好看

一点。

我们用复平面描述该二维体系，z = x+ iy，对称规范可以写成 Ax + iAy =
1

2
iBz，根据复数形式我们定义动量

4



3.3 对称规范 3 量子霍尔效应

和复矢势 pz = −i∂z, pz = −i∂z。

pz = − i

2
(∂x − i∂y), pz = − i

2
(∂x + i∂y)

Az =
1

2
(Ax − iAy) = − i

4
Bz,Az =

1

2
(Ax + iAy) =

i

4
Bz

代入原哈密顿量，省略数学步骤，我们可以得到

H =
1

m
((pz − eAz)(pz − eAz) + (pz − eAz)(pz − eAz))

如果定义

Pz = pz − eAz = −i∂z +
i

4
eBz, Pz = pz − eAz = −i∂z −

i

4
eBz

则有 [Pz, Pz] = −1

2
eB，可见 Pz, Pz 是一对升降算符。

H =
1

m
(PzPz + PzPz) =

2

m
PzPz +

eB

2m

取

a =

√
2

eB
Pz, a

† =

√
2

eB
Pz

则

H =
eB

m
(a†a+

1

2
)

是和谐振子相同的能级。为了求解出能级在坐标表象的波函数，我们先求解基态：a |ψ⟩ = 0, 也就是 Pz |ψ⟩ = 0, 化

成我们熟知的常微分方程的形式：(∂z +
e

4
Bz)ψ(z, z) = 0 这是一个一阶线性微分方程，按照通常的做法是做代换

ψ(z, z) = ϕ(z, z)e−
q
4Bzz(为了防止电荷的 e 和自然常数 e 分不清楚我把电荷换成 q 了)，然后求解 ∂zϕ(z, z) = 0，只

需让 ϕ(z, z) 解析就可以了。

ψ(z, z) = ϕ(z)e−
q
4Bzz

观察这个基态解的形式，一个很自然的想法就是 Pz → e−
q
4BzzP ′

ze
q
4Bzz, P †

z → e−
q
4BzzP ′†

z e
q
4Bzz，此时我们不就可以

直接求解 â′ϕ(z, z) = 0 了吗？我们得到的新的“升降算符”可以直接算出来，P ′
z = −i∂z, P ′

z = −i∂z +
i

2
eBz

H = e−
q
4Bzz qB

m
(a′†a′ +

1

2
)e

q
4Bzz

这样，我们就能写出对称规范下二维磁场内电子的本征能级：

基态；ψ(z, z) = ϕ(z)e−
q
4Bzz

第一激发态：ψ(z, z) = (∂z −
q

2
Bz)ϕ(z)e−

q
4Bzz

5



4 DISORDER

第二激发态：ψ(z, z) = (∂z −
q

2
Bz)2ϕ(z)e−

q
4Bzz

我们将 ϕ(z) 泰勒展开，定义 ψn(z, z) = zne−
q
4Bzz(并未归一化)，这样展开的每一项是有确定的角动量的：

ˆ
ψ†
n(z, z)Lψn(z, z)dzdz = nh̄

则单电子波函数为 ψ(z, z) = Σnanψn(z, z)，ψn(z, z) 对应的角动量为 nh̄

如果电子填满从 1 开始的 n 个最低朗道能级，总的波函数应该长成

ψ(z1, z2, ...zn, z1, z2, ...zn) = det



ψ1(z1) ψ2(z1) ... ψn(z1)

ψ1(z2) ψ2(z2) ... ψn(z2)

... ... ... ...

ψ1(zn) ψ2(zn) ... ψn(zn)



= det



z11 z21 ... zn1

z12 z22 ... zn2

... ... ... ...

z1n z2n ... znn


e−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

= Π
i<j

(zi − zj)
ne−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

最终的波函数变成了一个比较好看的形式，因为我们取了对称规范。

我们还可以形而上的对 ψn(z, z)做一些想当然的物理解释。求解
d

d|z|
(|z|ne−

q
4B|z|2) = 0，我们得到电子在 rn =√

2n

qB
时能取到最大的概率。

相邻两个能级的面积差 S = π(r2n − r2n−1) =
2π

qB
=

h

qB
，我们就认为在朗道能级全填充的情况下每个电子占据

了
h

qB
的面积。

回想我们在经典霍尔效应里所算的

4 Disorder

对于整数量子霍尔效应，我们一般研究的是它的最低朗道能级 (Lowest-Landau-Level，简称为 LLL)。

LLL 有个非常重要的特性，就是其高度简并性。如果把它的能带画出来，就应该是一条平的能带。任何的微扰

都会破坏它的简并。对于真实的体系，无序性就显得尤为重要，因为它会破坏朗道能级的简并。

浅浅回顾一下微扰论的知识。假定 H0 存在一个简并能级，那么如果作用一微扰 δH，该能级很有可能发生退
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5 BERRY PHASE

简并。微扰后的基态满足 δH |ψi⟩ = (Ei − E0) |ψi⟩，是关于 δH 对角化的。

无序性导致的一个重要结果，就是原本平的能带变得不平整。[1] 用这种比较奇怪的表达，是为了方便后面对分

(a) 有序情况下的能级密度 (b) 无序情况下的能级密度

数量子霍尔效应的解释。

5 Berry Phase

5.1 绝热演化定理

在介绍贝里相位之前要先介绍绝热演化定理。“绝热”的意思是系统演化的足够缓慢，以至于如果我们把演化过

程分成足够多的小段，每一个小段系统都有足够多的时间演化到稳态。

定理 5.1: 绝热演化定理

考虑哈密顿量 H 的绝热演化，从 Hi 演化 Hf , 则如果系统一开始处于 Hi 的第 n 个本征态，那么其最

终也将演化到 Hf 的第 n 个本征态。

从物理直觉上还是比较好理解的。如果要证明的话直接使用量子力学的微扰论。

考虑哈密顿量在 t=0 的时刻从 H0 瞬变为 H0 + δH，之后经过足够长时间 t（t 关于波函数的演化是一段很长

的时间，但是相比于整个绝热过程是一个小量），δH 是一个小量。则在相互作用绘景下 |ψ⟩ 的时间演化为 |ψ(t)⟩ =

e−i
´
δHI(t

′)dt′ |ψ(0)⟩ = (1− i

ˆ
δHI(t

′)dt′) |ψ⟩。

δHI(t
′) = e−iH0t

′
δHI(0)e

iH0t
′
= |m⟩ δHImn(0)e

−i(Em−En)t ⟨n|

由于 t 关于波函数的演化是一段足够长的时间，
ˆ
e−i(Em−En)t

′
dt′ 在 m ̸= n 的情况下是趋于 0 的，我们有ˆ

δHImn(t
′)dt′ <<

ˆ
δHInn(t

′)dt′ << 1, 只保留一阶小量，我们可以认为 |ψn⟩ 最终演化到 H0 + δH 的基态 |ψ′
n⟩。
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5.2 贝里相位 5 BERRY PHASE

所以绝热演化定理成立。

看起来是在瞎扯，但这实际上是在说明绝热演化过程的“绝热”条件是比较苛刻的。如果哈密顿量的变化不满

足绝热条件，那么这个定理就不适用。

5.2 贝里相位

考虑一段哈密顿量 H 随着参数 λ 改变的绝热过程 H(λ(0)) → H(λ(t))，T 为整个过程的时间，绝热过程满足

T
∂λ

∂t
<< λ。此时争端绝热过程就可以微分成很多小段，每一小段都可以用 4.1 来描述。

在 dt 时间内，|ψ⟩ 从 H(λ(t)) 的本征态演化到 H(λ(t+ dt)) 的本征态，相位变化可以直接用内积来描述：

|En(t+ dt)⟩ = |En(t)⟩+ dλ
∂

∂λ
|En(t)⟩

同时

|ψ(t+ dt)⟩ = (1− iHInndt) |ψ(t)⟩

相位从 ⟨E(t)|ψ(t)⟩ 变化到 ⟨E(t+ dt)|ψ(t+ dt)⟩，变化量为

⟨E(t+ dt)|ψ(t+ dt)⟩ ⟨ψ(t)|E(t)⟩

化简，得到

1− iHInndt− dλ ⟨En(t)|
∂

∂λ
|En(t)⟩

1− i(HInndt− dλ ⟨En(t)| i
∂

∂λ
|En(t)⟩)

i
∂

∂λ
一定是一个厄米算符，可以直接厄米算符的定义导出。

因此这一时间微元，相位产生的变化为 −HInndt+dλ ⟨En(t)| i
∂

∂λ
|En(t)⟩，其中第一项为能量所导致的演化，第

二项即为贝里相位。

定义 5.1: 贝里相位

一段绝热演化 (λ(0) → λ(t)) 会导致态增加一个额外的相位 γn = i

ˆ
⟨En(t)|

∂

∂λ
|En(t)⟩ dλ

不过我们一般只考虑最终演化到原来的态的情况，相当于 λ 转了一个圈。
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5.2 贝里相位 5 BERRY PHASE

定义 5.2: 贝里势 (联络)

A(n)λ = ⟨En(t)| i
∂

∂λ
|En(t)⟩

可见贝里势是厄米的。这和我们电动力学里的磁矢势非常像。

然而磁矢势是会随规范改变的，贝里矢势也会因 |En(λ)⟩ → eif(λ) |En(λ)⟩ 发生规范变换：Aλ → Aλ −
∂

∂λ
f(λ)，

这说明两者的确是有共通性的，也就是说，贝里势就是参数空间中的“磁矢势”。

而磁矢势的物理效应通常由磁场来体现，我们非常想知道这个磁矢势对应的磁场究竟是什么。因此我们考虑哈

密顿量随多个参量改变的情况 H(λ1, λ2, ...λn)，并且只考虑一个能级 |E(t)⟩。此时参数空间上应当有多个变量所对

应的贝里势

An = ⟨E(t)| i ∂

∂λn
|E(t)⟩

（因为 Aλn 太别扭了我就换成了 An）

我们把贝里势所对应的“磁场”称作贝里曲率。

定义 5.3: 贝里曲率

Fij(λ) =
∂Aj

∂λi
− ∂Ai

∂λj

例题 5.1 考虑哈密顿量 H = −B⃗ · σ⃗+ B⃗，B⃗ 是定值。计算在 S2 空间上的贝里曲率。(S2 空间可以作为

自旋态的参数空间)

我们首先要考虑的是“S2 上的贝里曲率”究竟是什么意思。遍历自旋态的方向，我们可以得到一个自旋态的 S2

表示空间。而这个过程是否对应哈密顿量的绝热演化呢？答案是可以的。我们只要改变 B⃗ 的方向，让其遍历球坐标

内的所有 (θ, φ) 即可。

对于 (θ, φ) 方向的 B⃗,

B⃗ =


Bsinθcosφ

Bsinθsinφ

Bcosθ


此时自旋本征态为

|↓⟩ =

1

2
e−iφsinθ

−1

2
cosθ

 , |↑⟩ =

1

2
e−iφcosθ

1

2
sinθ


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5.3 陈数 5 BERRY PHASE

我们设置初态为 |↓⟩，考虑 B⃗ 的绝热演化，有

Aθ = ⟨↓| i ∂
∂θ

|↓⟩ = 0, Aφ = ⟨↓| i ∂
∂φ

|↓⟩ = sin2 θ

2

Fθφ =
∂Aφ

∂θ
− ∂Aθ

∂φ
=

1

2
sinθ

5.3 陈数

我们直接给出陈数的定义：

定义 5.4: Chern Number

C =
1

2π

ˆ
FijdSij

在一个物理体系中，它通常是一个整数。当然，在分数量子霍尔效应中会有“不通常”的情况。

至于它为什么是一个整数，数学家有严格证明，但物理也可以有自己的解释（笔者主观的解释）。

以例题 4.1 为例，

C =
1

2π

ˆ
1

2
sinθ(dθsinθdφ) = 1

是正确的。

我们考虑改变 (θ, φ) 的任意一段绝热演化，并要求其最终回到起点。此时这段绝热过程应当在 S2 上勾勒出一

段闭合回路，包住 S2 上的一块区域 A。

相位变化可以表示为：

γ =

ˆ
A

FijdSij

同时我们也可以认为这段闭合回路包裹住的是 S2\A：

γ = −
ˆ
S2\A

FijdSij = −2πC +

ˆ
A

FijdSij

要求 −2πC 是 2π 的整数倍，因此 C 是整数。

至于某些情况下 C 不是一个整数，因为参数空间可能并不是一个球面，甚至可能长得很奇怪。
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6 霍尔电导再谈

6 霍尔电导再谈

接下来我们讨论的内容会和之前非常的不一样。我们考虑晶格内的整数量子霍尔效应，电场对磁场中的二维电

子体系作用产生的线性响应。

H =
1

2m
((px − eAx)

2 + (py − eAy)
2) =

1

2m
(P 2

x + P 2
y )

不考虑磁场时，Ax = Ay = 0，此时第一布里渊区内的 kx, ky 都应当是好量子数。kx, ky 的取值范围必须不超

过
2π

ax
,
2π

ay
。

如果考虑磁场，原先的 px, py 并非与哈密顿量对易。但整个系统仍然是具有平移对称性的，所以其必然具有与

哈密顿量对易的守恒量。

定义 Px = px − eAx, Py = py − eAy，则 H0 =
1

2m
(P 2

x + P 2
y )。根据对易关系，我们有

[Px, Py] = ieB

同时，我们有

[x, Px] = i, [y, Py] = i

因此我们可以构造出

[Px − eBy, Py] = 0, [Px, Py + eBx] = 0

我们找到了与哈密顿量对易的“动量”qx = Px − eBy, qy = Py + eBx。然而，这两个量并不对易。

对于晶格模型，x 以 ax 为周期，y 以 ay 为周期，我们所要求的布洛赫条件为：ψ(r+ T ) = eik⃗·T⃗ψ(r)，T 为空

间周期，满足 T = nxax + nyay, nx, ny 是整数。

即要求解为平移算符 eip⃗·T⃗ 的本征态，平移算符的谱即为布里渊区。然而，由于 [qx, qy] = −ieB，我们构造出

的平移算符 Tx = eiaxqx 和 Ty = eiayqy 也是不对易的。但是它差一点点就对易了：

TxTy = TyTxe
ieBaxay

这里利用了 BCH 公式 eAeB = eBeAe[A,B]

如果有 eBaxay = 2nπ，那么平移算符就对易了，这就是整数量子霍尔效应的晶格版本。我们就能把 {Tx, Ty}

的所有本征值张成布里渊区，此时就可以用 |kx, ky⟩ 对态进行标记。(这里的 kx, ky 不是 qx, qy 的本征值，而是

eiaxqx , eiayqy 的本征值的指数项里的一个系数)

从 t=0 开始，在 |ψ⟩ = |kx, ky⟩ 的初态，我们在晶格中加入 x 方向的电场 Ex = −∂Ax

∂t
，在相互作用绘景下求
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6 霍尔电导再谈

出电子速度 vy =
∂H

∂py
的线性响应。要注意，我们加的不是静电场，因为静电场的标势会破坏平移对称性。我们采

用的是交流电场 A(t) =
iE0

ω
eiωt, 通过取 ω → 0 极限求出线性响应。

⟨vy(t)⟩ = ⟨ψI(t)| vyI(t) |ψI(t)⟩

= ⟨kx, ky| e
´
iHI(t)dtvyI(t)e

−
´
iHI(t)dt |kx, ky⟩

= ⟨kx, ky| vyI(0) +
ˆ t

0

i[HI(t
′), vyI(t)]dt

′ |kx, ky⟩

第一项是 0，我们要求第二项在 t→ ∞ 时正比于 eiωt

而 HI(t
′) = e−iH0t

′
HI(0)e

iH0t
′
= e−iH0t

′
(−ePxAx

m
)eiH0t

′
= e−iH0t

′ eE0Pxe
iωt′

imω
eiH0t

′
=
eE0Px(t

′)eiωt′

imω

ˆ t

0

i[HI(t
′), vyI(t)]dt

′ =
eE0

mω

ˆ t

0

eiωt′ [Px(t
′), vyI(t)]dt

′ =
eE0e

iωt

ω

ˆ 0

−t

eiω(t′−t)[vxI(t+ (t′ − t)), vyI(t)]d(t
′ − t)

我们知道，⟨[vxI(t+ (t′ − t)), vyI(t)]⟩ 的值应当至于 (t’-t) 有关，所以可以替换为 ⟨[vxI(t′ − t), vyI(0)]⟩

⟨kx, ky|
ˆ t

0

i[HI(t
′), vyI(t)]dt

′ |kx, ky⟩ =
eE0e

iωt

ω

ˆ 0

−t

e−iωt′′ [vxI(−t′′), vyI(0)]dt′′

=
eE0e

iωt

ω

ˆ t

0

eiωt′′ ⟨[vyI(0), vxI(t′′)]⟩ dt′′

由于响应是线性的，我们要求 t → ∞ 时，
ˆ t

0

eiωt′′ ⟨[vyI(0), vxI(t′′)]⟩ dt′′ 的结果应当是常数。霍尔电导的结果

应为：

σ =
evy

E0eiωt
=
e2

ω

ˆ ∞

0

eiωt′ ⟨[vyI(0), vxI(t′)]⟩ dt′

=
e2

ω

ˆ ∞

0

eiωt′Σn(⟨0| vyI(0) |n⟩ ⟨n| vxI(t′) |0⟩ − ⟨0| vxI(t′) |n⟩ ⟨n| vyI(0) |0⟩)

=
e2

ω

ˆ ∞

0

eiωt′Σn(⟨0| vyI(0) |n⟩ ⟨n| vxI(0) |0⟩ e−i(En−E0)t
′
− ⟨0| vxI(0) |n⟩ ⟨n| vyI(0) |0⟩)ei(En−E0)t

′

=
e2

ω
Σn

⟨0| vyI(0) |n⟩ ⟨n| vxI(0) |0⟩
i(ω + E0 − En)

− ⟨0| vxI(0) |n⟩ ⟨n| vyI(0) |0⟩
i(ω + En − E0)

取 ω → 0 极限，有
1

ω + En − E0
=

1

En − E0
− ω

(En − E0)2
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6 霍尔电导再谈

代回原式，我们发现第一项似乎是发散的。

遇到这种情况，我们一般是想方设法找到一种看似合理的解释来说服自己不考虑这个发散项。如果对 A作规范

变换 A→ A+ ∂f，我们发现 σ 中的第一项
2e2

ω
Σn

⟨0| vyI(0) |n⟩ ⟨n| vxI(0) |0⟩+ ⟨0| vxI(0) |n⟩ ⟨n| vyI(0) |0⟩
i(E0 − En)

并不保持

规范不变。如果做 x→ y, y → −x 的变换，发散项甚至会变号。因此这一项其实是没有太多物理的。

至于发散项为什么会出现，笔者个人认为是因为我们做了线性响应的近似，把更高阶的项忽略了，才导致这项

非物理的结果。也有可能是我们并未考虑跃迁到简并基态的情况。

我们只考虑第二项代回原式的结果，得到 Kubo 公式：

σ = ie2Σn
⟨0| vx |n⟩ ⟨n| vy |0⟩ − ⟨0| vy |n⟩ ⟨n| vx |0⟩

(En − E0)2

而 v =
∂H

∂p

v |m⟩ = ∂H

∂p
|m⟩ = ∂

∂p
(H |m⟩)−H

∂

∂p
|m⟩

=
∂Em

∂p
|m⟩+ (Em −H)

∂

∂p
|m⟩

代入原式有：

σ = ie2(⟨ ∂0
∂px

| ∂0
∂py

⟩ − ⟨ ∂0
∂py

| ∂0
∂px

⟩)

由于我们现在考虑的只是 |kx, ky⟩ 这一个态。对于真正的电导，我们应当对所有态求和，即

σ = ie2
ˆ

⟨∂(kx, ky)
∂px

|∂(kx, ky)
∂py

⟩ − ⟨∂(kx, ky)
∂py

|∂(kx, ky)
∂px

⟩ dkxdky

这个结果，刚好就是陈数的表达式。

σ = − e2

2π
C = −e

2

h
C

C 一定是整数，因此霍尔电导是量子化的。

如果对相关内容仍感兴趣，可以做下面这道题：

习题 6.1 已知某晶格模型的哈密顿量具有这样的形式：

H(k) = E⃗(k) · σ⃗ + ϵ(k)1

可见哈密顿量是已经在动量空间被对角化，但在自旋空间仍未被对角化。计算这个系统中可能出现的陈数。
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7 分数量子霍尔效应

提示：

我们在求每个 k 对应的自旋空间的对角化形式的时候，实际上是将 T 2 做一个连续变换到 S2。只要确定这个

连续的拓扑变换的性质和基本群的同态就可以了。

7 分数量子霍尔效应

事先说明，本节会出现很多莫名其妙的物理解释，笔者刚开始的时候也对许多地方的物理动机搞不明白，并且

这里涉及到的计算也比较少，因此其实比较像科普。

所谓分数量子霍尔效应，就是分数填充朗道能级所导致的霍尔效应。在这种情况下，霍尔电导可能会出现诸如
1

3

e2

h
,
1

5

e2

h
等值。

分数量子霍尔效应是在实验上发现的，所以它本质上是一个经验理论。其本身的严谨性我觉得是有待讨论的。

最早是在晶格内的整数量子霍尔效应里发现了
1

3
填充的能量平台，这说明

1

3
填充的朗道能级可能对应于一个

低能量态。[1]

所以我们的目标，或者说那一代物理学家的目标是找到分数填充所对应的态。很显然，这个态是不能随便取的。

如果在朗道能级中随意的选取
1

3
N 个能级，其总共有 C

1
3N

N 种方式。因此我们对选择的态是有要求的，这个要求叫

不可压缩性。也就是说，如果我压缩空间，一定会导致体系的能量增大，某个电子从低能级跳到高能级。

还有一个问题。我们所说的分数填充对应与一个低能量的态，是什么能量低？因为所有电子都在最低朗道能级，

所以不可能是原先的哈密顿量。所以只可能是库伦相互作用。分数填充的态是使库伦场能量最低的态。

最终还有一个简单的要求，就是波函数反对称，因为电子是费米子。

我们的态要满足上述三个要求。

另外，由于角动量算符和哈密顿量是对易的，我们可以进一步找到角动量守恒的态。
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7.1 双电子的尝试 7 分数量子霍尔效应

7.1 双电子的尝试

晶格内电子波函数并不好处理，在 V(x,y)不知道的情况下我们甚至可能得不到一个确定的波函数。所以我们回

到二维电子体系，并且使用对称规范。

我们来考虑只有两个电子的情况波函数的形式。由于电子都处于最低朗道能级，单电子的波函数一定是 ψ(z, z) =

ϕ(z)e−
q
4Bzz 的形式。

我们先找到具有确定的角动量 l 的双电子态，其一定为：

ψ(z1, z1, z2, z2) = Σnanz
n
1 z

l−n
2 e−

q
4Bz1z1e−

q
4Bz2z2

进行对称化，结果应当为：

ψ(z, z) = Σnan(z1 + z2)
l−n(z1 − z2)

ne−
q
4B(z1z1+z2z2)(要求 n 为奇数)

基矢为 (z1 + z2)
l−n(z1 − z2)

ne−
q
4B(z1z1+z2z2)

总角动量为 lh̄。l-n 是质心的角动量，n 是绕质心的角动量。

一般来说，我们要求质心角动量为 0，否则系统可能有一个不平凡的旋转对称性。所以我们会取 ψ(z, z) = (z1−

z2)
ne−

q
4B(z1z1+z2z2)

这些态，与我们在整数量子霍尔效应中算的多电子态 ψ(z, z) = Π
i<j

(zi − zj)
ne−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn) 一致。

7.2 Laughlin 态

我们直接给出对称规范时
1

3
填充的二维电子体系的基态波函数：

ψ(z, z) = Π
i<j

(zi − zj)
3e−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

这个态很明显是朗道能级的基态，并不是库伦场对应的本征态。但是凝聚态理论是一门实验理论，这个波函数

在实验上有着非常良好的近似 (可以达到 99%),并且这个态是有物理在里面的，所以我们一般通过研究 Laughlin态

来研究分数量子霍尔效应。

为什么说这个态有物理在里面呢？其实是因为它可以形而上的解释一些东西。比如填充数为什么是
1

3
，我们找

到 Π
i<j

(zi − zj)
3 里面有关 z1 的最高次幂，很显然为 3(n-1)，其对应的面积为

S =
2π × 3(N − 1)

qB
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7.3 Laughlin 态是相互作用场的 (近似) 基态 7 分数量子霍尔效应

在这块面积中有能级数 N =
S

h/qB
= 3(n− 1)，而电子数只有 n，因此填充数为 n

N
=

1

3
。

对于
1

m
填充的态，其波函数应当长成

ψ(z, z) = Π
i<j

(zi − zj)
me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

7.3 Laughlin 态是相互作用场的 (近似) 基态

如果没有相互作用的话，朗道能级应当是高度简并的，不会有所谓的 Laughlin 态出来。相互作用会导致高度简

并的能级发生分裂，使能级密度变成如下形式：[1]

图 1: 相互作用导致的能级分裂

对于整数填充，由于能级被填满了，所以没有影响。而对于分数填充，相互作用会有很大的影响！能级填充会

有如下的形式：[1]

图 2: 分数填充时的能级

费米能位于朗道能级的能隙之内，Laughlin 态是满足如图能级填充的基态。具体可以看原始论文“Anomalous

quantum Hall effect: An Incompressible quantum fluid with fractionally charged excitations”,Phys.Rev.Lett.50(1983)1395.

作者在里面用很暴力的计算验证了这一点。

要注意，电子在磁场和库伦相互作用下的多体态是繁琐的，甚至根本解不出来。Laughlin态不是库伦相互作用的

基态，只是一个近似基态，由于和实验符合的足够好所以我们就用了。当然，我们也可以算库伦相互作用在 Laughlin

态上的投影：

vm =
⟨ψm|Vcoulomb |ψm⟩

⟨ψm|ψm⟩

16



7.4 excitation 7 分数量子霍尔效应

其中 ψm(z) 是二体态，因为方便算库仑力。ψm(z1, z2) = (z1 − z2)
me−

q
4B(z1z1+z2z2)

7.4 excitation

从图中可见 Laughlin态必然存在本能级中的激发。只要某些电子跃迁到费米面以上的能级，其一定对应与 Laugh-

lin 态的某个激发态。

Laughlin 态应当具有怎样的激发？

我们所希望的激发态的物理是这样的：基态某个物理量满足高度对称性 (比如说电荷密度 ρ(z))，我们人为破坏

这个对称性，使这个物理量在局域上发生巨变，我们称这个系统在这个位置上有激发。

这个思路其实是量子场论里面的。我们如果从真空中生成一个粒子，其一定会导致对称性破缺。如果在确定的

位置 x 生成一个粒子，其物理本质是场算符的值发生了对称性破缺，在 x 处的值和其他位置不一样。

概括一下，就是我们所考虑的激发是局域的激发。重要的不是波函数的形式，而是物理量。

Laughlin 构建了一个最简单的激发态：

ψ(z, z, η) = Π
i
(zi − η) Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

其中 η 是一个复参数。可以看到，我们只是对原先的 Laughlin 态乘了一个 Π
i
(zi − η)，把 η 处的电荷全部排出

去，并把这样的操作命名为在 η 处放了一个准空穴。

把 ψ(z, z, η) = Π
i
(zi − η) Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn) 其中第 i 个电子绕位置 η 一圈，会使原来的波函

数增加 2π 的相位，eΦ = 2πh̄，得到 Φ =
h

e
。可见 η 处存在一个单位磁通 Φ。

在 η 处放置 m个准空穴，波函数就长成 ψ(z, z, η) = Π
i
(zi−η)m Π

i<j
(zi−zj)me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)。如果 η 不

是一个参数，而是一个变量，那这个波函数就应当是 N+1个电子的 Laughlin态。如果我们对 N+1电子的 Laughlin

态在 η 位置的电荷密度进行测量，就会得到位于该位置的 m 个准空穴。因此每个准空穴的带电量为 e

m
。

当然这个说法非常像诡辩。最直接的方法还是验证 η 附近的电荷密度。

⟨ψ|ϕ†(z)ϕ(z) |ψ⟩ = 1

m

因此我们称准空穴携带
e

m
的分数电荷，和一个单位磁通。Laughlin 态的局域激发是电荷密度和磁通量的局域

激发。

当然，有一个很大的问题困扰了笔者非常久：乘上 Π
i
(zi − η) 这个操作是哪里来的？为什么要把这个操作特殊

化为准空穴呢？这个问题在共形场论中有一些看似合理的解答，Laughlin 态被描述成二维共形块。
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7.5 Berry Phase 7 分数量子霍尔效应

7.5 Berry Phase

与整数量子霍尔效应不同，我们考虑的是激发态的贝里相位，因此我们所关注的参数是 η。然而 η 只是准空穴

激发的一个近似，甚至 Laughlin 态本身都只是库伦场本征态的一个近似。我们只能说 η 确定了一个激发态。

所有 η 构成的参数空间中的每一个点都代表 Laughlin态的一个元激发，我们在这样的一个参数空间研究 Berry

Phase。

Aη = i ⟨ψη|
∂

∂η
|ψη⟩ , Aη = i ⟨ψη|

∂

∂η
|ψη⟩

下面我们来计算这个式子。

7.6 计算

7.6.1 1

我们有 ψη(z) = C × Π
i
(zi − η) Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn) 其中 C 是归一化常数，可能与 η, η 有关，

可以写成 C(η, η)。

Aη =

ˆ
(C(η, η)Π

i
(zi−η) Π

i<j
(zi−zj)me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn))i

∂

∂η
(Π
i
(zi−η) Π

i<j
(zi−zj)me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn))dzdz

= i
∂

∂η

ˆ
(C(η, η)Π

i
(zi − η) Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)Π

i
(zi − η) Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn))dzdz

−
ˆ
i
∂

∂η
(C(η, η)Π

i
(zi−η) Π

i<j
(zi−zj)me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn))(Π

i
(zi−η) Π

i<j
(zi−zj)me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn))dzdz

= i
∂1

∂η
− i

∂C

C∂η
= −i ∂

∂η
lnC

同理有 Aη = i
∂

∂η
lnC，因此 Berry Phase 的表达式被我们简化成了 dγ = Aηdη +Aηdη = i(dη

∂

∂η
− dη

∂

∂η
)lnC

7.6.2 2

下面我们来计算 lnC ∼ η。有关这个的计算会利用 N → ∞ 的近似，并且涉及到一些大家没有接触过的结论。

观察没有归一化系数的 ψ†ψ：Π
i
|zi − η|2 Π

i<j
|zi − zj |2me−

q
2B(z1z1+z2z2+...+znzn)，它的积分结果应当是

1

C2
。
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7.6 计算 7 分数量子霍尔效应

我们把它写成

e
Σ
i
2ln|zi−η|+ Σ

i<j
2mln|zi−zj |− 1

2l2
B

(z1z1+z2z2+...+znzn)
其中l2B =

h

qB

它的形式，非常像某个相互作用体系的配分函数，在 N → ∞ 时，我们可以采用统计力学近似。

那这个相互作用体系是一个什么样的体系呢？由我们构造出来的指数项决定。

−βV (z1, z2, ...zn) = Σ
i
2ln|zi − η|+ Σ

i<j
2mln|zi − zj | −

1

2l2B
(z1z1 + z2z2 + ...+ znzn)

ln|zi − zj | 是满足二维高斯定理的库仑势。

β 的值可以根据需要随便取。为了方便我们取 β =
2

m
，则

V = −Σ
i
mln|zi − η| − Σ

i<j
m2ln|zi − zj |+

m

4l2B
(z1z1 + z2z2 + ...+ znzn)

第一项，为位于 η 处带电量为 1 的电荷与其他所有位于 {z1, z2, ...zn} 的带电量为 m 的电荷的相互作用势。

第二项为位于 {z1, z2, ...zn}，带电量为 m 的电荷的相互作用势。

而第三项，可以看作所有带电量为 m的电荷与一个均匀的背景电荷相互作用势。根据高斯定理可以求得背景电

荷密度为 σ =
1

l2B
这是一个二维等离子体的相互作用势场。我们发现，少了位于 η 处的带电量为 1 的电荷与均匀背景电荷的相互

作用势 V (η) =
ηη

4l2B
。因此我们在原先的势能中加上该项，并且希望加上了之后其与 η 无关。

事实上结果非常好，在 N → ∞ 的时候 V 就是与 η 无关的，因为这个等离子体我们可以视为导体。

定理 7.1: 德拜屏蔽效应

一个粒子数非常大的等离子体，具有屏蔽外加电势的效应，因此
∂V

∂η
→ 0

所以有
1

C2
∝ e

2
m

ηη

4l2
B

lnC = − ηη

4ml2B
+ const

我们得到

Aη =
iη

4ml2B
, Aη = − iη

4ml2B

Berry Phase 的结果为 dγ =
i

4ml2B
(ηdη − ηdη)

我们可以计算 η 作一闭合回路导致的贝里相位
˛
dγ =

i

4ml2B

˛
(ηdη − ηdη)
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7.7 分数统计 7 分数量子霍尔效应

化简得到
2πeBS

m

其中 S 是闭合回路所包含的面积。而该面积所包含的磁通为 BS，我们就验证了准空穴带电量为 e

m

7.7 分数统计

我们下面来计算存在两个准空穴 η1, η2 时的贝里相位。还是用刚刚的方法，我们得到归一化常数

1

C2
∝ e

η1η1
2ml2

B

+
η2η2
2ml2

B

− 2
m ln|η1−η2|

lnC = − η1η1
4ml2B

− η2η2
4ml2B

+
ln|η1 − η2|

m

前两项是由于磁通量导致的，只有最后一项是由于交换导致的。

我们固定 η2，只算” 有效贝里势”

Aη1
= −i ∂

∂η1
(
ln|η1 − η2|

m
) = − i∂

m∂η1

1

2
(ln(η1 − η2) + ln(η1 − η2)) = − i

2m(η1 − η2)

Aη1
=

i

2m(η1 − η2)

我们得到

dγ1 =

˛
Aη1dη1 +Aη1dη1 =

˛
− i

2m
(

dη1
η1 − η2

− dη1
η1 − η2

)

如果将 η1 绕 η2 半圈，结果应当对应于一次交换，利用留数定理，我们得到贝里相位为 − i

2m
(iπ + iπ) =

π

m

是分数统计的结果。

7.8 分数电导

我们这样考虑一个事情：考虑一个圆盘中的二维电子体系，定义逆时针方向为 x 方向。其上有分数量子霍尔效

应的多体态：

ψ(z, z) = Π
i<j

(zi − zj)
me−

q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

我们在圆盘的正中央挖一个洞，并通过 Φx = Φ0 的磁通，Φ0 是单位磁通，数值为
2π

e
。也就是说，这个磁通会

导致电子绕原点的相位增加 2π，如图 [1]
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8 CHERN SIMONS 理论简要介绍

考虑这样一个事情：多体电子的波函数会变成什么？很显然，它应当仍然保持是朗道能级的基态，但是它又会

和原先的基态保持不同，因为绕原点的相位发生变化了。很明显，改变了电子的绕圈性质就会改变电子绕原点的角

动量，在原点处增加一个磁通会使电子的角动量增加 h̄。所以我们的目标是要找到一个既是朗道能级基态，又是所

有电子角动量增加了 h̄ 的态。很显然，它就是：

ψ(z, z) = Π
i
zi Π

i<j
(zi − zj)

me−
q
4B(z1z1+z2z2+...+znzn)

这刚好就是存在一个位于原点处的准空穴时所对应的态。因此我们可以称准空穴 (粒子) 是一个局部磁通。

我们换个角度想这个事情。当我们把原点这个点位置的磁通从 0 增加到 2π

e
的时候，这个宏观系统的起点和终

点有什么变化？变化就是原点处少了一个准粒子的电荷
e

m
，而它一定转移到了圆盘的外边界上，转移的方向为 y方

向。而在增加磁通的时候我们发生了什么？在 x 方向多了一个电场，值为 E =
2π

eT
(T 为该过程所消耗的时间)。

x 方向的电场最终得到了 y 方向的电荷转移，这个就是霍尔电导的定义。因此我们很容易算出霍尔电导为：

σxy =
jy
Ex

=
e/mT

2π/eT
=

e2

2πm

8 Chern Simons 理论简要介绍

在之前的理论中，我们尝试用微观的方法研究霍尔效应，即直接研究电子的波函数。现在，我们试图使用一种

宏观的方法来研究，即场论的方法。

不考虑任何有关电子微观状态的东西，单单从场和电流的相互作用的角度出发，从规范不变性的角度直接得到

霍尔电导的量子化。我们把二维平面的 Aµ(x) 视为外场，像量子场论那样假定有一个内部自由度 a(x)，其路径积分

为

Z =

ˆ
da(x)eiS(a,Aµ)
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8.1 规范不变性 8 CHERN SIMONS 理论简要介绍

因为 a 是我们假定的，他也可能是矢量场的形式 aµ(其实 a 也不太可能仅仅是一个标量场)。

我们把它简化为：

Z = eiSeff (Aµ)

我们定义了一个有效作用量 Seff。它并不是经典力学所对应的作用量 S，也不一定等于 S 的极值。但是我们一

定有：

⟨Jµ⟩ = δSeff

δAµ

这是因为我们把 Aµ 视为外场，在原始的作用量中一定有耦合形式 S =

ˆ
d3xJµAµ

我们利用这个关系凑出我们想要的霍尔效应的形式：

Ji = σijEj = σεijk∂
jAk

可以凑出

Seff =
σ

2

ˆ
d3xεijkAi∂jAk

8.1 规范不变性

我们要求变换 Aµ → Aµ + ∂µf 之后 Seff 保持不变。代入 Seff 的表达式，我们得到：

Seff → Seff +
σ

2

ˆ
d3x∂µ(fε

µνλ∂νAλ)

我们假定积分在紧致曲面上进行 (比如在时间方向也将其首尾相接成 S1)，如果 f 是一个单值函数，那
σ

2

ˆ
d3x∂µ(fε

µνλ∂νAλ)

就应当是 0。没错，如果 f 是单值的，其结果就应当是 0。

但是，我们可以扩大 f 的选择，让 f 不一定是单值函数，因为我们定义规范变换：

ψ(x) → e−iqf(x)ψ(x)

Aµ → Aµ + ∂µf

的时候，我们虽然要求 f 是单值的，但是不一定只有单值的 f 可以构造上述的变换。我们只要求 e−iqf 具有单值性。

如果我们扩大 f 的选择，说不定能得到更多的结果。

换言之， ˛
∂µfdxµ
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8.2 S 的形式 8 CHERN SIMONS 理论简要介绍

的值不一定是 0，可能会因为轨道的不同取法相差 2nπ

q
。

但是 n 的取值是离散的，对于所有可能的 f(x)，我们可以根据不同的 n 对其进行分类。这种离散的分类方式

我们可以归结于其“拓扑性质”，也就是说我们把所有可能的 f 分成了许多拓扑类。

我们现在考虑 Seff 因规范变换产生的附加项。令人惊讶的是，由于我们的分类依据是离散的 n，σ
2

ˆ
d3x∂µ(fε

µνλ∂νAλ)

是量子化的。对于相同的 n，σ

2

ˆ
d3x∂µ(fε

µνλ∂νAλ) 的取值是一样的。

我们直接给出数学上的结果：一个紧致曲面上的
σ

2

ˆ
d3x∂µ(fε

µνλ∂νAλ) 会以
4π2

q2
σ 为单位量子化。

当然我们可以取特例验证这一结论：我们按 t = t + β 将时空粘成闭曲面，并取规范变换 f =
2πt

qβ
，有 A0 →

A0 −
2π

qβ
。我们还有量子化

‹
d2x(∂2A1 − ∂2A1) =

2π

q
，可以计算

∆Seff = ∆
σ

2

ˆ
d3xA0(∂1A2 − ∂2A1) + (1 → 2 → 3) + (1 → 3 → 2)

= ∆(σ

ˆ
d3xA0(∂1A2 − ∂2A1))

= σ × β
2π

qβ
× 2π

q

=
4π2

q2
σ

Seff 是有效作用量，它会以
4π2

q2
σ 为单位量子化。Seff 并不是真的作用量，不能要求它在规范变换下具有不

变性。但是路径积分 (配分函数)Z = eiSeff 一定是规范不变的，因此 Seff 只能以 2π 为单位变化。因此我们有：

4π2

q2
σ = 2nπ

σ = n
q2

2π

整个过程，我们只通过两个条件推出霍尔电导的量子化：一是空间的紧致化，二是规范群的紧致化。规范群的

紧致化有两个作用，一是把 f 所有可能的函数形式分成离散的拓扑类，二是磁通量量子化。

8.2 S 的形式

我们知道 S 里面会有一个与 Aµ 耦合的形式
ˆ
d3xJµAµ，Jµ 是一个场的函数 Jµ(a)，这个场我们还不知道有

什么样的形式，甚至不知道它是标量场、矢量场还是其他形式的场。但是我们有

∂µJ
µ = 0
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8.3 分数量子霍尔效应 8 CHERN SIMONS 理论简要介绍

这是一个约束。在作用量里面我们是不允许自由变量出现约束的。就算我们成功把 J 用场表示出来了，我们还

要在其基础上加 ∂µJ
µ(fields) = 0 的约束，我们求的就不是自由的作用量了。

所以，我们把它变成规范自由度。我们这样构造：

Jµ = Cεµνλ∂
νaλ

其中 aλ 是我们构造出来的场。这样，我们就成功把一个约束变成了规范，让场变量自由。

什么意思呢？我们代入 ∂µ(ε
µνλ∂νaλ)，发现它是天然等于 0 的。但是 Jµ, aµ 都是矢量场，我们用一个矢量场

构造另一个矢量场最后天然满足了一个条件，这个过程我们肯定是丢掉了什么东西的。而我们丢掉的东西就是规范：

aµ → aµ + ∂µf。什么意思呢？我们在对 aλ 操作一个 εµνλ∂ν 得到 Jµ 的时候，对于能用规范 aλ → aλ + ∂λf 的两

个 aλ(x) 得到的 Jµ 是一样的，这说明只有一部分 aλ 可以一一映射到 Jµ，只有一部分 Jµ 是被允许的，所以 Jµ 是

被限制的。

我们说这样构造出来的 aµ 是自由的。因此可以试着直接用 aµ 来构造作用量 S。我们现在有两个条件：

1、与矢势耦合的项为
ˆ
d3xCεµνλAµ∂νaλ

2、
ˆ
Daµ(x)e

iS(aµ,Aµ) = ei
σ
2

´
d3xεµνλAµ∂νAλ

注意到
ˆ
d3xεµνλAµ∂νAλ 是关于矢势 A 的一个二次型，我们通过配方的逆运算，选一个合适的 C(C =

e2

2π
)，

可以构造一个比较好看的作用量：

S(aµ, Aµ) =
e2

2π

ˆ
d3x(−1

2
εµνλaµ∂νaλ + εµνλAµ∂νaλ)

不同的 C，实际上改变的是 aµ 的标度。

8.3 分数量子霍尔效应

对于
1

m
填充的分数量子霍尔效应，其电导为

σ =
e2

2πm

我们构造的是一套有效理论，并且我们仍有 Jµ =
e2

2π
εµνλ∂

νaλ，而最终我们得到的满足 σ =
e2

2πm
的 Seff 应当为

Seff =
e2

4πm

ˆ
d3xεijkAi∂jAk

实际上就是原来的 Seff 多除以了一个 m。
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得到的作用量为

S =
e2

2π

ˆ
d3x(−m

2
εµνλaµ∂νaλ + εµνλAµ∂νaλ)

我们顺带根据最小作用量原理得到 aµ 的运动方程：

∂µaν − ∂νaµ =
1

m
(∂µAν − ∂νAµ)

aµ − Aµ

m
是一个三维无旋场。

不同的填充数，竟然对应的是不同的场论。

为什么我们可以在这里使用经典方法呢？我们在考虑 Laughlin 态的准粒子的交换效应的时候，用的是贝里相

位，而贝里相位使用绝热演化方法得到的。笔者认为因为是绝热演化，所以我们可以使用经典方法。

如果我们对 a 使用正则量子化的话，我们得到

[a1(x), a2(x
′)] =

2πi

me2
δ2(x− x′)

这个性质非常漂亮。如果我们在环面上定义两个方向的 Wilson Loop，

W1 = eie
¸
a1dx

1

,W2 = eie
¸
a2dx

2

(为什么要定义 Wilson Loop 呢？因为原本的 aµ 是可以进行规范变换的，因此它不是一个可观测量，我们定义出来

的 Wilson Loop 是把规范自由度给丢掉了的)

我们可以根据 BCH 公式得到

W1W2 =W2W1e
2πi
m

W−1
1 W−1

2 W1W2 = e
2πi
m

而左边的 W−1
1 W−1

2 W1W2，就是将某个东西绕一整圈的操作。

‹
d2x(∂1a2 − ∂2a1) =

h̄

e

8.4 作用量的流形不变形

所谓流形不变性，是指作用量不会因流形的连续变化而改变。如果我们引入度规 gµν，我们会惊人的发现其在

作用量的表达式里面相消了。

从微分几何的角度来理解，εµνλaµ∂νaλ 对应于一个外微分形式，其允许 εµνλaµ∂νaλd
3x是保持度规不变的，就
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好比一块面积上的函数，我们将面积增大两倍，但是其上的函数也会因为这个变化减小
1

2
，最后函数在这块面积上

的积分还是不变的。

这就有一个重要的推论：能动量张量必须处处为 0。因为我们有
√
−g
2

Tµν =
∂L

∂gµν
。如果通过哈密顿量的公式

H = aµ
∂L

∂∂0aµ
−L，我们也能惊人的发现哈密顿量一定是 0。这说明我们不能用经典的薛定谔方程来分析其演化。它

不是一个传统的理论。

8.5 准粒子 (空穴) 激发

回想我们在电动力学里的知识：外场是 Aµ，电流是 Jµ，他们在作用量里是以耦合的形式。这里我们的场是 aµ，

如果它以某种形式和某种流 jµ 耦合，这种流所对应的粒子 (空穴) 我们就成为准粒子 (空穴)。

准粒子会以
ˆ
d3xjµaµ 的形式进入作用量。如果在二维平面的 x0 处有一个准粒子 j0 = eδ2(x− x0)，这个 j0

里的元电荷 e 对应于狄拉克量子化条件。我们可以求解此时 aµ 的运动方程：

me2

2π
(∂µ(aν − Aν

m
)− ∂ν(aµ − Aµ

m
)) = εµνλj

λ

我们有
me

2π
(∂1(a2 −

A2

m
)− ∂2(a1 −

A1

m
)) = δ2(x− x0)

J0 =
e2

2π
(∂1a2 − ∂2a1) =

Be2

2πm
+

e

m
δ2(x− x0)

右边的第一项是磁场导致的，第二项才是我们要的准粒子的电荷。我们得到准粒子电荷为
e

m
(由于磁场所导致

的物理效应不是我们所要考虑的，在之后的计算中我们设 Aµ = 0)。

我们发现，我们设的时候是 j0 = eδ2(x− x0)，最后计算得到 J0 =
e

m
δ2(x− x0)，因为我们设的时候使用的是

U(1) 规范群的紧致化导致的量子化条件，j0 不是真实的荷，只是满足某个量子化条件的一个参数。而 J0 是真实的

电荷。

进一步，我们考虑一个运动的准粒子：

j0 = eδ2(x− x0(t))

ji = eẋ0(t)δ
2(x− x0(t))

像这样运动的准粒子会使路径积分
ˆ
Daµ(x)e

iS(aµ,Aµ) 里多出一个相位
ˆ
Daµ(x)e

i
´
d3xjµaµ，而 jµ 里面都是 δ 函

数，可以使其简化为： ˆ
Daµe

i
´
x0(t)

eaµ(x)dx
µ
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其中
ˆ
x0(t)

描述的是积分路径。

我们知道虽然我们是在对所有可能的 aµ 作路径积分，但其中只有满足拉格朗日方程的 aµ 贡献是最大的。我们

取满足拉格朗日方程的 aµ 对应的 e
i
´
x0(t)

eaµ(jµ,x)dx
µ

作为
ˆ
Daµe

i
´
x0(t)

eaµ(x)dx
µ

的值。

而 aµ 的拉格朗日方程为：
me2

2π
(∂µaν − ∂νaµ) = εµνλj

λ。根据旋度定理，选取库伦规范 a0 = 0, ∂µaµ = 0，我

们很容易得到：

ai(x, t) =
1

em
εij

xj − x0j(t)

|x− x0(t)|2

通过一个运动的准粒子，我们知道了 aµ 是怎么算的。下面我们来计算两个粒子的交换效应。我们有：

ai(x, t) =
1

em
εij(

xj − x1j(t)

|x− x1(t)|2
+
xj − x2j(t)

|x− x2(t)|2
)

然后，我们固定 x2(t) = 0，求 e
i
´
x1(t)

eaµ(jµ,x)dx
µ
1，并使积分路径绕过 x=0，我们得到的是：

e
i
´
x1(t)

e 1
em εij

xj−x2j(t)

|x−x2(t)|2
dxi

= ei
´ xdy−ydx

mr2 = e
2πi
m

绕一圈是
2π

m
，交换两个粒子是绕半圈，也就是

π

m

8.6 流形上的 Chern Simons 理论：以环面 T 2 为例

只是一个浅浅的入门，告诉一下为什么拓扑会导致一些现象。

环面，其实是两个方向的周期性所粘成的一个流形。我们回到之前讲的Wilson Loop，W−1
1 W−1

2 W1W2 = e
2πi
m ，

我们发现我们其实没有构造任何的准粒子，却出现了一个非平凡的相位。这就是一个拓扑效应。

由于这个公式，W1,W2 不可能有一维表示，因此基态一定简并。我们构造一个最简单的 W1,W2 的表示：

W1 |n⟩ = e2πi/m |n⟩

W2 |n⟩ = |n+ 1⟩

这是一个 m 维的表示，因此我们说环面上的基态是 m 重简并的。这也是拓扑所导致的。

如果闭曲面不是环面，而是其他更复杂的，比如 g=2(有两个孔) 的甜甜圈，那其基态就是 mg 重简并。
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